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UWAGA WSTEPNA.

Podrecznik niniejszy przeznaczony jest dla klasy | wydzia-
téw : przyrodniczego, humanistycznego i klasycznego liceum
ogo6lnoksztatcagcego. Tematy nie objete programem wydziatu kla-
sycznego omowione sg w 8§ 39—42, 70, 71, 104,105,106, 107,108
oraz w czesciach 1V, V i VI rozdziatu IV.

Rozdziat Il oraz 8§ 72, 73, 119, 120, 121 i 122 rozdziatu IV
omawiajg tzw. tematy do wyboru, przewidziane w programie
liccum Kklasycznego. Natomiast tematy do wyboru, przewidziane
w programie liceum przyrodniczego i humanistycznego, stanowia
tres¢ 88 39—42, 59, 60, 66 rozdziatu 11l oraz czeSci VI rozdziatu IV.

Wreszcie, zagadnienia, omoéwione w 88 34, 35, 36, 37, 38, 54,
55 i 61—63, jako zastosowanie i pogiebienie nauki o logarytmach

i postepach i majgce pewne znaczenie praktyczne, nie sg obo-
wigzujace.






ROZDZIAL
Nieréwnosci.

8 1. Okreslenia. Jezeli dwa wyrazenia algebraiczne pota-
czymy znakiem nieréwnosci (> lub <C), wowczas otrzymamy
nierowno$¢. Wspomniane wyrazenia nazywamy stronami nie-
réwnosci.

Nieréwnosciami sg np.:

—5<2; —3> —5; 3a—8> 1; 5x2+ 3;/<4 + z; itd.

Nierownosci

A>B i C>D
nazywac¢ bedziemy nieréwnosciami o jednakowych zwrotach,
a nieréwnosci

X>yiu<.w
nazywaé¢ bedziemy nieréwnosciami o przeciwnych zwrotach.

8 2. Niechaj dana bedzie nieréwno$¢, w ktdrej co najmniej
jedna ze stron zawiera litere (lub litery). Np.i

(1) X4+ 2+ 1> .0;
(2) X2+ 5> 6X;
(3) 722+ 4z+ 4< 0.

Litery, wystepujgce w nierownos$ci i nie oznaczajgce danych
liczb, nazywajg sie zmiennymi.

a) Rozpatrzmy nieréwnos$¢ (1). Lewa jej strona jest suma
dodatnich liczb, zatem wyrazenie x4-(-y2+1 jest dodatnie bez
wzgledu na wartosci liczbowe liter x iy (tzn. jest dodatnie dla
wszystkich wartosci liczbowych liter x i y). Nieréwnos$¢ wiec

Xi-j-y2-f-1> 0
jest stuszna dla wszystkich wartosci liczbowych liter x i vy.

Nierownosci, ktére sa stuszne dla wszystkich wartosci licz-
bowych zmiennej (lub zmiennych), nazywajg sie nieréwnoSciami
bezwarunkowymi.
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Np. nieréwnosci
a2+ 02> —5; 4+ x2>2; —2x2- 3y2—1<0; a-5<a+l
sg nierownosciami bezwarunkowymi.

b) Rozpatrzmy nieréwnosé (2)

xi-f5> 6x.

tatwo jest sprawdzi¢, ze nie dla kazdej wartoSci liczbowej
zmiennej x nierowno$¢ ta jest stuszna. Istotnie, np.
dla x= 1 warto$¢ lewej strony wynosi 6, a prawej strony 6;

)) X == 2 7 77 7 77 9’ K n l 2 )
(( 9 7 7 i’ 7”7 1 4 1 W 7”7 u 187
D % 5 » » » » 2, ,, " 30.

Natomiast dla jakiejkolwiek wartosci liczbowej x, mniejszej

od 1 albo wigkszej od 5, nierbwnos$¢ dana jest stuszna. Np.
dla x = £ warto$¢ lewej strony wynosi 5J, a prawej 3;

, X== " ” ” ” 41, ,, ” 36 itd.

Nierownosci, ktore sa stuszne tylko dla pewnych wartosci
liczbowych zmiennej (lub zmiennych), nazywajg sie nieréwno-
§ciami warunkowymi.

Rozwigza¢ nieréwnos¢ warunkowg znaczy znalez¢ wszystkie
wartosci liczbowe zmiennej (lub zmiennych), dla ktérych nie-
réwnosc¢ jest stuszna.

O wartosciach tych moéwimy, ze spelniajg dang nierownos$¢

Np. nieréwnosci:

5x—3> 8x 4, 5x2—1>0; X2—y2'>2-\~z
sg nieréwnosciami warunkowymi.

c) Rozpatrzmy nieréwnosé (3)

zi4-4z f-4< 0.
Lewa jej strona jest kwadratem sumy liczb z i 2
z2-f-4z+ 4= (z-(-2)2

A poniewaz (z-)-2)2 jest liczbg nieujemng dla wszystkich war-

tosci z, wiec nieréwnos¢

22+ 4z+ 4<0
jest niemozliwa, tzn., ze nie ma takich wartosci liczbowych li-
tery z, dla ktérych nieréwnos$¢ (3) bylaby stuszna.

Widzimy zatem, ze istniejg nieréwnosci, ktore nie posiadajg
rozwigzan. Takie nierdwnosci nazywaé bedziemy sprzecznymi.

Witasnosci nieréwnosci.

8 3. Wiemy z nauki o rdwnaniach, ze 1° do obu stron réw-
nania wolno doda¢, albo od obu stron réwnania wolno odjgc te
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samg liczbe oraz 2° obie strony réwnania wolno pomnozy¢ przez
te samg liczbe, albo podzieli¢ przez te samg liczbe rdzng od zera.

Zbadajmy, ktére z przytoczonych wilasnosci rGwnan posiadajg
takze i nieréwnoSci.

1°. Niechaj A i B oznaczajg dwie liczby nierowne. Z nauki
0 liczbach wzglednych wynika, ze jezeli A> B, to réznica A —B
jest dodatnia tzn., ze A—B”*>0. | odwrotnie: jezeli A—B">0(,
to A>B.

Rozpatrzmy nierownos$¢é

A>B
1wynikajacg z niej nieré6wnos¢
A—5> 0. 4)
Wyrazenie A—B nie zmieni swej wartosci, jezeli dodamy
don i odejmiemy te samg dowolng liczbe wzgledng C:
A—B=A+C-B—C
Ale: A+ C—B—C= (A+ C)—(B+C).
Zatem nierdwno$¢ (4) przyjmie postaé
(A+ C)—(B+ C)>0, a stad A+ C>B + C
Jak widzimy, z nieréwnosci
A> B
wynika nieréwnos¢:
A+ C>B + C,
gdzie C oznacza dowolng liczbe, tzn., ze
do obu stron nieréwnosci wolno doda¢ te sama liczbe.
Np. z nierbwnosci
—3>—8
wynika nieréwnosé
—3+ 5> —8+ 5
czyli
2 > —3
Whniosek. Jezeli do obu stron nierownoSci
A+ R>C + 2
dodamy te samg liczbe — D, wowczas otrzymamy
A-A-B —D>(7-f-Z) —D, a po redukcji
A~\-B-D>C.

Jak wida¢, wyraz D, ktéry w danej nieréwnos$ci znajdowat
sie po prawej stronie, w nowej nierownosci znajduje sie po stro-
nie lewej, lecz ze znakiem przeciwnym. Te wiasnos$¢ nieréwnosci
wyrazamy, mowiac, ze w nieréwnosci wolno wyrazy jednej strony
»~przenosi¢* na drugg strone, lecz ze znakiem przeciwnym.
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Uwaga. Nalezy pamietaC, ze ,przenoszenie“ wyrazow
z jednej strony nieréwnosci na drugg polega na do-
daniu do obu jej stron tej samej liczby i na redukcji.

2°. Dodajmy do obu stron nieréwnosci
A>B

te samg liczbe — C. Otrzymamy wodwczas
A+ (-C)>B+(-C),

albo
A—0O B —C

Zatem z nierownos$ci A>B wynika nieréwnos$¢
A—O B —C,

gdzie C oznacza dowolng liczbe, tzn.
od obu stron nieréwnosci wolno odjg¢ te samag liczbe.
Np. z nieréwnosci
3 > —7
wynika nieréwnos$¢
3—9> —7—9, czyli
—6> —16.
3°. Rozpatrzmy nierownosé
A> B
i wynikajaca z niej nierdwnos$¢
A—B> 0.
Jezeli C oznacza dowolng liczbe dodatnig, to wyrazenie
(A—B)C
tez jest dodatnie, gdyz A — 0, tzn. ze,
(A—5)C>0. (5)
Ale
(A—B) C= AC —BC,
zatem nieréwnos$¢ (5) mozna napisa¢ w postaci
AC—BOO, astagd A O BC.
Jak widzimy, z nieréwnosci
A> B
wynika nierdwnos¢
AC > BC,
gdzie C oznacza dowolng liczbe dodatnig, tzn., ze
obie strony nieréwnosci wolno pomnozy¢ przez te samg
liczbe dodatnia.
Np. z nieréwnosci
7> —2



wynika nieréwnos¢
7-3>(—2)-3, czyli
21> - 6.
4°, Jezeli C oznacza dowolng liczbe dodatnig, to i odwrotnos¢

liczby C tj. ™ tez jest liczbg dodatnig. Jezeli wiec obie strony

nierobwnosci
A>B

pomnozymy przez liczbe dodatnig otrzymamy woéwczas

czyli
g~ E-

A> B

Zatem z nierownosci

wynika nierownos$c

A. B

gdzie C oznacza dowolng liczbe dodatnig, tzn., ze
obie strony nieréwnosci wolno podzieli¢ przez te samag liczbe
dodatnia.

Np. z nieréwnosci

&> —5
wynika nieréwnos$¢
-8§>-£> czyli
3> Ife
5°. Rozpatrzmy nieréwnos¢
A>B
i wynikajagcg z niej nieréwnos¢
A—B=>0.
Jezeli C oznacza dowolng liczbe ujemng, to wyrazenie
(A—B) C
tez jest ujemne, gdyz A —B > 0, tzn., ze
{A—B) C<0. (6)

Ale (A —B) C=AC— BC,
zatem nieréwno$¢ (6) mozna napisa¢ w postaci
AC—BC<0, a stad
AC <BC.
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Jak widzimy, z nieréwnoSci
A> B
wynika nieréwnosé
AC< BC,
gdzie C oznacza dowolng liczbe ujemna, tzn., ze
obie strony nieréwnosci wolno pomnozyé przez te samg
liczbe ujemng, zmieniajagc jednoczes$nie zwrot nieréwnosci na
przeciwny.
Np. z nier6wnosci
8> — 12
wynika nieréwnos$¢
8-(-2)<(-12).(-2), czyli
—16< + 24.
6°. Jezeli C oznacza dowolng liczbe ujemna, to i odwrotnos$é

liczby C, tj. ~ tez jest liczbg ujemna.

Jezeli wiec obie strony nieréwnosci

A>B
pomnozymy przez liczbe ujemng otrzymamy wowczas
A-~<B- czyli
Zatem z nieréwnosci
A> B

wynika nierownos$é

gdzie C oznacza dowolng liczbe ujemna, tzn., ze
obie strony nierdwnoS$ci wolno podzieli¢ przez te samg liczbe
ujemng, zmieniajagc jednoczesSnie zwrot nieréwnosci na prze-
ciwny.
Np. z nieréwnosci
—8< —5
wynika nieréwnos$¢
8 —5 .
2> —2’czy'*
4>2].
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8 4. Rozpatrzmy nieréwnosci o jednakowych zwrotach
A>B
i
C>D.
Z pierwszej nieréwnosci wynika, ze A —B jest dodatnie,
a z drugiej — ze C— D jest dodatnie. A ze suma dodatnich liczb
jest tez dodatnia, zatem
(A—B)-\r(C— D)>0, czyli
A+ C—B—D=>0, albo
A-A-C—(B-\-D)> 0, wiec
A+ OBA-D.
Jak widzimy, z nieréwnosci o jednakowych zwrotach
A>B i O D
wynika nierownos¢
A-\- C~>B-\- D, tzn., ze
wolno dodawaé stronami nieréwnosci o jednakowych zwrotach.
Np. jezeli
—3< 8
[
10< 11, to
—3+ 10<19, tj. 7<19.

8§ 5. Rozwazmy nieréwnosci o jednakowych zwrotach
A>B

OD
gdzie A, B, C, D sg dodatnie. Mnozac obie] strony nieréwnosci
pierwszej przez O O, a obie strony drugiej nieréwnos$ci przez
BA> O otrzymamy
AOBC [ BC>BD,
a stad
AC> BD, tzn., ze

jezeli obie strony kazdej z nieréwnosci o jednakowych zwro-

tach sg dodatnie, to nieréwnosci takie wolno mnozy¢é stronami.

Whniosek. Jezeli Au A2 A3 ... An oraz Bu B,, Bs, ... Bn
oznaczajg liczby dodatnie i A2> B2; ...; A, > B,,, to,
zgodnie z ostatnig wiasnoscig nierdwnosci, otrzymamy

Ai A2A3... An Bi B2B3... Bii. (7
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W wypadku Al= A2— As ... = A, oraz A = 2a= B3 ...
= Bn, nierdwnos$¢ (7) przyjmie postac
Aj”> Bi”,
gdzie n oznacza liczbe naturalng.

Rozwigzywanie nieréwnosci.

8 6. Zajmiemy sie obecnie rozwigzywaniem nieréwnosci wa-
runkowych z jedng zmienng stopnia pierwszego, tzn. takich,
w ktorych stronami sg wielomiany (lub jednomiany) stopnia
pierwszego wzgledem zmiennej.

Rozwigzywanie to opiera sie na poznanych w 8§ poprzednich
wiasnosciach nieréwnosci.

Przyktad 1. Rozwigzaé nierdwnosc

X+ 2>3.
Zatézmy, ze nier6wnos$¢ ta nie jest sprzeczna, tzn. ze istniejg war-
tosci liczbowe zmiennej, dla ktérych nieréwnos$¢ ta jest stuszna.
Podstawiajac jedng z tych wartosci liczbowych na miejsce zmien-
nej, otrzymamy nieréwnos$¢ liczbowg, ktéra posiada¢ bedzie po-
znane poprzednio wiasnosci. A wiec, przenoszac 2 ze znakiem
przeciwnym na prawg strone nierownoSci, otrzymamy
x >3 —2, czyli
x> 1
Wynik ten oznacza, ze nieréwno$¢ dana bedzie stuszna dla kaz-
dej wartosci x, wiekszej od 1.
Przyktad Il. Rozwigza¢ nieréwnos$c
3+ x<2x + 5.
Rozumujac, jak poprzednio, otrzymany
X—2x<5 —3, a po redukcji
—X < 2.
Mnozac obie strony przez — 1, otrzymamy
X> -2,
Wynik ten oznacza, ze nier6wno$¢ dana bedzie stuszna dla kaz-
dej wartosci x, wiekszej od —2.
Przyktad Ill. Rozwigzaé nieréwnosc
—5x+ I >2x + 8.
Przenoszagc 2x ze znakiem przeciwnym na lewg strong, a 1 ze
znakiem przeciwnym na prawg strone nieréwnosci, otrzymamy
—b5x—2x> 8—1, a po redukcji
—7x>7.
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Dzielagc obie strony przez liczbe ujemng — 7, otrzymamy

x< —1
Przyktad IV. Rozwigza¢ nierownos¢
X 1
8+ 2< * -2-

Sprowadzamy obie strony nieréwnosci do wspdlnego mianownika.
Otrzymamy
2x , 12 6x_3
ir+ 6« ¥ —6'
Mnozac obie strony nierdwnosSci przez liczbe dodatnig 6, mamy
2x+ 12< 6x—3.
Postepujac, jak w przyktadzie Ill, otrzymamy
—4x< —15
i po podzieleniu obu stron nieréwnosci przez liczhe ujemng —4

§ 7. Z przykladéw powyzszych wynika, ze aby rozwigzaé nie-
réwnos$¢ 1l-go stopnia z jedng zmienng, nalezy nieréwnos$¢ dang
doprowadzi¢ do postaci

ax>0 albo ax< b (a4=0)
i obie strony otrzymanej nierdwnosci podzieli¢ przez spétczynnik
przy zmiennej. Wtedy

X>h albo x< — jezeli a~>0
a a

x< — albo x> -> jezeli a< 0.
a a

Nierownos$ci jednoczesne.

8§ 8. Przyktad |I. Niechaj dane beda nierdwnosci
2Xx—3>x-j-1 i 3x—8<2x-(-I.
Rozwigzujgc nieréwnos$¢ pierwszg, otrzymamy
x> 4.
Rozwigzujgc nierdwnos$¢ drugg, otrzymamy
X< 9
Zobaczmy, czy istniejg wartosci x, dla ktérych obie nieréwnosci
sg jednocze$nie stuszne.
Na rys. 1 obszar zakreskowany poziomo zawiera te czes¢ osi
liczbowej, ktorej punkty sg obrazami liczb, wiekszych od 4, tj.
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spetniajagcych nierowno$¢ pierwszg, a obszar zakreskowany pio-
nowo zawiera9lte cze$¢ osi liczbowej ktdrej punkty sg obrazami
liczb, mniejszych od 9, tj. spetniajagcych nieréwnos$¢ druga.

rys. 1

Zatem obszar zakreskowany jednoczesSnie poziomo i pionowo
zawiera te cze$¢ osi liczbowej, ktoérej punkty sg obrazami liczb,
spetniajgcych jednocze$nie obie nieréwnosci, tzn. ze obie nierdw-
nosci sg stuszne jednoczes$nie, gdy wartosSci x sg wieksze od 4
ale jednoczeénie mniejsze od 9, co zapisujemy

4<x <9.

Przyktad IlI. Rozwigza¢ nieréwnosci

x—1,1 "x . X—2
374

Rozwigzujac nierdbwnos$¢ pierwsza, otrzymamy x<8§. Rozwigzujac
nierownos$¢ drugg, otrzymamy x< —4

2> X

rys. 2.

Z rys. 2 widzimy, ze kazda warto$¢ x, mniejsza od —4 spet-
nia jednoczed$nie obie nier6wnos$ci, zatem obie nieréwnosci sg
stuszne jednocze$nie, gdy

X< —4

Przyktad HI. Rozwigzaé nier6wnosci

x-M 1 , X
4 + 1< 2 x<3
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Po rozwigzaniu kazdej nierownos$ci z osobna, otrzymamy
< —25; x> —¢£

9
-25 -5

rys. 3.

Z rys. 3 widzimy, ze nie ma takich wartosci x, dla ktorych
obie nieréwnosci bytyby stuszne jednoczes$nie.
Uwaga. Nieréwnosci, rozpatrzone w kazdym z powyzszych przy-
ktadéw, nazywajg sie nieréwnosciami jednoczesnymi.

Przyktad IV. Rozwigza¢ nierbwnos$¢ podwdjng

—3<2x + 5<2.
Tak zapisana nieré6wnos$¢ oznacza, ze —3<2x-}-5 ijednoczes$nie
2x-}-5<C2. Rozwigzanie wiec takiej nierdwnosci podwdjnej spro-
wadza sie do rozwigzania nierdwnosci jednoczesnych

—3<2*+ 5 i 2x+ 5<2.

Otrzymamy, ze nierowno$¢ pierwsza bedzie stuszna dla x> —4
a nierownos$¢ druga bedzie stuszna dla x <C—f. Stad, po uzgod-
nieniu

—4<x< —fT.

Nieréwnosci, sprowadzajgce sie do nieréwnosci stopnia
pierwszego.

8 9. Przyktad I Dla jakich wartosci x utamek
X—3
X+ 4
bedzie dodatni?
Rozwigzanie zadania polega na wyznaczeniu wartosci x, dla
ktérych stuszna bedzie nieréwnosé
x—3.> 0
X-j-4 '
Ot6z utamek wtedy jest dodatni, gdy licznik i mianownik sg tego
samego znaku. Zatem nierdwno$¢ wtedy bedzie stuszna, gdy
x—3>0 Xx—3<0
i albo i
X+ 4>0 X-j-4< 0.
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Rozwigzujac pierwszg pare nierownosci jednoczesnych, otrzymamy
x>3 i x>—A4

- w wibnV
i ittt1iH~
r r
Zatem pierwsze dwie nieréwnosci bedg stuszne jednocze$nie, gdy
x> 3.
Rozwigzujgc drugg pare nieréwnosci, otrzymamy
X< 3 i X< —4. =

Zatem drugie dwie nieréwnosci bedag stuszne jednoczes$nie, gdy
X < —4.
Dany utamek bedzie wiec dodatni, jezeli
x>3 albo x< —4

Przyktad Il. Rozwigza¢ nieréwnos¢

fr <

Poniewaz obu stron nieréwnosci nie wolno pomnozy¢ przez x —1,
gdyz znak wyrazenia x— 1 nie jest nam znany, przeto, aby roz-
wigza¢ dang nierowno$¢, przenosimy 1 ze znakiem przeciwnym
na lewg strone nieréwnosci:

2Xx—5

x—1
Po sprowadzeniu lewej strony do wspd6lnego mianownika i prze-
prowadzeniu redukcji, otrzymamy

1< 0.

N4 <o

Rozumujgc, jak w przyktadzie poprzednim, przekonamy sie, ze
nierowno$¢ dana bedzie stuszna, gdy
, 1< x< 4

Przyktad IlIl. Rozwigza¢ nieréwnos$c
x2—4> 0.
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Rozkladajac lewg strone nieréwnosci na czynniki, otrzymamy
x2—4= (x—2) (x+ 2).
Dang nieréwnosé mozna wiec napisa¢ w postaci
(x—2) (x+ 2)> 0.
Poniewaz iloczyn dwdch czynnikéw wtedy jest > 0, gdy oba
czynniki sg tego samego znaku, zatem
x—2>0 X—2<0
i albo i
X+ 2>0 X+ 2< 0.
Rozumujac, jak w przyktadzie I, otrzymamy
x< —2 albo x> 2.

Przyktad IV. Rozwigza¢ nierbwnos¢
3x2—10x -j-3> 0.
Wiemy, ze jezeli wyr6znik trojmianu kwadratowego ax2-|-
— bx € jest nieujemny, wowczas tréjmian ten mozna roztozy¢
na czynniki stopnia pierwszego:
ax2+ Ox+ c= a(x —xj (x—x2),
gdzie Xx, i x2 oznaczajg pierwiastki rownania kwadratowego
ax2-f-bx -f-c= 0.
Lewa strona naszej nierdwnosci jest tréjmianem kwadrato-
wym, ktérego wyroznik
D= 100—36= 64> 0.
Tréjmian ten da sie wiec roztozy¢ na czynniki stopnia
pierwszego.
Rozwigzujac réwnanie
3x2—10x-f3= 0,
otrzymamy
Xi~ i »x2= 3.
Zatem
3x2—10x+ 3= 3(x —i) (x—3),
a dana nierownos$¢é przyjmie postac
3(x-i) (x—3)>0.
Dzielagc obie strony nieréwnoS$ci przez liczbe dodatnig 3, otrzy-
mamy
(x—i) x—3)> 0.
Rozumujac, jak w przyktadzie Ill, otrzymamy
x<£ albo x>3.

Przyktad V. Rozwigzaé nieréwnos$c
2x2—4x -f-5> 0.

Matematyka | lic. 2
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Lewa strona nierownoSci jest tréjmianem, ktdrego wyr6znik
D= 16 —40——24
jest ujemny. W tym wypadku trdjmian nie da sie roztozy¢ na
czynniki stopnia pierwszego, gdyz rdOwnanie 2x2—4x-j-5= 0
pierwiastkow nie posiada. Aby wiec rozwiagza¢ dang nierdwnos¢,
podzielmy obie jej strony przez spoOtczynnik przy x2 tj. przez
liczbe dodatnig 2. Otrzymamy nier6wnos$¢ :
x2—2x+ f> 0.
Do lewej jej strony dodajmy |i —1; wowczas otrzymamy
x3—2x -f-1-(-f—1> 0, czyli
x2—2x+ |+ § > 0.
Poniewaz x2—2x-j-1 = (x—1)2 zatem nasza nieré6wnos$¢ przyj-
mie postaé
(x—1)2-j-f> 0.
Ale (x—1)2+ f jest sumag nieujemnego sktadnika (x—1)2i dodat-
niego sktadnika f, zatem lewa strona nieréwnosci jest dodatnia
dla kazdej warto$ci liczbowej X, tzn. ze nier6wno$¢ dana jest
bezwarunkowa.

Przyktad VI. Rozwigza¢ nierébwnosc
—3x2+ 6x— 10> 0.
I w tym wypadku wyréznik tréjmianu, znajdujgcego sie po
lewej stronie nieréwnosci, jest ujemny:
Z>= 36 —120= — 84,
zatem tréjmian ten nie da sie roztozy¢ na czynniki stopnia pierw-
szego. Rozumujac, jak w przyktadzie V, otrzymamy, po podziele-
niu obu stron nieréwnosci przez liczbe ujemng — 3
X2—2x+ » < 0, a stad
(x-i)2+ f<O0.
Poniewaz wyrazenie (x—1)24~f jest dodatnie dla wszystkich war-
tosci liczbowych x, zatem nie ma takich wartosci liczbowych x, dla
ktorych nierowno$¢ dana bytaby stuszna, tzn. ze nieréwno$¢ dana
jest sprzeczna.
Uwaga. Rozumowania, przeprowadzone w przyktadach
Vi VI, sa ogdlne, tzn. stosuja si¢ przy rozwiazywaniu
nierownosci
ax2-f-bx+ c¢> 0.

w ktdrej lewa strona jest trojmianem o ujemnym wy-
rézniku: 62—4ac<0. Wykazemy, ze nierownos$¢ taka



§9 19

jest albo bezwarunkowa, albo sprzeczna. Podzielmy obie
strony danej nier6wnosci przez a. Otrzymamy

b c C L
x2-f-a-x t -2 0, jezeli a> 0
albo
2'IO \C<O"I' <0
X —)ra—x— — , jezeli a .
Lewg strone kazdej z otrzymanych nier6wno$ci mozna
przeksztatci¢ w sposdb nastepujacy:
c_ , = 0 , b2 b2 . ¢ _
TS X 2 X Yy Thap Ta
—b24- 4ac s —(b2—4ac)
122 ~(X+8H) 1 4a2
Poniewaz, zgodnie z zalozeniem, b2— 4ac jest <0, za-

x§+’ E)x+’
a a

tem — (b2 4ac) jest > O tzn. ze x2+ gx —fg— jest sumg

2
meujemnego sktadnika (*_|_<-‘r i dodatniego sktad-

(b2—4ac)
4a2

z otrzymanych wyzej nieréwnos$ci jest wiec dodatnia

dla kazdej wartosci X, tzn. ze pierwsza z tych nieréw-

nosci jest bezwarunkowa, a druga jest sprzeczna.

nika gdyz 4a2>0. Lewa strona kazdej

Cwiczenia.

1. Rozwigza¢ nierdwnosci :

a) 3x—5> 2x-f-1; b) 4x + 1< 2x—5;

C) 2x—7< 3x—9; d) 3x+ 4>5x + 8;

e) f*+ 2< —x 4K f)y ix i>ix 2

g) I,5x+ 5< —23x—2; i) —0,7x+ 3,2> —I1,3x —2,8.
2. Rozwigzaé nier6wnosci:
2Xx—3 , X . 4x

a) —s— [w>i; b) 5 X< 2x)-;

x+ 1 4x 5x—3 2—3x x—2
) 2x 3 > 2-f- 5 d <

4x+ 3 5x-f-4 x—7 2x+ 5.
) 6 ~ 2 1 3
f) (x—2)2+ 3x<(x + 2)2+ 2x—3;
g) (Xx—3)3+ 9x2—5x+ 2>x3—8,;

X2—x+ 4  2x—1 x2 | ,
h) ~ 2 <3+ 3x-1.
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3. Rozwigza¢ nieréwnosci jednoczesne:
a) 4x—5> 3 i 2x—6< 3;
b) 5x —7> 3x+ 7 6x + 2<5x + 10;

i
i

€) 3x—10<2x—7 i 7x+ I<5x + 9;
i

d x+ 2>3x—6 dx—T7«>x-f8;

¢) 3LT—5<x4’6 2x;3 1>

f) 6x-ff>4x + 7 Bx-J-3 _ 2X + 25;
g) 8x-W >rr i 2 (2x+ 3)>5x + f;
h) iX_S<[x—f—3 1 — 7—-h1> 2x—4.

4. Rozwigza¢ nieréwnosci podwojne:
a) 2x<x —3<5;
b) 2—x<x-)-3<4;
c)i+ jrd —y<ty +#;
d) —g-——-- 1< 2m+ | < —"-f-3;
e) (k—1)2—4 < (A-j-1)2-f-1< &+ 5;
f) 2Al =3+ 1</£2+ [E+ 1<(a+ 12+ 7

5. Rozwigzaé¢ nieréwnosci:

\ 3,
“Y x--2>0
&) i d )" >0

7 — 3X

<0: .
&) x5 0 ) 3x—8%> 2;
X—5 2X z+ 5 3< 2z

9 ox—3*% 1> 3" M3 37 —1

y—5 i+ 1Ay —3. . 1
3738 toy—3-nT 3 0 D) g4 1<x-1"°

6. Rozwigza¢ nieréwnosci:
a) x2—9> 0; b) 2a2—7<a2+ 9;

c) (z+ 3)2>62z + 25; d y*-5y<0;

e) x+ 1)2< 2x—10; f) 2y2 8y-\-5Xy 4)2-f-14;
g) Xx2-7x+12>0; h) x2—7x+ 10<0;

i) x2+ 8>9x; k) x2+ 8< 6x;
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) 2x2—5x+ 2>0; m) 3x2+ 10x+ 3<0;
n) 2x2—5x—12> 0 p) 6x2— 13x+ 6<0;
r) 2x2-f x—21< 0; s) 3x2+ 2x— 1> 0.
7. Dla jakich wartos$ci liczby k réwnania:
a) 2x2—3x+ A—1= 0; b) 3x2—4x+ 2- A= 0;
c) kx2+ 5jt+ | = 0; d) A—3)x2-2x —3= 0;
e) (2A+ Dx2+ 3x+ 2= 0

posiadajg po dwa rézne pierwiastki ?

8. Dla jakich wartosci litery m rownania:
a) x*—2mx -f-4m —3= 0; b) x2—mx -f-3m —5= 0;
c) xs-f-2/nx-|-m -f-2= 0; d) x2—2(m —7)x-(-1 = 0;
e) 10x2—6mx-(-(m2-10)=0; f) (m- 3)x2+ 2x—4(m—3)= 0
posiadajg po dwa rdzne pierwiastki?

9. Wykazaé, ze nier6éwnosci:
a) x2—4x+ 12>0; b) 4x2—8x+ 6>0;
c) —x2-f-2x—6< 0; d) —2x2—4x—9<0
sg bezwarunkowe.

10. Wykazaé, ze nieréwnosci®
a) x2—6x+ 20< 0; b) - x2+ 10x—30>0;
c) 5x2+ 20x+ 21 < 0; d) —3x2+ 12x—25> 0
sg sprzeczne.

11. Starszy brat posiada w P. K. O. 345 zt oszczednosci,
a miodszy — 225 zt. Starszy podejmuje co tydzien 7 zt, a miodszy
podejmuje jednocze$nie z nim 3 zt. Po ilu tygodniach mitodszy
brat posiada¢ bedzie wiecej oszczednoS$ci, niz starszy?

12. Dany jest kwadrat i prostokat. Jeden z bokéw prostokata
jest 0 3 cm mniejszy od boku kwadratu, a drugi bok prostokata
jest o0 4 cm wiekszy od boku tegoz kwadratu. Jaka winna by¢
dtugo$¢ boku kwadratu, aby jego pole byto wieksze od pola pro-
stokata ?

13. Z dwédch miast A i B, odlegtych od siebie 0 21 km, wyru-
szajg jednocze$nie w jednym kierunku (od B do A) dwaj cyklisci.
Cyklista, jadacy z A, posuwa sie z predkoscig 15 km\godz., a cy-
klista, jadacy z B — z predkoscig 18 kmjgodz. Po ilu godzinach
Cyklista B przegoni cykliste A ?
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14. Dla jakich wartosci k, oba rozwigzania uktadu rownan
X-y=%k-1
2x —y = 3—Kk
beda
a) jednocze$nie dodatnie?
b) jednoczes$nie ujemne?
c) jedno dodatnie, a drugie ujemne?

15. Prosta, bedaca wykresem funkcji y = 2x-\-k —5, przecina
prostg, bedaca wykresem funkcji y = 3x—2/c3-1, w punkcie M.
Dla jakich wartosci k punkt M leze¢ bedzie wewngtrz kwadratu,
ktérego wierzchotki majg spétrzedne: (0:;0); (0;3); (3;0); (3; 3).

ROZDZIAL 1l
Uogdlnienie pojecia potegi. Logarytmy.

Cze$¢ I. Wyktadniki zerowe, ujemne i utamkowe.

8§ 10. NazwalisSmy n-tg potega liczby a iloczyn n czynnikéw a.
Takie okreslenie potegi zawierato jednak zatozenie, ze n jest liczbg
naturalng, przy czym umowiliSmy sie, ze al= a

Uogolnimy obecnie pojecie potegi, tzn. okreslimy n-tg potege
liczby a w zatozeniu, ze n jest liczbg dowolna.

8§ 11. Wiemy z algebry, ze jezeli ami a" oznaczajg dwie rdzne
potegi naturalne tej samej podstawy a, przy czym m~>n, to,
gdy a3F=0 am

Jr=,am-". (D

GdybySmy zatozyli, ze wzo6r ten jest stuszny i w wypadku,

gdy m= n, wowczas otrzymaliby$Smy dla a-(=0

z jednej strony: e 1,
z drugiej strony: = am-m = a°, a stad
a’= 1 2

Zerowg potege dowolnej liczby a=}=0 mozna wiec okresli¢
jako potege, otrzymang przy dzieleniu dwoch réwnych poteg na-
turalnych tej samej liczby a. A jak wskazuje wzér (2)

zerowa potega dowolnej liczby réznej od zera jest réwna 1.

Mamy wiec: 5°= 1; (—5)°= 1; (—f)°—1; (0,13)°= 1
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8 12. Zaktadajagc w dalszym ciggu, ze wzor (1) jest stuszny
i w wypadku, gdy m<n, to oznaczajgc: n= m -j-p (p~>0), otrzy-
maliby$smy

z jednej strony

am am am
an am+ p am'ap ap
z drugiej strony
am am H
- . am—m—p— a—p)
an  QIN*P
stad (3)

Zatem potege o wykladniku ujemnym (—p) mozna okreslic,
jako odwrotno$¢ jo-tej potegi tej samej liczby.
Tak wiec
9- 1 1. (-3)-2 1 1.
23 8 (- 32 9
1 1
(-0.5)- (Lo5)8 0125
§ 13. Wiemy z nauki o pierwiastkach, ze np.
4 4 3 3 15
Val2= V(a3)4= a3= a4; ValB= V(@53 =aB—a~s
ogodlnie

n__ m
\am= an, jezeli m jest wielokrotnoscig n i a> 0.
Jezeli m nie jest wielokrotnoScig n, wowczas okre$lamy "-tg
potege liczby nieujemnej a jako liczbe Vam tzn. umawiamy sie,
ze dla a>0
n m
Vam= a”. 4)

Tak np. j/a3= a®;, Var=a4;, Vr= "2-

Uwaga. OkreS$lajgc potege liczby a o wyktadniku zero-
wym i ujemnym, musieliSmy zatozy¢, ze a4=0. Okre-
§lajagc za$ potege liczby a o wyktadniku utamkowym,
musieliSmy zatozyé, ze a> 0. Zatem, dowolna potega
liczby a tylko woéwczas bedzie okreSlona, gdy a > 08

8 14. Aby przekonac sie, ze dziatania na potegach o wykia-
dnikach zerowych, utamkowych i ujemnych podlegajg tym samym
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prawom, co i dziatania na potegach o wyktadnikach naturalnych,
nalezy udowodnié, ze wzory

(@ *b)k— ak « bk 5? @*:£ (6)

ak eal= a*+7 (7); ak:a'= ak~I (8)
(aky = akl 9
gdzie a> 0, b> 0, sg stuszne dla wyktadnikéw zerowych, utam-
kowych i ujemnych.

Poniewaz dowody stusznosci kazdego z tych wzoréw prze-
biegajg jednakowo, gdyz oparte sg one na okresSleniu wyktadni-
kéw zerowych, utamkowych i ujemnych, przeto dla przykiadu
podamy dwa z nich:

1) Wykazemy, ze wzor

ak:al= ak—l
jest stuszny dla wyktadnikéw utamkowych.

Niechaj A=~ i Z= "~ "m’ n’ p’ r— oznaczajg liczby natu-

ralne).
Zatem
m p n__ r___ nr__  nr__ nr nr
ak:al= an:ar— \lam:Vap= Vanr:Vamp= Vanr:am — Vamwr—mp =
mr — np mr  np m p
=a nr gtir nr__gn r__gk—I
c. b. d d
2) Wykazemy, ze wzér
(ak)1— ad
jest stuszny dla wyktadnikéw ujemnych.
Niechaj k= —p; |I= —r (pir oznaczajg liczby naturalne).
Zatem
1
(a*)7= (a -p)_r - _ —apr=a{ p)(-r)==akt
(a-pY ;ﬁ _!
a o

c. b. d d
Przyktad |[I. Obliczy¢

Obliczenie wykona¢ mozna dwoma sposobami:
1) a_3a-2=a~32= a-5
2) a~3a 11 = a

Wyniki sg jednakowe.
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Przyktad Il. Obliczy¢
a a *?
Obliczenie wykonaé mozna dwoma sposobami:
1) aA.*-« r-2 =
. ) |
2) a3-a-2=Va5- Va5 i/a5 i/l 1 1 !
Va a

8 15. W 8§ poprzednich okresliliSmy n-tg potege dodatniej
liczcby a w zalozeniu, ze wykladnik n jest dowolng liczbhg wy-
mierng. Okres$limy obecnie na przykiadzie n-tg potege dodatniej
liczby a w zatozeniu, ze wyktadnik n jest liczbg niewymierna.

Rozpatrzmy liczbe niewymierng V5. Obliczajagc jej kolejne
przyblizenia dziesietne z niedomiarem otrzymamy ciag liczb

2; 2,2; 2,23; 2,236; 2,2360; 2.23606;

Liczba 2 jest wartoscig przyblizong f5 w pierwszym stopniu do-
ktadnosci; liczba 2,2— wartoScig przyblizong )/5 w drugim sto-
pniu doktadnosci itd.

UtwoOrzmy ciag liczb

102; 1022; 10223; 1022%; 1022360, 1022K5; ...

Liczby tego ciggu sa potegami liczby 10, a wyktadnikami tych
poteg sg kolejne przyblizenia dziesietne liczby V5.

Przyjmujemy, Ze potegi te sg przyblizeniami (jakkolwiek nie

dziesietnymi) liczby, ktérg oznaczamy symbolem 10V5, tj. potegi
o wyktadniku niewymiernym.
W podobny sposob okresli¢ mozna liczbe an gdzie a oznacza
dowolng liczbe dodatnia, n za$ dowolng liczbe niewymierna.
Pamietajac, ze liczby wzgledne wymierne i niewymierne two-
rzg zbidr liczb rzeczywistych, mozemy powiedzie¢ obecnie, ze

symbol a", — gdzie a jest dowolng liczbg dodatnig, n za$ do-
wolng liczbg rzeczywistg, — oznacza potege o wykiadniku rze-
czywistym.

Przyjmiemy bez dowodu, ze poznane poprzednio prawa dzia-
tan na potegach o wyktadniku wymiernym stosujg sie i do poteg
o wyktadniku niewymiernym, tzn., ze prawa te sg ogolnymi pra-
wami dziatan na potegach o dodatniej podstawie i o dowolnym
wyktadniku rzeczywistym.
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Funkcja wyktadnicza.

8 16. Niechaj a oznacza dowolng liczbe dodatnig. Rozwazmy
funkcje, okre$long réwnaniem y = ax.

Funkcja y==a% gdzie zmienna niezalezna jest wykiadnikiem
potegi, nazywa sie funkcjg wyktadnicza.

Gdyby a= I, wowczas funkcja wyktadnicza miataby stalg
wartos¢ 1 (gdyz y =V —\) dla wszystkich wartosci x.

Dlatego tez rozwaza¢ bedziemy funkcje wyktadniczg w zato-
zeniu, ze 34=1-

8 17. Wiasnosci funkcji wyktadniczej.

1) Jezeli m oznacza dowolng liczbe rzeczywistg, to dla
x=m funkcja wyktadnicza przyjmuje jedng tylko wartosc¢,
rowng am przy czym warto$¢ ta jest zawsze dodatnia, gdyz,
wedtug zatozenia, a > O.

Np. gdy a= 2, to dla x= £, y=2"—\2, dla x= —3, y=
-_-»9\73___1$

3 4

gdy a= f, to dla x= f, ?/= (f)4= Wlt dla x=-2,
= (" 2='I-=¥Y e
y= ("2 bz ¥

2) Jezeli x= 0, wowczas funkcja wykladnicza przyjmuje war-
tos¢ 1, gdyz a°= 1.

3) Jezeli x = 1, wdwczas funkcja wyktadnicza przyjmuje war-
tos¢ at= a

4) Rozpatrzmy jakgkolwiek funkcje wyktadnicza w wypadku,
gdy a> 1, np.

y= 2"
Utworzmy tablice funkcji y = 2x (/ oznacza: wzrasta).

X ol -3/ =2/ —=1/0/ % /\N/2/] 2713/

y o iy \N/\N/fi/2/%xsmzz]/..

Na podstawie tej tablicy wykres funkcji y = 2X przedstawia
sie nastepujgco (rys. 4):



§ 17 27

Z tablicy funkcji i z wykresu widzimy, ze:

a) jezeli wartosci zmiennej niezaleznej sg ujemne i malejg
nieograniczenie, to wartosci funkcji y  2Xsg dodatnie i malejg
nieograniczenie, tzn. malejg do 0.

b) jezeli wartosci zmiennej niezaleznej sg dodatnie i wzra-
stajg nieograniczenie, to wartosci funkcji y = 2Xsg réwniez do-
datnie i wzrastajg nieograniczenie.

Wyniki te potwierdzajg stuszno$¢ twierdzenia, ktére przyj-
miemy bez dowodu:

Jezeli x, zmieniajac sie w zakresie nieograniczonym, przyj-
muje warto$ci wzrastajgce, wowczas wartoSci funkcji wyktadni-
czej i7= a* gdzie a> 1, wzrastaja od zera nieograniczenie.

5) Rozpatrzmy jakgkolwiek funkcje wyktadniczg w wypadku
gdy 0< a< 1, np.

y = (i)

Utwdrzmy tablice tej funkcji. (\ oznacza: maleje).
X -3 /-2/-170/7 */1/ 11/72/3/...
y ...\ SV SNINVIN- NIV EN BN.-.

Na podstawie tej tablicy wykres funkcji y = (8)* przedstawia
sie nastepujgco (rys. 5).



§ 17 28

Z tablicy funkcji i z wykresu widzimy, ze

a) jezeli! wartosci zmiennej niezaleznej sg ujemne i malejg
nieograniczenie, to wartosSci funkcji wykladniczej sg dodatnie
i wzrastaja nieograniczenie.

b) jezeli wartosci zmiennej niezaleznej sg dodatnie i wzra-
stajg nieograniczenie, to warto$ci funkcji wyktadniczej sg dodat-
nie i malejg nieograniczenie, tzn. malejg do O.

Wyniki te potwierdzajg stuszno$¢ twierdzenia, ktore przyj-
miemy bez dowodu:

Jezeli x, zmieniajgc sie w zakresie nieograniczonym, przyj-
muje wartosci wzrastajgce, wowczas wartosci funkcji wyktadni-
czej y — ax, gdzie 0/<a-<I, malejg od dowolnie wielkich wartosci
dodatnich do zera.

Poznane wtasnosci funkcji wyktadniczej mozna zestawic
w spos6b nastepujacy:

jezeli x, zmieniajac sie w zakresie nieograniczonym, przyj-
muje wartosci wzrastajace, to funkcja wyktadnicza y= a*

wzrasta od 0 do dowolnie wielkich wartosci dodatnich, gdy
a> 1,

maleje od dowolnie wielkich wartosci dodatnich do 0, gdy
0< a< 1,
przy czym przyjmuje wartos¢ 1 dla x= 0 i warto$¢ a dla x= 1.

Méwimy, ze funkcja wyktadnicza y = ax jest rosngca, gdy
a>1, i malejaca, gdy O<a<|.

Rys. 6. przedstawia wykres funkcji y = ax, gdy a> 1, a rys. 7.
wykres funkcji y —ax, gdy O<a<l.
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Cwiczenia.
16. Obliczy¢:
a) 2~4; b)5-*; ¢) (-f)"8 d) (0,2)-2; e)(-0,5)-2;

f) (—'Myl1; g) (1)-1; h)~; i)58& k)pl.

17. Wykona¢ dziatania:

a) 2- 1+ 2~2+ 2~3; b) 3°-f 3~2—3~3; ) 2~4+ 4"2;

d p i+ 2ns; e) 32+ a~-5 f) (*°+ x-1ie

9) (y-8+ y-2—y~9)=y~2; h)  + *~2 (21- *2)

18. Napisa¢ nastepujace wyrazenia w postaci poteg o wy-

ktadniku utamkowym:
3 5 4 3 n—1

a) \'x2” b)Va’ c¢) Va3+ V¥ d) Wyl § «>1);
~ N

J —_—

e) Vai=3’ f)_V’\+r (*>1); g h)
n+2

i) M/-2(n>-2).
19. Przeksztatci¢ nastepujace wyrazenia w ten sposéb, aby
nie zawieraty poteg o wyktadniku ujemnym i utamkowym:

~c-h?- *y/9 - — 9 hNher~ 2- X-a- 8
a) x~s-b2; b) a 2*y2; c) a~2-bMec~1\ d)3— 9-6-47
> N\
20. Obliczyc¢:

a) 8~3;, b)3 4-27 4; ¢) 125
d) (M)~t1e) (0,5) f-16“f; f) (*)“ =
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21. Wykona¢ dziatania:
a) x°y 3-x~5y 3; b) 2a36~4-3-1a 2bi;
) 4—lad&—bH"2a~206~ 13 "a°63
d (2a-i)-1; e)nr-1*7)-2; f) (fa~6+2~3a3)3;
g) (a~"):(a-4); h)b°:b 2; i) x 3:x2;

22. Wykonaé¢ dziatania:
a) (4*-+'27%)i;i b) fe“1—3*)";
c) (x2jry 2) (x2—y2); d a®—iT4 I+ &'*);
)szjyzagzyz)\_l)( ¢T4) ( )
e) \x3-\-y3)-U3+y3 ;

f) (x3 + *Cv3—1)

23. Wykresli¢ funkcje:
a) ff= (™ by y=3x; ¢ y= (i)x; d)y= ()%
eg)y=2ar.

Czes¢ Il. Logarytmy.

8§ 18. Omawiajac wiasnosci funkcji wyktadniczej y = ax, prze-
konaliSmy sie, ze dla kazdej wartoSci zmiennej niezaleznej x
otrzymujemy jedng tylko i to dodatnig warto$¢ funkcji (§8 17).
Powstaje pytanie: czy dla kazdej dodatniej wartosci funkcji wy-
ktadniczej otrzymamy réwniez jedng tylko warto$¢ zmiennej nie-
zaleznej x?

Aby na pytanie to odpowiedzie¢, rozpatrzmy wykres funkcji
wyktadniczej.

Niechaj b oznacza dowolng liczbe dodatnig. Na dodatnim Kkie-
runku osi y obierzmy punkt B tak, aby jego rzedna byta réwna b
(rys. 8 i 9) i przez punkt B poprowadZmy prostg BL rownolegig
do osi x. Poniewaz funkcja wyktadnicza jest rosngca, jezeli a> 1,
a malejagca, jezeli 0<Ca<Cl, przeto prosta BL przetnie wykres
funkcji wyktadniczej tylko w jednym punkcie K, ktérego rzedna
tez réwna jest b. Oznaczmy przez | odcietg punktu K. Poniewaz
punkt K jest punktem wykresu funkcji wyktadniczej, zatem jego
spotrzedne muszg sprawdzaé rownanie y — ax, tzn., ze zachodzi
réwnosc b—al.
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Zatem kazdej dodatniej wartosci funkcji wykladniczej odpo-
wiada jedna tylko warto$¢ zmiennej niezaleznej. Inaczej mdwigc,
kazdej dodatniej liczbie b odpowiada jeden tylko wyktadnik po-
tegi, do ktérej nalezy podnie$¢ podstawe a, aby otrzymac liczbe b.

Okres$lenie: Wyktadnik potegi, do ktdérej nalezy podnies¢
dang podstawe, aby otrzymac¢ dang liczbe, nazywa sie logaryt-
mem danej liczby przy danej podstawie.

Zatem rownos$¢ b= al oznacza, ze Zjest logarytmem liczby b
przy podstawie a, co zapisujemy

1 =lgab.
Tak np. I1g®25= 2, bo 52= 25; |Igs81=*4, bo 34= 81,
lglo1000= 3, bo 103= 1000; Ig.£= 3, bo (|)3=i; lgi.64= —3,

bo (i)-3= ~ 3= 64.
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Uwaga |. Nalezy pamietaé, ze rozwazania podane prze-
prowadzone byly w zalozeniu, ze podstawa a jest liczbg

dodatnig.
Uwaga Il. Rowno$¢ b—al wyraza zalezno$¢ miedzy
trzema liczbami a, b i I. Jezeli znamy a i Z to dziala-

nie, przy pomocy ktérego obliczamy b z tej rownosci,
nazywa sie, jak wiemy, potegowaniem. Jezeli znamy
b i Z to dziatanie, przy pomocy ktérego obliczamy
a z tej réwnosci, nazywa sie, jak wiemy, pierwiastko-
waniem. Jezeli natomiast znamy b i a, tj. potege ipod-
stawe tej potegi, to dziatanie przy pomocy Kktorego
mogliby$my obliczy¢ wyktadnik Z z tej roéwnosci, nie
byto dotad okreslone. Jak obecnie wiemy, obliczanie
tego wyktadnika oznacza obliczanie logarytmu liczby b
przy podstawie a. | dlatego — to nieznane dotad dzia-
tanie nazywa sie logarytmowaniem. Jak wiec widzimy,
potegowanie posiada 2 dzialania odwrotne.

8 19. Z wiasnosci funkcji wyktadniczej i z okre$lenia loga-
rytmu liczby wynika bezpos$rednio, ze

a) tylko liczby dodatnie posiadajg logarytmy;

b) Igal= 0, dla kazdej podstawy;

c) lgaa= 1, bo a’= a tzn. logarytm podstawy jest rowny 1;

d) jezeli liczby sg réwne, to ich logarytmy przy tej samej
podstawie sg rowne, i odwrotnie;

e) jezeli dwie liczby sg nierdwne, to — przy tej samej pod-
stawie wiekszej od 1 — liczbie wiekszej odpowiada wigkszy
logarytm, a przy tej samej dodatniej podstawie mniejszej od 1 —
liczbie wiekszej odpowiada mniejszy logarytm (i odwrotnie).

Tak np. IgBR5= 2, a IgBl25= 3.

Natomiast Igj) 25= —2, alg,0125= —3.

Logarytm iloczynu, ilorazu, potegi i pierwiastka.

8 20. Niech a, b, ¢, . n oznaczajag dowolne liczby dodatnie,
zas X2, Xs, xn — odpowiednio ich logarytmy przy tej samej
podstawie p.

Mamy wiec: Igpa= x1; Iglb=xi; ...; lg/lz= x, czyli
a= pxi; b=px2;...; n=pxn

Mnozac stronami te réwnosci, otrzymamy

a-b-c-... n—pxT-px2-px3 ...p xn, czyli

a-b-c- ... n—pxi + x2 + *3+ e xn, a stad, zgodnie z okresle-
niem logarytmu,
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lg,, (a-b-c ... n)= x1+ x2+ ..+ xn albo
Igp (a-b-c ... n)= lg,a+ lgh*+ Ig;c+... + Igpn. (10;
Zatem

logarytm iloczynu jest réwny sumie logarytmow (przy tej
samej podstawie) wszystkich poszczeg6lnych czynnikéw tego
iloczynu.

8 21. Niech a i b oznaczajg dwie dowolne liczby dodatnie,

i xs — odpowiednio ich logarytmy przy tej samej podstawie p.
Mamy: Igpa— x1\ \gpb = x2 a stad a= pxi; b—pxi.

Dzielgc stronami te réwnosci, otrzymamy

a-Ph o 3P
br pg czyh 6 P7i § tZzn., ze
\gA = x1—x2 albo \gP = \gPa — \gpb. (11)

Zatem

logarytm ilorazu (utamka) jest réwny roéznicy logarytmoéw
(przy tej samej podstawie) dzielnej (licznika) i dzielnika (mia-
nownika).

8§ 22. Niech x oznacza logarytm a (a>0) przy podstawie p:
Igpa = x. tzn., zZe a— px
PodnieSmy obie strony tej réwnosci do potegi k. Otrzymamy
ak— (pX)k tj. ak—pkx, co oznacza, ze
lgpak = kx albo Igha* =k\gpa. (12)
Zatem
logarytm potegi jest réwny iloczynowi wyktadnika tej potegi
przez logarytm (przy tej samej podstawie) liczby potegowanej.

§ 23. Niech x oznacza logarytm liczby a (a>0) przy pod-
stawie p:
lgpa— X, tzn., Ze px= a
Wyciaggajac pierwiastek k-iego stopnia z obu stron tej réw-
nosci otrzymamy:
k k_
Va= \Wx albo
_ X_ k_
Va—pk, co oznacza, ze IgP”"a = j, albo, Ze

Ig (13)

Matematyka 1 lic.
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Zatem

logarytm pierwiastka jest rowny ilorazowi logarytmu (przy
tej samej podstawie) liczby podpierwiastkowej przez wyktadnik
pierwiastka.

Uwaga. Wyrazen
lg” (a -j- 6); lgj.(a —b)
nie mozna prosciej przedstawi¢. W szczegdlnosci wzory
lg, (a-\-b) = \gpa + \g,b
lg, (@—Dh) = Igpa—Igpb
sg biedne, gdyz, jak wiemy (88 20 i 21)
\gPRa + \gpb= \gpab

albo

\gpa—\gpb = Igpy
Przyktady. 1) Przy jakiej podstawie logarytm liczby 125
jest rbwny —3?
Rozwigzanie sprowadza sie do rozwigzania rownania
x—3= 125, gdzie x oznacza szukang podstawe.

Stad ~ = 125 czyli x3= Xx|T. Zatem X =2\f4¢ !

* = }-
2) Przeksztatci¢ wyrazenie
| 3ab
g,

Stosujagc wzor (11) otrzymamy
Igp— = Igp3a6—Ig/J. A poniewaz wedtug wzoru (10)
Igp3an = 1g;3+ Igpa-f-\gpb, zatem
Qoh
lg,— = 1g,3+1gR+ Igp6—Ig,c.
3) Przedstawi¢ wyrazenie
3lgha+ lg/ —Igpc
w postaci logarytmu jednomianu.
Poniewaz wedtug wzoru (12) 3\gpa—\gpa3 zatem

3lgpa+ lgpo— Igpc = lgpa3+ Ig,n ~ lg,c. Stosujac nastepnie wzory
(10) i (11), otrzymamy

3]
lg,a3+ Igpb —Ig,c = Igp(a3-h) —Igpc= Ig, — . Stad
ad
3lgPa+ Ighh— Igkc = g,
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4) Obliczy¢ warto$¢ wyrazenia 51g42+ Hg*8.
Postepujac, jak w przyktadzie 3, otrzymamy
S

5I1g,2+ il1g48= 19,23+ 1g4V8= 19432 + Igl2= 1gl32-2 = Igl64= 3.

Cwiczenia.
24. Obliczy¢
a) 1g216; b) Ig7; c) Iglfil00; d) Igs27; e) 1g%25; f) 1g10010;
9) lg366; h) Iga; i) Ig,i; k) Ig[8.
25. Przy jakiej podstawie
a) logarytm liczby 81 jest rowny  2?

b) * » 1000 3?
0) v P 625 2?
d) n > 4 v v s
e) \% % 8 I
f) V v %, ”

26. Jaka liczba ma

a) logarytm réwny 4 przy podstawie 3
b) wW Vv 3 = ” 4
C) » V 5 w . 2
d) w » 1 » , 9
e) \% 3 i » 5

—5 » 1

7. Przeksztatcié wyrazenia

a) ig,£ D) lgpeadvb; c) IgpalVoc;

Oy2 lafb
N - ]
d) lgP*a2; &) lg* ¥ - f) Ig, ;
2x(y + z) 9\ab _ @+ 2)3la—b_

g) lgp 3(a—6) ’ h) lg 5x3"’ Y 1g> 56+ 3) ’

28. Nastepujace wyrazenia przedstawi¢ w postaci logarytmu
jednomianu:

a) 3lgm+ 21g+ ; b) 41gpx —5\gpy ;

c) i lgpx+ 21gpy ; d) i Igpk — 31gpy ;

e) 41gm + Igpb+ 5igpc; f) 373 —2 7~ + -1~}

g) 2lgp(a+ 6)+ IgP(*-y); h) flg+ +tigh—tig+;

29. Obliczy¢:

a) 21916+ 1g104 ; b) 2190 —I1g33;

c) 21¢g612— 21g,.2 ; d) 31gs10— Ig40.
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Logarytmy dziesietne.
§ 24. Okreslenie. Logarytmem dziesietnym liczby nazywamy
logarytm tej liczby przy podstawie 10.
Umoéwimy sie, ze wyrazenie
Iga (a> 0)
oznacza¢ bedzie logarytm dziesietny liczby a (zamiast 1g10a).
Z wiasnosci logarytméw wynika bezposrednio, ze
lg 1=0; Ig 10= 1; Ig 100= 2; Ig 1000= 3;
0go6lnie Ig 10" = n.
Podobnie
bolg* =1g10~i=-1
Ig Tod= - 2 bo Ig Tffé"rlg 10~2= 2

og6lnie Igjon= _ ..

8§ 25. Rozwazmy dwa ciggi nastepujacych po sobie liczb:

1, 10, 100, 1000, ... , 10",

0, 1, 2, 3, , Ny e
Liczbami pierwszego ciggu sa potegi liczby 10 o wyktadni-
kach catkowitych i dodatnich, a liczbami drugiego — logarytmy

dziesietne tych poteg.

Kazda liczba dziesietna, wieksza od 1, nie bedaca liczbg
pierwszego ciggu, moze byé zawsze zawarta miedzy dwiema ko-
lejnymi liczbami tego ciggu. WeZmy, jako przyktad, liczbe 38,74.
Jest ona wieksza od 10, ale mniejsza od 100, tzn.

101<38,74<102

Zatem jej logarytmem dziesietnym jest liczba wieksza od 1,
ale mniejsza od 2:

1 <lg 38,74<2.

Mozemy wiec powiedzie¢, ze warto$cig przyblizong logarytmu
dziesietnego liczby 38,74 z doktadnoscig do 1 z niedomiarem jest
1, a z nadmiarem 2

Podobnie, warto$¢ przyblizona logarytmu dziesietnego liczby
2,1 z doktadnoscig do 1 z niedomiarem wynosi 0, a z nadmia-
rem 1, gdyz 1< 21<10 tj. 10°<2,1<101

§ 26. Rozwazmy dwa ciggi nastepujagcych po sobie liczb:

1, io-S 10-2, 10-3 ... , 10-", ...
0, —1, 2, 3, , n,
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Liczbami pierwszego ciggu sa potegi liczby 10 o wyktadni-
kach catkowitych i ujemnych, a liczbami drugiego — logarytmy
dziesietne tych poteg.

Kazdy dodatni wilasciwy utamek dziesietny, nie bedgcy liczbg
pierwszego ciggu, moze by¢ zawarty miedzy dwiema liczbami
pierwszego ciggu. Np. utamek 0,053 jest wiekszy od TiJ= 10-2,
ale mniejszy od "~ 10 “ 1, czyli

10-2<0,053<10-L

Zatem logarytmem dziesietnym liczby 0,053 jest liczba wigksza
od —2, ale mniejsza od —1, tzn. ze warto$¢ przyblizona Ig 0,053
z doktadnoscig do 1z niedomiarem wynosi —2, a z nadmiarem — 1.

Podobnie, warto$cig przyblizong Ig 0,9 z doktadnoscig do 1
z niedomiarem jest —1, a z nadmiarem 0, gdyz 10“1< 0,9< 10°

§ 27, Z rozwazonych przyktadéw wnosimy, ze warto$¢ przy-
blizong — z doktadnos$cig do 1 — logarytmu dziesiethnego kazdej
dodatniej liczby dziesietnej, nie bedacej potegg liczby 10 o wy-
ktadniku catkowitym, mozemy fatwo obliczyé, umieszczajgc dana
liczcbe miedzy dwiema kolejnymi potegami liczby 10 o wykilad-
niku catkowitym.

Okreslenie. Przyblizona warto$¢ logarytmu z dokladnoscig
do 1 z niedomiarem nazywa sie cecha logarytmu.

Réznica miedzy wartoscig logarytmu a jego cechg nazywa
sie mantysg logarytmu.

Jezeli oznaczymy przez ¢ ceche logarytmu liczby dziesietnej:
a przez m jego mantyse, to

lga—c=m, a stad
\ga= cJr m.

Uwaga. Z okre$lenia cechy i mantysy logarytmu wy-
nika, ze
1) cecha jest zawsze liczbg catkowitg (dodatnig lub
ujemna), albo zerem,
2) mantysa jest zawsze liczbg nieujemna, mniej-
szg od 1

Wyznaczanie cechy logarytmu dziesietnego dowolnej liczby
dziesietnej dodatniej.§

8 28. Wypadek 1. Niechaj a oznacza dowolng liczbe dziesietna,
wiekszg od 1. Liczba taka jest zawsze sumg dwodch skiadnikow,
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catkowitego i utamkowego, ktéry w wypadku szczeg6lnym moze
by¢ zerem. Niechaj skiadnik catkowity bedzie liczbg /z-cyfrowa.
W takim razie

10n-1<;a < 10", czyli
n—1< lga< n, co oznacza

ze cechg lga jest n—1.  Stad

Twierdzenie: cecha logarytmu liczby dziesietnej, wiekszej
od 1, zawiera tyle dodatnich jednosci, ile cyfr mniej 1 zawiera
catkowity sktadnik danej liczby.

Tak np. cecha Ig 5 wynosi 0; cecha Ig 7593,5 wynosi 3.
Uwaga. Jak wida¢ z powyzszego, sktadnik utamkowy
nie wptywa zupetnie na warto$¢ cechy. Np. cechy loga-
rytmow dziesietnych liczb: 435; 435,71; 435,0008 sg sobie
rowne i kazda z nich wynosi 2.

Wypadek 2. Rozwazmy jakgkolwiek liczbe dziesietng dodatnig

mniejszg od 1, np. 0,0072. Utamek ten jest wiekszy od rOvo= 10~3
ale mniejszy od too™10 - 2 czyli

10-3< 0,0072< 10- 2 tzn. ze
—3<Ig 00072 < —2.

A wiec cechg Ig 0,0072 jest—3. Zwr6émy uwage na to, ze
przed pierwszg znaczacg cyfrg tego utamka znajdujg sie 3 zera
wraz z zerem catosci.

Podobnie, poniewaz

< 0985< 1 t. 10-!< 0,985<10°
czyli — 1< 1g 0,985< 0

wiec cecha Ig 0,985 jest rbwna — 1. Zauwazmy i tutaj, ze przed
pierwszg znaczgcg cyfrg tego utamka znajduje sie 1 zero wraz
z zerem catosci.

Przyktady te stwierdzajg stuszno$¢ twierdzenia, ktore przyj-
miemy bez dowodu:

Twierdzenie: cecha logarytmu dodatniego utamka dziesiet-
nego witasciwego zawiera tyle ujemnych jednosci, ile zer wraz
z zerem calosci znajduje sie przed pierwsza znaczgcg cyfra tego
utamka.

Tak np. cecha logarytmu dziesietnego liczby 0,00006 jest
rowna — 5; cecha Ig 0,07321 jest réwna — 2.
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Wyznaczanie mantysy logarytmu dziesietnego dowolnej liczby
dziesietnej dodatniej.

8 29. Obliczanie mantysy logarytmu dziesietnego jest niezwykle
ucigzliwe, jakkolwiek istniejg metody, pozwalajgce na dos$¢ szyb-
kie jej obliczanie. Dlatego tez przy wyznaczaniu logarytméw dzie-
sietnych postugiwacé sie bedziemy specjalnymi tablicami, w ktérych
mantysy podane sg w postaci utamkdéw dziesietnych przewaznie
w czwartym stopniu doktadnos$ci (stad nazwa: czterocyfrowe ta-
blice logarytmdw).

Przy obliczaniu mantysy logarytmu liczby dziesietnej ma
zastosowanie nastepujace

Twierdzenie: Jezeli dowolna liczbe dodatnig pomnozyé przez
10n (gdzie n oznacza liczbe catkowitg, dodatnig lub ujemng), to
mantysa logarytmu dziesietnego otrzymanego iloczynu bedzie
rébwna mantysie logarytmu dziesietnego liczby danej.

Niech a oznacza dowolng liczbe dziesietng dodatnig i niech
lg a— c-f~-m. Pomndzmy a przez 10n(n — catkowite, dodatnie lub
ujemne). Wtedy
Ig (a-10n) = Iga-f-1g 10"= Iga-|-nlg 10= Iga-|-n=c¢ 4-m-\-n =

= (c-f-n) m. c. b d d

Zatem Ig 23; 1g2300; 1g0,23; Ig 2,3 maja mantysy réwne,
przy czym kazda z nich jest réwna np. mantysie 1g2300, lub man-
tysie lg 230, gdyz

0,23 = 2300-10—4; 2,3= 2300-10“8; 23= 2300-10-2
albo
0,23 = 230-10-3; 2,3= 230-10-2; 23 = 230-10-1; 2300 = 230.10*.

Wnosimy stad, ze mantysa logarytmu liczby dziesietnej jest
robwna mantysie logarytmu liczby catkowitej, otrzymanej
przez odrzucenie przecinka dziesietnego danej liczby dziesietnej.

Uwaga. W 88 poprzednich omoéwiliSmy logarytmy tylko
liczb dziesietnych. Gdyby liczba dana przedstawiona
byta w postaci iloczynu, ilorazu, utamka, potegi lub
pierwiastka, wowczas obliczanie jej logarytmu sprowa-
dzi sie, zgodnie ze wzorami (10), (11), (12), (13) 88 20—23,
do obliczania logarytmow liczb dziesietnych.

Sposéb uzycia tablic logarytmoéw dziesietnych.
8 30. Sposdb korzystania z tablic logarytmdw dziesietnych
wyjasnimy na przykiadach.
a) Aby obliczyé logarytm dziesietny liczby trzycyfrowej,
np. 327, postepujemy w sposOb nastepujacy:
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1° obliczamy przede wszystkim ceche Ig 327. Cecha ta jest
rowna 2, gdyz liczba dana jest catkowita i trzycyfrowa.

2° aby znalez¢ mantyse Ig 327, odnajdujemy w pierwszej
rubryce pionowej tablicy logarytmdéw liczbe, utworzong z dwoch
poczatkowych cyfr liczby danej, tj. liczbe 32, a w pierwszej
rubryce poziomej (od géry lub od dotu), pozostatg cyfre liczby
danej, tj. 7 (p. rys. 10).

Rys. 10.

Na skrzyzowaniu wiersza poziomego, w ktéorym znajduje
sie 32 i wiersza pionowego, w ktérym znajduje sie 7, odczytu-
jemy liczbe 5145, oznaczajaca, ze mantysa Ig 327 wynosi 0,5145.
Zatem lg 327 2,5145 (?t: oznacza réwnos¢ przyblizong). Podobnie
postagpimy przy obliczaniu lg 5,32, pamietajgc, ze mantysa lg 5,32
jest rowna mantysie Ig 532. Znajdziemy, ze Ig 5,32 0,72509.

b) Aby obliczy¢ logarytm liczby czterocyfrowej, np. 602,8,
postepujemy w sposdb nastepujacy:

1° cecha Ig 602,8 jest rowna 2, gdyz skiadnik catkowity
liczby danej jest liczbg dwucyfrowa;

2° aby obliczy¢ mantyse lg 602,8 zauwazmy, ze

602<602,8 <603.

Zatem, zgodnie z § 19,

Ilg 602<I1g 602,8<Ilg 603.

Przy pomocy tablic znajdziemy, ze

2,7796 < Ig 602,8 < 2,7803.

Zatem przyrost liczby wynosi 1 (od 602 do 603), a przyrost
logarytmp wynosi 2,7803 —2,7796 = 0,0007, tj. 7 dziesieciotysigcz-
nych. Zatézmy, ze w przedziale od 602 do 603 przyrosty logaryt-
méw sg wprost proporcjonalne do przyrostow liczb. Jezeli zatem
przyrost liczby wynosi 0,8 (od 602 do 602,8), to przyrost logarytmu
wyniesie 7.0,8 dziesieciotysigcznych, tj. 5,6 dziesieciotysigcznych,
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a po zaokragleniu przyrost ten wyniesie 6 dziesieciotysigcznych.
Stad Ig 602,8 «j 2,7796 -f 0,0006 = 2,7802.

Liczbe 6 dziesieciotysigcznych, ktorg dodaliSmy do Ig 602,
aby otrzymaé lg 602,8, nazywamy poprawka logarytmu, a metoda
tu zastosowana nosi nazwe interpolacji.

Przeprowadzone obliczenia zapisujemy w sposdb nastepujacy:

lg 602,0Pt!2,7796 i
P 6; +
lg 602,8 »i 2,7802.

Uwaga. Poprawki logarytméw dla czwartej cyfry danej
liczby sg przewaznie w tablicach logarytméw obliczone.
Poprawki te umieszczone sg w specjalnych rubrykach, no-
szacych nazwe ,,Poprawki“(albo ,,Partes proportionales®).

Aby wyjasni¢ ogolniej zasade interpolacji, rozpatrzmy wykres pewnegj
funkcji y — f(x). Rzedna 4 oznacza warto$¢ funkcji w punkcie x = a, rzedna
4 —warto$¢ funkcji w punkcie x —b, (a< b). Warto$¢ funkcji w dowolnym

punkcie x = n, zawartym miedzy a i b (a < n < b) wyraza¢ bedzie rzedna 13
punktu N krzywej. Jezeli jednak zatozymy, ze w przedziale od a do b przyro-
sty zmiennej sg wprost proporcjonalne do przyrostow funkcji, tzn. ze w tym
przedziale wykresem danej funkcji jest nie tuk AB krzywej, lecz odcinek AB
prostej, wowczas wartos¢ funkcji w punkcie n wyraza¢ bedzie nie rzedna 13
punktu N krzywej AB, lecz rzedna punktu Nt odcinka AB prostej. Postepujac
w ten sposéb, popetniamy btad, ktéry tym jest mniejszy, im mniejszy jest
przedziat od a do b i im bardziej tuk AB krzywej zblizony jest do odcinka AB
prostej, co zachodzi istotnie przy interpolacji logarytméw, gdzie, jak obliczono,
popetniony btad jest mniejszy od 0,0001.

Obliczmy Ig 8035. Cechg Ig 8035 jest 3.

Aby obliczy¢ mantyse, zauwazmy, ze mantysa”ta jest réwna
mantysie Ig 803,5 (§ 29). Postepujgc wiec, jak w poprzednim przy-
ktadzie, otrzymamy

lg 8030 13,9047\
P 5« 3i +

lg 8035 W 3,9050.
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Podobnie, zapis obliczenia Ig 71,34 jest nastepujacy:
lg 71,30«;1,8531 , ,
P 4« 2 (
lg 71,34 «1,8533
gdyz mantysa lg 71,34 jest rowna mantysie Ig 713,4 (8 29).

c) Obliczmy Ig 0,1748. Poniewaz liczba dana jest wiasSciwyr
utamkiem dziesietnym, wiec cecha Ig 0,1748 jest rowna — 1. Po-
stepujac, jak w wypadku b), znajdziemy, ze mantysa Ilg 0,1748 jest
rowna 0,2425. Zatem Ig 0,1748 « —1-|- 0,2425. Aby zachowaé je-
dnolity sposdb zapisywania logarytmu liczby, piszemy

lg 0,1748 = 1,2425
tzn. logarytm ten piszemy w postaci liczby dziesietnej, stawiajac
znak — nad cechg, bo tylko cecha jest ujemna.

Otrzymamy podobnie

lg 0,01689 «2,2276.

Uwaga. Obliczanie mantysy logarytmu liczby jednocy-
frowej lub dwucyfrowej sprowadza sie do obliczania
mantysy liczby trzycyfrowej. Istotnie, zgodnie z twier-
dzeniem § 29, mantysa np. Ig 8 jest rowna mantysie
Ilg 800, zatem Ig 8 «0,9031.
Podobnie mantysa logarytmu liczby 3,5 jest rGwna man-
tysie Ig 350, zatem Ig 3,5«0,5441.
§ 31. Dzialania na logarytmach.
Przyktad 1. Obliczy¢ logarytm iloczynu liczb 3,594 i 0,628.
Oznaczmy przez x iloczyn liczb danych: x=3,594.0,628.
Stosujgc twierdzenie o logarytmie iloczynu (8 20), mamy
Igx= lg 3,594 -f-1g 0,628.
Obliczamy Ig 3,594: Ig 3,590 « 0,5551\
P 4« 5>
lg 3,594 « 0,5556 .
Obliczamy Ig 0,628:
lg 0,628 «1,7980.
Obliczamy sume dwdch liczb dziesietnych: 0,5556 i 1,7980.
Dodajemy najpierw mantysy:
0,5556
+ 0,7980
1,3536
Dodajemy cechy: 0-j-(—1)= — 1. Zatem
lgx « —1+ 1,3536 =0,3536.
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Obliczenia te zapisujemy w sposOb nastepujacy:

Obliczenia gtéwne Obliczenia pomocnicze
lg 3,534 fti 0,5556 lg 3,590 ps 0,5551i
lg 0,628 & 1,7980 5/ F
\gx 0,3536 lg 3,59470,5556.
Przyktad Il. Obliczy¢ logarytm ilorazu (utamka)
0,5981
22,34
Oznaczmy przez y ten iloraz:
0,5981
y ~ 22,34

Stosujac twierdzenie o logarytmie ilorazu (utamka) mamy (§ 21)
Igh = Ig 0,5981-1g 22,34

Dalsze obliczenia moglibySmy przeprowadzi¢ w ten sam spo-
sob, jak w przyktadzie I. Odejmowanie jednak liczb dziesietnych,
ktorych sktadniki utamkowe sg dodatnie, a skiadniki catkowite
moga mie¢ znaki rézne, jest do$¢ kilopotliwe. Dlatego tez, dla
utatwienia rachunkdéw, wprowadzimy tzw. kologarytm.

Okreslenie. Kologarytmem danej liczby a nazywamy loga-
rytm odwrotnos$ci tej liczby.

Oznaczajac przez clg a — kologarytm liczby a, mamy we-

dtug okreslenia: clg a= Ig 1
a stosujac twierdzenie o logarytmie ilorazu, otrzymamy
lg“=1g 1—Ig a= —Ig a, a stad

clg a= —Iga (14)
Jezeli ¢ i m oznaczajg odpowiednio ceche i mantyse loga-
rytmu liczby a, to

clga —c—m.
Wynik ten przeksztatlcamy, dodajagc do prawej strony row-
nosci+1 i —1 przez co jej wartosci liczbowej nie zmienimy.
Otrzymamy:
clga= —c—1+ 1—m, albo
clga= —(c+ )+ (I —m) (149

tzn. Kologarytm liczby a obliczamy, dodajgc + 1 do cechy
logarytmu liczby a i zmieniajgc znak otrzymanej sumy na prze-
ciwny, a mantyse Iga odejmujemy od 1

Np. jezeli IlgO 3,5248, to

clgaRj- (3+1)+ (1- 0, 5248) —4+ 0,4752= 4,4752
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Uwaga. Mantyse odejmujemy od 1 w ten sposéb, ze
ostatnig cyfre znaczgcag odejmujemy od 10, a pozostate
jej cyfry od 9.
Podobnie, jezeli Igs  5,3370, to
clg a ft! 4,6630.
Wracajgc zatem do obliczenia logarytmu ilorazu
0,5981
N= N234 otrzymamy;
lgz/= Ig 0,5981 —Ig 22,34, a poniewaz wedlug wzoru (14)
—Ig 22,34= clg 22,34, wiec
lgn = lg 05981 + clg 22,34.
Dalsze obliczenia przeprowadzamy, jak w przyktadzie I.
Obliczenia gtowne Obliczenia pomocnicze

lg 0,5981 «;1,7768
clg 22,34 «32.6509

lgy «;2,4277 lg 0,5981 «i 1.7768
lg 22,30 « 1,34831,
P A« 8)*

lg 22,34 «;1,3491
clg 22,34 rj 2,6509
Przyktad IIl. Obliczy¢ 1g(0,439)3
Stosujgc twierdzenie o logarytmie potegi (§ 22), mamy
1g(0,439)3= 31g 0,439;
Ig 0,439 ?til,6425.
Mnozymy 1,6425 przez 3. Mnozac ceche 1przez 3 otrzymujemy — 3.
Mnozac mantyse 0,6425 przez 3, otrzymujemy 1,9275.
Zatem 31g 0,439 £, —3+ 1,9275= 2,9275.
Obliczenia zapisujemy w sposdb nastepujacy:
1,6425
X v _ 3
2,9275
Przyktad IV.

a) Obliczy¢ lg V56,38.
Stosujgc twierdzenie o logarytmie pierwiastka (§8 23), mamy

lg \56,38= Ig 56,38
Ig 56,30 «;1,7505 i

P 8«j 61 +
lg 56,38 «;1,7511
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Dzielgc 1,7511 przez 4 otrzymamy: 1,7511:4 = 0,43777..., a po za-

okragleniu do .czterech miejsc dziesietnych, otrzymamy
4

Ig V56,38 «;0,4378
3
b) Obliczy¢ Ig V0,928,
Mamy: Ig V0,928 = [Ig 0,028 -907°

Poniewaz cecha 1 nie jest podzielna przez 3, przeto liczbe
1,9675 przeksztatcamy, dodajac do cechy —2, a do mantysy + 2
LTS 3% 2T 140,98916 «1,9892.

Ogodlnie jezeli ujemna cecha logarytmu nie jest podzielna przez
dang liczbe catkowitg n, wéwczas do cechy dodajemy tyle ujem-
nych jednosci, aby otrzymac¢ najwiekszg liczbe ujemng podzielng
przez n, a do mantysy — tylez dodatnich jednosci.
+ 6717=Ti
NP- 5 5
Przyktad V. Obliczy¢ logarytm utamka
(3,54)» V0+784
1,928
Stosujgc twierdzenia 8§ 20—23, otrzymujemy:
lgjc= 21g 3,54 + i g 0,5784 + clg 1,928.

Zatem

obliczenia gtéwne obliczenia pomocnicze
21lg 3,54 «1,0980 lg 3,54« 0,5490
¢lg 05784 «1,8811 21g 3,54 «0,5490
clg 1,928 «1,7149 X 2
Igx «0,6940 1,0980

lg 0,5780«1,7619
P 4« 3/ +
lg 0,5784 «+7622

;g 0,5784« 1 7@ =

2+ 1,7622
2
==1,8811

Ig 1,928 «0,2851
clg 1,928 «1,7149
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Obliczanie liczby wedtug jej logarytmu dziesietnego.

§ 32. PoznaliSmy praktyczne sposoby obliczania logarytmu
dziesietnego liczby dodatniej. Zajmiemy sie obecnie zagadnieniem
odwrotnym: obliczaniem liczby, majgc jej logarytm dziesietny.
Zagadnienie to, znane pod nazwg obliczania ,numerus logarithmi*
(Nlg), rozwigzujemy rowniez przy pomocy tablic logarytmoéw.

Przyktad |1 Obliczyé x, wiedzac, ze lgx?L!2,8476.
W tablicach logarytmow szukamy mantysy 0,8476.
Znajdujemy, ze mantysa ta odpowiada liczhie 704 (rys. 11).

(0] 4 2 3 4

70 - - <76

Rys. 11

A poniewaz cecha Igx jest réwna 2, to — zgodnie z 8§ 28 — skiad-
nik catkowity szukanej liczby x musi by¢ liczbag trzycyfrowa.
Zatem x f« 704.

Przyktad |Il. Obliczy¢ jo wiedzac, ze lgx = 2,9325. W tabli-
cach logarytméw znajdziemy mantyse 0,9325. Odpowiada ona
liczbie 856. A poniewaz cecha lgx jest rowna— 2, zatem liczba x
jest utamkiem dziesietnym wiasciwym, w ktérym — zgodnie
z 8 28 —przed pierwszg znaczacg cyfrg znajdujg sie 2 zera wraz
z zerem catosci. Zatem

x  0,0856.

Przyktad IIl. Obliczyé x, wiedzac, ze lgjc;: 1,7829.

W tablicach logarytmow mantysy 0,7829 nie znajdziemy.

Natomiast zauwazymy, ze najblizsza danej mantysie, lecz
mniejsza od niej mantysa wynosi 0,7825 i odpowiada liczbie 606,
a najblizsza danej mantysie, lecz wieksza od niej mantysa wynosi
0,7832 i odpowiada liczbie 607. Przyrost wiec mantysy wynosi
0,7832 —0,7825 = 0,0007 tj. 7 dziesieciotysigcznych, a przyrost
liczby wynosi 1. Zatézmy, ze i tu przyrosty liczb sg wprost pro-
porcjonalne do przyrostéw logarytmdéw. Poniewaz, jak juz obli-
czyliSmy, przyrostowi mantysy o 7 dziesieciotysigcznych odpowiada
przyrost liczby o 1, to przyrostowi mantysy o 4 dziesieciotysigczne
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(tzn. 0,7829 —0,7825) odpowiada przyrost o f tj. 0,57..., a po zao-
kraggleniu 0,6. Zatem mantysa 0,7829 odpowiada liczbie 606,6.
A poniewaz cecha Igx wynosi 1, to sktadnik catkowity liczby x
jest liczbg dwucyfrowg. Stad

x Pt! 60,66.

Obliczenie liczby x zapisujemy w sposéb nastepujacy:
lgx py 1,7829
7825 — 6060
4 - 6

Nlg 1,7829 60,66
X pa 60,66.
Uwaga I. Symbol NIg 1,7829 czytamy: liczba, ktérej
logarytm jest rowny 1,7829.

Uwaga Il. Obliczanie poprawki Nlg, tj. obliczanie czwar-
tej cyfry liczby szukanej x, jest zbyteczne w tym wy-
padku, gdy tablice logarytmow zawierajg rubryke po-
prawek. Z rubryki tej bowiem odczytamy bezposrednio
poprawke Nlg.

Podobnie, jezeli Igx pa 1,8368, to zapis obliczenia x jest

nastepujacy:
Igx?a 1,8368
8363 — 6860

5 — 8

Nlg 1,8368 pa 0,6868
X?a 0,6868.8

§ 33. Aby obliczy¢ warto$¢ liczbowag dowolnego jednomianu,
musimy wykona¢ wszystkie wskazane w nim dziatania zgodnie
z prawami kolejnosci tych dziatan. Czesto dziatania te sg bardzo
ucigzliwe i dlatego warto$¢ liczbowg takiego jednomianu obliczamy
przy pomocy logarytméw. Mianowicie obliczamy najpierw loga-
rytm tego jednomianu, a nastepnie liczbe wediug otrzymanego
logarytmu. Ponizszy przykiad zilustruje taki sposob obliczania.

Przyktad. Obliczy¢é warto$¢ wyrazenia:
_ 0,385-(5,523)8
3
V0,923
Igz= 1g 0,385-f 31g 5523 —i Ig 0,923 =
= 1g 0,385+ 31g5,523 + i clg 0,923.
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Obliczenia gtéwne Obliczenia pomocnicze
lg 0,385«1,5855 lg 5520« 0,7419'
31g 5,523 « 2,2263 P 3« 2( +
¢clg 0,923 0,016 lg 5,523 « 0,7421
lgz « 1,8234 31g 5523 0,7421
8228 — 6650 X 3
6 — 9 2,2263
Nlg 1,8234 «66,59
Z «66,59.

lg 0,923« 1,96 2
clg 0,923«0,0348
Iclg 0,923 «nial4a = 0,0116

Cwiczenia.

30. Wyznaczy¢ cechy logarytmdéw dziesietnych liczb naste-
pujacych :

a) 53,8; b) 53,003; c¢) 53,39; d) 548,1; e) 7,001;

f) 1285,7; g) 0,003; h) 0,658; i) 0,0904; k) 0,00001.

31. Ktére z nizej podanych liczb majg rowne mantysy loga-
rytmow dziesietnych:
a) . 7,328 73,2; 732,8; 0,732; 732; 0,07328;
b) 1,001; 1,0012; 10,012; 10,01; 100,1; 0,010012.

32. Wiedzac, ze Ig 3«0,4771, obliczy¢ logarytmy dziesietne
liczb: 300; 0,3; 30; 3000; 0,0003.

33. Wiedzac, ze Ig 2«0,3010, obliczy¢ lcgarytmy dziesietne
liczb: 4; 8; 16; 32; 64; 0,128; 3,2; 0,064.

34. Wiedzac, ze Ig 2«0,3010, a lg 3«0,4771, obliczy¢ loga-
rytmy dziesietne liczb: 6; 12; 18; 24; 36; 24; 0,18

35. Obliczy¢ przy pomocy tablic:

a) lg 13,09; b) Ig 0,1527; c) lg 0,0231;
d) Ig 0,01562; e) Ig 3,94; f)lg 71,9; g) lg 8,5;
h) Ig7; i) lg52,37; k)lg 61,43; 1) Ig 520,6;

m) Ig 0,3999; n) Ig 0,005391; p)lg 0,06328.
36. Obliczyé przy pomocy tablic logarytmy dziesietne naste-
pujacych wyrazen:
a) 42,9-328; b) 0,3592-0,07986; 3
c) (0,5738)3; d) (2,38)*; e) (7,031)*; f) >'4,051;

- 3
g) 135V238; h) 3,14-502->5381; i) >/39,8L->/28.




37. Obliczy¢ kologarytmy liczb:

a) 8,05;
e) 5,41;

b) 71,
f) 0,001;

32; c) 123,2;

g) 0,05;

d) 0,436;
h) 71,00.

38. Obliczy¢ przy pomocy tablic logarytmy dziesietne naste-

jacych wyrazen:

v 5. b 0,385 2,887
a)328" 9 247 9 63 ;
2-385-0,1397
d) 4,09 e) f) 51-VI;
7,03 h) 2,019-0,785 V4817
9) V29’ 4,5-V6,891 ' 3,14-\39,02
39. Obliczy¢ liczbe, wiedzac, ze jej logarytm dziesietny wy-
nosi :
a) 1,2317; b) 2,2693 c) 1,1572;
d) 0,1163; e) 3,0892 f) 0,2891;
g) 2,5933; h) 1,6085 i) 1,4472;
k) 3,6232; o 0,8797 m) 0,9333;
n) 2,8499; p) 1,4074 r) 2,7408;
s) 1,8996; t) 3,9222 u) 3,9978.
40. Przy pomocy tablic logarytmow obliczyé warto$é liczbowa
nastepujgcych wyrazen:
3
a) 38,21-0,05973; b)3-V5,28:
C) 0,971’ d) (1,032)3-0,574;
3,571-6,37 (71,42)2 2,41 -0,305
<) 5001 ! 2307 9) 53-1,381
3
.. (0,6634)2-5,92 . 3,14 ¢(4,5)2 " 71,85-\M0,8452
h) 43+0,7D)" ° ) \vesn ) yoeees
V0,9207-V(107285
D Vp79
41. Obliczy¢ przy pomocy logarytmdéw pole kota o promieniu
R = 3,594 m.
Uwaga. lg it podany jest w tablicy IIl w tablicach

Wojtowicza, a w tablicy | w tablicach omnickiego.

Matematyka I. lic.

4
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42. Obliczy¢ przy pomocy logarytmdéw pole trdjkata, ktorego
jeden z bokéw ma diugos¢ 20,3 dcm a wysokos$¢, odpowiadajgca
temu bokowi, ma diugosé 8,7 dcm.

43. Obliczy¢ przy pomocy logarytméw pole trojkgla, ktérego
boki majg dtugos¢: 529 m; 7,905 m; 9,43 m.

44. Obliczy¢ przy pomocy logarytméw promien kota opisa-
nego i wpisanego tréjkata, ktérego boki majg dtugosé: 6,08 m;
8,14 m; 13 m.

45. Obliczy¢ przy pomocy logarytmoéw pole rombu, ktorego
przekatne majg diugosé: 32,8 dem; i 27,9 dcm.

46. Obliczy¢ przy pomocy logarytméw krawedz sze$cianu,
ktérego objetos¢ wynosi 36,83 dcm3

47. Obliczy¢ objeto$¢ prostopadtoscianu, ktorego krawedzi©
majg diugosé: 9,37 dem; 372 dcm ; 573 dcm.

48. Obliczyé przy pomocy logarytmow promien kuli, ktérej
a) powierzchnia jest réwna 239 dcm*; b) objetos¢ jest réwna
863 dcm3

49. Obliczy¢ przy pomocy logarytmdw bok trojkata rowno-
bocznego, ktorego pole jest rowne 82,59 dcm*.

50. Dany jest trojkat o bokach: 8,9 dcm; 12,3 decm\ 14,7 dcm.
Obliczy¢ przy pomocy logarytmow wysoko$¢ tego trojkata wzgle-
dem najmniejszego boku.

Procenty sktadane.

§ 34. Zalézmy, ze pewien kapitat zostat pozyczony na n lat
na p%. Jezeli po kazdym roku dochdd od kapitatu zostanie do-
liczony do kapitatu, woéwczas mdéwimy, ze kapitat jest pozyczony
na procent skladany, doliczanie za$ dochodu do kapitalu nazywa
sie kapitalizacjg dochodu. Np. kapitat 1000 zt, ztozony w banku
na 4%, przyniesie po roku 40 zt dochodu. Dodajgc ten dochéd
do kapitatu, otrzymamy nowy kapitat 1040 zi, ktory w drugim
roku przyniesie nie 40 zt dochodu, jak w roku pierwszym, lecz
41,60 zt. Dodajac ten dochdéd do kapitatu, otrzymamy nowy ka-
pitat 1081,60 z4, ktéry w trzecim roku przyniesie nie 41,60 zt do-
chodu, lecz 43,26 zt itd. W przeciwienstwie do procentéw prostych,
gdzie dochdod od kapitatu jest staly, przy procencie skiadanym
dochody te rosng, zwiekszajac tym samym i kapitat.
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Warto$¢ kapitatu pozyczonego (lub ztozonego) nazywa sie
kapitatem poczatkowym. Warto$¢ za$ kapitatu wraz z dochodami
za n lat nazywa sie kapitatem koncowym po n latach.

8 35. Zadanie. Kapitat K zt zostat pozyczony (lub ztozony)
na procent skiadany p°/0. Obliczy¢ kapitat koncowy po n latach.
Jezeli dochdd od 100 zt za 1 rok wynosi p zt, to dochod od

1 zt za 1 rok wyniesie zt. Oznaczmy
-P-=r
100
Zatem:

gdyby kapitat poczatkowy wynosit 1 zt, to kapitat koncowy po
pierwszym roku wynositby (1 -j- r) zt, a ze kapitat poczatkowy wynosi
nie 1zt, lecz K z4, czyli jest K razy wiekszy, zatem i kapitat koficowy
po 1 roku bedzie K razy wiekszy, tj. Kt= K (1-(-/+), gdzie K,
oznacza kapitat koncowy po pierwszym roku.

W drugim roku dochdd obliczamy nie od K zi, lecz od Kx zt.
Rozumujac, jak poprzednio, otrzymamy, ze kapitat koncowy K2
po drugim roku wyniesie K2 Z(l+r). Ale Kx K (1 -fr) czyli
A=tf(l+r) @+r) tj. K2 i¢(l+r)2

Rozumujac podobnie w dalszym ciggu, otrzymamy ogdlnie,
ze kapitat koncowy Kn po n latach wyniesie

Kn=K (141)" (15).8

§ 36. Wzdbr (15)
Kn= K{\ + r)n

ustala zwigzek miedzy czterema wielkoSciami: kapitatem poczat-
kowym (K), kapitatem kofAcowym (Kn, liczbg lat (n) i stopg pro-
centowg (p = 100 r). Majac zatem trzy z tych wielko$ci, mozemy
przy pomocy wzoru (15) znalez¢ czwartg wielko$¢. Inaczej mo-
wigc, przy pomocy wzoru (15) mozemy rozwigzaé cztery naste-
pujace zagadnienia:

1 Kapitat K ztotych pozyczono na n lat. Obliczy¢é kapitat
koncowy, jezeli stopa procentu sktadanego wynosi p.

Obliczajagc logarytmy dziesietne obu stron réwnosci (15) otrzy-
mamy

Ilg Kn—\gK-(-nlg (1-f-r), a stad przez obliczanie ,numerus
logarithmi* obliczymy Kn.

Np. K= 3540; 2= 15; p= 4.
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Mamy
Ilg Kn=1g 3540+ 15 Ig 1,04
obliczenia gtowne obliczenia pomocnicze
lg 3540 py 3,5490 lg 1,04 «;0,0170
15 Ig 1,04 ea 0,2550 15 1g 1,04 0,0170
lg Kn «¢3,8040 X 15
8035 - 6360 0,2550
5— 8
Nlg 3,8040 «(6363; K,,«;6368 (z1).

Il. Jaki kapitat nalezy pozyczy¢ na n lat, aby przy stopie
procentu sktadanego p otrzymac kapitat kohcowy Kn z4?
Ze wzoru (15) otrzymujemy

K Kn
@+ ry
stad Ilg K=\g Kn+ nclg(l+ r).
Np.: Kn= 8542; p=5; «= 10
Mamy lg K= Ig 8542+ 10 clg 1,05.

Po wykonaniu obliczen otrzymamy NnT«i5243 zi.

1. Na ile lat nalezy pozyczy¢ kapitat K zt na p°/o skfadany,
aby otrzymac kapitat koncowy Knzt?
Ze wzoru (15) otrzymujemy

(I+ r+ stad
rtlg(l+r) = Ig Kn+ clg K, wiec
_ igl/r,+cig/r
~ g (l+r)
Np.. K= 1710; ~ = 3184; p= 4
Mamy 1g3184+clgl770
n lg 1,04
Obliczenie 1) lg 3184 «¢3,50301
clg 1770 «34,7520)
0,2550
Obliczenie 2) lg 1,04 0,0170.
Obliczenie 3) 0,2550 2550
~ 0,0170 — 170

n X, 15 (lat)
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Iv. Kapitat poczatkowy wynosi K zi, a kapitat koncowy po

n latach wynosi Kn zt. Obliczy¢ stope procentu skiadanego.
Ze wzoru (15) mamy

1+ #)"=~n, stad
n\g 0 + Nn=1g Kn + clg K Z tej roéwnosci znajdziemy
lg (I + r)n= , a przez obliczenie ,numerus logarithmi*
znajdziemy 1+ /\ Odejmujagc 1 od 1+ r otrzymamy r, a ze wzoru

znajdziemy p = 100 r.

Np. Kn= 6844; A = 5000; n= 8.
Mamy 81g(l+r) = Ig 6844 + clg 5000
lg (I + 7}_1g 6844+ clg 5000
8
Obliczenie 1) lg 6844« 3,8354i
clg 5000 « 4,3010) *
0,1364
Obliczenie 2) 0,1363 : 8« 0,0170
Zatem lg(l + r) « 0,0170
0170 — 104

Nlg (1+ r)«1,04

1+ r« 1,04; r«0,04, wiec p«4(%)-
Uwaga. Gdybysmy z oszczednosci, ztozonych w P. K. O,,
nie podejmowali w ciggu n lat zadnej kwoty, wdwczas
oszczednoSci te utworzylyby kapitat wedtug wzoru (15),
gdyz odsetki od tych oszczednoSci sg dodawane do
oszczednosci.

Réwnania wyktadnicze.
8 37. Réwnaniem wyktadniczym nazywamy réwnanie, w Kkto-
rym niewiadoma wystepuje w wyktadniku potegi.
Przyktad I. Rozwigza¢ réwnanie

5%2_ix+1=y5
Poniewaz y5= 52, zatem dane rdéwnanie mozna napisac
w postaci
5-°_ix4.-2- 52
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Jezeli rdwnanie to posiada pierwiastek, to, podstawiajgc war-
tos¢ tego pierwiastka na miejsce x, otrzymamy réwnosé dwoch
liczb. A z réwnos$ci tych dwoch liczb wynika¢ bedzie réwnosé
ich logarytméw przy tej samej podstawie. Zatem

(x2—4x+ f) Ig 5= £ Ig 5.
Dzielagc obie slrony réwnania przez Ig 54=0, otrzymamy

x2—4x-ff = | i po rozwigzaniu otrzymanego rownania
kwadratowego: Xi= 1; X2=3.
Przyktad Il. Rozwigza¢ réwnanie

22—5-2*+ 4= 0.
Poniewaz 22*= (242 zatem rdwnanie dane mozna napisac
w postaci
(2*)2—5-2x+ 4= 0.
Oznaczajagc 2x—y (metoda niewiadomej pomocniczej) mamy
y2—50+ 4= 0,

a stad yt=1; y2= 4
Zatem 2*= 1, wiec xlg2 = 0, czyli Xi=0
albo 2*= 4, wiec xlg2 = 21g2 (bo 4= 22

stad x2=2.

Réwnania logarytmiczne,

§ 38. Réwnaniem logarytmicznym nazywamy réwnanie, w kto-
rym niewiadoma wystepuje pod znakiem logarytmu.

Przyktad I. Rozwigzaé rownanie

lg (x+ 3)= 1.
Poniewaz 1= lg 10, zatem rdéwnanie dane mozna napisa¢ w postaci
lg (x+ 3)= IglO0.
Jezeli rdwnanie to posiada pierwiastek, to, podstawiajac jego war-
tos¢ na miejsce x, otrzymamy rownos$¢ logarytmoéw dwadch liczb
przy tej samej podstawie. Z réwnosci tej wynika¢ bedzie i row-
nos¢ liczb, czyli
x-f3= 10 i stad x= 7.
Przyktad Il. Rozwigza¢ réwnanie
Ig(x+ 3)—Ig(x—1)= Igh5.

Z wiasnosci logarytméw (8 20) wiemy, ze lg(x+ 3)—Ilg(x—1)=

_iux-3
= ng—i--l, zatem

X-(-3
ng_1: lg 5.
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Jezeli réwnanie to posiada pierwiastek, to, podstawiajgc jego war-
to$¢ na miejsce x, otrzymamy réwno$¢ logarytméw dwoch liczb
przy3 tej samej podstawie, a stad i rownos$¢ tych liczb. Zatem
X

A-—"m 5 i po rozwigzaniu otrzymanego réwnania x= 2.

Cwiczenia.

51. Kapitat 3855 zt pozyczono na 8 lat na 5-°/0 skiadany.
Obliczyé kapitat koricowy.

52. Kapitat 7500 zt pozyczono na 6 lat na 7% sktadany. Obli-
czy¢ kapitat koncowy.

53. Jaki kapitat nalezy ulokowa¢ w banku na 3% skiadany,
aby po 12 latach otrzymac¢ 10000 z#4?

54. Jaki kapitat nalezy ulokowa¢ w banku na 4|% skiadany,
aby po 15 latach otrzymaé 18000 z#+?

55. Na ile lat nalezy ulokowa¢ kapitat na 5% skladany, aby
kapitat koAcowy byt dwa razy wiekszy od poczatkowego?

56. Zadanie fikcyjne. Na poczatku pierwszego roku ery
chrzescijanskiej ulokowano 1 grosz na 4°/0 skiadany. Jaki kapi-
tat odebranoby w koncu obecnego roku?

57. Kapitat 3000 zt pozyczono na 12 lat. Kapitat koncowy
wynosit 6035 zt. Obliczy¢ stope procentu skiadanego.

58. Miasto zaciaggneto pozyczke w wysokosci 1000000 zt na
3% sktadany. He zt musi zwréci¢ po 25 latach?

59. Kto$ ulokowat w banku 35000 zt na 6% skiadany na 10
fat, a bank pozyczyt te kwote innemu klientowi na 7% skladany
na taki sam okres czasu. lle zt zarobit bank?

60. Kapitat 120000 zt pozyczony na 3 lata przynidst 30000 z4
dochodu. Obliczy¢ stope procentu skiladanego.

61. Miasto liczy 126000 mieszkancow. Zakladajac, ze przyrost
naturalny wynosi 15°co (promil) rocznie, obliczy¢ liczbe mieszkan-
cow tego miasta po uptywie 12 lat.

62. Wedtug obliczen, ogtoszonych przez Lige Narodow, kule
ziemskyg zamieszkiwato w r. 1934 2100 milionéw ludzi. Zaktadajac,
ze przyrost naturalny na kuli ziemskiej wynosi 10°/@ (promil)
rocznie, obliczyé a) w ktorym roku kule ziemskag zamieszkiwato
1 miliard os6b; b) w ktérym roku ludnos$¢ kuli ziemskiej wyno-
si¢ bedzie 3 miliardy os6b?
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63. Rozwigza¢ rownania:
a) 3*2— 5%+ 9— 27; b) 5xi-9x+16 = 25; c¢) 102**-5* + 4= 100;

X f~5

X—1
g) V32+4= 81; h) 2X+ 2X= 80; i) 2X+ 4*= 272;
k) 2*+3-f 4-4*= 32; 1) 5-2"+1—3-2*= 28.
64. Rozwigza¢ rownania

a) lgx+ Ig2= 2\gx—1g5; b) lg(je-f3)+ Ig3=Ig(2"+ 1);
c) lg(2x—1) —Ilg(x—2)= 0;
d) lg(x+ 7)+ Ig(2x+ 4)= Ig(3x + I) + lg(4x-2);
e) 21g(x+ 1) —Ig (et 7)= lg (x —2);

f g(~t)2+ g ~ | =1i; g igVAT5-igViT2 = ig|-.

ROZDZIAL Il

Postepy.

Czes$¢ 1, Ciagi liczbowe.
8 39. Znamy z arytmetyki tzw. naturalny cigg liczb :
(1) 1, 2, 3 4,5, itd.
Gdybysmy chcieli zapisa¢ wszystkie liczby tego ciggu, to okaza-
toby sie, ze zapisywania tego nigdy nie skonczymy, gdyz w ciggu
tym nie ma liczby ostatniej.

Podobnie, gdybySmy chcieli zapisa¢ kolejno, jedna za druga
wszystkie liczby parzyste ciggu (1) albo wszystkie liczby niepa-
rzyste ciggu (1), to i w tym wypadku okazatoby sie, ze zapisy-
wanie to nigdy sie nie skoiAczy. W otrzymanym bowiem ciggu
liczb parzystych

(2) 2, 4, 6, 8, itd,
i w ciggu liczb nieparzystych
(3) 1, 3,5, 7, itd,

rowniez nie ma liczby ostatniej.
Rozwazmy utamek n_f£ GdybySmy na miejsce n poczeli

podstawia¢ kolejno liczby naturalnego ciagu liczb, tj. 1, 2, 3, itd.
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a otrzymane w ten sposob wartosci liczbowe poczeli zapisywacd
kolejno, jedna za drugg, otrzymalibySmy ciag liczbowy
4 i? f? ib ild,
w ktorym znowu nie bytoby liczby ostatniej.

O ciggach takich, jak (1); (2); (3); (4) méwimy, ze sg ciag-
gami nieskoriczonymi.

Aby zaznaczy¢, ze dany ciag liczbowy jest nieskornczony, sta-
wiamy kropki po pewnej liczbie tego ciggu.

Np. ciagi

(5) 1,3 9 27, 81,....
(6) 2,4,8,16,32,....
sg ciggami nieskonczonymi.

8 40. Obierzmy 15 poczatkowych liczb ciagu (1), 8 poczatko-
wych liczb ciagu (2), 11 poczatkowych liczb ciggu (3) itd. Jezeli
tak obrane liczby napiszemy kolejno, jedna za drugg, otrzymamy
ciggi liczbowe:

0] 1, 2,3, 4,5 6, 7, 8 9, 10, 11, 12,13, 14, 15
(8) 2, 4,6, 8,10, 12, 14, 16.
9 1, 3,5 7,9, 11, 13' 15 17, 19, 21,

w ktorych ilos¢ liczb jest skonczona.
O ciagach takich, jak (7); (8); (9) moéwimy, ze sg ciggami
skoniczonymi.

8 41. Liczby, ktére cigg tworza, nazywajg sie jego wyrazami.
Wyrazy ciggu oznaczamy czesto przy pomocy jednej litery, opa-
trzonej u dotu (albo u goéry) kolejnymi numerami, np.

5 A25 A3 2esee> .
Numery: 1, 2, 3 ktére wskazujg miejsce wyrazow w danym
ciggu, nazywajg sie wskaZznikami tych wyrazéw.
Mamy zatem :

w ciggu (1): =1, a2= 2;... om th
w ciggu (2): ax= 2; —45... a4= 8
w cigga (4): \; a2 o« M = i

Uwaga. Z okre$lenia wynika, ze wskaznik wyrazu jest
zawsze liczbg catkowitg i dodatnia.

Cigg liczbowy nazywa sie rosngcym, jezeli kazdy nastepny
wyraz jest wiekszy od poprzedniego.

Ciag liczbowy nazywa sie malejgcym, jezeli kazdy nastepny
wyraz jest mniejszy od poprzedniego.
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8 42. Przypatrujac sie blizej ciggom (1); (2); (3); (4); (5); (6),
mozemy stwierdzi¢, ze wyrazy kazdego z nich nastepuja po sobie
w pewien okreslony sposéb, wediug pewnego prawa. Mozemy
mianowicie powiedzie¢, ze np.

w ciggu (1) pierwszym wyrazem jest 1, a kazdy nastepny
jest o 1 wiekszy od poprzedniego;

w ciggu (3) pierwszym wyrazem jest 1, a kazdy nastepny
jest o 2 wiekszy od poprzedniego;

w ciggu (4) pierwszym wyrazem jest a kazdy nastepny wy-
raz powstaje przez powiekszenie o 1 licznika i mianownika po-
przedniego wyrazu;

w ciggu (6) pierwszym wyrazem jest 2, a kazdy nastepny
jest 2 razy wiekszy od poprzedniego.

Jest rzeczg zrozumiaty, ze majac sformutowane stownie prawo
tworzenia wyrazow ciggu, mozemy poda¢ kolejne jego wyrazy.

Jezeli jednak mamy wzo6r, wedtug ktérego mozemy obliczy¢
n-ty wyraz ciggu (czyli aj, to i wtedy mozemy obliczyé wszystkie
zadane wyrazy ciggu. Rzeczywiscie, podstawiajgc na miejsce n —
jak to uczynilismy w § 39 — wartosci 1; 2; 3; itd. otrzymamy
wartosci wyrazéw, zajmujacych miejsca f; 2; 3; itd. w danym
ciggu. Jezeli np.

an= 2n —1,
wowczas: a,=2-1 —1= 1; a2= 2-2—1=3; a3= 2-3— 1= 5;itd.

Otrzymany ciagg jest ciagiem (3) omowionym w § 39. Prawo two-
rzenia wyrazéw tego ciggu sformutowaliSmy poprzednio stownie.
Obecnie obliczyliSmy te wyrazy, korzystajgc ze wzoru an= 2n — 1
Zatem wzOr ten wyraza to wiasnie prawo, wedlug ktoérego wy-
razy ciagu nastepuja po sobie. Dlatego tez annazywamy wyrazem
ogbélnym ciggu, a podane wyzej przyklady stwierdzajg, ze, aby
ciagg byt wyznaczony (tzn. aby bylo mozna poda¢ wartosci jego
wyrazéw), wystarczy zna¢ wzdr, wyrazajacy jego wyraz ogdiny.

Cwiczenia.

85. Napisa¢ wzo6r, wyrazajacy wyraz ogélny (aj w nastepu-
jacych ciggach:

a) 2, 4, 6 8 10, .... an b) 2, 4, 8 16, 32, .... an
c) h . % l thl *mmman d) h i1 o A) eeee .,
e) 5 215 P A1 E::Ls ke an f) i, &5 275 B* .... 3n
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66. Napisa¢ 6 pierwszych wyrazéw ciggu, wiedzgac, ze

a) a,= 1+ 2n b)a, = —3+ n c)a, = 2-2'1
_2li- 1 2n—1
d) a«= |r € &= o I W
n .
g) an—2 + 1 h) an l—n+ 1 i) an——2+ /22

Czes$¢ Il. Postep arytmetyczny (réznicowy).

8§ 43. OkreSlenie. Cigg, w ktérym rdznica miedzy wyrazem
nastepnym i poprzednim jest liczbg statg dla danego ciggu, na-
zywa sie postepem arytmetycznym (réznicowym).

Oznaczmy przez r te statg liczbe. Nazywa sie ona rdznicg
postepu arytmetycznego.
Jezeli zatem ciag

ax, a2 a3 ... an—x, an
jest postepem réznicowym o réznicy r, to
az—al=r; a3—a2=r; -—-—; an—an_, = r stad
a3= al+ r; as=a3+r; ....; a, = a,_ 1+ r czyli

kazdy wyraz postepu arytmetycznego, oprécz pierwszego,
jest suma wyrazu poprzedniego i réznicy tego postepu.

Jezeli réznica postepu jest dodatnia, tj. gdy r>0, to postep
jest rosnacy. Jezeli /e<(), to postep jest malejacy. Jezeli r O,
woéwczas wszystkie wyrazy postepu sa sobie réwne.

Uwaga. Jezeli ciag

M, #) "3 ... an 2 an— an
jest postepem arytmetycznym o réznicy r, to ciag
a® an-., an- ... a3 a2 a,

jest réwniez postepem arytmetycznym o réznicy (—/).
Istotnie: z pierwszego ciggu mamy:

ai—a, = r; a3—a2= /-, .... a,,—a,,_i = r, stad
an_i—a, = —r; .... a2—a3= —/s; ax—a2= — /s, tzn.,
ze drugi ciag jest postepem arytmetycznym o rdznicy
(-r).

WiasnoS$ci postepu arytmetycznego.

8 44. Wiemy z § poprzedniego, ze kazdy wyraz postepu
arytmetycznego, oprécz pierwszego, jest sumg wyrazu poprzed-
niego i roznicy tego postepu. Zatem

ai= a, + m
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as= a2+ r, poniewaz jednak a2= a,+r, wiec
a3= a, + m+ r=a, -f-2r= a3 (3—1)
Podobnie: a4= a3-fr= aj-f2r+ r=a, + 3r= a4+ (4 —21r itd.
Stad
Q) a,= al+ (n—Dr
czyli
n-ty wyraz postepu arytmetycznego jest sumg wyrazu
pierwszego i (n—1)-szej wielokrotno$ci réznicy postepu.

8 45. Poznany poprzednio wzér
@ a,= al+r(n —1)
wyraza zalezno$¢ miedzy pierwszym wyrazem postepu arytme-
tycznego (a”, réznicg postepu (r), n-tym wyrazem (aMi wskazni-
kiem tego wyrazu (n). Znajac trzy z tych czterech liczb, mozemy
przy pomocy wzoru (I) obliczy¢ czwartg liczbe.

Jezeli np. a,= 20; » 2; n—3§,
to z réwnania

20=31+2(8—1)
znajdziemy, po rozwigzaniu, a4= 6.
Jezeli np. an= 14; at=3; n= 12; to z r6wnania
14= 3-j—(12 —1) znajdziemy r = 1.

Jednoczes$nie wzor (1) pozwala na napisanie dowolnej liczby
wyrazow postepu, gdy znamy tylko wyraz pierwszy (ax iroznice
postepu (r).

Jezeli np. al= 2, r= 3, wtedy
a2= 2+ 3= 5;a3= 2+ 3(83—1)=8; ... ad= 2+ 3(20- 1)= 59

itd.

Inaczej moéwigac:

wyraz pierwszy i réznica wystarczajg do wyznaczenia po-
stepu arytmetycznego.§

8§ 46. Rozpatrzmy trzy wyrazy kolejne postepu arytme-
tycznego :

, a2, as; as, a3, a4; ...; ak—, ak, ak4-1e
Zgodnie z okresSleniem postepu mamy
(1) fc= alt i+ r; (2) a*+i= a*+ r czyli
3) &k=a.k+1l .
Dodajac stronami réwnosci (1) i (3), otrzymamy po redukcji
2ak=a*_i+ a*+i, stad
3*—1+ 3k+!

) tj-
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kazdy wyraz postepu arytmetycznego (oprécz pierwszego
i ostatniego) jest Srednig arytmetyczng wyrazow poprzedniego
i nastepnego.

8§ 47. W postepie arytmetycznym
Si, a2 as, at, ...., a,,_3 a,—3 aM1> an
wyraz a2 zajmuje drugie miejsce, liczac od pierwszego wyrazu,
wyraz za$ an™ 1 zajmuje drugie miejsce, liczac od ostatniego wy-
razu. Podobnie a3 i a,_2 zajmujg trzecie miejsca, liczagc odpowie-
dnio od pierwszego i ostatniego wyrazu postepu; at i a,_3 zaj-
mujg czwarte miejsca itd.

O takich wyrazach moéwimy, ze sg jednakowo odlegte od
poczatku i konca postepu.

Rozpatrzmy dwa takie wyrazy, zajmujace miejsca k od po-
czatku i od konca postepu. Wyrazem, zajmujgcym miejsce k od
poczatku, jest ak- Wyrazem, zajmujagcym miejsce k od konca jest
an-k +:- Istotnie, drugi wyraz od korica ma wskaznik n —1—
= n—2-j; trzeci wyraz od korica ma wskaznik n—2= n —3 34,
itd. A wiec k-ty wyraz od konca ma wskaznik n — k.

Ze wzoru (I) wynika, ze
4 ak= ai-\-r(k—1),

a zgodnie z uwaga § 43
(5) ak i+1= a1+ (—r) (k—1) czyli
(6) an-k +1= an—r(k — 1).

Dodajgc stronami rownosci (4) i (6), otrzymamy po redukcji

() ak+ an-k+i =at-fa,,, tzn., ze

suma dwoch wyrazow postepu arytmetycznego, jednakowo
odlegtych od poczatku i korica postepu, jest w danym postepie
stata i rowna sumie wyrazOw pierwszego i ostatniego.

8 48. Otrzymana witasnos$¢ pozwoli nam obliczy¢ sume n pierw-

szych kolejnych wyrazdw postepu arytmetycznego. Oznaczmy
przez Sn sume tych wyrazéw. Mamy wiec:

(M Sn—#i -j-a2-j-a3  -—-—-)-an_ %f-an_ x-j-an

(8) Sn= an-f-an_|I-f-an_2-j--— -\~atwAai -\-al.
Dodajgc stronami obie réwnosci (7) i (8), otrzymamy

(9) 2Sn= (ax-f-a2+ a3 ---—--f-an- 2-j-an_x+4aB-(-(a,-|]-an- 1-\-

+ an—2+ -—+ a3-)-a2-l-ax.
Stosujac prawo przemiennosci i tgcznosci w sumie, znajdu-
jacej sie po prawej stronie rownosci (9), otrzymamy
25,,= (ax+ an+ (a2-f an_,)-)-(as-j-a,_2+ + (an-f-ax.
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Ale kazda ze sum czagstkowych jest przeciez sumag dwoch wy-
razOw jednakowo odlegtych od poczatku i konca postepu, zatem
kazda z nich —wedtug wzoru (Ill1) — jest réwna sumie wyrazoéw
pierwszego i ostatniego. Stad

2%, — (K0 + an) -j- (Bi -j- @) + (a, + aj
n sktadnikéow
Czyli 2Sn= n(at+ aJ, a stad
(V) s= @ aJ] n s

suma n pierwszych kolejnych wyrazéw postepu arytme-
tycznego jest réwna potowie iloczynu liczby wyrazéw przez
sume wyrazow pierwszego i n-tego.

Whniosek. Jezeli we wzorze

(V) n (ak-faj
podstawimy na miejsce an jego wartos¢
n an— al -\-r{n — 1), otrzymamy wdwczas
S. n [ai+ aj+r(/z—1)] » a po redukcji
V)

Wzér (V) stosujemy wolwczas, gdy, obliczajgc sume n wy-
razéw, znamy wyraz pierwszy (aj i roznice (r) postepu arytme-
tycznego.§

8 49. Zadanie. Pomiedzy 2 liczby dane a i b wstawi¢ k liczb
Srednich arytmetycznych, tzn. znalezé k liczb, ktére by z liczbami
danymi tworzyly postep arytmetyczny o pierwszym wyrazie a
i ostatnim wyrazie b.

Rozwigzanie zadania sprowadza sie zatem do wyznaczenia
postepu arytmetycznego. Wiemy juz, ze postep taki jest wyzna-
czony, gdy znamy jego wyraz pierwszy i ro6znice. Ale wyraz
pierwszy jest dany

ax— a
Liczbe wyrazow znamy réwniez
n—k-f~-2 (Aliczb szukanych -(- 2 liczby dane).

Wzor (1)
a,,= al-(-r(/i—1), w ktérym podstawimy
an= 0; a, = a; n—k-f2
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przyjmie postaé
b—a -f-fo(k-j- 2—1), czyli
b= a-\~r{k-\ 1) stad

Q") " k+ 1

Przyktad. Pomiedzy 2 i 20 wstawi¢ 5 liczb Srednich aryt-

metycznych.
Rozumujac, jak wyzej, otrzymamy
20—2 18 3
7= 6’ '

Szukanymi liczbami bedg liczby
5,8, 11, 14, 17, ktore z liczbami 2 i 20
utworza postep arytmetyczny
2, 5,8, 11, 14, 17, 20.

Cwiczenia.
67. Napisa¢ 4 poczatkowe wyrazy postepu arytmetyczneg
w Kktorym
a) al=3, r=14 n) ax= —2, r= "
b) ax= —5, r=2 e) %=£ r = —A
c) al= 5, r——2 fy at= —1, -r= £

68. Obliczy¢ siodmy wyraz postepu arytmetycznego, ktérego
pierwszym wyrazem jest 4, a réznicg — 3.

69. Dwudziesty czwarty wyraz postepu arytmetycznego jest
rowny 24, a roznica wynosi . Obliczy¢ wyraz pierwszy.

70. W postepie arytmetycznym pierwszy wyraz jest rGwny 42,
a osiemnasty wyraz jest rowny —45. Znalez¢ réznice postepu.

71. Trzeci wyraz postepu arytmetycznego wynosi 8, a siédmy
wyraz tegoz postepu wynosi 20. Wyznaczy¢ postep.

72. Drugi wyraz postepu arytmetycznego wynosi 6, a réznica
miedzy wyrazami siédmym i czwartym wynosi 12. Wyznaczy¢
postep.

73. W postepie arytmetycznym suma wyrazéw pierwszego
i drugiego wynosi 0, a réznica miedzy wyrazem trzecim i sz0-
stym wynosi 12. Wyznaczy¢ postep.

74. Suma trzech liczb, tworzgcych postep arytmetyczny, wy-
nosi 15, a réznica miedzy liczbami trzecig i pierwszg wynosi 8,
Znalez¢ te liczby.
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75. W postepie arytmetycznym suma wyrazo6w drugiego
i czwartego wynosi 20, a stosunek wyrazu pigtego do trzeciego
wynosi V-. Wyznaczy¢ postep.

76. Suma trzech liczb, tworzgcych postep arytmetyczny, wy-
nosi 15, a iloczyn liczb pierwszej i trzeciej wynosi 21. Znalez¢é
te liczby.

77. Drugi wyraz postepu arytmetycznego wynosi 5, a wyraz
szOsty wynosi 21. Obliczy¢é sume 10 poczatkowych wyrazéw tego
postepu.

78. Postep arytmetyczny skiada sie z n wyrazéw, ktoérych
suma wynosi 80. Pierwszy wyraz jest rdwny 3, a r6znica postepu
wynosi 2. Obliczy¢ liczbe wyrazéw.

79. Suma 12 wyraz6w postepu arytmetycznego wynosi 276.
Rdéznica postepu wynosi 4. Znalezé wyraz pierwszy.

80. Suma 9 wyraz6w postepu arytmetycznego wynosi 162.
Wyraz pierwszy wynosi 2. Znalez¢ réznice postepu.

81. Uczen sktadat swe oszczednosci w P. K. O. w ten sposdb,
ze w styczniu ztozyt 2 z, a w kazdym nastepnym miesigcu
0 1~ zt wiecej, niz w poprzednim. lle zt wniost w grudniu i ile zt
zaoszczedzit w ciggu catego roku ?

82. Liczby, wyrazajgce w stopniach miary katow tréjkata,
tworzg postep arytmetyczny. Stosunek najmniejszego kata do naj-
wiekszego kata wynosi g Obliczy¢ katy tego trdjkata.

83. Obwod tréjkata prostokatnego, ktdrego boki tworzg po-
step arytmetyczny, jest réwny 12 dcm. Obliczy¢ te boki.

84. Obwdd tréjkata, ktdrego boki tworzg postep arytmetyczny,
jest rowny 18 dcm. Pole prostokata, zbudowanego z najmniejszego
1 najwiekszego boku danego trdjkata, jest rowne 20 dcm2 Obli-
czy¢ boki danego trojkata.

85. Za pierwszg przepracowang godzine nadliczbowg zaptacono
pracownikowi 2 zt, a za kazda nastepng o f z} wiecej, niz za
poprzednig. lle godzin nadliczbowych przepracowat pracownik,
jezeli zaptacono mu za te godziny 12£ z4?

86. Pracownica domowa otrzymywata w pierwszym roku swej
pracy pensje w wysokosci 480 zt rocznie, a w kazdym nastep-
nym roku o 60 zt wiecej, niz w poprzednim. lle lat przepraco-
wata, jezeli za caly czas swej stuzby otrzymata 4620 z4?



§ 50 65

87. Pomiedzy liczby 3 i 31 wstawié¢ 3 liczby S$rednie arytme-
tyczne.

88. Pomiedzy liczby —10 i 5 wstawié¢ 4 liczby Srednie aryt-
metyczne.

Czes¢ 1. Postep geometryczny (ilorazowy).

8 50. Okreslenie. Cigg, w ktorym stosunek wyrazu nastepnego
do poprzedniego jest liczbg statg dla danego ciggu, nazywa sie
postepem geometrycznym (ilorazowym).

Oznaczmy przez q te liczbe stalg. Nazywa sie ona ilorazem
postepu geometrycznego.

Jezeli zatem

«i» 35
jest postepem geometrycznym o ilorazie g, to
a2 i an _
a. <77 a, =<t\ ] . 1_ q Stad
a2= al-q; a3 m2'q: 5 a, 0, czyli

kazdy wyraz postepu geometrycznego, oprocz pierwszego, jest
iloczynem wyrazu poprzedniego przez iloraz postepu.

Jezeli pierwszy wyraz postepu geometrycznego jest dodatni
(aj >0), a iloraz jest wiekszy od 1 (q> 1), to postep geometryczny
jest rosngcy. Jezeli pierwszy wyraz jest dodatni, a iloraz jest liczbg
dodatnig, mniejszag od 1 (0<C”"<;1), to postep geometryczny jest
malejacy. Jezeli q= 1, wtedy wszystkie wyrazy postepu geome-
trycznego sg sobie rowne. Jezeli natomiast iloraz postepu jest
ujemny (<7<0), woéwczas wyrazy postepu geometrycznego s na
przemian dodatnie i ujemne, a bezwzgledne wartosci tych wyra-
z0w tworzg postep geometryczny rosnacy lub malejgcy, zaleznie
od tego, czy warto$¢ bezwzgledna ilorazu jest wieksza czy mniej-
sza od 1, albo tez tworzg postep geometryczny o réwnych wyra-
zach, jezeli warto$¢ bezwzgledna ilorazu jest réwna 1

Tak wiec postep
( 2:3,) 6, 18, 54, 162, jest postepem geometrycznym roshgcym
q—3), -0

a postep
3, h |, 4, A, jest postepem geometrycznym malejagcym (<&==|).
Uwaga Jezeli ciag
#5 #° 3>
jest postepem geometrycznym o ilorazie g, to cigg
a, -, 8 n—« 20 al

Matematyka I. lic. 5
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jest postepem geometrycznym o ilorazie Istotnie
z pierwszego ciggu mamy:
a.
2 q . anl g. Stad
— 1 .
a1 82__1. 3L -n ¢o dowodzi, ze
an  q- 3 q' a2

drugi cigg jest postepem geometrycznym, ale o ilo-
.1
razie —

Wiasnosci postepu geometrycznego.

8§ 51. Wiemy z § poprzedniego, ze kazdy wyraz postepu geo-
metrycznego, oprocz pierwszego, jest iloczynem wyrazu poprzed-
niego przez iloraz postepu. Zatem:

ar—

as=a2’Q Poniewaz jednak &= ax-gq, wiec

as = ai-q—al-q-q = al-g2—aiq3~\

Podobnie:

34 = as-q = ax-g2-g= axgq3= al'qi—4 itd. Stad

(vin an= al-q"~1

czyli:
n-ty wyraz postepu geometrycznego jest iloczynem wyrazu
pierwszego przez (n—I)-sza potege ilorazu tego postepu.§

8 52. Poznany wz0r
(VI an— ax-gn~ 1
ustala zalezno$¢ miedzy pierwszym wyrazem (at), ilorazem (q),
wyrazem zajmujagcym miejsce n (a,) i wskaznikiem (n) tego wy-
razu postepu geometrycznego. Kazdg z tych czterech liczb mo-
zemy obliczy¢é przy pomocy wzoru (VII), gdy znamy trzy liczby
pozostate.
Przyktad 1. Obliczy¢ a6, wiedzac, ze al=4 i q—2
Ze wzoru (VII) otrzymamy
a6=4-25= 128.
Przyktad Il. Obliczy¢ ax, jezeli ab= 162 i ?= B
Ze wzoru (VII) otrzymamy
162 = al-34, stad
162

34_2'
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Przyktad IIl. Obliczy¢ n, wiedzac, ze al=3, q= 21 a,,=384.
Stosujgc wzér (VII), otrzymamy:

384= 32"~ 1
Dzielagc obie strony rdéwnania przez 3, mamy
128= 2"- L

Poniewaz 128= 27 wiec z réwnosSci 27= 2n~ 1 otrzymujemy
n—1= 7

Zatem n =8.

Przyktad IV. Obliczy¢ q, jezeli g = 2 i a7=8192.

Stosujgc wzor (VII), otrzymujemy

8192 = 2-"6. Stad
q6=4096
6—
wiec q — V4096.

Poniewaz 4096 4Cwiec

6

q= Y4, czyli q— 4.

§ 53. Ten sam wzor (VII) pozwala na napisanie dowolnej
liczby wyrazéw postepu geometrycznego, gdy znamy tylko wyraz
pierwszy (at) i iloraz postepu ).

Jezeli np.

ai—5 g~ h<
to _
=8 53,

a3==n,(4)2==r"4= i

as ,.(N)7. 5.2187 =2187 '
Inaczej mowigac:
wyraz pierwszy (at) i iloraz (q) wystarczaja do wyzna-
czenia postepu geometrycznego.§

8 54. Rozpatrzmy trzy wyrazy kolejne postepu geometrycZ’
nego:

al> a2 ad® 3 0000 k- \y ak-\-1*
Z okres$lenia postepu geometrycznego wynika, ze
(10) ak=ak-i-q; ak+i”ak-q, czyli

K—2akr o
(U) a 9

5*
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Mnozac stronami rownosci (10) i (11), otrzymamy

ag — -—----- N , @ po skroceniu przez q

(V) aE= ak_r ak-i-i, albo (IX) ak=Vak—iesak+!
tj.

kazdy wyraz postepu geometrycznego (oprdcz pierwszego
i ostatniego) jest Srednig geometryczng (albo $rednig propor-
cjonalng) wyrazéw poprzedniego i nastepnego.

8§ 55. Obierzmy dwa wyrazy postepu geometrycznego jedna-
kowo odlegte od poczatku i konca postepu (p. 8 47). Wyrazem,
zajmujgcym miejsce k od poczatku jest a*. Wyrazem, zajmujgcym
miejsce k od konca jest, jak wiemy juz, an~k +i (p. § 47).

Ze wzoru (VII) wynika, ze
(12) a<=alqgk~1
a, zgodnie z uwagg § 50,

(13) —&41 "n'qkl—l

Mnozac stronami rownosci (12) i (13), otrzymamy po skréce-

niu przez qk~1
(X) 3k'an—kAi== -ean

tj. iloczyn dwdch wyrazéw postepu geometrycznego, jedna-
kowo odlegtych od poczatku i kohca postepu, jest w tym po-
stepie staty i réwny iloczynowi wyrazow pierwszego i ostatniego.§

8§ 56. Oznaczmy przez Snsume n pierwszych kolejnych wy-
razdw postepu geometrycznego. Mamy wiec:
(14) S,,= ak-|-a2-|-a3-(-.... + ant-f-an
Pomnézmy obie strony réwnosci (14) przez iloraz q postepu.
Otrzymamy:

(15) geSn= axeq -j-a2sq+ a3sq+ ....-l-arnri.g + an-q.
Ale jak wiemy z § 50:
anq , 3 a%...., anfq al
zatem réwnos$¢ (15) przyjmie postac:
(16) ‘ qeSn= a2+ a3+ -f*— + an-\-an'g,

a poniewaz, jak wynika z réwnosci (14)
a24*#s-r...-j-atl*=:Sn—ax,

wiec rownos¢ (16) mozna napisaé w postaci:

@an g-Sn= Sn—al+ an-q.
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Przenoszac wyraz Sn ze znakiem przeciwnym na lewg strone
réwnosci (17), otrzymamy:
g-Sn— Sn= an-q — al, czyli
(18) (q—t)-Sn= an-q— a,.
Jezeli g =£1, wlwczas dzielgc obie strony rownosci (18) przez q—1
otrzymamy:

S an-q — ai
qg—1
A poniewaz an= al-qn~1 wiec an-g — ax-gn, zatem
Sn= ax-qn—a czyli
(XD sn= & gqul D

Uwaga I. Mnozac we wzorze (XI) licznik i mianownik
utamka przez — 1, otrzymamy inng posta¢ wzoru na
sume n pierwszych kolejnych wyrazéw postepu geo-

metrycznego :
N —
(X11) g,= a"l—an
I —q
Uwaga Il. Wzor (XI) wygodnie jest stosowa¢ w wy-

padku postepéw rosngcych, wzér zas (XII) — w wy-
padku postepow malejgcych.

Jezeli ¥= 1, wtedy wszystkie wyrazy postepu sg sobie réwne
i wéwczas Sn= ax-\-ax-f-— au czyli Sn= n-al
n sktadnikows§

§ 57. Zadanie. Pomiedzy dwie liczby dane a i b wstawi¢ k
liczb S$rednich geometrycznych, tzn. znalez¢ k liczb, ktore by
z liczbami danymi tworzyty postep geometryczny o pierwszym
wyrazie a i ostatnim wyrazie b.

Rozwigzanie zadania sprowadza sie do wyznaczenia postepu
geometrycznego. Wiemy, ze postep jest wyznaczony, gdy znamy
jego wyraz pierwszy i iloraz. Ale wyraz pierwszy jest dany:
ay—a. Wystarczy wiec tylko znalez¢ iloraz (q). Poniewaz liczbe
wyrazow rowniez znamy

n= k-{-2 (k liczb szukanych -f-2liczby dane),
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wiec wzdr (VII) an algn~L1'w ktorym: an= b\ al—a\ n — k-\-2
przyjmie postaé

b= aqk+2- 1czyli

b—aqk+1. Stad

k+i_
(xm) q=y*-

Przyktad. Pomiedzy liczby \ i 32 wstawi¢ 5 liczb $rednich
geometrycznych.

Rozumujac, jak wyzej, otrzymamy:

5+ L_
g=\"J¥r czyli

6_
q— + \64, a ze 64= 2°, wiec

q= +V2°, q= + 2
Szukanymi liczbami bedg zatem
-1, 2, -4, +8, —16,gdy q= 2
albo
1 2, 4, 8, 16, gdy q=+2.
Liczby te z liczbami \ i 32 utworzg postep
» -1, +2, -4, +8, -16, 32
albo
h 1, 2, 4, 8 16, 328§

8 58. Zestawmy wzory, wyrazajgce wiasnosci postepdw aryt-
metycznego i geometrycznego.

Postep arytmetyczny (r-state) Postep geometryczny (g-state)
Q) a,= 3i+r(n —1) (v an= alg"-1

(1)  ak- a~“+ a-+1 (IX) a*= Va*--i-a* +i

(1) ak  an-k-fj = ax-\-an (X) akean—k-|-!= axean

Jezeli dodawanie i odejmowanie nazwiemy dziataniami pierwszego
rzedu, mnozenie i dzielenie — dziataniami drugiego rzedu, a po-
tegowanie i pierwiastkowanie — dziataniami trzeciego rzedu,
wowczas powiemy, ze
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jezeli we wzorach wyrazajgcych wtasnosci postepu arytme-
tycznego, zastgpimy wskazane w nich dziatania dziatlaniami
0 jeden rzad wyzszymi, wéwczas otrzymamy wzory, wyraza-
jace wilasnosci postepu geometrycznego.

Cwiczenia.

89. Napisa¢ 4 poczatkowe wyrazy postepu geometrycznego,
w ktérym

a) aj==3 q=2 e) «i= —4, gqg= —\
b) ax=1, g= —2 f) ax={, q=-4
c) ax—5, g= % g) ax=\, g=\
d)y ax=—3, g=\ h) ax= q= "

90. Obliczy¢ piagty wyraz postepu geometrycznego, ktérego
wyraz pierwszy jest réwny 5, a iloraz jest rowny —3.

91. Trzeci wyraz postepu geometrycznego jest réwny 16,
a piaty wyraz tegoz postepu jest rowny 256. Znalez¢ iloraz po-
stepu.

92. Czwarty wyraz postepu geometrycznego jest réwny 54,
a iloraz postepu jest rowny 3. Obliczy¢ wyraz pierwszy.

93. Drugi wyraz postepu geometrycznego wynosi 6, a pigty
wyraz tegoz postepu jest réwny 48. Wyznaczy¢ postep.

94. Obliczy¢ sume 5 pierwszych wyrazéw postepu geometry-
cznego, w Kktorym wyraz pierwszy jest rowny 2, a iloraz jest
rowny 3.

95. Dziewiagty wyraz postepu geometrycznego wynosi 1280,
pierwszy wyraz tegoz postepu wynosi 5 Obliczyé sume 9 pierw-
szych wyrazéw.

96. Osmy wyraz postepu geometrycznego wynosi 384, a ilo-
raz tegoz postepu wynosi 2. Obliczy¢ sume 8 pierwszych wyrazow.

97. Pierwszy wyraz postepu geometrycznego jest rowny J,
iloraz tego postepu jest rowny 6, a ostatni wyraz jest rowny 3888.
Obliczy¢ liczbe wyrazéw.

98. Suma n wyrazéw postepu geometrycznego wynosi 381.
Pierwszy wyraz postepu jest réwny 3, a iloraz jest rowny 2. Zna-
lez¢ n.

99. Jedenasty wyraz postepu geometrycznego jest rowny 1536,
a wyraz pierwszy jest rowny 17 Znalez¢ iloraz postepu.
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100. Suma 8 wyrazéw postepu geometrycznego wynosi 6560.
Pierwszy wyraz jest rowny 2. Znalez¢ iloraz postepu.

101. Pomiedzy liczby 3 i 243 wstawi¢ 3 liczby S$rednie geo-
metryczne. «

102. Pomiedzy liczby —2 i 64 wstawi¢ 4 liczby S$rednie geo-
metryczne.

103. Trzy liczby tworzg postep geometryczny. Suma liczb
pierwszej i drugiej wynosi 8, a réznica miedzy liczhami trzecig
i pierwszg wynosi 16. Znalez¢ te iczby.

Wskazowka: utozyé dwa réwnania opierajgc sie na
warunkach zadania, nastepnie jedno z nich podzieli¢ stro-
nami przez drugie.

104. Suma trzech liczb, tworzacych postep geometryczny,
jest rowna 248, a réznica wyrazéw skrajnych- wynosi 192. Zna-
lez¢ te liczby.

105. Liczbe 221 roztozyé na trzyj skiadniki, tworzace postep
geometryczny, wiedzac, ze trzeci sktadnik jest o0.136 wiekszy od
pierwszego.

106. Cztery liczby tworzg postep geometryczny. Suma liczb
pierwszej i drugiej wynosi 28, a suma dwbéch liczb pozostatych
wynosi 175. Znalezé te liczby.

107. Suma trzech liczb, tworzgcych postep arytmetyczny, wy-
nosi 15. Gdyby od liczby drugiej odjg¢ 1, a pozostate liczby po-
zostawi¢ bez zmiany, otrzymalibySmy postep geometryczny. Zna-
lez¢ te liczby.

108. Suma trzech liczb, tworzacych postep geometryczny, wy-
nosi 13. Gdyby do liczby drugiej doda¢ 2, a pozostate liczby

pozostawi¢ bez zmiany, otrzymalibySmy postep arytmetyczny.
Znalez¢ te liczby.

109. Wykaza¢, ze jezeli wartosci zmiennej niezaleznej tworzg
postep arytmetyczny, to odpowiednie wartosci funkcji wyktadni-
czej y = a* tworzg postep geometryczny.

110. Objetos¢é prostopadtoscianu wynosi 64 dcm3 Liczby wy-
miarowe krawedzi tworza postep geometryczny, a ich suma wy-
nosi 21 decm. Obliczy¢ te krawedzie.
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111. Wiesniak kupit na jarmarku konia. Kazat go podkué

i poprowadzit do domu. Spotkani po drodze sgsiedzi orzekli po
obejrzeniu, ze konh jest chory. Wiedniak zazgdat zwrotu pienie-
dzy, a gdy sprzedawca odmowit, powiedziat: ,Nie chce zwrotu.
WeZz konia z powrotem, ale zapta¢ mi za nowe gwozdzie przy
podkowach. Tanio policze: za pierwszy gwozdz tylko 1 grosz,
a za kazdy nastepny 2 razy wiecej, niz za poprzedni“. Sprze-
dawca, sadzac, ze zaptaci najwyzej pare ziotych za 24 gwozdzie,
zgodzit sie na propozycje. lle zt musiat zaptacic¢?

Indukcja zupetna.

8§ 59. Omawiajagc wtasnosci postepdéw arytmetycznego i geo-
metrycznego, udowodniliSmy szereg twierdzen, wyrazajacych te
wiasnosci. W kazdym z tych twierdzeh wystepuje liczba n. Jak
wiemy liczba ta jest catkowita i dodatnia.

Przypomnijmy sobie twierdzenie, udowodnione w § 44: kazdy
wyraz postepu arytmetycznego, oprdcz pierwszego, jest sumg
wyrazu pierwszego i (nj—I)-szej wielokrotnos$ci réznicy postepu
tzn., ze n a,= al-\-(n—1)r.

Przeprowadzmy dowdd tego twierdzenia w sposdb naste-
pujacy:

Sprawdzmy, czy wzor (1) jest stuszny dla ktéregokolwiek
wyrazu, np. dla drugiego, tj. dla n= 2. W tym celu na miejsce n
podstawmy 2. Otrzymamy: a2= at-\-r.

Twierdzenie wiec jest stuszne, gdy n— 2.

Zatozmy nastepnie, ze twierdzenie jest stuszne dla wyrazu,
zajmujgcego miejsce np. k {k>.2), tzn. zatézmy, ze

ak= al+r(k —1)
i udowodnijmy, ze twierdzenie jest stuszne dla wyrazu nastep-
nego, tj. zajmujacego miejsce Zatem udowodnijmy, ze
w4l —at+ r(k-j-1— 1=+ rk.

Otoz, jezeli ak— al-{-r(k—1), to wyraz nastepny, czyli a +1
jest sumg wyrazu poprzedniego (an) i rdéznicy postepu, czyli
akdj= ax4-t(k—1)+ r= ax+ rk —r+ r= ax+ rk.

Stad twierdzenie jest stuszne i dla n ~

Poniewaz twierdzenie byto stuszne dla drugiego wyrazu po-
stepu, jest zatem stuszne idla trzeciego wyrazu. Poniewaz twier-
dzenie jest stuszne dla trzeciego wyrazu, jest zatem stuszne i dla
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czwartego wyrazu postepu, itd. Twierdzenie jest wiec stuszne
dla wszystkich wyrazéw postepu.

Zastosowana wyzej metoda dowodzenia nosi nazwe indukcji
zupetnej. Podstawg tej metody jest nastepujaca

Zasada indukcji zupetnej (albo matematycznej): Jezeli twier-
dzenie, w ktdrym wystepuje liczba naturalna n, spetnia na-
stepujace warunki:

1° jest stuszne, gdy n jest réwne pewnej naturalnej
liczbie a;

2° jezeli z zalozenia, ze twierdzenie to jest stuszne, gdy
n jest rowne jakiejkolwiek liczbie naturalnej k, niemniejszej
od a, wynika stuszno$¢ twierdzenia i dla wartosSci nastepnej
n, tj. dla n= 1,

wowczas twierdzenie jest stuszne dla kazdej wartosci n,
niemniejszej od a.

8§ 60. Zastosujmy indukcje zupetng przy dowodzie twierdze-
nia o sumie n pierwszych kolejnych wyraz6w postepu geome-
trycznego (8 56). Mamy udowodni¢, ze

(X1) S g1’

Sprawdzimy, czy wz0r ten jest stuszny, gdyn = 2 (gdyz suma
winna mie¢ co najmniej dwa skiadniki), tzn. sprawdzimy, czy po
podstawieniu 2 na miejsce n otrzymamy al-j-a2:

<?*1)m

- . _i = o 1 — ai (&4-1)— ai<7Tai— a2 + ai-

Zatem twierdzenie jest stuszne, gdy n— 2.

Zatézmy dalej, ze wzér jest stuszny dla sumy np. k pierw-
szych kolejnych wyrazéw postepu (k> 2), tzn.
e e _ ai(9*—1

q—\

i udowodnijmy, ze wzor (XI) jest stuszny dla sumy (k -f-1) pierw-
szych wyrazéw kolejnych postepu, tzn. gdy na miejsce n pod-
stawimy /r—1 Zatem udowodnijmy, ze stuszny jest wzor
ax{gk+'~ 1)

<7-1
Otoz, jezeli suma k pierwszych kolejnych wyrazéw postepu
.ai (gk— 0

J—1

Sxyj=

wynosi Sk to sume (ft-j~I) pierwszych kolejnych
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wyrazéw otrzymamy, dodajgc do Sk wyraz at+i= ax-gk. Zatem

Sk+1= Sk+ axq> ax(gk —1) T _axgk —ax-\-alg'<+ x—axgk

q_i 9-1
axgk+ 11—« _ai(gk+l—1)
q—i q-1

Zatem twierdzenie jest stuszne i dla n= k-\-1

Poniewaz twierdzenie byto stuszne dla sumy 2 pierwszych
wyrazow, jest zatem stuszne dla sumy trzech pierwszych wyra-
z6w postepu. Poniewaz jest stuszne dla sumy trzech pierwszych
wyrazow postepu, jest zatem stuszne dla czterech pierwszych
wyrazéw postepu, itd.

Twierdzenie jest wiec stuszne dla n pierwszych kolejnych
wyrazéw postepu geometrycznego.

Cwiczenia.

112. Przy pomocy indukcji zupetnej udowodnié
a) stusznos$¢ wzoru (VII) 8§ 51
b) stuszno$¢ wzoru (IV) § 48.

113. Przy pomocy indukcji zupetnej udowodnié stusznos$¢ pod-
stawowego wzoru procentu sktadanego (8 35).

114, Przy pomocy indukcji zupetnej udowodni¢ stusznos$¢ na-
stepujagcych wzordw:

a) 1+ 2+ 3+.... + ,=+ + >

b) 1+ 3+ 5+ .... + 2Yz—1)= n2

C) I»+ 2+ 3»+ ... + "N ="+ |2+ |3
d) Is+ 23+ 33+ .... + ~ =n2(/2+ 1)2.

Wkitady okresowe.

8§ 61. Jezeli w ciggu n rownych okresOw czasu na poczatku
kazdego z nich wptacaé bedziemy do banku pewng statg kwote k
ztotych, to — przy stopie p procentu skifadanego — kwoty te
utworzg pewien kapitat.

Ta stata kwota k zt nazywa sie wkiadem okresowym.

Zagadnienie wkiadow okresowych omdéwimy w zatozeniu, ze
sg one wptacane na poczatku kazdego roku.
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Zadanie. Obliczy¢ kapitat, utworzony przez wkiady okre-
sowe k z+ w ciggu n lat, jezeli stopa procentu skiladanego
wynosi p.

Pierwszy wkiad k zt ztozony zostaje na n lat. Utworzy on
zatem kapitat kt wedlug wzoru (15) § 35:

K=k (I + r)n gdzie r= »~ .
Drugi wktad k zt ztozony zostaje na (n —1) lat. Zatem utworzy
on kapitat
k2= k (1+r)n—
Trzeci kapitat, ztozony na (n —2) lat, utworzy kapitat
A3= A (l-j-r)n_2 itd.

Ostatni — n-ty — wk#tad, wptacony na poczatku ostatniego
roku, ztozony zostaje tylko na 1 rok. Utworzy on kapitat
kn= k (1-fr).

Suma kapitatdéw, utworzonych przez kazdy ztych n wkiadow,
bedzie kapitatem szukanym. Oznaczajac go przez A, otrzymamy
A= k@-f-r)nf-k@-j-r)n- 1-F-k X -(-r)n~2-j-... -f~-k (1 -)-r), albo,
stosujgc prawo przemiennos$ci sumy :

A= A(l+r) + A(l+n)*+ ...+ *(l+r)".

Skiadniki otrzymanej sumy tworzg postep geometryczny,
ktérego pierwszym wyrazem jestal= k(1-|-r), ailorazemq= 1-f-r.

Zatem, wedtug wzoru na sume n wyrazéw postepu geome-
trycznego, otrzymamy:

fe(I+r) [(1+ r)" -1l u
@+ r)—1

(XIV) A= [(1+ Hn—~ §

8 62. Otrzymany wzo6r (XIV) wustala zwigzek miedzy czterema
wielkoSciami: wkladem okresowym (A), stopg procentowg (p = 100r)
liczbg lat (n) i kapitatem utworzonym (A). Majac trzy z tych
wielko$ci, moglibySmy przy pomocy wzoru (XIV) obliczy¢ czwartg
wielkosc¢.

Uwaga I. Przy obliczaniu ki A, nalezy obliczanie roz-
poczag¢ od wyrazenia (1-j-r)"—1 tzn. obliczy¢ naj-
pierw wartos¢ (I-f-r)n i odjgé od niej 1. Tablice ma-
tematyczno-fizyczne czterocyfrowe, z ktérych korzy-
stamy przy rachunku logarytmow, podajg wartosci
liczbowe wyrazenia (1 4" dla wartosci r i n czeSciej
spotykanych.
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Uwaga Il. Poznane dotagd metody nie pozwolg nam na
obliczanie liczby r ze wzoru (XIV), gdyz otrzymane
rownanie wzgledem r jest stopnia n-tego.

8§ 63. Typowym przyktadem tworzenia kapitatu drogg wkta-
déw okresowych jest lokowanie oszczednosci w P. K. O. na tzw.
ksigzeczkach oszczednos$ciowych premiowych. Wpitacajagcy co mie-
sigc 8 zt otrzymuje, — przy stopie procentu skladanego 4£, —
po 10 latach 1000 zt.

Upraszczajgc nieco warunki takiego oszczedzania, rozwigzmy
nastepujace

Zadanie. Jaki kapitat utworzy sie po 10 latach, jezeli wktad
okresowy roczny wynosi 96 z4, a stopa procentu sktadanego wy-
nosi 4,57

Stosujgc wzor (XIV) otrzymamy:

96.1,045. [(1.045)10 —1].
0,045
Obliczymy najpierw warto$¢ wyrazenia (1,045)10 — 1.
lg 1,045 RJ0,0191; 10 Ig 1,045R 0,1910.
Nlg 0,1910R 1,552; (1.045)10R 1,552

Zatem (1,045)10 — 1R0,552
96-1,045-0,552  96-1045-0,552

0045 = 45

A Ri »a P° skréceniu przez 45

A Ri 32-209-0,184.
lg ARIg 32-fig 209-fig 0,184

Po wykonaniu rachunkéw otrzymamy A R! 1230 zi.

Jak widzimy, kapitat utworzony wynosi nie 1000 zi, lecz
1230 zt. Jezeli jednak weZzmiemy pod uwage liczne premie, wy-
ptacane przez P. K. O. posiadaczom ksigzeczek oszczednoscio-
wych premiowych, dojdziemy wodwczas do wniosku, ze ten spo-
s6b lokowania oszczednos$ci jest dla oszczedzajgcego korzystny.

Cwiczenia.

115. Na poczatku kazdego roku uczeh wkiadat do P. K. O.
po 50 zt na 4°/0 sktadany. Jaki kapitatl odebrat po 8 latach, jezeli
W ciggu tego czasu nie podejmowat zadnej kwoty?

116. W ciagu ilu lat nalezy sktada6 na poczatku kazdego roku
po 100 zt na 5% skitadany, aby otrzymaé¢ 1004 zt?

117. lle zt nalezy wktadaé¢ do P, K. O. na poczatku kazdego
roku na 4% sktadany, aby po 9 latach otrzymaé 658,3 z4?
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Czes¢ IV. Postep geometryczny nieskohczony.

8 64. Rozwazmy ciag nieskoniczony o wyrazie ogdlnym
a,= (Hn.
Obliczajac jego wyrazy kolejne, otrzymamy
ai==2 a2= ¥ a3= i> ai~iK> as= 52 itd.
Wyrazy tego ciggu tym sg mniejsze, im jest wieksza warto$¢
wskaznika n.
Przedstawmy wartosci tych wyrazow na osi liczbowej (rys. 12).

0 ]
-/

4 / 1
nff Y i 1
Rys. 12.

Jak widzimy z przedstawienia graficznego, punkty, bedace
obrazami warto$ci wyraz6w naszego ciggu, zblizajg sie tym bar-
dziej do punktu 0, im jest wieksza warto$¢ n.

0 takim ciggu mowimy, ze wyrazy jego dazg do 0, gdy
liczba n wzrasta nieograniczenie, co zapisujemy

a»-*0, gdy
albo ze granicg wyrazow ciagu jest 0, gdy n wzrasta nieogra-
niczenie, co zapisujemy

lim aT= 0 (po tacinie limes = granica)
n_
W ciggu nieskoficzonym o wyrazie ogdélnym
: o a,= (9
wyrazami kolejnymi sg
al —4; a.--i«-> a3= li? ad= ~NV> ab= i ab=— itd.

1w tym ciggu wartosci jego wyrazéw tym sg mniejsze, im
wieksza jest wartosé n,

0 e'IkLI% i 72. S ig
R SR TR \u

Rys. 13.

tzn., ze wyrazy jego dazg do 0O, gdy n ros$nie nieograniczenie.
Zatem

an->0, gdy n co
. albo

lim ()n=0.

n_
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Podobnie w ciggu nieskoficzonym o wyrazie ogdlnym

. . . *.-(-8V
wyrazami kolejnymi sg

sy — —8> a2 — a3 — AT> a4 — gf> a5— -—ab==7%V ~d.
1 2 A 0 i P=3 ¥

3 g i

— I7 Aﬁ ! T Tl ¢
1 Q-+ 1 a6 a.t \

Rys. 14

wiec i wyrazy tego ciagu dazg do O (przyjmujac wartosci
na przemian dodatnie i ujemne), gdy n roé$nie nieograniczenie.
Zatem

(— gdy n“oo
albo

lim (—8)" = 0.

[i—eo0

Widzimy stad, ze n-ta potega liczby, zawartej miedzy —1 a -f-1,
dazy do 0, gdy wyktadnik n rosnie nieograniczenie, tzn. ze

& —0, gdy n—co

albo

lim an=0.

n—>co
jezeli |a|< 1

8 65. Rozpatrzmy postep geometryczny nieskofAczony
al> 72) a3>seee>ane's AQO).

Suma n poczatkowych wyrazéw kolejnych tego postepu wynosi
zgodnie ze wzorem (XII)

N = ) albo Sn= 3| ~3-—m
n 1—q n | —e
Sume te mozna napisaé w postaci
ai ai
1.9 1—g™M

Jezeli |9] <1, to, jak wiemy z § 64, gh—>0, gdy n—>co.
Zatem IiczbalSI9 -9™ tez dazy do 0, gdy n—>co, czyli ze

"9 1 - gdyn
albo

(XV) lim SH_ 1_13

/?7—>00.
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Jezeli zatem warto$¢ bezwzgledna ilorazu postepu geometrycznego
nieskoniczonego jest mniejsza od 1 (—1<<j,< 1), to wzér (XV)
wyraza granice, do jakiej dgzy suma n poczgtkowych wyrazéw
tego postepu, gdy liczba wyrazéw (n) roSnie nieograniczenie.
Taki postep geometryczny nieskoficzony nazywa sie zbieznym,

a liczba nazywa sie jego suma.
Przyktad 1. W postepie geometrycznym nieskoriczonym
0 2 2 2
S> TT> V| >eecee
mamy: al=2;g = |. Zatem postep ten jest zbiezny, a jego suma
wynosi:
lim Sn= = 8
n— .3
Przyktad |Il. Pierwszy wyraz postepu geometrycznego nie-

skonczonego jest rowny —f. Suma tego postepu jest réwna jego
ilorazowi. Znalez¢ iloraz postepu.
Jezeli oznaczymy przez .r szukany iloraz, to — zgodnie

z trescig — otrzymamy rdwnanie

.3
¥

1—x
Poniewaz iloraz x winien spetnia¢c warunek —I<x<Cl, gdyz
w przeciwnym wypadku postep nie bytby zbiezny i nie posia-
datby sumy, wiec tylko x1— — jest rozwigzaniem zadania.

i po rozwigzaniu Y= — x2= |*.

Przyktad IIl. Dany jest -¢cAOB = 45° (rys. 15). Na ramie-
niu OA odmierzono odcinek OK—a i poprowadzono KK1 ] OB.

Rys. 15.
X! s
Z punktu K\ poprowadzono KxK2 ] OA; z punktu K2 poprowa-
dzono K2K31 OB itd. itd. Obliczy¢ granice do jakiej dgzy suma:



8§ 65, 66 81

KKI -f- KtK2-f- KtKs-{-KXi -f-. . gdy liczba tych odcinkéw rosnie
nieograniczenie.
Poniewaz A KOK1 jest prostokatny i rownoramienny, wiec

na mocy tw. Pitagorasa: OKl= KIK av2 Z A OKxK2 ktéry
rowniez jest prostokatny i robwnoramienny, na mocy tegoz twier-
dzenia otrzymamy: OK22-|- KXK2 — OK*, czyli 2ArlA2= (“1*) >stad
2KXKii = ~ wiec i KIK,="0ff,=%|.

Podobnie z A OK2K3 — prostokatnego i rownoramiennego — znaj-
dziemy:

Kok %% itd. itd.
Zatem odcinki: KKX KXK2, K2K3 ... tworzg cigg nieskonczony
aV2 a aVv2
2 7 2 7 4 7
ktory, jak tatwo sprawdzi¢, jest postepem geometrycznym nie-
skonczonym, o pierwszym wyrazie at 2 i ilorazie
1 V2
qg V2~ 2~

Poniewaz V2 jest > — 1 a <1, wiec suma S,, odcinkéw KKU

KXK2, K23, ... gdy ich liczba rosnie nieograniczenie, dazy do
granicy, rownej
av2 av2

( V2
a po uwolnieniu mianownika od niewymierno$ci i uproszczeniu
utamka

lim Sn= a(V2-fl).

n —>00

Utamki okresowe.

8 66. Wiemy z arytmetyki, ze chcac obliczy¢ rozwiniecie
dziesietne utamka zwyczajnego (tzD. zamienié¢ ten utamek na uta-
mek dziesietny), dzielimy licznik utamka przez jego mianownik.
Przy wykonywaniu tego dziatania zajs¢ mogg dwa wypadki.

Matematyka |I. lic. 6
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Wypadek 1. Dzielgc licznik utamka przez jego mianownik
otrzyma¢ mozemy — po wykonaniu pewnej liczby dzielen — re-
szte rowng 0. Wowczas po przecinku dziesietnym otrzymamy
skonczong liczbe cyfr dziesietnych, inaczej mdwigc, otrzymane
rozwiniecie dziesietne bedzie utamkiem dziesiethym skohczonym.
Tak np. rozwinigcia dziesietne utamkow: M bedg utamkami
dziesietnymi skornczonymi. Istotnie: * = 0,35; » = 0,275; <=
= 0,53125.

Wypadek |Il. Dzielgc licznik utamka przez jego mianownik
mozemy nie otrzymac reszty rownej 0, tzn. ze dzielenie nigdy sie
nie konczy. Wdéwczas otrzymane po przecinku dziesiethym cyfry
lub grupy cyfr musza sie powtarzac. Istotnie: poniewaz reszty sg
zawsze mniejsze od dzielnika, zatem po pewnej skonczonej licz-
bie dzielen jedna z tych reszt, a za nig i wszystkie nastepne mu-
szg sie powtdrzy¢. A ze tym samym resztom odpowiadajg te same
cyfry ilorazu, zatem i cyfry ilorazu muszg sie powtorzyé. W tym
wiec wypadku otrzymane rozwiniecie dziesietne utamka zwyczaj-
nego bedzie utamkiem dziesietnym nieskonczonym, ktéry nazy-
wamy utamkiem dziesietnym okresowym. Powtarzajgcg sie cyfre
dziesietng lub grupe cyfr dziesietnych nazywamy okresem.

Tak np. obliczajgc rozwiniecia dziesietne utamkow f, *,
otrzymamy f = 0,8333...; * = 0,272727...; ~ = 0,123123123...

Utamki okresowe zapisujemy w ten sposob, ze okres piszemy
tylko raz jeden, ale zamykajagc go w nawias. Np. f= 0,8(3);
* = 0,(27); = 0,(123).8

8§ 67. Gdybysmy chcieli rozwigza¢ zagadnienie odwrotne, tzn.
zamieni¢ utamek dziesietny na utamek zwykly, to w wypadku,
gdy utamek dziesietny jest skonczony, rozwigzanie nie nastrecza
trudnosci. Np.

2.384 = i po skroceniu utamka otrzymamy
2384 = 2,*.

Jezeli jednak utamek dziesietny jest okresowy, wowczas po-
dany wyzej spos6b nie moze mie¢ zastosowania, chyba do po-
dania przyblizonej wartosci utamka zwyczajnego.

Np. przyjmujac, ze wartoScig przyblizong utamka 0,8(3) w trze-
cim stopniu dokladnos$ci jest 0,833, otrzymamy 0,833= * *
A wiemy z 8§ 66, ze 0,8(3)= £ Zatem * * jest przyblizong war-
toscig £. (Latwo sprawdzi¢, ze popetniony bigd przy zapisie
f = -iWo wynosi so6W).
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Rozpatrzmy zatem jakikolwiek utamek okresowy np. 0,5(18).
Utamek ten mozna przedstawi¢ jako sume nieskoriczonej ilosci
utamkéw, mianowicie

0,5(18) = -fu-j- -f TWofwff — —

Wszystkie skiadniki tej sumy, oprécz pierwszego, tworzg
postep geometryczny nieskoniczony, w ktérym al= TJ-u, a iloraz
<= rJV Poniewaz q jest utamkiem wiasciwym, przeto postep ten
jest zbiezny, a suma ta (Sn) posiada granice, gdy liczba skiadni-

kéw rosnie nieograniczenie:
18

lim Sn= i
n—<oo Lt —nhj
Zatem 0,5(18)
Podobnie np.
2,(15)—2-f-tA -j- M+ ¥
Rozumujac jak poprzednio, otrzymamy:
lim Sn=  Nre 1
n—c> )

Zatem 2,(15) = 2A*

Jak widzimy, przy pomocy wiasnos$ci postepu geometrycznego
nieskoficzonego mozemy zamieni¢ i utamek okresowy na utamek
zwyczajny.

Cwiczenia.
118. Dane sg postepy geometryczne nieskoriczone:

a) 2,3, fy1.-f

5) f, f, 9)i,-t,
c) 2, f, A? h)y 2, f, A?
d) i, S, ¥, W, eee i)- h I,- 1,¥%,

e) t? T> TT? 3T? k) 31 l, 3! i

1° Ktére z nich sg zbiezne? 2° W kazdym z postepow zbiez-
nych obliczy¢ jego sume.
119. Obliczy¢ sume postepu geometrycznego nieskonczonego
a) 0,4, 0,12, 0,036, .
b) 0,5, - 0,05, 0,005, - 0,0005
120. Pierwszy wyraz postepu geometrycznego nieskonczonego
WYynosi
a) 5 b) 10, ¢) 1, d)—3
a suma postepu wynosi
a) 6, b) 100, c) f, d) —2
Znalez¢ iloraz postepu.
-
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121. Obliczy¢ iloraz postepu geometrycznego nieskoriczonego,

wiedzgc, ze suma postepu jest dwa razy wieksza od pierwszego
wyrazu.

122. Wyznaczy¢ wartosci*, dla ktérych postep geometryczny
nieskornczony
1 2+ 4x2
IT 2 (1 + x)2
jest zbiezny i ma sume rowng 5.
123. Wyznaczy¢ wartosci x, dla ktérych postep geometryczny
nieskornczony

jest zbiezny i ma sume réwng x.

124. Wyznaczy¢ wartosci*, dla ktérych postep geometryczny
nieskonczony
*+ 2, (jet 2) (*-3), X+ 2) (x-3)2, (x+ 2)(x-3)3,
jest zbiezny i ma sume réwng 2* -f- 4.

125. Dla jakich warto$ci * postepy geometryczne nieskon-
czone

a) 1, — (11 —7x+ x2), (11 —7x+ x2)2, — (11— 7x+ x2)3; ...

b) 1, (6*2—5%*), (6x2—5x)2, (6*2—5%)3,

c) 1, x2—3x+ 1), (*2—3*+ 1)2, (*2—3*+ 1)3,
sg zbiezne?

125. W kwadracie o boku a potgczono odcinkami prostej
Srodki bokow sasiednich. W otrzymanym kwadracie potgczono
znowu odcinkami prostej Srodki bokdéw sgsiednich itd.

Obliczy¢ granice, do jakiej dazg a) obwody otrzymanych kwa-
dratow, b) pola otrzymanych kwadratow, gdy liczba ich roénie
w podany sposéb nieograniczenie,

127. W tréjkacie foremnym o boku a polgczono odcinkami
prostej Srodki bokéw. W otrzymanym trdjkacie foremnym poia-
czono znowu odcinkami prostej srodki bokow itd.

Obliczy¢ granice, do jakiej dazg a) obwody otrzymanych trdj-
katow, Db) pola otrzymanych trojkatow, gdy liczba ich ro$nie
w podany sposGb nieograniczenie.

128. Nastepujace utamki okresowe zamieni¢ na utamki zwy-
czajne:

a) 0,(7), b) 2,(3), c) 0,(45), d) 1,(21),
e) 0,(243), f) 0,5(3), g) 3,2(5), h) 0,4(27).
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Trygonometria.

Cze$¢ |. Pojecia wstepne.

8 68. Sposréd odcinkéw i katéw, z jakimi spotykamy sie
w geometrii przy badaniu wilasnosci tréjkata, wyrdzniamy trzy
jego boki i trzy jego katy wewnetrzne. Te sze$¢ wielkosci na-
zywajg sie, jak wiemy, elementami trojkata. Wiemy rdéwniez, ze
miedzy tymi elementami zachodza pewne zaleznosSci. | tak, je-
zeli a, i3 j oznaczajg katy wewnetrzne trdjkata, to

a. —(=p —j—vy = 180

Podobnie, twierdzenie Pitagorasa w trojkacie prostokagtnym,
a twierdzenie o kwadracie boku, lezacego naprzeciw kata ostrego
lub rozwartego w dowolnym tréjkacie, wyrazajg zaleznosci miedzy
bokami trojkata.

Kazda z tych zaleznos$ci ujeta jest w posta¢ réwnania, z kto-
rego mozemy obliczy¢ jedng wielko$¢, majagc pozostate wielkosci,
wystepujagce w tym rownaniu.

Ale kazda z poznanych dotad zaleznosci obejmuje tylko ele-
menty tego samego rodzaju: albo boki, albo katy. Nie znamy
dotad zadnego rownania, ktdre by wyrazatlo zwigzek miedzy bo-
kami i katami tréjkagta. Niektére jednak twierdzenia geometrii,
jak np.: w tréjkacie naprzeciw réownych katow lezg rowne bo
twierdzenie do niego odwrotne itwierdzenie przeciwne, nasu
przypuszczenie, ze zalezno$ci miedzy bokami i katami trojkata
przeciez istnieja.

Wykrycie tych zalezno$ci, ujecie ich w rdéwnania stanowi
podstawowy cel dzialu matematyki, zwanego trygonometrig (od
greckiego: trigono = trdjkat, metreo = mierze).
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Mierzenie katow.

8 69. Za jednostke miary katdw przyjeliSmy w geometrii *
cze$¢ kata prostego (albo czes¢ kata petnego), ktérg nazy-
wamy stopniem kagtowym (1°). Stopien dzieli sie na 60 minut (60 ),
minuta za$ na 60 sekund (60"). Tak wiec kat 28°33'15" oznacza
kat, ktéry zawiera 28 stopni, 33 minuty i 15 sekund.

Uwaga. Przy dziataniach na stopniach, minutach i se-
kundach nalezy pamietaé, ze

1. —60’, I'= 60"
Tak np.:
a) 28° 43’ b) 62° 24' : 4= 15°36'
-f 9° 58 — 60

370101' — 38°41". 2°= 120’
144'

- 12

24

— 24

§ 70. Jest rzecza oczywista, ze umowa, dotyczaca wyboru 1°
za jednostke miary kata, jest najzupetniej dowolng, gdyz zamiast
3-" czesci kata petnego mozna by przyjgé za jednostke miary
kata jakakolwiek inng cze$¢ kata peinego. Dzieki tej wiasnie
dowolnosci wprowadzono we Francji jednostke miary kata, opartg
na podziale dziesietnym. Mianowicie za jednostke miary Kkata
przyjeto cze$¢ kata prostego (tzn. cze$¢ kata petnego).
Te ToT) cze$¢ kata prostego nazywamy gradusem (1°). Katy
mniejsze od 1° wyrazamy w czesciach dziesietnych gradusa.

Poniewaz miarg kata prostego, wyrazong w stopniach, jest
90°, a miarg tegoz kata w gradusach jest 100°, przeto 90° odpo-
wiada 100°, czyli

1°=(-A)0= 54"

Odwrotnie 1° = (N)°= 1G, (11).

8§ 71. W balistyce*) spotykamy inng jeszcze jednostke miary
kata. Jest nig kat, pod ktorym widzimy odcinek 1 m z odlegtosci
1000 m (tj. 1 km). Kat taki jest w przyblizeniu réwny g*yo

*) Balistyka zajmuje sie badaniem ruchu pocisku badz wewnatrz luty
(tzw. balistyka wewnetrzna), badZ po wylocie z lufy ttzw. balistyka zewnetrzna).
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czesci kata petnego. Ta czesC kata pelnego nazywa sie ,ty-
sigczng zwykig* (1*).
Poniewaz 360° odpowiada 6400', przeto
1°=(W )", czyli 1°= 17", (7)
| <= (AGD)0» czyli 1'= 3'22", 5.

§ 72. Poznamy obecnie jednostke miary kata niezalezng od
kata petnego.

Niechaj dany bedzie dowolny kat MON—a. Z wierzchotka O
tego kata zakreSlmy dwa okregi két o promieniach OA=R
i (rys. 16). Kat a bedzie wéwczas w kazdym z tych
okregow katem Srodkowym. Temu katowi Srodkowemu a odpo-
wiada¢ beda: tuk AB w jednym okregu kota i tuk AI1B1 w dru-

N

gim okregu kota. Oznaczmy przez C diugos¢ tuku AB, przez Ct
dtugos¢ tuku AIB1, a przez n liczbe stopni kata a. Wiemy z geo-
metrii, ze diugos$¢ tuku AB wyraza sie wzorem

n 2jcRn

360 °

a diugos¢ tuku A1B1 — wzorem

r 2nR1n

Cl~ 360
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Z pierwszego wzoru otrzymamy

C _2itn
360’
a z drugiego
Cx 2Tin
A - 360
Zatem
R R,

GdybysSmy przyjeli, ze (7=7?, wbéwczas z rownosci /i\? ==% WY

nikatoby, ze Cl=R 1 Kat il/OiV bytby wowczas katem S$rodko-
wym, wspierajacym sie na luku o diugo$ci réwnej promieniowi
okregu i to w kazdym okregu o S$rodku O, niezaleznie od wiel-
koSci promienia.

Okreslenie. Kat Srodkowy, wspierajacy sie na tuku o diu-
gosci rownej promieniowi okregu kota, nazywa sie radianem.

Z przeprowadzonych rozwazan wynika, ze radian jest katem
statym, tzn. niezaleznym od wielko$ci promienia. 1 dlatego tez
przyjeto radian za jednostke miary katéw. Miare kata, wyrazong
w radianach, nazywamy miarg tukowg tego kata.§

8§ 73. Poniewaz diugosé¢ okregu kota o promieniu R jest rd-
wna 2«?, zatem okrag kota zawiera 2w« tukéw o diugosci i?, tzn.,
ze diugosci 2R okregu kota odpowiada 2« radianéw. A ze tej
samej diugosci okregu kota odpowiada roéwnocze$nie kat peiny
czyli 360°, zatem

2cradianéw = 360°, a stad

i radian = 323 czyli
. 180°
1 radian T 0)

Jednoczes$nie z rownosci
360° = 2 wradian6w

. . 2C . .
wynika, ze 1°“ oréradianéw, czyli

lo radianow. 2)

180
180 . rc_

Poniewaz tjest liczba niewymierng, zatem liczby = ° ; 7595
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sg tez niewymierne. Przyjmujac r= 3,1415 z doktadnoscig do czte-
rech miejsc dziesietnych, otrzymamy w przyblizeniu, ze
1 radian « 57°17',

a 1°  0,0174radianéw (“oznacza réwnos¢ przyblizong).
Uczacy sie wykona odpowiednie wyliczenia.

Uwaga. Z réwnosci (1) wynika, ze

180" = rcradianow,
a 90° = Eradianc’>w.

L

Mozemy odtad kat petny oznaczaé albo pizez 360° albo
przez 2x radianow, kat poéipetny — albo przez 180°
albo przez rcradiandw, kat za$ prosty —albo przez O®

albo przez ~ radiandw.

Cwiczenia.
129, Wyrazi¢ w gradusach katy:
a) 18° b) 15° «c) 60°; d) 72° e) 120°; f) 150°.
130. Wyrazi¢ w stopniach katy:
a) 40°; b) 15°; c¢) 35°; d) 60°; e) 75°.
131, Wyrazi¢ w tysigcznych zwyktych katy:
a) 120°; b) 150»; c) 72°; d) 108° e) 252°.
132. Wyrazi¢ miare tukowa katow:
a) 45° b) 30° c) 75° d) 105° e) 120»; f) 135°% g) 0° h) 125°
133. Wyrazi¢ w stopniach katy:

a) ’igadianéw; b) —radianow; radianéw; d) , radianow ;

%) 25 8

%
e) 0radianéw; f) 3 radianow; g) 8 radianow.

134. Obliczy¢ diugos¢ tuku okregu kota o promieniu i?, jezeli
kat Srodkowy, wsparty na tym tuku, ma k radianow.

135. Obliczy¢ pole wycinka kotowego, ktorego kat Srodkowy
ma k radian6w, a promien okregu jest réwny R.

Uogolnienie pojecia kata.

§ 74. Niech dana bedzie na ptaszczyznie polprosta, wycho-
dzgca z punktu O. Jezeli ta poiprosta obraca sie w danej ptasz-
czyznie dookota punktu O od pewnego potozenia poczatkowego
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OX do potozenia konicowego OM (rys. 17), wowczas obrot, wy-
konany przez dang poOiprostg, jest wyznaczony przez kat XOM.

M

Obrét ten moze by¢ wykonany w jednym z dwoch kierunkéw:
albo w kierunku przeciwnym do kierunku ruchu wskazowek ze-
gara, albo w kierunku zgodnym z kierunkiem ruchu wskazdwek
zegara (rys. 17). Pierwszy z tych kierunkéw obrotu .nazywaé be-
dziemy kierunkiem dodatnim obrotu, a kat wyznaczony przez ten
obr6t — katem dodatnim, drugi za$ z tych kierunkéw obrotu
nazywac¢ bedziemy kierunkiem ujemnym obrotu, a kat wyzna-
czony przez ten obrét — katem ujemnym.

Kazdemu zatem obrotowi p&iprostej od pewnego potozenia
poczatkowego do potozenia koncowego odpowiada¢ bedzie Kkat,
ktorego miarg w obranych jednostkach bedzie liczba wzgledna.

Znak tej liczby wzglednej wskaze kierunek obrotu, z ktorego
kat dany powstat. Tak np. rownosci

a= 48°; @= —32°
oznaczajg, ze kat a powstat z obrotu w kierunku dodatnim,
a kat B— z obrotu w kierunku ujemnym.
Rownosci
a= 74 i B= —74°
wskazuja, ze katy a i @sg co do wielkosci réwne, lecz majg znaki
przeciwne. Katy takie nazywac¢ bedziemy katami przeciwnymi.§

8 75. Aby utworzy¢ sume katdw a i [3 obracamy pewng ru-
choma potprostg od jej potozenia poczatkowego OX o kat a do
potozenia OM (rys. 18), a nastepnie poOiprosta OM obracamy
0 kat p do potozenia OB. Otrzymany w ten sposdb kat XOB be-
dzie sumg katow a i @ XO0R = &+ P. .Test rzeczg zrozumiatg,
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ze obroty te wykonywamy w kierunku dodatnim lub ujemnym,
zaleznie od znaku katéw * i p, jak to wskazujg rys. 18a i 18b.

8§ 76. Jezeli kat p, ktory dodajemy do kata a, jest wielokrot-
noscig catkowitg 860° tzn. jest postaci n-360° gdzie n jest liczbg
catkowitg (dodatnig, ujemng lub zerem), wowczas ramie¢ OM wy-
kona ;721 petnych obrotéw w kierunku dodatnim Ilub ujemnym,
zaleznie od znaku n. Przez dodanie wiec kata 72-360° do kata a
potozenie ramion kata a nie ulegnie zmianie, tzn. ze kat a i kat
«*360° f~a beda miaty te same ramiona (rys. 19).

Al M

Gdy zatem mamy dwie pdlproste OX i OM, wychodzace z jed-
nego punktu O, to druga z tych péiprostych otrzyma¢ mozna
z pierwszej przy pomocy nieskonczenie wielu obrotdw. Jeden
z tych obrotéw a zawarty bedzie miedzy 0° a 360°, kazdy za$ inny
bedzie postaci 72-360°-)-a, gdzie n, jak widzieliSmy, jest dowolng
liczbg catkowitg (dodatnig, ujemng lub zerem).§

8 77. Kazdy kat mozemy przedstawi¢ w postaci 72-360°-)-a.
Np. 1756° = 4-360°-f 316°; 2925°= 8-360»+ 45°; —810°==
= -3-360°-)- 270° itd.
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Cwiczenia.

136. Zegar $pieszy sie o 10 minut. O jaki kat nalezy obrocié
wskazowke minutowg, aby zegar uregulowac?
137. Zegar pOzni sie o 15 minut. O jaki kat nalezy obrocic
wskazoéwke minutowa, aby zegar uregulowac?
138. Przedstawi¢ katy:
a) 408°; b) 923°; c) — 1200°; d) — 1459°;
e) 2138°; f) 4592°; g) —3108°; h) - 723°
w postaci sumy wielokrotnosci 360° i kata, zawartego miedzy
0° a 360°.
139. Zegar zatrzymat sie o godz 12. O jaki kat nalezy o godz.
710 obroci¢ wskazéwke minutowsa, aby zegar uregulowac?

Czes¢ Il. Funkcje trygonometryczne dowolnego kata.

8 78. Niech dany bedzie prostokatny ukfad osi spdirzednyeh
XOY. Z punktu O, jako ze $rodka, zakre$lmy dowolnym promie-

Rys. 20.

niem R okrag kota, przecinajacy osie spoOtrzednyeh odpowiednio
w punktach A, B, C, D (rys. 20).

Jezeli ruchoma pédiprosta OM, wychodzac z poczatkowego
potozenia OX, obracaé sie bedzie w jednym z dwdch poznanych
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kierunkéw dookota punktu O, wowczas zakre$li ona wszystkie
mozliwe katy, ktorych ramieniem poczatkowym jest OX. Péipro-
sta ta w kazdym swym potozeniu przetnie okrag kota — jak
wiemy z geometrii — w jednym tylko punkcie.

Rozwazmy jeden z katéw, powstatych z obrotu potprostej
OM, np.-*AOM=o0.. Niechaj xiy oznaczajg sp6trzedne punktu K,
w ktérym OM przecina okragg kota.

Okre$lenia : 1) stosunek rzadnej punktu K do promienia R
okregu kota nazywamy sinusem (po polsku: wsta.wg) kata a, co
zapisujemy

%/Z: sSma

2) stosunek odcietej punktu K do promienia R okregu kota
nazywamy kosinusem (po polsku: dostawg) kata a, co zapisujemy

X _
R Qba
3) stosunek rzednej punktu K do odcietej punktu K n
waniu tangensem (po polsku: styczng) kata a, co zapisujemy
Y —tga
4) stosunek odcietej punktu K do rzednej punktu K n

wamy kotangensem (po polsku: dostyczng) kata a, co zapisujemy

X = Ctg a.

8§ 79. Poznane w § poprzednim cztery stosunki sg dla danego
kata state, tzn. ze nie zaleza od diugosci promienia R.

Istotnie: zakre$lmy z punktu O jako ze $rodka drugi okrag
kota o dowolnym promieniu R1 (rys. 21) i oznaczmy przez
i y, spotrzedne punktu K1, w ktorym poiprosta OM przetnie ten
okrag kota.

Z podobienstwa trojkatow:

OPK i OF,K,
wynika, ze
KP OK oP OK KP OP
OK,” oPi OK,” K¥i OP/
albo
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Stad:

Rys. 21

co dowodzi, ze kazdy z poznanych czterech stosunkéw jest dla
danego kata a staly.

Uwaga. Z rozwazan podanych w § 78 wynika, ze chcac
wyznaczy¢ sinus, kosinus, tangens i kotanges kata, na-
lezy: 1° wierzchotek kata przyjaé za poczatek prosto-
katnego uktadu osi spoirzednych, a ramie poczatkowe
kata za dodatni kierunek osi X\ 2° wyznaczy¢ spOtrzedne
punktu, w ktorym ramie ruchome przecina okrag kota,
zakre$lony dowolnym promieniem z wierzchotka kata,
jako ze $rodka.§

8 80. Jezeli pétprosta OMobracac sie bedzie dookota punktu O
w pewnym kierunku, wdéwczas punkt K przeciecia sie tej potpro-
stej z okregiem kota przesuwac sie bedzie po okregu. Zatem ze
zmiang wielkosci kata zmienia sie potozenie punktu ATna okregu,
a stad zmieniajg sie i spétrzedne punktu K w odniesieniu do obra-
nego uktadu osi spbétrzednych. A poniewaz, wedtug okres$lenia, sin a,
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cosa, tga i ctga zalezg tylko od spdtrzednyth punktu K, gdyZR
jest state, zatem i cztery poznane stosunki zmieniajg sie zaleznie
od zmian kata a Dlatego tez te cztery stosunki nazywamy funkcjami
trygonometrycznymi kata a.

§ 81. Z okreslenia funkcji trygonometrycznych kata wynika
bezposrednio, ze

1° sinus, kosinus, tangens i kotangens kata, jako stosunki diu-
gosci, sg liczbami oderwanymi;

2° tg i ctg kata sg wzgledem siebie odwrotnosSciami, gdyz

kazde z wyrazen: Xli ;— jest odwrotnoscig drugiego.

Znak funkcji trygonometrycznych kata.

§ 82. Wiemy, ze osie spOirzednych dzielg ptaszczyzne na 4
czesci, zwane C¢wiartkami (rys. 22). Jezeli ruchome ramie kata a
znajduje sie w | ¢éwiartce ptaszczyzny, wowczas kat a nazywamy
katem | éwiartki. Jezeli to ramie ruchome znajduje sie w II, Il
lub IV éwiartce, woéwczas kat a nazywamy odpowiednio katem I,
Il lub IV ¢wiartki.
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Jezeli kat a jest katem | Cwiartki, wowczas spétrzedne
punktu K1 sa dodatnie, stad i funkcje trygonometryczne kata
I ¢wiartki sg dodatnie.

Jezeli kat a jest katem Il c¢wiartki, wowczas rzedna
punktu K2 jest dodatnia, a odcieta jest ujemna. Stad sina jest
dodatni, a pozostate funkcje trygonometryczne sg ujemne.

Jezeli kat a jest katem Il C¢wiartki, wowczas spéirzedne
punktu Ka sg ujemne. Stad sina i cosa sg ujemne, a tga i ctga
dodatnie.

Jezeli kat a jest katem IV C¢wiartki, woOwczas odcieta
punktu K4 jest dodatnia, a rzedna jest ujemna. Stad cos a jest
dodatni, a pozostate funkcje trygonometryczne sg ujemne.

Otrzymane wyniki uwidocznione sg w ponizszej tabeli:

sina cosa tga Ctga

1 cw. + + _H 1

I éw. + — — —

m éw. — — N N

IV éw. — + —
Cwiczenia.

140. Dany jest kat XOM = a. W ktorej ¢wiartce znajduje sie
ramie OM tego kata, jezeli
a) sina i cosa sg dodatnie;
b) sina i cosa sg ujemne;
c) sina i tga sg ujemne;
d) cosa i tga sg ujemne;
e) sina i tga majg znaki przeciwne;
f) cosa i ctga majg znaki przeciwne.

141. Okresli¢ znaki funkcji trygonometrycznych katow: a) 50°;
b) 91°; c¢) 130°; d) 179°30'; e) 205°; f) 271° g) 358°.

142. Poczatek O prostokatnego uktadu osi spdirzednych jest
Srodkiem okregu kota o promieniu réwnym 13 cm. W okregu
tym poprowadzono cieciwe MMX= 10 cm, prostopadig do osi od-
cietych i przecinajgcg dodatni kierunek tej osi. Obliczy¢ funkcje
trygonometryczne katow XOM i XOMXx.
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143. Poczatek O prostokagtnego uktadu osi spétrzednych jes
Srodkiem okregu kota o promieniu rownym 10 cm. W okregu
tym poprowadzono cieciwe MMX= 12 cm, prostopadts do osi
rzednych i przecinajgcg dodatni kierunek tej osi. Obliczy¢ funk-
cje trygonometryczne katow XOM i XOML1

Przebieg zmiennosci funkcji trygonometrycznych kata.
Funkcje trygonometryczne katéw przeciwnych.

8 83. Rozpatrzmy dwa katy przeciwne:
= i m,cCAOKl= —a (rys. 23).

Y

Rys. 23.

Jezeli x i y oznaczajg spoOtrzedne punktu K, a xx i yx spot-
rzedne punktu Klt to

11
>

sin (-a)

cos( a)=3-
oraz
tg (—«)= -

ctg (- ay= —1-

Matematyka I. lic. 7
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Ale punkty K i Kt sg symetrycznie potozone wzgledem osi od-
cietych, zatem odciete punktéw K i K+ sg sobie rowne, a rzedne
tych punktéw rdznig sie tylko znakami. Zatem:

X= xu yl= —y. Stad:

sin(—a) —RY — sina; cos (—a)= ré 0Ba; tg(—a)=
-y -tg a; ctg(—a)= Ctg a.
Mamy wiec nastepujgce wzory:
sin (—a)= —sina
COS(—a) = COSa
tg (—a)= —tga (0

Ctg(—«9 = —Ctga
tzn. sinusy, tangensy i kotangensy katdw przeciwnych maja
wartosci przeciwne, natomiast kosinusy katow przeciwnych sg
sobie réwne.
Uwaga. W dalszym »ciggu bada¢ bedziemy wiasnosci
funkcji trygonometrycznych tylko katow dodatnich, gdyz

wzory (1) pozwolg otrzymac¢ wiasnosci funkcji trygono-
metrycznych katoéw ujemnych.

Cwiczenia.
144, Sprowadzi¢ do prostszej postaci wyrazenia:
a) sin a-f- cosa— sin (—a) —cos (—a);
b) tg (—°0+ Ctga+ tga—ctg (—a);
c) sina ¢cos (—a)—sin (—a) *cosa;
d) tgaectg(—a)—tg(—a) *ctg a.
145, Sprowadzi¢ do prostszej postaci wyrazenia utamkowe
,  1-ftg« ,. 2sina-j-sin(—a)
8 1—tg(—a)’ ' 2cos(—a)—cosa’
: [sina —cos (—a)] [sina-]-COs(—a)]8
+ [sin(—a)-f-C08a] [—sin (—a) -|-cos (—a)]’
dx sina stg(—a) + tga
+ —ctg(—a)-|-ctg a-sin (—a)

Przebieg zmiennos$ci sinusa kata.

8 84. Jezeli ruchome ramie OM kata a (rys. 24) zajmuje po-
czatkowe potozenie OX, wtedy mowimy, ze a = 0° Poniewaz



rys. 24.

rzedna punktu A, w ktérym lezy wowczas punkt K, jest rowna Q

zatem ze wzoru sina= Q otrzymamy
sin 0°= -L=0.
X1

Jezeli punkt K przesuwa sie po okregu kota w kierunku
dodatnim od punktu A do punktu B, tj. jezeli a wzrasta od OO0
do 90°, woéwczas rzedne ruchomego punktu K wzrastajg (yx<Ly?).
tj. sina tez wzrasta. Gdy punkt K znajdzie sie w punkcie B,
wtedy a= 90° a rzedna p. K rowna bedzie R. Zatem

sin 90°= -~= 1

Jezeli punkt K przesuwa sie po okregu kota od punktu B
do punktu C, tj. gdy a wzrasta od 90° do 180° wtedy rzedne
punktu ruchomego K maleja zatem i sina maleje. Gdy

™
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punkt K znajdzie sie w punkcie C, wtedy a= 180° a rzedna
punktu K bedzie réwna O. Zatem

sin 180°= ~ = 0.
R

Jezeli punkt K przesuwa sie po okregu kota od punktu C
do D, tj. gdy a wzrasta od 180° do 270°, wtedy rzedne ruchomego
punktu K sg ujemne, a ich bezwzgledne wartosci wzrastajg
(1UiI< ll/el), zatem rzedne maleja, stad i sin a maleje. Gdy punkt K
znajdzie sie w punkcie D, wtedy a= 270°, a rzedna punktu K
bedzie réwna —R. Zatem

*

sin 27 =—~1-1= — 1

Jezeli punkt K przesuwa sie po okregu od punktu D do
do punktu A, tj. gdy a wzrasta od 270° do 860°, wtedy rzedne
ruchomego punktu K sg ujemne, ale ich bezwzgledne wartoSci
malejg (| Di\> |yal|), zatem rzedne wzrastajg, stad i sina wzrasta.
Gdy punkt K znajdzie sie z powrotem w punkcie A, wtedy
a= 360° a rzedna punktu K bedzie réwna O. Zatem

sin 360°= = 0.

N
K

Jezeli punkt K przesuwa sie w dalszym ciggu po okregu
kota, tj. gdy a wzrasta od 360° do 720°, potem od 720° do 1080%,
itd., itd., wtedy punkt K zajmowa¢ bedzie te same potozenia na
okregu kota, jakie zajmowat przy zmianie a od 0° do 360° tzn.
ze sin a przyjmowac bedzie te same wartosci i w tej samej ko-
lejnosci, jak w przedziale od 0° do 360°.

§ 85. Jezeli ruchome ramie OM kata a (rys. 24), wychodzac
ze swego potozenia poczatkowego OX wykona n petnych obrotéw
(w kierunku dodatnim czy ujemnym) dookota punktu O po czym
powroci do potozenia OKu wowczas — jak wiemy z § 76 — za-
kresli ono kat /2-360°-f-a, taki, ze

sin (n+360°-j-a) = .

A poniewaz ‘}‘(= sina, stad

sin (n-360°+ a)= sina 3)

gdzie n oznacza dowolng liczbe catlkowitg, dodatnig lub ujemna.

Zatem sin a nie zmienia swej wartos$ci, gdy a zwiekszymy
lub zmniejszymy o wielokrotno$¢ 360°.
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Mowimy, ze sin a jest funkcjg okresowa i ze okresem sin a
jest 360"
Tak wiec: sin 385°= sin (360°-f- 25°) = sin 25°
sin 1157°= sin (1080°+ 77°)= sin 77°;, sin (—620°) =
=sin (—720°+100»)= sin (—2-360°+ 100°)= sin 100°.

§ 86. Pamietajac, ze wedtug wzoréw (I)
sin (—a)= —sina
i ze sina jest funkcjg okresowg o okresie rownym 360°, utwdrzmy
tablice funkcji
i/= sina
na podstawie wynikéw, otrzymanych w § 84.
('oznacza: wzrasta; \ oznacza: maleje).

a ../-2700-1800-900009001800270036004500...

sin a 1\ 0\-1/0/7 1\ O\ -1/ 0/ 1

Jezeli 0§ X przyja¢ za o$ katow (a), a oS 7 za o0$ sin a,
wtedy wykres funkcji
/= sin a
przedstawia sie nastepujgco (rys. 25).

Krzywa, bedgca wykresem funkcji y = sina nazywa sige si-
nusoida.

Poniewaz sin a jest funkcjg okresowg o okresie réwnym 360°,
zatem tuki krzywej, odpowiadajgce katom od 0° do 360°, od 360°
do 720° itd. oraz kagtom od O» do — 360°, od — 360° do — 720°
itd., sg rowne. Luki te tworzg jedng nieprzerwang linie krzywa,
ktéra rozcigga sie nieskonczenie po obu stronach osi Y. Jezeli
poprowadzimy dwie proste rownolegte do osi X w odlegtoSciach
od niej réownych odpowiednio + 1 i — 1, wolwczas zauwazymy,
ze punkty sinusoidy, odpowiadajgce katom takim, jak — 270°,
—90°, 90°, 270° itd., tj. katom, ktére mozna wyrazi¢ wzorem
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= (2/z2)*90°(*), lezg na tych prostych, pozostate za$ jej pun-
kty sg potozone miedzy tymi prostymi.

8§ 87. Z przebiegu zmiennosSci sina wynika, ze:

1° dla a= 270° (lub ogdlnie dla a= /2-360°+ 2700), sinaprzyj-
muje najmniejszg wartos¢ {minimum), réwng —1;

2° dla a= 90° (lub ogdlnie dlaa= n-360°-)-90°), sina przyj-
muje najwiekszg wartos¢ (maximum), rowng 1;

3 dla a= 0° (lub ogo6lnie dla a= n-360°), sina przyjmuje
wartos$é 0;

4° dla innych wartosci kata, sina przyjmuje zawsze tylko
wartosci dodatnie lub ujemne, zawarte miedzy —1la-|- L

Cwiczenia.

146. Zbada¢ przebieg zmiennosci i wykona¢ wykres funkcji
a) = 2sinx; b) = Jsinx.

147. Obliczy¢ warto$¢ wyrazenia
a) sin 90°-f-sin(—270°) —sin 180° -|- sin (— 90°);
b) sin (—90°)-sin90° —sin 270° sin (—270°).

148. Pamietajac, ze sin a jest funkcjg okresowa, wyrazic¢
a) sin 372°; b) sin 400° c) sin 610°, d) sin 1225° przy pomocy
sinusa kata jednej z czterech déwiartek.

149. Sprowadzi¢ do prostszej postaci wyrazenia
a) sin 410°+ sin 770° —sin 1850° — sin (— 50°);
.sin 432°+ sin 1152°
sin 792°+ sin 1872»’
150. Prosta rownolegta do osi x poprowadzona jest w odle-
gtosci s od tej osi (—I<[s<Cl).
a) W ilu punktach prosta ta przetnie luk sinusoidy, odpowia-
dajacy katom przedziatu 0°— 360°?
b) W ilu punktach prosta ta przetnie sinusoide?
Sformutowaé otrzymane wyniki.

Przebieg zmiennosci kosinusa kata.

8 88. Przebieg zmiennos$ci kosinusa kata zbada¢ mozna w ten
sam sposob, jaki zastosowaliSmy przy badaniu zmiennoS$ci sinusa

(*) n oznacza dowolng liczbe catkowita.
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kata. Wyniki rozwazan — ktore winien przeprowadzi¢ uczacy sie
przy pomocy odpowiedniego rysunku — bedag nastepujace:

1) gdy a= 0° to B 0°= 1;

2) gdy a wzrasta od 0° do 90°, to cosa maleje i dla a= 90°,
cos 90°= 0;

8) gdy a wzrasta od 90° do 180° to cosa maleje, przyjmujac
wartosci ujemne i dla a= 180", cos 180'= —1;

4) gdy a wzrasta od 180n do 270° to cosa wzrasta, przyjmujac
wartosci ujemne i dla a= 270° cos 270°= O;

5) gdy a wzrasta od 270° do 360°, to cosa wzrasta i dla
a—360° cos 360°= 1;

6) cosa nie zmienia swej wartosci, gdy a zwiekszymy lub
zmniejszymy o wielokrotnos$¢ 360°, tj.

cos (ne+360°-f-a) = cos a, @)
gdzie n oznacza liczbe catkowita, dodatnig lub ujemna. Inaczej
mowiac, cosa jest funkcjg okresowg o okresie rownym 360°.
Tak np. cos 875°= cos (2-360° -j-155°) = cos 155°;

cos (— 1060°) = cos (— 3360° + 20°)= cos 20°, itd.

8§ 89. Pamietajac, ze wedtug wzoréw (I)

cos (—a)= cosa

i ze cos a jest funkcjg okresowa o okresie roGwnym 360°, utwdérzmy

tablice funkcji
U= cosa

na podstawie wynikéw, otrzymanych w § 88.
a .../-270°/-1800 ,-90V 00900 '18002700360°/°450V"...

cosa o -1/ 0/2\ O\N-2/7 0/ 1\ O

Jezeli 0§ X przyjaé za o$ katéow, a oS Y za 0§ cosa, wtedy

wykres funkcji
y = cosa

przedstawia sie nastepujaco (rys. 26):
tY

Rys 26.
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Krzywa, bedgca wykresem funkcji y = cosa nazywa sie kosi-
nusoida.

Gdybysmy na rysunku, przedstawiajgcym sinusoide, przesu-
neli 0§ 7 o odcinek, odpowiadajacy katowi 90°, wéwczas otrzy-
maliby$Smy kosinusoide. Uczacy sie, na podstawie witasnosci sinu-
soidy, omowionych w 8 86, sam sformutuje wiasnosci kosinusoidy.

8 90. Z przebiegu zmiennosci cosa wynika, ze

1° dla a= 180° (lub ogO6lnie: dla a= /?-360" + 180°), cosa
przyjmuje najmniejszg warto$¢ (minimum), rowng — 1;

2° dla a= 0° (lub ogdlnie: dla a= n-360°), cosa przyjmuje
najwiekszg wartos¢ (maximum), rowng -(-1;

3° dla £= 90° (lub ogo6lnie: dla a= /z-36(P + 90°), cos a przyj-
muje warto$¢ 0;

4° dla innych wartosci kata, cos a przyjmuje zawsze tylko
wartosci dodatnie lub ujemne, zawarte miedzy — 1 a -I- 1

Cwiczenia.
151. Zbada¢ przebieg zmiennos$ci i wykona¢ wykres funkcji
a) y=2cos x; b)y=\ cos x

152. Obliczy¢ warto$¢ wyrazenia

a) cos (— 180°) -]- cos 270°—cos 0°-f-cos 360°;

b) sin 90°-cos 180°—cos (— 360°)-sin (—90°).

153. Pamietajgc, ze cosa jest funkcjg okresowg, wyrazic¢

a) cos 369°; b) cos 440° <c) cos 825° d) cos 1332°
przy pomocy kosinusa kata jednej z czterech éwiartek.

154. Sprowadzi¢ do prostszej postaci wyrazenia:

a) cos 740°—cos 380° -(-cos 1460°-(-cos (—20°);

v sin 470,|]-]-cos (— 830°)

}  sin 830°+ cos 1190°

155. Prosta rdwnolegta do osi x poprowadzona jest w odle-
gtosci ¢ od tej osi (—1<c<l).

a) W ilu punktach prosta ta przecina tuk kosinusoidy, odpo-
wiadajacy katom przedziatu 0°— 360°?

b) W ilu punktach prosta ta przecina kosinusoide?

Sformutowaé otrzymane wyniki.



Przebieg zmienno$¢ tangensa kata.

8§ 91. Jezeli punkt K, poruszajacy sie po okregu kota w kie-
runku dodatnim (rys. 27) znajdzie sie w punkcie B lub I), wéw-
czas jego odcieta x przyjmie warto$¢ 0. Poniewaz dla tych poto-

zeh punktu K, a wiec dla katéw 90° albo 270°, tg a= " nie po-

siada zadnej wartosci okresSlonej, przeto przebieg zmiennosci tg a
zbadamy w sposOb nastepujacy.

Niech a oznacza dowolny kat AOM. PoprowadZmy przez
punkt A (rys. 27) styczng AT do okregu kota i wyznaczmy punkt L,

Rys. 27.

w ktérym ruchome ramie OM (albo jego przedtuzenie) przecina
styczng AT. Z podobienstwa trojkatow OPK i OAL wynika, ze

PK OP VX u AL y _ i
AL OA albo AL” OA Stad < OA-Ale - 1g a, wiec
AL - tq a
oa~ 92

Oznaczmy AL ~t. Wtedy tga= -~ gdzie R jest state. Alei
Jtd

jest rzedng punktu L w odniesieniu do uktadu osi XOY. Zatem,
aby zbadaé przebieg zmiennos$ci tg a, wystarczy zbadaé przebieg

zmiennosci utamka gdzie R jest state, gdy punkt K przesuwa
sie po okregu kota.
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Na rys. 28 punkty Lu L2 Ls,... oznaczajg potozenia punktu L,
gdy punkt K przesuwa sie po okregu kota od punktu A w kie-
runku dodatnim.

Jezeli a= 0° to punkt L lezy w punkcie A, ktérego rzedna
jest rowna O, a odcieta jest rowna R. Stad tg O° = ’k= 0.

Jezeli a wzrasta od 0° do 90°, rzedne tu t2... punktéw Lx, Z2...
sg dodatnie i wzrastajg nieograniczenie, wiec i tga jest dodatni
i wzrasta nieograniczenie, co zapisujemy symbolem

tg a-> + 3
gdy a—>90°.

Zobaczmy, jak zmienia sie tg a, gdy a maleje od 180° do 90°.
Jezeli a= 180° to punkt L lezy znowu w punkcie A (jak dlaa= 0°),
zatem tg 180° = 0. Jezeli a maleje od 180° do 90°, wowczas rze-
dne tt, punktéw Ls,... sg ujemne, a ich wartosci bez-
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wzgledne wzrastajg nieograniczenie, tzn. ze rzedne te, przyjmujac
wartosci ujemne, malejg nieograniczenie, wiec i tga jest ujemny
i maleje nieograniczenie, co zapisujemy symbolem
tg a——o00
gdy a~90n
Stad, gdy a wzrasta od 90° do 180° tga jest ujemny i wzra-

sta do O.
Jezeli a wzrasta od 180- do 270° i od 270° do 860° tzn, gdy

punkt K przesuwa sie¢ od p.Cdo p.D i od p. D do p. A, wtedy
punkt L zajmuje na stycznej AT te same potozenia, jakie zajmo-
watl przy zmianie a od 0° do 90° i od 90° do 180°, zatem prze-
bieg zmiennosci tg a w przedziale od 180°do 360° bedzie taki sam,
jak w przedziale od 0° do 180°.

Z rys. 28 wida¢, ze jezeli Oié5 jest przedtuzeniem OKYy, to
atAOKb5= 180°+«, a

ty AOKt= tg SCAOKX— —

czyli tg (180° -j—a) = tg a, co wskazuje, ze tg a jest rowniez funkcjag
okresowg o okresie 180°.

Ogdlnie, jezeli ramie OKx wykona n po6tobrotow, w kierunku
dodatnim czy ujemnym tzn. gdy a zwiekszymy albo zmniejszymy
0 n-180°, wéwczas zajmowaé ono bedzie albo potozenie OK®6
albo OKu tzn. ze

tg (n-180° + a)= tga, (5)
gdzie n oznacza liczbe catkowitg dodatnig lub ujemna.

Np. tg 203°= tg (180°+23°) = tg 23°.

tg 680°==tg (3+180°-f- 140°) = tg 140°.
tg (-347°)=1tg (-2-180° + 13°) = tg 13°.

§ 92. Pamietajagc, ze wedtug wzoréw (I)
tg (—<*)=- tga
1ze tga jest funkcjg okresowg o okresie rownym 180°, utwoérzmy
tablice funkcji:

y—1tga
na podstawie wynikéw, otrzymanych w § 91.

a ../-1ISO0 1—.90° /'0 0/ 90° /'1800Q°' 270° /..

tga .../, 0 /’-jo0i—CD O/ ’-]-€0 - 00/10 //'-]-00> o00/7.
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Jezeli 0§ X przyja¢ za o$ katow (a), a oS i za 0$ tg «
wtedy wykres funkcji

y =g «

Krzywa, bedgca wykresem funkcji y—tga, nazywa sie
tangensoida.

W przeciwienstwie do wykresu sina i cosa, tangensoida
sktada sie z nieskoniczonej iloSci tukéw (tzw. gatezi), ktére nie
tacza sie w jednag nieprzerwang linie. Jezeli w punktach osi X,
odpowiadajacym katom takim, jak —90°, 90° 270° itd., tj. katom,
ktore mozna wyrazi¢ wzorem a= n-180°-)- 90°*), poprowadzimy
proste prostopadte do osi X, woéwczas stwierdzimy, ze kazdy tuk
tangensoidy zawarty jest miedzy dwiema takimi kolejnymi pro-
stymi i rozcigga sie nieograniczenie po obu stronach osi X. Zau-
wazymy nadto, ze kazdy z tych tukéw zbliza sie nieograniczenie
do dwéch takich kolejnych prostych, ale nie ma z nimi zadnego

") n oznacza liczbe tatkowita.
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punktu wspélnego. Gdyby bowiem taki punkt wspdélny istniat,
wowczas rzedna jego, wyrazajgca tangens jednego z katow
*=/7+180° -|- 90°, miataby warto$¢ okres$long, a jak wiemy z 891,
dla kazdego z tych katéw tangens okre$lonej wartosci nie po-
siada.

8 93. Z przebiegu zmienno$ci tga wynika, ze

1° dla a= 0° (og6lnie: dla a= n-1SO0-}-90°), tga nie po-
siada zadnej okreslonej wartosci,

2° tg a wzrasta, gdy kat a wzrasta,

3° tga zmienia sie w zakresie nieograniczonym, tzn. ze tga
przyjmuje wartosci wszystkich liczb rzeczywistych.

Zmienno$¢ kotangensa kata.

8§ 94. Wiemy, ze miedzy tga i ctga zachodzi zwigzek (p.
§ BI)

ctga= tg a

Zatem
1 1
tg (zi-180°+a) tg a
tzn., ze ctg a jest funkcjg okresowg o okresie rownym 180°.
Wiemy rowniez z przebiegu zmiennosSci tga, ze w kazdym
z przedziatéw: od 0° do 90°, od 90°do 180° itd. wartosci tga wzra-
stajg, gdy a wzrasta. Poniewaz ctgja jest odwrotnosciag [tg a,

zatem w kazdym 2z wymienionych przedziatow wartosci ctg a
maleja, gdy a wzrasta.

Badanie przebiegu zmiennos$ci ctga mozna by oprze¢ na wzorze

ctg (n ml80° + a) =tg a,

1 . . - .
ctg a 2 * Ze wzgledu jednak na to, ze dla wartosci a, row-

tg
nych 0° 180° itd. wyraZenies’\”L— traci sens, nadamy ctg a po-

staé, dogodng do badania przebiegu jego zmiennosci.
Poprowadzmy przez punkt B (rys. 30) styczng BT do okregu
kota. Z podobienstwa trojkatow: OKP i OBN wynika, ze

OP PK X y
BN OB BN OB’
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Stad
X 5\25- A’Iex—= ctga
y O yo o
wiec
BN
OB Ctg a.

£
Oznaczmy BN —s. Wtedy ctga = K gdzie R jest state. Ale

s jest odcieta p. N w odniesieniu do obranego uktadu osi. Zatem,

aby zbadaé przebieg zmiennos$ci ctga, wystarczy zbadaé przebieg
£

zmiennosci u+amka:]‘J, gdzie R jest state, tzn. zbadal przebieg

zmiennodci odcietej s, gdy punkt K porusza sie po okregu kota

od punktu A w kierunku dodatnim.

Uczacy sie, na podstawie odpowiedniego rysunku, sam prze-
prowadzi rozwazania i wykona wykres funkcji z/= ctga.
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Cwiczenia.

156. Pamietajac, ze tga i ctga sa funkcjami okresowymi,
wyrazic:

a) tg 183° b) tg 268°; c¢) tg 660° d) tg (—1228°) przy po-
mocy tangensa kata | lub Il éwiartki;

e) ctg 207°; f) ctg (—528°); g) ctg 2385° przy pomocy k
tangensa kata cwiartki | lub Il

157. W ilu punktach prosta rownolegta do osi X przecina
a) kazdg gatgZ tangensoidy (i kotangensoidy), b) gatezie tangen-
soidy (i kotangensoidy), odpowiadajgce katom przedziatu 0°—360°?
Sformutowaé otrzymany wynik.

158. W ilu punktach przecina tangensoide (i kotangensoide)
prosta rownolegta do osi x? Sformutowaé otrzymany wynik.

Zwigzki miedzy funkcjami trygonometrycznymi tego samego
kata.

Rys. 31

8§ 95. a) Niechaj x iy oznaczajg spOtrzedne punktu K, w kto-
rym ruchome ramie kata « przecina okrag! kota. Tréjkat OKP



(rys. 31) jest prostokatny (-*KPO = 90°), zatem na podstawie
twierdzenia Pitagorasa mamy:
KFI-f-OP2= OK2
czyli
w2 ez R2
Dzielac obie strony tej rownosci przez P2 otrzymujemy

Ale, zgodnie z okresleniem, l2=sina; = cosa, czyli

AN
A
(sin a)2-j- (cos a)2= 1
Roéwnosé te piszemy bez uzycia nawiaséw w postaci
sin2a-j-cos2a= 1, (6)
tzn. suma kwadratéw sinusa i kosinusa tego samego kata jest
réwna 1.
b) Wiemy z okreslenia, ze

sina= cosa=p’

Dzielgc stronami te dwie réwnosci, otrzymujemy

) a
sin a R y
CCSa X X
R
Ale - —tga Zatem
§_i|:|___a_— tga
Cosa 9 (7)

tzn. tangens kata jest ilorazem sinusa tego kata przez kosinus
tego samego Kkata.

c) W § 81 stwierdziliSmy, ze
kotangens kata jest odwrotnosScig angensa tego samego kata,
a tangens kata jest odwrotnoscig kotangensa tego samego kata:

ctgx = L

gx = tgx
] (8)

tgx = ctg x

Uwaga. Z réwnosci (7) wynika bezposrednio, ze
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8 96. Wzory (6), (7) i (8) wyrazajg podstawowe zwigzki mie-
dzy funkcjami trygonometrycznymi tego samego kata. Tworzg
one ukiad trzech rdwnan, w ktorych wystepujg cztery funkcje
trygonometryczne kata. Znajac jedng z tych funkcji, mozemy
z rownan (6), (7) i (8) obliczy¢ pozostate.

Przyktad I. Dany jestsina= s(—1< s<C1, zgodnie z 8 87).
Obliczy¢ pozostate funkcje trygonometryczne kata a.
Ze wzoru (6) otrzymamy:
s2-(-cos2a= |, stad
cos2a= 1—s2 zatem
cosa= + "M —s2
Ze wzoru (7) obliczymy tg a;
tga= S S
T rvi-s Ty

Wreszcie ze wzoru (8) obliczymy ctga:

ctga— + - -——-.

Jak widzimy, danemu sinusowi kata odpowiadaja po dwie
wartosci pozostatych funkcji trygonometrycznych kata, rdzniace
sie tylko znakami. Aby wyjasni¢ otrzymane wyniki, rozwigzemy
nastepujace

Zadanie . Zbudowac kat, ktérego sinus jest rowny danej liczbie
s( 1< s<Cl).

Matematyka I. lic. 8
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ZakreSlmy okrag kota o Srodku w poczatku uktadu osi spoit-
rzednych i promieniu réwnym jednostce dtugosci (rys. 32). Po-

prowadzmy nastepnie prostg rownolegta do osi X w odlegto-
§ci od niej réwnej s. Prosta ta przetnie okrgg kota w dwodch
punktach K i Kx, symetrycznie potozonych wzgledem osi Y. Zatem
rzedne tych punktéw sg sobie réwne, natomiast odciete rdznig
sie tylko znakiem. Wobec tego, prowadzac poéiproste OK i OKu
otrzymamy dwa katy: AOK=a i AOKx= {3 ktérych sinusy sg
sobie réwne, a kosinusy (a stad tangensy i kotangensy) majg
wartosci przeciwne. To znaczy, ze jezeli

sina: cosa==hVl—»2; tga = + ctga= + VI —s

w s

L . N—s2
sinfi= s; cos = —VI=52; tg B= —’\j:S—p ; ctgp = ————]——5
Jak wiec widzimy, danej liczbie s, zawartej miedzy —1 a 44,
odpowiadajg dwa katy, zawarte miedzy 0° i 360°, ktorych sinus
jest rowny s. (por. éwicz. 150).

Przyktad |IlI. Dany jest cosa= ¢ (—1< c< 1. zgodnie
z § 90). Obliczy¢ pozostate funkcje trygonometryczne kata a

Ze wzoru (6) otrzymamy:

sin2 a-f-c2==I, a stad
sina= + yi—cz

to
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Ze wzorow (7) i (8) obliczymy tga i ctga:
. c
tga= + — i ctga= +”n = 2-

Jak widzimy, danemu kosinusowi kata odpowiadajg po dwie
wartosci pozostatych funkcji trygonometrycznych kata, rdznigce
sie tylko znakami. Aby wyjasni¢ otrzymane wyniki, rozwigzemy
nastepujace

Zadanie Il. Zbudowa¢ kat, ktérego Kkosinus jest rowny
danej liczbie ¢ (—1< c< 1)

Zakre$lmy okrag kota o Srodku w poczatku uktadu osi spét-
rzednych i promieniu rownym jednostce dtugosci (rys. 38).
Poprowadzmy nastepnie prostg réwnolegta do osi Y
w odlegtosci od niej réwnej c. Prosta ta przetnie okrgg kota
w dwoch punktach K i Kx, symetrycznie potozonych wzgledem
osi X. Zatem odciete tych punktéw sg sobie réwne, natomiast
rzedne roznig sie tylko znakami. Wobec tego, prowadzac pot-
proste OK i OKt otrzymamy dwa katy: AOK=a i AOK1—"
ktérych kosinusy sa sobie réwne i kazdy z nich jest réwny c,
8-
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a sinusy (a stad tangensy i kotangensy) majg wartosci przeciwne.
To znaczy, ze jezeli
c2 C

cosa==C;sina= + VI—c2;tga= -j——-- --— ; ctga= -f ’
to
cosP = c¢; sinp= —VI—Q; tg3= —— ° ;ctgp= —

Jak wiec widzimy, danej liczbie c, zawartej miedzy — 1 a -f- 1,
odpowiadajg dwa katy, zawarte miedzy 0° i 360° ktorych ko-
sinus jest rowny c (por. ¢wicz. 155).

Przyktad Ill. Dany jest tga= f (t oznacza dowolng liczbe
rzeczywistg, zgodnie z § 93). Obliczy¢ pozostate funkcje trygono-
metryczne kata a.

Ze wzoru (7) mamy

sin a

Cosa t; a stgd: sina= cos a.

Podstawiajgc te warto$¢ sina do wzoru (6), otrzymamy
f2cos2a-j-cos2a= 1; stad: (f2-)-1) cos2a= 1, zatem

1
COS « = +y::-
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A poniewaz sina= }-cosa, wiec

sin
Wreszcie ze wzoru (8) otrzymamy
ctg «= L

Jak widzimy, danemu tangensowi kata odpowiadajg po dwie
wartosci sinusa i kosinusa i jedna warto$¢ kotangensa. Wyjas-
nimy otrzymane wyniki, rozwigzujagc nastepujgce

Zadanie Ill. Zbudowaé kat, ktorego tangens jest réwny danej
liczhie t.

Zakre$lmy okrag kota o Srodku w poczatku uktadu osi spot-
rzednych i promieniu rownym 1 (rys. 34). Poprowadzmy naste-
pnie styczng do okregu w punkcie A ina tej stycznej odmierzmy
od punktu A odcinek AT—t. Prosta, przechodzaca przez punkty
O i T, przetnie okragg kota w dwodch punktach: K i symetry-
cznie potozonych wzgledem $rodka okregu O, czyli wzgledem po-
czatku ukiadu osi spétrzednych. Zatem spotrzedne punktdw K i Kx
réznig sie tylko znakami, tzn. ze jezeli spétrzedne punktu K ozna-
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czymy przez x iy, to spotrzedne punktu Kj bedg —x i —y. Stad
tangensy (a wiec i kontangensy) katow AOK=a i AOK" =(3 s3
sobie réwne i kazdy ma warto$¢ t (p. 8 91), natomiast sinusy
i kosinusy maja wartosci przeciwne. To znaczy, ze jezeli

t 1
tga=i; Sina= + y~7i; cosa=+frj2>
to
. t 1
tg p= f; sinp= -~=q=|f; cosp=* y="=-

Jak wiec widzimy, danej liczbie dowolnej t odpowiadajg dwa
katy, zawarte miedzy 0° i 360°, ktoérych tangens jest rowny t
(por. ¢w. 157).

Funkcje trygonometryczne katow: 30° 45° i 60°.

8§ 97. 1) Jezeli ipAOK = 30° (rys. 35), to przyprostokagtna KP
trojkata prostokgtnego OPK jest rowna potowie przeciwprosto-
katnej OK, czyli

KP="- Zatem



§ 97 119

D
Rys. 35

R

sin 30° = A
Z trojkata prostokatnego OPK, na podstawie twierdzenia Pi-

tagorasa, obliczymy OP:

OP=\722—KP2- y/\_f 173

/?2V3
Stad cos 30°= A = R Ve
Przy pomocy wzoru (7) obliczymy tg 30°:
tg 30° sin 30°__ i _ 1 __ V3
cos 30° V3 V3
a stad 2
1
«8 » ~W W ~ V3
2) Jezeli = 45° (rys. 36), to trOojkat prostokatny OPK
jest rownoramienny: PK — OP, wiec
Py
tE 45»= =1
g 7 OP
Stad
ctg 45°= 1

tg 45°
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Z trojkata prostokatnego OPK, na podstawie twierdzenia Pi-
tagorasa, obliczymy OP = PK:
OP* + PK2= OK2 czyli
20P2— R2 a stad

OP2=~ i OP=~ ="
2 V22

Rj2
Stad sin 45° = PK = 2— ::i—2- A ze OP— PK, wiec cos 45°
OP PK V2
OK~ OK 2
3) Jezeli <EAOP=60° (rys. 37), to OPP=30° a w takim
R

? 9
razie O P = A% = K. Stad cos 60°= N - = i’L

Z trojkata prostokagtnego OPP, na podstawie twierdzenia Pi-
tagorasa, obliczymy PK:

PV3

PK=2"OK2— OP2= 5

PV3
PP

Zatem sin 60°=
opP= P

czyli Sin 60°= *|.
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W takim razie
\3
tg 60°= -e= V3

1 _1=1Y3
tg 60°” "3 3
W podanej nizej tabeli zestawione sg otrzymane wyniki:

a ctg 60°~"

30° 45° 60°
tg Vg 1 V3
ctg V3 1 Vg

Tozsamos$ci trygonometryczne
8 98. Jezeli pewna réwno$é, zachodzaca miedzy dwoma wy-
razeniami, z ktérych jedno przynajmniej zawiera funkcje trygo-
nometryczne kata (lub katéw), jest stuszna dla wszystkich wartosci
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tego kata (lub katéw), woéwczas réwnosé takg nazywamy tozsa-
moscig trygonometryczna.

Tak np. wzory (6), (7) i (8), stuszne dla dowolnego kata, sa
tozsamoS$ciami trygonometrycznymi.

Aby wykaza¢, ze dana rownoS¢ jest tozsamoscig* wystarczy
wykazaé, ze jedna ze stron tej rownosci jest tylko inng postacig
drugiej strony tej réwnosci.

Przyktad. Wykaza¢, ze réwnosé

tg*+ clga sin a-cos a
jest tozsamoscia.

Lewa strone danej réwnosci mozemy przeksztatcic w sposéb
nastepujacy, zgodnie ze wzorami (7) i (8):
sina LC(.)sa= sin2a—=1_—<_:.032a.
cosa sina cosa *$ina
Ale, wedtug wzoru (6), licznik otrzymanego utamka jest rowny 1.
Zatem

tga4 ctga=

tgad-ctga= co nalezato kaazaé.

cosa-sina’
Cwiczenia.

159. Zbudowaé kat, ktdrego

a) sina= |; b) sina= —| ; c) cosa= |

d) cosa= —|; e)tga= 2; f) tga= —8&
160. Wiedzac, ze

a) sina= f; b) COSa= * O tga= 2;_

d) ctga—3: e) sina= |.

) ctga ’ ) | f) cosa=

g) tga= f; h) ctga= *; i) sina= —

k) Q6. —3; 0 tga= -|; n) ctga= —2,

obliczy¢ pozostate funkcje trygonometryczne kata a.
161. Wiedzac, ze
a) sina= 2cosa; b) cosa—i sina; c) tga= -Jctga
obliczy¢ funkcje trygonometryczne kata a.
162. Uprosci¢ wyrazenia
sin 60° ¢ sin 30° «tg 45° tg 60° ¢ctg 30°
cos 30° ectg 45° b' ctg 60° «tg 30°"’
Y sin 45° e tg 45°
c0S 45° « cos 60° « ctg 30°’
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163. Pamietajac, ze funkcje trygonometryczne sg okresov
obliczy¢ funkcje trygonometryczne katow

a) 390n; b) 780° «c) 225°; d) 240°;

e) 1140°;, f) 1470°; g) 405°; h) 585°

164. Wykazac, ze nastepujgce réwnosci sg tozsamosSciami:
a) 1-(-tg2a= coé\za_; b) 1-)- ct82a= Efn\ZE;
c) sinda—cosd = sin% —cosa;

1—sina 1-f-sina <tga: e l—cosa 1-f-cos .
sina cos a ’ sin a cos a g«
COS2a sinZa 1 —tgx

) —sin2a 1—cosa > U’ S) 1 tgx C0s2 a—sin2
sin a 1+ cosa 2

h) 1+ cosa sin a sina

i) (1-fsina) (¢~- —tga j==cosa; k) ctga+ A-S}I-ncoasa sina

Tablice funkcji trygonometrycznych.

Funkcje trygonometryczne kata dopetnienia.

§ 99. Jezeli suma dwdch katéw jest rowna 90°, wodwczas
kazdy z tych katow nazywa sie dopetnieniem drugiego. Jezeli



§ 99 124

wiec dany jest kat a, to jego dopetnienie jest katem rownym
90° —a.

Niech -ZfiAOM — ¢ i ¢CW = 90°—a (rys. 38). Zgodnie
z okre$leniem funkcji trygonometrycznych kata, mamy:
sin (90°— a): oL
ow @
cos (90°—a) = oL

Trojkaty prostokagtne OKP i OLW sg przystajgce, gdyz
OL= OK, jako promienie tego samego okregu kota oraz<f; OKP =
— AOL= 90° « Stad: PK=OW i OP= LW. Podstawiajac
otrzymane warto$ci OW i LW do wzoréw (a), otrzymamy

. o OP OP
cos (90°- «) = ZE gi sin a,

stad
o . sin (90°- a)__cosa _
tg (0% Ay o (90°—a) Sina ctga
R cos (90°—a)  sina _
ctg (00" —a)- Gy (90°—a) cosa ga
OtrzymaliSmy wiec nastepujgce zaleznoSci miedzy funkcjami
trygonometrycznymi katow dopetniajgcych sie :
sin (90°—a) = Oba
cos (90°—a)= sin a
tg (90°—a)= ctga (1
Ctg (90°—a)= tg a

Uwaga. Pierwszy z otrzymanych wzoréw mozna by
w skréceniu wypowiedzied:
kosinus = sinus dopetnienia, po tacinie: sinus comple-
menti, stad nazwa: co-sinus. Podobnie cotangens = tan-
gens complementi. Dlatego tez czesto sina i cosa
(oraz tga i ctga) nazywajg kofunkcjami. Uzywajac
tej nazwy, mozna wzory (II) wypowiedzie¢ w sposéb
nastepujacy:
funkcje kata dopetnienia sg rowne kofunkcjom Kkata
danego.

Tak wiec:
sin 28°= cos 62", gdyz 28°= 90° —62°;
cos 35°10'= sin 54°50', gdyz 35°10'= 90°—54°50"
tg 15°27'= ctg 74°33.
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Funkcje trygonometryczne kata spetnienia.

§ 100. Jezeli suma dwoch katéw jest réwna 180", wowczas
kazdy z tych katéw nazywa sie spetnieniem drugiego. Jezeli
wiec dany jest kat a, to jego speinienie jest katem réwnym
180°—a.

Niech $:AOM=<*. | Bk AON= 180°—a (rys. 39 i 40).
Trojkaty OKP i OLW sa przystajace, gdyz OK=0OL, jako
promienie tego samego okregu kota oraz (fiKOP— LOW, gdyz
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ZOIF=1800—(180°—a) = a (rys. 39), albo *$:KOP= 180°—a
(rys. 40). Stad KP = WL, tzn. ze punkty K i i lezg na prostej,
rownolegtej do osi X, czyli sg symetrycznie potozone wzgledem
osi Y. Zatem zgodnie z zadaniem | § 96, sinusy katéw a i 180° —a
sg sobie rowne, a pozostate funkcje trygonometryczne r6znig sie
tylko znakami. Mamy wiec:

sin (180°— a)= sina

Ccos (180°—a)= — cos a

tg (180°- a)= —tga m (1)
Ctg (180°—a)= —ctga

sin 142°= sin (180° —38°)= sin 38°
cos 107°= cos (180°— 73°) = —cos 73°
tg 161°= tg (180°— 19°)= —tg 19°.

Tablice funkcji trygonometrycznych.

8 101. W § 97 obliczyliSmy funkcje trygonometryczne nie-
ktéorych katéw, czesciej spotykanych. Przy obliczaniu funkcji
trygonometrycznych dowolnego kata postugiwaé sie bedziemy
specjalnymi tablicami, w ktérych warto$ci funkcji trygonome-
trycznych podane sga w przyblizeniu z dokladnosScia, przewaznie
do czterech miejsc dziesietnych..

Uwaga. Jest rzeczg zrozumiatg, ze w tablicach tych
wartosci np. sin 0° sin 90° sin 30°, tg 45° itp. sg po-
dane doktadnie.§

8§ 102. Poniewaz w zagadnieniach, jakie bedziemy poruszali,
spotkamy sie przewaznie z katami ostrymi i rozwartymi, przeto
oméwimy przede wszystkim sposoby uzycia tablic przy odnajdy-
waniu warto$ci funkcji trygonometrycznych katéw ostrych i roz-
wartych.

1) Jak wiemy z 8 99, miedzy funkcjami trygonometrycznymi
katow dopetniajgcych sie zachodzag zalezno$ci, wyrazone wzorami
(). Wedtug tych wzoréw, kazda liczba, bedgca wartoscig sinusa
kata, jest jednoczesnie warto$cig kosinusa kata dopetnienia. Po-
dobnie, kazda liczba, bedaca wartoscig tangensa kata, jest jedno-
cze$nie *wartoscig kotangensa kata dopetnienia. Na podstawie tych
wiasnosci utozone sg tablice wartosci funkcji trygonometrycznych
katow ostrych.
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a) Chcac znalez¢ np. sin 38°40', szukamy kata 38° w kolum-
nie pierwszej po stronie lewej (rys. 41), a w pierwszej rubryce

o) Yo' _2p" 3" *{o" 50" go’
> |

1 1
{

s 074
____________ *.0 7353 07373

38-

R =

Rys. 41

poziomej od gory szukamy 40'. Na skrzyzowaniu wiersza pozio-
mego, w Ktérym znajduje sie 38°, z wierszem pionowym, w Kkto-
rym znajduje sie 40, znajdziemy liczbe 0,6248. Liczba ta — to
warto$¢ przyblizona sin 38°40'. Tak wiec

sin 38"40' Rj 0,6248.
Znajdziemy podobnie, ze sin 69r80' 0,9367.

b) Chcac znalez¢ np. sin 47°28, zauwazymy, ze z nieréwnosci
47°20'< 47°28'< 47°30'
wynika — na podstawie wilasnosci sinusa kata — nierdwnos$¢
sin 47°20'< sin 47°28'< sin 47"30'.

Z tablicy sinuséw znajdziemy, ze

sin 47°20'aj 0,7353

sin 47r80'?t! 0,7373.
Zatem, gdy kat wzrasta od 47°20' do 47°30' tj. o 10’, sinus kata
wzrasta o 0,7373 — 0,7353 tj. o 20 dziesieciotysigcznych. Zakia-
dajac, ze w przedziale od 47°20' do 47°30" przyrosty sinusow sg
wprost proporcjonalne do przyrostow katow, obliczymy, ze przy-
rostowi kata o 1' odpowiada przyrost sinusa o dziesieciotysig-
cznych, a wiec przyrostowi kata o 8 odpowiada przyrost sinusa
o 8-fg dziesieciotysiagcznych, tj. o 16 dziesieciotysigcznych. Stad

sin 47"28'aj 0,7353 ;. 0,0016 = 0,7369.

Uwaga. Liczbe 0,0016, ktérg dodaliSmy do sin 47°20,
aby otrzymac sin 47°28', nazywamy poprawka sinusa,
a zastosowana tu metoda nosi nazwe interpolacji. Nie-
ktére tablice zawierajg poprawki, obliczone w specja -
nych rubrykach, oznaczonych napisem ,Poprawki*.
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Obliczenia sin 47°28' zapisujemy w sposOb nastepujacy:

sin 4:°20' «0,7353 \

P 8 '« 16 (+

sin 47°28’« 0,7369.

Podobnie znajdziemy

sin 75°0'« 0,9659 !

P 6 '« 4 j+

sin 75°6' « 0,9663.

c) Chcac znalezé np. cos 24°50', szukamy kata 24° w kolumni
prawej (rys. 42), a w pierwszej rubryce poziomej od dotu (czyli
ostatniej rubryce poziomej) szukamy 50"

06517 -+ - —mmmmmmmmmm ug°
i

0-90?5~*r 1 ILe
1 1
! i

60" 50 Uo' 301 20 -io" 0

Rys. 42.

Na skrzyzowaniu wiersza poziomego, w ktérym znajduje sie 24°
z wierszem pionowym, w ktdrym znajduje sie 50', znajdziemy
liczbe 0,9075. Liczba ta — to warto$¢ przyblizona cos 24°50'. Tak
wiec

cos 241b0'«0,9075.
Podobnie znajdziemy, ze cos 61°10' «0,4823.

d) Chcac znalez¢ np. cos 49°24', odnajdujemy najpier
cos 49°20’: cos 49°20' « 0,6517. Nastepnie, rozumujgc podobnie, jak
w p. b), obliczymy poprawke cos 49°20' dla 4' (albo odczytamy
te poprawke z tablicy) Poprawka ta wynosi 0,0009. Odejmujemy
ja od warto$ci cos 49°20', gdyz jak wiemy z przebiegu zmienno-
§ci cosa, cosa maleje, gdy a wzrasta od 0° do 90°
Obliczenia zapisujemy w spos6b nastepujacy:
cos 49°20'« 0,6517 | _
P 4 '« 91
cos 49°24'« 0,6508
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e) Spos6b odnajdywania wartosci przyblizonych tangens
i kotangensa kata ostrego jest taki sam, jak przy odnajdywaniu
wartosci sinusa i kosinusa. Przypomnimy tylko, ze

1° szukajgc wartosci tangensa, szukamy stopni w pierwszej
kolumnie po stronie lewej, dziesigtki minut odczytujemy w pierw-
szej rubryce poziomej od goéry, a poprawki dodajemy, gdyz tg a
wzrasta, gdy a wzrasta (p. 8§ 93).

2° szukajac wartosci kotangensa, szukamy stopni w kolum-
nie po stronie prawej, dziesigtki minut odczytujemy w pierw-
szej rubryce poziomej od dotu, a poprawki odejmujemy, gdyz
ctga maleje, gdy a wzrasta (p. § 94).

Tak np. znajdziemy, ze

tg 76u50'« 4,275\ ctg 21°40' «2,517 \
P 8 '« 43 1+ P 4 '« 9i
tg 76°58'«4,318 ctg 21°44'«2,508

Uwaga. WartosSci tangenséw katow, wiekszych od 60°, oraz ko-
tangenséw katéw, mniejszych od 30y podane sg w ta-
blicach w przyblizeniu z dokladnos$cig do trzech (albo
dwoch) miejsc dziesietnych. Odpowiednie wiec poprawki
wyrazajg czesci tysigczne (albo setne).

I1) Wiemy, ze kazdemu katowi rozwartemu odpowiada jeden
tylko kat ostry, ktory jest speinieniem tego kata rozwartego.
Np. kat 23° jest spetnieniem kata 157°; kat 48° jest speinieniem
kata 132° itd. A miedzy funkcjami trygonometrycznymi katéw
spetniajgcych zachodzg zalezno$ci, wyrazone wzorami (I11). Z tych
wzoréw wynika zatem, ze obliczanie funkcji trygonometrycznych
kata rozwartego sprowadza sie do obliczenia funkcji trygono-
metrycznych kata ostrego, bedacego speilnieniem kata rozwar-
tego.

Chcac np. obliczy¢ sin 135°43', zauwazymy, ze

135°43' = 180° —44°17".
Zatem wedtug wzoréw (l11)
sin 135°43'= sin (180°—44°17") = sin 44°17.

Z tablic odnajdziemy, ze sin 44°17'« 0,6982. Zatem

sin 135°43'«0,6982.

Podobnie np. cos 128°15'= cos (180°—51°45") = —cos 51°45/,
zgodnie z wzorami (lll). Z tablic odnajdziemy, ze cos 51°45'
«0,6191, wiec

cos 128°15' ---0,6191.
Matematyka I. lic. 9
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§ 103. Przy pomocy tablic rozwigza¢ mozemy zagadnienie
odwrotne, tj. znalez¢ kat, gdy mamy warto$¢ jednej z jego funkcji
trygonometrycznych.

a) Jezeli np. sinx = 0,8816, wdwczas z tablicy sinuséw znaj
dziemy, ze liczba ta odpowiada katowi 61°50' (rys. 43). Zatem
*«¢61°50'.
Bo
[
1
1
--------------- 0 86-16
Rys. 43

b) Jezeli np. sinx = 0,4368, wowczas w tablicy sinusow liczby
0,4368 nie odnajdziemy. Zauwazymy jednak, ze liczbg najblizszg, ale
mniejsza od 0,4368 jest liczba 0,4358 sin23°50' a liczbg najblizsza,
ale wiekszg od 0,4368, jest liczba 0,4384  sin 26°. Zatem, gdy sinus
wzrasta o 0,4384—0,4358, tj. o 0,0026, to kat wzrasta o 10’. Za-
ktadajgc, ze i tu przyrosty katow sg wprost proporcjonalne do
przyrostow sinuséw, obliczymy, ze przyrostowi sinusa o 0,0001

odpowiada przyrost kata o qqg26’ 3 Przyrostow” s'nusa 0 0,0010

_ . 10.- 0,0010
(= 0,4368 —0,4358) odpowiada przyrost kata 0,0026
/10°V . .
—1 20 1f~3°8 tj. po zaokragleniu: 4'. Stad
0,4368 & sin (25°50' -f-4"), czyli
x Fd 25° 50"

Uwaga. Jezeli tablice zawierajg rubryke poprawek,

wowczas poprawke kata odczytujemy bezposrednio

z tej rubryki.

Zapis obliczenia jest nastepujacy;

sinx 0,4368
4358 — 23°50'i
10 — 4'1 +

X & 23°54'.
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W analogiczny sposob odnajdujemy kat, gdy mamy wartos¢
jego tangensa.

c) Jezeli np. cos x = 0,4975, wolwczas z tablicy kosinusdv
(napis umieszczony u dotu tablicy sinuséw) znajdziemy, ze liczba
ta odpowiada katowi 60°10' (rys. 44). Zatem x 60°10".

Uwaga. Stopnie odczytujemy w kolumnie po prawej

stronie, a dziesiatki minut w pierwszej rubryce pozio-
mej od dotu.

Rys. 44

d) Jezelinp. cosx = 0,8532, wowczas w tablicy kosinuséw liczb
0,8532 nie odnajdziemy. Zauwazymy jednak, ze liczbg najblizsza,
ale mniejsza od 0,8532 jest liczba 0,8526 i ze odpowiada ona kg-
towi 31°30'. Ro6znica miedzy liczbg dang (0,8532) i odczytang z ta-
blic (0,8526) wynosi: 0,8532 —0,8526 = 0,0006.- Rozumujac, jak
w p. b), obliczymy (albo odczytamy z tablicy), ze poprawka kata
wynosi 4'.

Poniewaz z przebiegu zmiennosci cosa wynika, ze kat ma-
leje, gdy kosinus wzrasta, zatem poprawke odejmujemy od 31° 30"
xin31°30' - 4’=31° 26"

Zapis obliczen jest nastepujacy:

cos x = 0,8532
8526 — 21°30'|
6 — 4]
X?t;31026'.

W analogiczny sposéb odnajdujemy kat, gdy znamy warto$¢
jego kotangensa.

Przyktad 1. Znalez¢ kat rozwarty, ktérego tangens jest
rowny —1,4028.

9*
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Jezeli x oznacza kat szukany, to musi istnie¢ taki kat ostry a,
ze X — 180°—a. Zatem tg x = — 1,4028, wiec tg (180° —a)= —1,4028,
czyli wedtug wzoru (Ill); — tga= —1,4028, skad tga= 1,4028.
Z tablic znajdziemy, ze a?y54°31'. Zatem
X « 180°—54°31"; x « 125°29’

Przyktad Il. Znalez¢ kat rozwarty, ktdérego sinus jest
rowny 0,4287.
Jezeli przez a oznaczymy kat spetniajagcy szukany kat x, to
x = 180° —a. Poniewaz sinx = 0,4287, wiec sin (180°—a)= 0,4287.
Ale wedtug wzoréw (I11): sin (180°—a) = sin a, czyli sina= 0,4287.
Z tablic znajdziemy, ze a & 25°23'. Zatem x?71800— 2523,
X aj 154u37'.

Cwiczenia.
165. Obliczy¢ przy pomocy wzoréw (I11) funkcje trygonome-
tryczne katéow : a) 120°; b) 135° c) 150°

166. Obliczy¢ przy pomocy tablic:

a) cos 38°23'; b) tg 43°51'; «c¢)sin 72°3'; d) ctg22°11'
e) cos 60°5"; f) tg 45°12"; g) sin 83°52"; h) ctg51°44"
i) cos 12°45'; k) ctg 79°8'; 1) tg 77°55"

167. Obliczy¢ przy pomocy tablic:

a) sin  127°23';b) cos 139°42'; «c¢) tg 151°8";

d) ctg 155°21"e) sin 109°59; f) cos 93°47"

g) tg 178°2% h) ctg 93°31; i) sin 92°35'.

168. Znalez¢ kat ostry x, wiedzac, ze:

a) tgx= 0,5213; b) ctgx — 1,6128; c) sinx= 0,4391;

d) cosx = 0,3577; e) tgx = 1,2217; f) cosx = 0,0175.

169. Znalez¢é kat ostry, wiedzac, ze:
a) tgx = 8§; b) sinx="; c¢) cosx= H; d) ctgx = If;

e) sinx = £; f) cosx= " g) tgx = V2; h) ctgx = ViT—1

Wskazédwka: obliczy¢ rozwiniecia dziesietne utamkow
(wzgl. pierwiastkow) z dokiadnoscig do 4 miejsc dzie-
sietnych.

170. Znalez¢ kat rozwarty y, wiedzac, ze:

a) siny =0,3895; b) siny="\ ¢) cosy= —

d) cosy ——0,5213; e) tgy ——0,4328;

f) tgz/= —If; g) ctg"= —1,2934; b) ctgy = —\.
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W zory redukcyjne.

8 104. Oméwione w 88 poprzednich tablice funkcji trygono-
metrycznych zawierajg warto$ci tych funkcji tylko katow ostrych.
Stosujac jednak wzory (Ill), mozemy przy pomocy tych tablic
oblicza¢ funkcje trygonometryczne katéw rozwartych. Poznamy
obecnie wzory, ktére pozwolg oblicza¢ funkcje trygonometryczne
dowolnego Kkata.

Podane w 8 99 wzory (Il) wyprowadzone zostaty w zatozeniu,
ze kat a jest ostry, a wzory (1) 8§ 100 — w zatozeniu, ze kat a
jest ostry lub rozwarty. Rozumowania jednak, ktdre doprowadzity
nas do wzoréw (II) i (I1l) sg stuszne dla kazdego kata i dlatego
tez otrzymane wzory (Il) i (I1l1) sg stuszne dla dowolnego Kata.

a) We wzorach (Il) podstawmy —p na miejsce a. Otrzymamy
wowczas :
sin (90°-j-i3= cos (—P); cos (90°-f-P)= sin (—P); tg(90°+ P) =
= ctg (—i3); ctg (90°-f @= tg (— i3 Ale zgodnie z wzorami (I)
§ 83 mamy

cos (—@= cos[3 sin (—[3)=—sin[3 ctg (—. = —ctg[3
tg (—P)= —tgp. Zatem

sin (90° -(-P>—cos 3 |
cos (90° -f- [9 -m=—sin 3

tg (90°+ p)= -ctgP ~ (v>
Ctg (90°+ Q= -tgP
b) We wzorach (llI) podstawmy — @3 na miejsce a. Otrzymai

sin (180°+ 3= sin (—p); cos (180°-f-{J= —cos (—iJ),
tg (180°-H )= —tg (—j3); ctg (180°+ p)= —ctg (—P).
Ale zgodnie z wzorami (I) 8 83 mamy
sin (—p)= —sin (3 —cos (—p)= —cosP;
—tg (—P)= - (—tgP) = tgp; —ctg (—P)= —(—ctgP)=
= ctgp.
Zatem
sin (180°+ P)= — sinp |
cos(180°+ p)= — cosp j

tg (180°+ P)= tgp (V).
ctg (180°+ p)= ctgp
c) We wzorach (V) podstawmy 180°—y na miejsce p. Otrz

mamy :
sin (360°—1t)= —sin(180°—y); cos (360°—y)= —cos(180°—yj;
tg (360°—Y)= tg(180°—y); ctg (360°— T)= ctg (180°—y).
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Ale zgodnie z wzorami (I1I) § 100 mamy

— sin (180°—y) = — siny; —=acos (180u—y) = — (— cosy)= cosy.
tg (180°—y) = —tgy; ctg (180u—y)== — ctgy.
Zatem
sin (360° —y)= —siny
cos (360°—sy) = cosy
tg (360°-Y)= -tg¥Y vn'

ctg (360°= y)= —ctg Y

8§ 105. Jezeli katy a, p, y, wystepujace we wzorach (1), (IV),
(V) i (VI) oznaczajg katy | ¢wiartki, to katy 90°+ Bi 180°—a
oznaczajg katy Il ¢wiartki, kgt 180°-j- @ oznacza kat Il éwiartki,
a kat 360° —y oznacza kat IV ¢wiartki. Zatem przy pomocy wzo-
row (), (IV), (V) i (VI) mozemy sprowadzi¢ obliczenia funkcji
trygonometrycznych dowolnego kata do obliczenia funkcji trygo-
nometrycznych kata | éwiartki. O wzorach (III), (IV), (V) i (VI)
moéwimy, ze redukujg (sprowadzajg) dowolne katy do katowi cwiartki
i dlatego wzory te nazywamy wzorami redukcyjnymi.

Przyktad 1. Obliczy¢ funkcje trygonometryczne kata 234°.
Poniewaz 234°= 180°-(- 54°, zatem wedtug wzoréw (V) sin 234°=
=sin (180°+ 54°)= —sin 54°; cos 234°= cos (180°+54°) = —cos 54°;
tg 234°= tg (180°+ 54°)= tg 54°; ctg 234°= ctg (180°+ 54°)=
= ctg 54°. Z tablic znajdziemy, ze
sin 234°= —sin 54° « —0,8090; cos 234°= —cos 54° Rj —0,5878;
tg 234°= tg 54°" 1,3764; ctg 234°= ctg 54°« 0,7265.

Przyktad Il. Obliczy¢ funkcje trygonometryczne kata 1005°.

Jak wiemy z § 77 kazdy kat mozna przedstawi¢ jako sume
wielokrotnosci 360° i kata, zawartego miedzy 0° a 360°. Zatem
1005° = 2.360°+ 285°. Stad

sin 1005°= sin (2.360°+ 285°); cos 1005°=cos (2.360°+285°);

tg 1005°= tg (2.360°+285°)=tg (4.180°+285°);

ctg 1005°= ctg (2.360°+ 285°)= ctg (4.180°+285°).

Poniewaz sinus i kosinus kata sg funkcjami okresowymi

o okresie 360° (88 85 i 88), a tangens i kontangens kata — funk-
cjami okresowymi o okresie 180° (88 91 i 94), zatem

sin 1005° = sin 285°; cos 1005° = cos 285° tg 1005°= tg 285°
ctg 1005°= ctg 285°.
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Ale 285°= 360°—75°, zatem, zgodnie z wzorami (VI) otrzymamy:
sin 1005° = sin (360° —75p) — —sin 75°
cos 1005°= cos (360°- 75°) = cos 75°
tg 1005° = tg (360°—75°) — - tg 75°
ctg 1005°= ctg (360° — 75°) ——ctg 75°.
Z tablic znajdziemy, ze
sin 1005°= —sin 75°"~ —0,9659,
cos 1005p= cos 75° 0,2588,
tg 1005°= -tg 75° —3,732,
ctg 1005°= —ctg 75° —0,2679.

§ 106. Wiemy z § 96, ze danej liczbie s, zawartej miedzy— 1
» — 1, odpowiadajg dwa katy, zawarte miedzy 0° a 360°, kt6rych
sinusy sg sobie rowne i kazdy z nieb ma warto$¢ s. Ze wzorow
(1) wiemy, ze sina= sin (180° —a). Jezeli wiec a jest mniejszym
katem, ktérego sinus jest réwny s, to drugim, wiekszym katem
jest 180° —a. Inaczej mdwigc, rownanie

sin x = s
posiada dwa rozwigzania zawarte miedzy 0° a 360°: jezeli jednym
rozwigzaniem jest x=a, to drugim jest x= 180°—a. Ale sin x
jest funkcja okresowg o okresie 360°, zatem kazdy z katow
nm60° 4-a i n<360°-f 180° —a, (n —dowolna liczba catkowita) réw-
niez ma sinus rowny s. Zatem réwnanie sin x- S posiada nie-
skonczenie wiele rozwigzan, tzn. ze istnieje nieskofAczenie wiele
katow, spetniajgcych rownanie sin x = s (por. ¢w. 150). Katy te
wyrazone sg wzorami:
x1= n-360°-j-a i x2==n-360° -f 180° — a.

Kat a nazywamy pierwiastkiem gtownym danego rdéwnania.

Przyktad. Réwnanie sinx = £ posiada jako jedno rozwig-
zanie a= 30° (p. § 97). Wobec tego x= 180° —30° czyli x= 150°
jest rowniez rozwigzaniem danego réwnania. Wszystkie rozwigza-
nia danego réwnania wyrazone sg zatem wzorami:

A— rtgeoco+ SO0 i x2— n-360°+150°.
x = 30° jest pierwiastkiem gtownym danego rownania.

8§ 107. Wiemy z § 96, ze danej liczbie c, zawartej miedzy
— 1 a -j-1, odpowiadajg dwa katy. zawarte miedzy 0° a 360°,
ktorych kosinusy sg sobie rowne i kazdy z nich ma warto$¢ c.
Ze wzordw (VI) wiemy, ze cosa= cos (360°—a). Jezeli wiec a jest
mnie szym katem, ktérego kosinus jest rowny c, to drugim, wiek-
szym katem, jest 360°— a. Inaczej moOwigc, rownanie
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COSX —C
posiada dwa rozwigzania zawarte miedzy 0°a360°: jezeli jednym
jest x=a, to drugim jest x= 360°—a. Ale cos x jest funkcja
okresowg o okresie 360°, zatem kazdy z katdw
n360° -j- a i n-360°-|- 360° —a (u —dowolna liczba catkowita)
posiada kosinus réwny c. Zatem rdwnanie cos x = c posiada nie-
skonczenie wiele rozwigzan, tzn. ze istnieje nieskonczenie wiele
katow, spetniajagcych rownanie cos x = c¢ (por. ¢w. 155). Katy te
wyrazone sg wzorami
x1= /2-360°-fa i x2= /2-360°+ 360°—a.
Kat a nazywamy pierwiastkiem gtownym rdéwnania danego.

Przyktad. Réwnanie cos x = )Yé posiada jako jedno roz-

wigzanie x=45°(8§ 97(@). Wobec tego x — 360° —45° czyli x = 315°

jest rowniez rozwigzaniem danego rownania. Wszystkie rozwig-

zania danego réwnania wyrazone sg zatem wzorami:
xi=n-360°-f-45° i x2=n-360° + 315°

X = 45° jest pierwiastkiem gtownym danego réwnania.

§ 108. Rozumujac, jak w 88 poprzednich, dojdziemy do wnio-
sku, ze réwnanie tgx = f (lub réwnanie ctg x — k) posiada nie-
skonczenie wiele rozwigzan (por. ¢w. 158), wyrazonych wzorem

X= n-180°+ a
I w tym wypadku kat a nazywamy pierwiastkiem gtéwnym réw-
nania tg x—t lub ctg x= k.

Przyktad. Réwnanie tgx — *3 posiada jako rozwigzanie,
X = 60° (8§ 97®). Wobec tego wszystkie rozwigzania danego row-
nania sg wyrazone wzorem

x = [2-180°+ 60°,
gdzie 60° jest pierwiastkiem gtéwnym danego réwnania.

Cwiczenia.
171. Obliczy¢ funkcje trygonometryczne katéw: a) 210°; b) 225°;
c) 240° d) 300° e) 315°; f) 330°.
172. Obliczy¢ warto$¢ wyrazenia
a) sin 120°-tg 240°; b) cos 120-tg 225°
d)siQ2100+ cos 300° 4*“tg 225° + ctg315°.

173. Sprowadzi¢ do prostszej postaci wyrazenia:
a) sin (180°—a)-(-sin (180°+ a) —sin (360° —a);
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b) —sin (90° —a) ecos (180° -|- a) + sin (180° —a) *sin (360° -(- a);
tg (180°—a).cos (360°—a).
C) ctg (180°+ a)esin (180° - a)’
tg (90°+ p)-c0S (90° —P)-sin (180°+ P)
cos (360°+ P)ectg (180° —P)esin (360°- p)'
174. Wykazaé, ze nastepujace rownos$ci sg tozsamosciami:
a) cos (90°-f-x) -f- cos (90° —x)-|-sm (180°-|-x) = sin (—X);
b) ctg (360° —y)-\- ctg (360u+ y)—tg Z= tg (—VY);
c) sin (180°—x) + cos (90°-j-x)—sin (180°-]-x)—sin (—Xx) —
= 2 sin x.
175. Obliczy¢ przy pomocy tablic
a) sin 237°45'; b) cos 300°27'; «c) tg 257°22
d) ctg 325°14"; e) sin 285°59"; f) cos 189° 37
g) tg 303°19'; h) ctg 260°53".
176. Przy pomocy tablic rozwigza¢ réwnania
a) sinx = 15; b) cos ¥= X7 c) tg 2= £8 i podaé wzory,
wyrazajgce wszystkie katy, spetniajgce dane réwnania.

177. Podaé wzory, wyrazajgce wszystkie katy, spetniajace

rownania
a) sinx = —0,3934; b) cosx = —0,4105; «c¢) tgx = —1,2109.

Czes¢ Illl. Rozwigzywanie trojkatow.

8 109. Wiemy z geometrii, ze jezeli dane sg trzy elementy
trojkata, w tym przynajmniej jeden bok, wéwczas mozemy zbu-
dowacé ten trdjkat, tzn. wykresli¢ pozostate, a wiec nieznane jego
elementy. Poniewaz jednak kazdemu odcinkowi i katowi odpo-
wiada liczba, wyrazajagca miare tego odcinka lub kata w odpo-
wiednich jednostkach, zatem budowa, albo inaczej konstrukcja
trojkagta moze by¢ zastgpiona obliczaniem nieznanych jego ele-
mentéw w odpowiednich jednostkach miary. Takie witasnie obli-
czanie nieznanych elementéw trdjkata nazywa sie rozwigzywa-
niem trojkata.

Rozwigzywanie trdjkatéw prostokatnych.
Zaleznosci (zwiazki) miedzy bokami i katami trdjkata prosto-
katnego.
§ 110. Niech dany bedzie prostokatny uktad osi sp6trzednych
WO F (rys. 45) Z punktu 0, jako ze $rodka, zakresimy okrag kota
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p dowolnym promieniu R i poprowadZmy pétprostg OM w | ¢wiartce
ptaszczyzny. Oznaczmy przez a otrzymany kat ostry XOM. Jezeli
wyznaczymy spoOtrzedne punktu przeciecia K potprostej OM z okre-
giem kota (x — OP; y = PK), wdwczas trojkat OKP bedzie trdj-
katem prostokgtnym KPO — 90y, w ktérym a jest-przeciw-
leglty przyprostokatnej KP, a przylegty do przyprostokatnej OP.

Rys. 45

Zgodnie z okre$leniem funkcji trygonometrycznych mamy:

rﬁ;)): sina, a stad KP= OK-sina 9)
OK » n OP= OKcosa (10)
gE is> » » KP=OPtga (11)
oP ~ ctsa>» » OP= KPecCtg a (12)

tzn.

(9) dtugos¢ przyprostokatnej jest réowna iloczynowi diugosci
przeciwprostokatnej przez sinus kata przeciwlegtego tej przy-
prostokatnej ;

(10) diugos¢ przyprostokatnej jest réwna iloczynowi du-
gosci przeciwprostokagtnej przez kosinus kata przylegtego do
tej przyprostokatnej;
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(11) diugos¢ przyprostokatnej jest réwna iloczynowi tan-
gensa kata jej przeciwlegtego przez diugos¢ drugiej przyprosto-
katnej;

(12) diugosé przyprostokatnej jest rowna iloczynowi kotan-
gensa kata do niej przylegtego przez dtugo$¢ drugiej przyprosto-
katnej.

Te cztery otrzymane i sformutowane wzory stanowig uktad

podstawowych zwigzkow miedzy elementami trojkata prosto-
katnego.

Rozwigzywanie tréjkatéw prostokatnych.

8 111. Rozrézniamy w geometrii cztery podstawowe (elemen-
tarne) konstrukcje trojkatow prostokagtnych. Tym czterem kon-
strukcjom podstawowym odpowiadajg cztery podstawowe wy-
padki rozwigzywania trojkatow prostokatnych.

Wypadek 1 Rozwigzaé¢ tréjkat prostokatny, majac, przeciw-
prostokatng i jeden z katéw ostrych (rys. 46).

C

Rozwigzanie:
Dane: «£E,4= 90°;, CB=a; <fB= 3
Znalez¢: *£(7; AB=c; AC=bh.
Kat C znajdziemy z rédwnania:
E(7+(3 = 90° stad <EC=-90°—p.
Poniewaz p jest katem przylegtym do przyprostokatnej c, wiec
na mocy wzoru (10)
C= a-scosp
Poniewaz p jest katem przeciwlegtlym przyprostokatnej b,
wiec na mocy wzoru (9)
b= a-sinp.
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Zastosowanie liczbowe. Jezeli np.: a= 10 dcm; p= 57°38', to

przy pomocy tablic funkcji trygonometrycznych mozemy obliczyé

pozostate elementy tréjkata.
Obliczenia przeprowadzamy w spos6b nastepujacy:

Obliczenie *$; C:
C= 90°—57°38'— 32°22".

Obliczenie c:
c= 10ecos 57°38"; cos 57°30'™ 0,5373
P 8'?S 20 /
¢ 10+0,5353 cos 57°38' ph0,5353
¢ 5,353 dcm
Obliczenie b:
6 « 10-sin 57°38'; sin 57" 30'ft! 0,8434 1
P 8 13 ) +
b «J10 «0,8447 sin 57° 38' PS0,8447
b 8,447 dcm

Odpowiedz: "C = 32°22"; ¢?55,353 dcm; b?S58,447 dcm.

Wypadek Il. Rozwigzac trdjkat prostokatny, majac przyprosto-
katng i jeden z katow ostrych irys. 47).

Rozwigzanie:
Dane > = 90° AB —c; -$ZB=3$.
Znalez¢: -$.C; AC = b; CB= a

Kat C znajdziemy z réwnania
MCC-f- P= 90°, stad ~cC=-90°—p.
Poniewaz p jest katem przeciwlegtym przyprostokatnej b,

wiec wedlug wzoru (11)
b= cetg 3
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Poniewaz @jest katem przylegtym do danej przyprostokatnej c,
wiec wedtug wzoru (10)

C= ae+cos i3 Z tego rOwnania znajdziemy
C

cos p
Oczywiscie przeciwprostokatng a mozna byto obliczy¢, sto-
sujac twierdzenie Pitagorasa:
a= Vo2+ c8
Zastosowanie liczbowe: c¢c= 20dcm; -2£B= 54°19'".
Obliczenie % C:

C= 90°—54°19'= 35°41".

Obliczenie b:

b= 20-tg54° 19'; tg 54» W «1,3848 >

b ik320-1,3926 P 9 '« 78 f+

b 27,852 dcm tg 54° 19'«¢1,3926
Obliczenie a:

20 cos 54° 10' «;0,58541
cos 54° 19"’ P 9'aj 21 f—
20 c0s 54°19'm 0,5833
a~ 0,5833
a 34,28 dcm

Odpowiedz: (7= 35°41'; b= 27,852dcm; a= 34,28.

Wypadek Ill. Rozwigzac¢ trojkat prostokatny, majac przeciw-
prostokatng i jedng z przyprostokatnych (rys. 48).

Rozwigzanie:
Dane: <£¢; = 90°; BC=a\ AB"c.
Znalez¢: <££; AC=b.
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Poniewaz miedzy przeciwprostokatng a i przyprostokatng c
zachodzi zwigzek
c= a-sinC', stad

sinc= C.
a

Majgc za$ sin C znajdziemy z tablic C
B obliczymy z réwnania
<£(7=90°, stad £B = 90°-3iC.
Wreszcie ze wzoru
b= asinB lub b= acosC
znajdziemy przyprostokatng b.
Zastosowanie liczbowe: a= 15dcm; c¢= 8dcm
Obliczenie € C:
sinC—A ; sin Cen0,5333
5324 — 32°10") i
9 — 41N
C & 32°14'.
Obliczenie <§: B:
B fiJ 90° —32°14' = 57°46".

Obliczenie b:
b Rj 15-sin 57°46' sin 57°40'm 0,84501
15-0,8459 P 6'eg 9j+
b ftj 12,69 dcm. sin 57u46' Pb0,8459

Odpowiedz: «CC 32°14'; & B 57°46'; bfn 12,69 dcm.
Wypadek IV. Rozwigza¢ trojkat prostokatny, majac jego przy-
prostokatne (rys. 49).

C

Rozwigzanie:
Dane: & 4= 90°; AC.—b; AB= ¢
Znalezé: C; *$B; BC—a
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Ze wzoru c¢= b. tg-"iC znajdziemy

tgC = j}, a stad przy pomocy tablic znajdziemy kat C.
Kat B obliczymy z réwnania
5 +<£(7=90° stad B= 90°— <C.
Wreszcie ze wzoru 6=a-sin B znajdziemy
b
a sinB
Oczywiscie, ze przeciwprostokagtng mozna réwniez obliczy¢,
stosujgc twierdzenie Pitagorasa:
a= Vb2+ c2

Zastosowanie liczbowe: b= 10 dcm-, c= 9rfc/n.
Obliczenie <£ C:

tgC=A; tg (7=0,9000
8952 — 41°50'\ ,
48 — 9'J "'
C 41°59"
Obliczenie -=$B:

B« 90°— 41°59'= 48ul
Obliczenie a:

10 sin 48° «J0,7431 (
sin 48°1 P 2 <+
sin 48°1' ff]d0,7433
10
0.7433" aw 13,45 dcm.

Taki sam wynik obliczenia a otrzymaliby$Smy, stosujac twier-
dzenie Pitagorasa:

a= yioO+ 81 rj 134558

8 112. Cztery zadania, rozwigzane w § poprzednim, stanowig,
jak zaznaczyliSmy w tym §, podstawowe (elementarne) wypadki
rozwigzywania trojkatow prostokatnych. Do tych czterech wypad-
kéw podstawowych sprowadzamy rozwigzywanie takich zadan,
w ktorych wystepujagce w nich figury mozna podzieli¢ na trdj-
katy prostokatne.

Przyktad 1 Rpzwigzac¢ trojkat robwnoramienny, znajagc wy-
soko$¢ wzgledem podstawy i kat przy wierzchotku (rys. 50).
Rozwigzanie:

Dane: AC=CB; $:ACB=<« CDj_AB; CD= h.
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Rys. 50

Znalez¢: = AC=CB; AB.
A = ®B znajdziemy z réwnania

'""NL + ACH + M C'== 180°, czyli

2~ A + a= 180° albo

AC obliczymy z A - a prostokgtnego ACD, w ktorym znamy
CD=h i ®ACD= ~, (wypadek Il § 111):

CD= AC-+cos stad AC= —-—

Aby obliczy¢ AB, zauwazmy, ze AB — 2-AD. Obliczymy AZ)
z tréjkata prostokatnego ACD, w ktorym AD jest przyprostokatng

przeciwlegty katowi & Zatem
AD = CDAg czyli AD = h-tg |-

Stad AB= 2 h-tg|-

Przyktad Il. Obliczy¢ pole foremnego /z-kgta, majac pro-
mie okregu kota opisanego na tym n —Kkacie (rys. 51).
Rozwigzanie:
Dane: AB=BC=CD = ...; OA=--O0B=0C=...=R.
Znalez¢: pole wielokata.
Jak wiemy z geometrii, pole wielokata foremnego réwna sie
iloczynowi potowy jego obwodu przez diugo$¢ promienia okregu
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kota wpisanego w ten wielokat. Jezeli wiec S oznacza szukane
pole, 2p — obwdd wielokata i /~— promien okregu kota wpisa-
nego, wowczas
S—p-r.
. . n-AB . . .
Obliczenie p - sprowadza sie do obliczenia boku AB,

ktéry jest podstawg trojkata rownoramiennego ~40.6. W trdjkacie

tym znamy OA= R i¢(CAOB = 360 gdyz katy AOB, BOC, COD,...

sg sobie réwne i kazdy z nich jest réwny " kata peinego.

Prowadzac zatem OK X AB, otrzymujemy trojkat prostokatny OAK,

w ktorym AK- "B a2 aok= "FAOB gq

180" o
AK —R-sin— i AB= 2tfsin 180

Z tego samego trojkata prostokagtnego obliczymy r— OK:
DIk — R -cos 80

. 180°
2nR esin 180

Zatem S = *[?¢ COS czyli po uproszczeniu

. 180, 180,
S= n-Rasin n cos

Matematyka I. lic. 10
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Przyktad Ill. Obliczy¢é wysoko$¢ czworokatnego foremnego
ostrostupa, ktérego bok podstawy jest rowny a i kat dwuscienny,
utworzony przez $ciane boczng i podstawe ostrostupa, jest réwny a.
(rys. 52).

5
Rozwigzanie:
Dane: AB= BC— CD—DA —a; ~ DAB= 90°.
SA= SB= SD-, SO1 [ABCIA.

Kat dwuscienny o krawedzi BC—d

Znalez¢ SO — h.

Wyznaczamy kat liniowy danego kata dwusciennego. Prowa-
dzac SK] _BC i taczac punkt O z punktem K otrzymujemy
NSKO —a. Szukang wysoko$¢ znajdziemy jako przyprostokatng
trojkata prostokatnego SOK, w ktérym mamy drugg przyprosto-

kagtng OK = ’L‘Jr i kat o. Zatem SO = OK-tga czyli h= —" -«

¢l

Cwiczenia.
178. Rozwigzac¢ trojkat prostokatny (a oznacza diugo$é prze
ciwprostokatnej, b i ¢ dlugoSci przyprostokatnych), majac:

) a= 30 cm; *£B = 38°52;

I1) a= 35 cm; 6= 25 cm;
) c— 5 cm; -"C= 63°14;
IV) ¢c= 20 cm; ¢£B= 43°34

V) 6= 10 cm; c— 15 cm.
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179. Rozwigza¢ trdjkat prostokatny, majac przyprostokatng c
i wysoko$¢ h wzgledem przeciwprostokgtnej. Wykonaé obliczenia
dla ¢c= 30 cm; A= 20 cm.

180. Rozwigzac trojkat prostokatny, majac kat ostry B i wy-
soko$¢ wzgledem przeciwprostokatnej. Wykonaé obliczenia dla
4CR = 51°42'; 4= 10 cm.

181. Obliczy¢ pole trojkata prostokatnego, majac przyprosto-
katng b i kat ostry C. Wykona¢ obliczenia dla 6= 20 cm;
-£<7= 33° 22"

182. Obliczy¢ promien kota opisanego na trojkacie prosto-
katnym, ktérego przyprostokatng c jest dana oraz kat B jest
rowny P. Wykona¢ obliczenia dla c= 50 cm; 0= 72°3.

183. Rozwigzaé trojkat rownoramienny, majac jego podstawe ¢
i kat przy wierzchotku C. Wykona¢ obliczenia dla c= 200 mm
i -£<7= 35°.

184. Rozwigza¢ trojkat rownoramienny, majagc jego ramie a
i podstawe c. Wykona¢ obliczenia dla a= 30 cm; c= 40 cm.

185. W kole o promieniu R wykreslono cieciwe, ktorej diu-
gos¢ wynosi Z Obliczyé kat Srodkowy, wsparty na danej cieciwie.
Wykona¢ obliczenia dla R —15 cm; Z= 20 cm.

186. Obliczy¢ obwdd foremnego dziesieciokata, wpisanego
w okragg kota o danym promieniu R. Wykona¢ obliczenia dla
2= 100 mm.

187. Bok foremnego o$miokgta ma diugos$¢ a. Obliczy¢ pro-
mienie okregdw kot opisanego i wpisanego. Wykonac¢ obliczenia
dla a= 20 cm.

188. Promien okregu kota wpisanego w dwunastokat foremny
jest réwny r. Obliczy¢ bok tego wielokata. Wykonaé¢ obliczenia
dla r= 5 dcm.

189. Bok rombu ma dtugos$¢ a; mniejsza przekatna jest rowna Z
Obliczy¢ katy rombu. Wykonaé obliczenia dla a= 30cm; Z= 40 cm.

190. Wieksza przekatna rombu ma diugo$¢ m. Kat rozwarty
jestréwnya. Obliczy¢ bok rombu. Wykonaé obliczenia dlam = 15 dcm;
a= 132°56"

191. Przekatna prostokata jest rowna k. Kat miedzy prze-
Katnymi jest rowny a. Obliczy¢ boki prostokagta. Wykona¢ obli-
czenia dla = 20 cm; a= 125°18\

10*
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192. Podstawg prostopadtoscianu jest kwadrat o przekatnej k.
Przekatna prostopadtoscianu jest nachylona do ptaszczyzny pod-
stawy pod katem a. Obliczy¢ krawedz boczng prostopadtoscianu.
Wykona¢ obliczenia dla k= 10 cm; a= 48°21'.

193. Podstawg graniastostupa prostego jest tréjkat réwno-
boczny o boku a. Przekatna $ciany bocznej jest nachylona do
boku podstawy pod katem a. Obliczyé powierzchnie boczng gra-
niastostupa. Wykonac¢ obliczenia dla a= 10 cm; a==35°31"

194. Podstawg foremnego ostrostupa jest kwadrat o boku a.
KrawedZ boczna jest nachylona do boku podstawy pod katem a.
Obliczy¢ powierzchnie boczng ostrostupa. Wykonaé¢ obliczenia
dla a= 20 cm ; a==54°45",

195. Podstawg foremnego ostrostupa jest kwadrat o boku a.
Sciana boczna ostrostupa jest nachylona do ptaszczyzny podstawy
pod katem a. Obliczy¢ powierzchnie boczng ostrostupa. Wykonaé
obliczenia dla a= 10 dcm; a= 64°31"

196. Podstawg foremnego ostrostupa jest kwadrat. Wysokos$¢
ostrostupa jest rowna h, a krawedZ boczna jest rowna b. Obliczy¢
kat nachylenia krawedzi bocznej do plaszczyzny podstawy. Wy-
konaé obliczenia dla h= 7 dcm; b= 12 dcm.

197. Bok podstawy foremnego czworokatnego ostrostupa jest
rowny a, wysoko$¢ za$ ostrostupa jest réwna h. Obliczy¢ kat
nachylenia $ciany bocznej do ptaszczyzny podstawy. Wykonac
obliczenia dla a=8 dcm; h= 15 dcm.

Tablice logarytméw funkcji trygonometrycznych.

8 113. Rozwigzujac zadania, w ktérych wystepowaé bedg boki
i katy trojkata czy wielokata, otrzymamy w wyniku pewne wy-
razenia, zawierajace funkcje trygonometryczne katéw. Obliczanie
warto$ci liczbowych takich wyrazen wykonywac jest najdogodniej
przy pomocy logarytméw. Chcac np. obliczyé x = (0,385)2-cos 23°,
obliczylibySmy najpierw

lgx = 2 Ig 0,385 -j- Ig cos 23° a nastepnie NIgx.

Aby jednak znalez¢ Ig cos 23° musielibySmy wykona¢ dwie
czynnosci:

1° z tablicy kosinuséw odczyta¢ liczbe, ktéra wyraza przy-
blizong warto$¢ cos 23°

2° znalez¢ z tablic logarytméw przyblizong wartos¢ logarytmu
otrzymanej liczby. Te dwie czynnoSci zastepujemy jedng przez
wprowadzenie tablic logarytmdéw funkcji trygonometrycznych.
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8 114. Tablice logarytmoéw funkcji trygonometrycznych uto-
zone sg na podstawie tych samych witasnosci, co i tablice funkcji
trygonometrycznych. Zatem: 1) zawierajg przyblizone wartosci
logarytmoéw funkcji trygonometrycznych tylko katow ostrych,
2) tablica logarytmdéw sinuséw jest jednocze$nie tablicg logaryt-
moéw kosinuséw, a tablica logarytmoéw tangenséw — tablicg lo-
garytmdéw kotangensdw.

8 115. Przy pomocy tych tablic mozemy rozwigza¢ dwa za-
gadnienia :

a) majac kat, znalez¢ przyblizong warto$¢ logarytmdéw jego
funkcji trygonometrycznych;

b) majagc warto$¢ logarylmu jednej z funkcji trygonometry-
cznych kata, znalezé przyblizong warto$¢ kata.

8§ 116. Poniewaz odnajdywanie logarytmow funkcji trygono-
metrycznych odbywa sie w ten sam sposéb, jak odnajdywanie
warto$ci funkcji trygonometrycznych, przeto ograniczymy sie do
podania nastepujacych dwoch wskazowek:

1) jezeli szukamy logarytmu sinusa lub tangensa, wowczas
stopnie kata odczytujemy w pierwszej kolumnie po stronie lewej,
dziesigtki minut — w pierwszej rubryce poziomej od gdry a po-
prawki dodajemy;

2) jezeli szukamy logarytméw kosinusa lub kotangensa, wow-
czas stopnie kata odczytujemy w kolumnie po stronie prawej,
dziesigtki minut w pierwszej rubryce poziomej od dotu, a po-
prawki odejmujemy.

Obliczenia zapisujemy w sposdb nastepujacy:

lg sin 54°20-& r,9098 \ t lg ctg 18°40' «0,4713 |
P 6 5 f+ P 3 12 |§
Ig sin  54°26'«1,9103 Ig ctg 18°43'" 0,4701

§ 117. Odnajdywanie kata, gdy znamy logarytm jednej z jego
funkcji trygonometrycznych odbywa sie w ten sam sposéb, jak
odnajdywanie kata, gdy znamy warto$¢ jednej z jego funkcji try-
gonometrycznych.

1) jezeli np. Ig tg X 1,5044, wowczas w tablicy logarytmdw
tangensow szukamy liczby: 1,5044. Liczby takiej nie znajdziemy, ale
zauwazymy, ze najblizszy logarytm, lecz o mantysie mniejszej
wynosi i,5031. Logarytm ten odpowiada katowi 17°40" (w pierw-
szej kolumnie po stronie lewej). Rdznica miedzy mantysg dang
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i odczytang z tablic wynosi 0,0013 i odpowiada katowi 3'. Zatem
X«1700 + 3'= 17°43".
Zapis obliczenia jest nastepujacy:
lg tg x& 1,5044
5031 — 17°40' j
13 )
17°43..
W ten sam sposéb postepujemy przy odnajdywaniu kata, gdy
znamy jego sinus;

2) jezeli np. Ig ctg 0,5894, woéwczas w tablicy logarytmow
kotangensdw liczby 0,5894 nie znajdziemy. Zauwazymy jednak,
ze najblizszy logarytm, lecz o mantysie mniejszej wynosi 0,5873.
Logarytm ten odpowiada katowi 14r80' (w kolumnie po stronie
prawej). Roznica miedzy mantysa dang i odczytang z tablic wy-
nosi 0,0021 i odpowiada katowi 4'. Zatem x Pt 14°30'—4'= 14°26".

Zapis obliczenia jest nastepujacy:

lg ctg x« 0,5894
5873 —14°30" \ __
21 4'
x 14°26'.

Zadanie. Obliczy¢ objeto$¢ foremnego czworokatnego gra-
niastostupa, ktérego przekatna, rébwna Z jest nachylona do pta-
szczyzny podstawy pod katem a (rys. 53). Wykona¢ obliczenia
dla Z=7,32 dcm; a= 39°27.

Rozwigzanie:

Dane: AB—BC= CD= DA; DAB= 90°.
AE# HD # GC# FB; AE J_ [ABCD\
HB — I; <Ci7Z?Z>=a.

Znalez¢: objeto$¢ (V) graniastostupa.

Szukana objetos¢ V=B-h, gdzie B oznacza pole podstawy,
a h wysoko$¢ graniastostupa.

Obliczenie B. Poniewaz podstawa graniastostupa jest kwa-
dratem, zatem

DB obliczymy z tréjkata prostokagtnego HBD, w ktérym
<Z>= 90°, HB= Zi HBD = <«
DB—1lecos a
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Rys. 53

Obliczenie h. Poniewaz graniastostup jest foremny, to wy-
soko$¢ graniastostupa jest rowna jego krawedzi bocznej:

h= HD.
HD obliczymy réwniez z tréjkata prostokagtnego HBD:
HD — | *sin a.
Stad V— B-COSZZa—SIn a

Przy pomocy logarytmoéw obliczymy przyblizong wartos¢ V.
Ilg F=3 Ig 7,32+ 2 Ig cos 39 27'+ lg sin 39°27'+ clg 2

Obliczenia gtowne Obliczenia pomocnicze
3 197,32 «2,5935 lg 7,32 «  0,8645
2 lg cos 39°27' «2>7754 3 1g 7,32« 3+0,8645 = 2,5935
Ig sin 39°27' «1,8030 lg cos 39°20'« 1,8884 \
clg 2 « 1,6990 P T « 71
lg V «1,8709 Ig cos 39°27'«1,8877
8704 - 7420 2 lg cos 39°27 « 1,7754
5= 80 g sin 320 1,8020 + |

Nlg F « 74,28 (albo 74,29) ,
F « 74,28 dcm3 (albo 74,29 dcm3 | Pm; «1 8031(()) L+
Odpowiedz: objetos¢ graniasto- g S Beflt«d,

stupa wynosi 74,28 dcm3(albo lg 2«0,3010

74,29 dcm3
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Cwiczenia.
198. Obliczy¢:
a) lg sin 48°27; b) Ig tg 53°49'; c¢) Ig ctg 33°33";
d) lg cos 28°14"; e) Ig ctg 55°55"; f) lg cos 5° 14
g) lg sin 85n56'; h) Ig cos 4°22'; i) Ig tg 8'54
k) Ig sin 137°46'; 1) Ig sin 99°15; m) Ig sin 163°52"

Uwaga: przy rozwigzywaniu k), 1) i m) zastosowaé
wzory redukcyjne.

199. Obliczy¢ kat x, wiedzac, ze
a) lg sin 1,5483; b)lglg x«50,4675 c) lgcosx  1,3322;
d) lg ctg x « 0,6105; e)lg cos x«5 1,7501 f) lgsinx«5 1,2819;
g) 'g tg x«5j.,5775; h)lg ctg x«51,2299 i) 'gcosx«: 1,6510;
k) Ig sin x«51,8327; 1)lgtg x «50,4928 m) g sin x «51,5003.

200. Rozwiazac¢ trojkat prostokatny (a oznacza diugo$é prze-
ciwprostokatnej, 6 i ¢ dtugosci przyprostokatnych), majac:

. a— 9,73 m; NE = 45°24

II. a— 059 m; 6= 0,374 m;

. ¢— 39,06 dcm; <£C=63°21"

IV. c= 13554 dcm; N5 = T70°15%

V. 6= 2,093; ¢ —0,842 m.

Uwaga: przy obliczaniu przeciwprostokatnej dogodniej
jest oprze¢ sie na wzorach (9) i (10), niz stosowac twier-
dzenie Pitagorasa.

201. Dany jest okrag kota o $rodku O i promieniu R oraz
punkt zewnetrzny A. Z punktu A prowadzimy styczng do okregu
kota. Styczna ta jest nachylona do odcinka OA pod katem a. Zna-
lez¢ odlegto$¢ punktu A od Srodka okregu. Wykonaé obliczenia
dla R= 6,58 dcm, a= 42°56'.

202. Na okregu kota o promieniu R odmierzono tuk a-<90
i kornce tego tuku potgczono odcinkiem prostej. Znalez¢ diugosc
otrzymanej cieciwy i jej odlegtos¢ od Srodka okregu. Wykonaé
obliczenia dla R = 38,55 cm, a= 72°42"

203. Luk okregu kota jesta. Cieciwa, podpierajaca ten tuk, ma
dtugos¢ 1. Znalez¢ promien okregu kola. Wykonac¢ obliczenia dla
| — 27,09 decm; a= 83°38.

204. Znalezé wysoko$¢é wiezy, wiedzac, ze promienie stoneczne
padajg na ziemie pod katem a, a dlugo$¢ cienia wiezy wynosi
k m. Wykonaé¢ obliczenia dla 6= 56 m\ a= 68°43"
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205. Jaka sita, rownolegta do diugosci réwni pochytej, zrow
nowazy lezacy na niej ciezar Q, jezeli réwnia ma diugos¢ | i jest
nachylona do poziomu pod katem a. Wykonaé obliczenia dla
Q= 23 kg-, Z= 3,5 m; a=42°30".

205. Sita P réwnolegta do dtugosci réwni pochytej rownowazy
lezacy na réwni ciezar Q. Wysoko$¢ réwni jest= h, a kat na-
chylenia réwni do poziomu jest —a. Znalez¢ Q. Wykonac¢ obli-
czenia dla P= 8,5 kg\ h—0,5 m\ a= 64°30..

207. Rozwigzac tréjkat rdwnoramienny, maja¢ jego podstawe

c i kat przy wierzchotku C. Wykonac¢ obliczenia dla c= 7,52 dcm,
148°38'.

208. Rozwigza¢ tréjkat réwnoramienny, majac jego ramie a

i kat A przy podstawie. Wykona¢ obliczenia dla a= 350,2 cm,
mpA — 49°23.

209. Rozwigzaé trdjkat rownoramienny, majac podstawe c i wy-

soko$¢ h wzgledem podstawy. Wykonaé obliczenia dla ¢— 0,392 m,
h= 0,287 m.

210. Dany jest ukosnik (romb) o kacie ostrym a. Mniejsza
jego przekatna jest= /7. Znalez¢ bok rombu. Wykonaé obliczenia
dla m= 54,9 cm, a= 78°"

211. Wieksza przekatna rombu ma diugos$¢ p, a kat rozwarty
rombu jest = p. Obliczy¢ pole rombu. Wykonaé obliczenia dla
p—8,05 m, p= 108°58'.

212. Mniejsza przekatna rombu ma diugos¢ m, a kat ostry
rombu jest =a. Obliczy¢ pole kota, wpisanego w dany romb. Wy-
kona¢ obliczenia dla m= 3,54 dcm, a= 61°5'

213. Znalez¢é katy rombu, majac jego przekatne m i p. Wy-
konaé obliczenia dla m — 13,48 dcm, p-- 23,07 dcm.

214. Wieksza podstawa trapezu rownoramiennego jest srednicg
okregu kota opisanego na danym trapezie. Kazdy z réwnych bo-
kow trapezu ma diugos$¢ d, a kat ostry trapezu jest = a. Obliczy¢
podstawy trapezu. Wykona¢ obliczenie dlad=0,48 m; a= 32°49'"

215. Podstawg foremnego ostrostupa jest kwadrat o boku a
Kat dwuscienny, jaki tworzy $ciana boczna z podstawg, jest
rowny a. Znalez¢ objeto$¢ ostrostupa. Wykona¢ obliczenia dla
a= 23,09 dcm, a= 38°59.



§ 118 154

216. Krawedz boczna foremnego czworokatnego ostrostupa
jest rowna b i jest nachylona do plaszczyzny podstawy pod ka-
tem @ Znalez¢ objeto$¢ ostrostupa. Wykonaé¢ obliczenia dla b=
= 0,848 m; p= 65°13.

217. Bok podstawy prostopadto$cianu jest rowny a i tworzy
z jedng z przekatnych tej podstawy kat a. Przekatna prostopa-
dtoscianu jest nachylona do podstawy pod katem p. Znalez¢ obje-
tos¢ prostopadtoscianu. Wykona¢ obliczenia dla a= 1,358 m;
a= 42°8'; p=57°39.

218. Bok podstawy foremnego trojkatnego ostrostupa jest
rowny a. Kat miedzy wysokosScig ostrostupa i jego krawedzig
boczng jest rowny a. Obliczy¢ objetos¢ ostrostupa. Wykonaé obli-
czenia dla a= 3251 cm; a= 61°16"

219. Promien kota wpisanego w podstawe foremnego szescio-
katnego ostrostupa jest rowny r. KrawedZ boczna ostrostupa jest
nachylona do ptaszczyzny podstawy pod katem a. Obliczyé obje-
tos¢ ostrostupa. Wykonac¢ obliczenia dla r= 8,53 cm ; a= 31°58'.

Pole tréjkata i réwnolegtoboku.

8 118. Jak widzieliSmy w 8§ poprzednich, podstawowe zwigzki
miedzy elementami tréjkata prostokgtnego majg duze zastosowanie
przy rozwigzywaniu szeregu zagadnien geometrycznych. Zastosu-
jemy je obecnie przy obliczaniu pola dowolnego tréjkata i row-
nolegtoboku.

Zadanie 1. Obliczy¢ pole tréjkata, majagc dwa jego boki i kat
zawarty miedzy nimi.

Poniewaz dany kat moze by¢ ostry, prosty lub rozwarty,
przeto rozpatrzymy trzy wypadki:

a) Dany kat jest ostry: $CA < 90" (rys. 54).

C

Rys. 54.
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Prowadzac wysoko$¢ CD wzgledem boku AB, mozemy napisac:

Z tréjkata prostokatnego ACD (m$: D = 90") mamy
CD = AC-sinA.
Podstawiajagc wartos¢ CD do wzoru na pole A ABC, otrzymamy

b) Jezeli A= 90“ (rys. 55), wowczas dane boki sg przypro-

C

Rys. 55.

stokagtnymi. W tym wypadku, jak wiemy z geometrii :
Pole A ABC =

Wynik ten mozemy napisa¢ w postaci:
Pole A ABC = ~B:AC:sin_A)

gdyz w tym wypadku sin A =sin 90°= 1
c) Jezeli (CA jest rozwarty: 3cA>90° (rys. 56), to spodek

C
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wysokosci CD wzgledem boku AB leze¢ bedzie na przedtuzeniu

boku AB. Mamy
AB-ClII

Pole A ABC— 5
Ale z tréjkata prostokgtnego CDA (-"D = 90°) mamy:
CD= ACsin CAD, a ze <€cCAD = 180°—m A,
to CD= AC-sin (180°— -CA) = AC-sin A. Podstawiajac wartosé¢
CD do wzoru na pole trojkata, otrzymamy:

Bole & ABE _AB-AC:sin A
Jak widzimy, pole kazdego trojkata mierzy sie potowa ilo-

czynu diugosci dwéch bokéw tego trojkata przez sinus kata, za-
wartego miedzy nimi.

Whniosek. Poniewaz przekatna réwnolegtoboku dzieli go na
dwa trojkaty przystajgce, przeto pole réwnolegtoboku réwne jest
podwojonemu polu jednego z tych trojkatow. Jezeli wiec a i b
oznaczajg przylegte boki réwnolegtoboku, a— kat zawarty miedzy
nimi, to pole rownolegtoboku wyrazi¢ mozna wzorem

Po = E ————— Po=-a-b-sin a
tj. pole réwnolegtoboku mierzy sie iloczynem diugosci dwdch
jego bokoéw przylegtych przez sinus kata zawartego miedzy nimi.
Zadanie Il. Obliczy¢ pole rownolegtoboku ABCD (rys. 57),
majac jego przekatne i kat-miedzy przekatnymi.

D C

Przekatne réwnolegtoboku tworzg cztery katy, z Kktorych
kazde dwa sg albo przylegte, albo wierzchotkowe. Jezeli wiec
mCCOB= a, to <CDOA = a,a » DOC= AOB= 180°—a.

Aby obliczyé¢ pole rownolegtoboku ABCD, zauwazmy, ze kazda
z przekatnych dzieli réwnolegtobok na 2 przystajgce trojkaty.
Tak np. przekatna AC dzieli rownolegtobok na A ADC i A ABC.

Zatem
Pole o ABCD = 2+Pole A ADC.
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Prowadzac DK J_AC, otrzymujemy
bolle A A= AC 'EjD..K.

Ale z A DKO, w ktérym <£ K — 90°, mamy
DK= DO-siu a.
Zatem

Fole A AD C=A:_(;_—_I_D__O_—_§!p__q_j a stad

Pole o ABCD = 2-AC-DO-sin a AC-2-DO-sin a
2 2

Ale 2 DO — DB, wiec

Poleo ABcD AC-DB-sina

tzn. pole rownolegtoboku mierzy sie potowg iloczynu dtugosci
jego przekatnych przez sinus kata zawartego miedzy prze-
katnymi.
Uwaga. Zastosujmy otrzymany wynik do rombu. Jak
wiemy, przekatne rombu sg do siebie prostopadie. Za-
tem a= 90° a ze sin 90°= 1, wiec
pole rombu mierzy sie potowg iloczynu diugosci

przekatnych. %

Twierdzenie to znane nam jest z geometrii.

Cwiczenia.

220. Pole tréjkata ABC jest rdwne s, bok AB jest réwny ¢,
kat CAB = a. Obliczy¢ bok AC. Wykonac obliczenia dla s= 252 cm2;
c— 43,5 cm; a= 42°38".

221. Pole trojkata ABC jest rowne s, bok AB ma diugosc
rowng c, bok BC ma diugos¢ rowng a. Obliczy¢ kat ABC. Wyko-
na¢ obliczenia dla s= 1856 m2; c—6,05m; a= 8,34 m.

222. Obliczy¢ katy, utworzone przez przekatne rownolegto-
boku, jezeli przekatne te sg réwne odpowiednio I i m, a pole
rownolegtoboku jest rowne s. Wykonac¢ obliczenia dla Z=7 ,f>dcm,
m= 859dcm; s= 32,8 dcm2

Rozwigzywanie tréjkatéow dowolnych.

Zaleznosci miedzy bokami i kgtami trdjkata dowolnego.

8 119. Rozwazmy dowolny trojkat ABC. Niechaj punkt O be-
dzie srodkiem okregu kota opisanego na tym tréjkacie (rys. 58).



§ 119 158
Przez jeden z wierzchotkéw tego tréjkagta, np. C poprowadZmy
Srednice CD= 2R tego okregu i koniec D tej $rednicy potgczmy
z jednym z pozostatych wierzchotkéw trdjkata, np. z B. Otrzy-

C

Rys. 58.

many A CDB bedzie prostokatny, gdyz kat wpisany CBD opiera
sie na potokregu kota. Z trojkata prostokgtnego CDB otrzymamy
CB= CD-sin <t CDB.
Ale -$iCAB= -$:CDB, gdyz obydwa sa katami wpisanymi
w tym samym okregu kota i opierajg sie na tym samym tuku CB.
Zatem CB=CD esin A, albo CB= 2R esin A.
CR

SM b a- 2R- (13>
GdybySmy koniec D $rednicy potgczyli z wierzchotkiem A,
otrzymaliby$my, rozumujac jak poprzednio :

AC
sing R (13)
Podobnie, prowadzac S$rednice przez wierzchotek A i fgczac
jej drugi koniec z wierzchotkiem C, otrzymalibySmy — po ana-
logicznych rozumowaniach

N "
sliln G 2 R 037
Poniewaz prawe strony otrzymanych rownosci sg rowne, zatem

AB BC AC

sin C sin A sin B 2R. (14)
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Stad
Twierdzenie: W kazdym trojkacie iloraz dtugosci boku tego
trojkata przez sinus kata przeciwlegltego jest staty dla danego
trojkata i rowny Srednicy kota opisanego.
Twierdzenie to znane jest pod nazwg twierdzenia sinusow.
Whniosek. Jezeli w proporcjach
AB BC BC AC
sin G smA sin A sin B
przestawimy wyrazy $rodkowe, wowczas otrzymamy:
AB sin C, BC_sinA
BC sin A “°raz AC sin B'
Te proporcje mozna ujg¢ w proporcje ztozong
AB:BC:AC—sin C:sin A :einB

tzn. ze w kazdym trdojkacie boki jego sg proporcjonalne do si-
nuséw katéw przeciwlegtych.

Uwaga. Twierdzenie sinuséw formutuje nie tylko zwig-
zek miedzy elementami trojkata dowolnego, lecz wy-
raza réwniez zwigzek miedzy tymi elementami a pro-
mieniem kota opisanego na tréjkacie. Dlatego tez bardzo
czesto wygodnie jest stosowac twierdzenie sinuséw przy
obliczaniu tego promienia.

8 120. Znamy z geometrii twierdzenia o kwadracie diugosci
boku, lezagcego naprzeciw kata ostrego tub rozwartego.
Jezeli a, b, ¢ oznaczajg boki trojkata, to
a2= b2-|- c2—2c «AD (rys. 59)
albo
a2= 02-]-c2+ 2c «AD (rys. 60),
zaleznie od tego, czy kat A jest ostry, czy rozwarty.

C C

Rys. 59. Rys. 60.
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Ale w obu wypadkach mozemy wyrazi¢ odcinek AD w za-
leznosci od A. Mianowicie :
gdy jest ostry, to z A ACD (rys. 59) mamy:
AD = becosA
i podstawiajgc te wartoS¢ w réwnosé a2= 02-f-c2—2c *AD
otrzymamy
a2= b2-f-c2—2bhc-cos A; (15)
gdy -¢CA jest rozwarty, to z A ACD (rys. 60) mamy:
AD = b-cos<£CAD, ale <f£,CAD— ISO0— *$:A, zatem
AD = b-cos (180° — 8CA) — —b-cos A.
Podstawiajagc te wartos¢ w réwnosé¢ a2— 62-)-c2-f-2c<AD
otrzymamy
a2= b2-)-c2— 2bc-cosA. (15)
Jak widzimy, przez wprowadzenie funkcji trygonometrycz-
nych, obydwa twierdzenia geometryczne o kwadracie diugosci
boku tréjkata mozna uja¢ w jedno

Twierdzenie. W trojkacie kwadrat diugosci boku trojkata
jest réowny sumie kwadratow diugosci bokoéw pozostatych mniej
podwdjny iloczyn tych diugosci przez kosinus kata, zawartego
miedzy nimi.

Twierdzenie to nosi nazwe twierdzenia kosinuséw.

Rozwigzywanie trojkatéw dowolnych.

8 121. Rozrézniamy w geometrii cztery podstawowe (elemen-
tarne) konstrukcje trojkgtow dowolnych. Tym konstrukcjom pod-
stawowym odpowiadajg cztery wypadki rozwigzywania trojkatow
dowolnych.

Wypadek I. Rozwigza¢ trojkat, majac jeden jego bok i dwa
katy do niego przylegte (rys. 61).

C

Rys. 61.
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Rozwigzanie:
Dane: AB=r¢c;, "cA=a <E£E7?= ]k
Znalez¢: C, AC=b; BC—a.
Kat C znajdziemy z réwnos$ci a.-]-$-]-m$£C- m180°,

stad -£C = 180°—(a + p).
Stosujac twierdzenie sinuséw, mamy:
AB AC albo .C b stad
sinC sinB sinC sin @
c-sin 8
sin C
Podobnie, na mocy tegoz twierdzenia:
c a
sin C sin a’ stad
_ cesin a
~ sin €

Zastosowanie liczbowe: ¢= 43,05 dcm; a=71°32"; @= 42°54"

Obliczenie C. Obi. pomocnicze:
a+ p= 71°32'+ 42°53'= 114° 25"
Obi. gtowne:
C= 180°—114°25'= 65°35.

Obliczenie b.
lg b= Ig c{4g sin j3-j-clg sin C.

Obliczenia gtéwne Obliczenia pomocnicze
lg ¢ «; 1,6340 lg 43.00 1,6335 |
lg sinp «¢1,8328 P 5 py 5*'
clg sin £«¢0,0407 Ig 43°05 «¢1,6340
lg b «1,5075 lg sin  42»50' «;1,8324

5065 — 3210
10_ 8 P 3'«¢ 4
Nlg 1,5075 «i 32,18 lg sin  42°53'«;1,8328
b «i 32,18 dem lg sin  65°30’«;1,9590

P 5'«¢ 3
lg sin  65°35'«;1,9593
clg sin 65°35' «;0,0407

Obliczenie a.
Ilg a= Ig c€Ig sina+ clg sin C

Matematyka 1 lic. 1
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Obliczenia gtown Obliczenia pomocnicze
lg ¢ « 1,6304 Ilg sin 71°30'« f,9770 |
lg sin a « 1,9771 P 2"« 1<+
clg sin (7«0.0407 lg sin 71°32'«1,9771
Ig a « 1,6518

6513 — 4480
5— 5

Nlg 1,6518 «44,85
a«44,85 dcm

Odpowiedz: a«44,85 dcm; 0«32,18 dcm; C= 65°45',
Wypadek Il. Rozwigza¢ trojkat, majac dwa jego boki i kat,
zawarty miedzy nimi (rys. 62).

C

Rozwigzanie:
Dane: AB—c; AC=b; -$C4= a
Znalez¢: CB—a; «¥B; *§C
Bok CB—a znajdziemy na mocy twierdzenia kosinuséw:
a2= 02-|-c2—2 6-c-cos d Stad
a= |b2- ¢2—2 bc-cos a
Aby obliczyé¢ (C B, zastosujemy twierdzenie sinusow:

sin I§ él'ﬁ""Stqd

sin B= Es!n_a., przy pomocy tablic znaj-
dziemy -.CB.
Wreszcie C znajdziemy z réwnania:
a+ "5+~ (7 = 180°% stad £ C= 180°—(a+ B).
Zastosowanie liczbowe: c¢c= 13,25 dcm; 6=?8,43 dcm; a=
= 43°52'.
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Obliczenie a.

b2= 8,43+8,43 ?t 71,06

c2= 13,25-13,25

163

(po zaokragleniu)

1756 (,, ” )

Ilg 2 bc-cos a= Ig 2-fig 6+ Ig c-flg cos a

Obliczenia gtéwne

Ig 2 Pt 0,3010
Ighb Pt! 0,9258
Igc «¢1,1222
Ig cos « «11,8580
Ig 2bcecos a Pt 2,2070
2070 — 1611

N Ig 26¢c-cos a py 161,6.
20c-cos a pt! 161,6.

Obliczenia pomocnicze
lg cos 43°50'P 11,8582 { _
P 2' Pt Zj

lg cos 43°52'?t 1,8580

a2pa 71,06+ 1756 —161,6= 71,06 246,66
= 85,06 + 175,6 — 161,6
apa V85,06 246,66 85,06
lg a="1g 85,06 ; lg 85,001 1,9294«
3.j M
lg 85,06 Pt 1,9297
lg a: 1,9297 10,9648
9647 — 9220
1 — 1
Nlg aPt9,221

a?t 9221 dcm

Obliczenie <£ B.

Ig sin B=1g 6+ Ig sin a+ clg a

Obliczenia gtéwne
g b 7t 0,9258
Ig sin a?tf,8408
clg a Pt 1,0352
lg sin B Pt1,8018
8004 —39° 10, ,
14— G-
5 Pt 39°19'
Obliczenie o C.
0?2t 180°—83°Il' = 96U9’
Odpowiedz |l d. 9,221 dcm;

Obliczenia pomocnicze
Ig 9,221 Pt 0,9648
clg 9,221 Pt 1,0352

lg sin43°50"; :1,8405\ |
P 2'5 3i
lg sin 43°52'Pt 1,8408

Obliczenie pomocnicze

43°52' -f 39°19'= 83° 11"

5 Pt39°19" (7Pt 96°49'.
11*
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Wypadek Ill. Rozwigzac trdjkat, majac trzy jego boki (rys. 63).
C

Rys. 63.

Rozwigzanie:
Dane: AB=c¢c; BC—a\ AC=b.
Znalezé: A; B\ ~ C
Stosujac twierdzenie kosinusdw wzgledem jednego z bokéw
trojkata, otrzymamy :
a2= b2-\-c2—2bc ecos A. Stad

obc +cos A —b2-f-e2— i cos A= D2 2?)?:_32 a przy pomocy
tablic znajdziemy = A
. . . o b
St t t d . .
osujac nastepnie twierdzenie sinusow sin A sin B
. ‘besin A
otrzymamy sin B - - y

a przy pomocy tablic znajdziemy °§; B.
Wreszcie kat C znajdziemy z réwnania
i+ MNE+ N(T7 = 180° stad A~ C = 180°- A+ " B).
Zastosowanie liczbowe: a= 9,4dcm ;b= 53dcm;c= 4,7dcm.

Obliczenie % A:
b2= 28,09; c2= 22,09; a2= 88,36.
b2+ ¢ 2= 50,18; 02+ c2—a2= — 38,18.
2 +b mc= 49,82
, - 38,18 3818
C0S A~ 49,82 — 4982
Poniewaz cos A ma warto$¢ ujemnag, a kat A jest katem trdj-
kata, wiec A jest katem rozwartym. Zatem istnieje taki kat
ostry x, ze $C A = 180° —x.
Stad: cos A — cos(180°—x), czyli cos A — —cosx. Poniewaz
. 3818 . 3818 3818
C0S A== 4982" WI"c - cosx= -4982 ¢tyb CS * = 4982
Ig cos x= Ig 3818-j-clg 4982.
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obliczenia gtéwne. obliczenia pomocnicze,
lg 381873,5818 lg 3810 3,58091 _
clg 4982 4,3026 P 8 & 9[+
lg cos x 11,8844 lg 3818 3,5818
8843 —40 lg 4980 3,6972 1 i
1- 1 P 2 2j
X«39»59", lg 4982 «;3,6974
Stad Aaj 180°—39°59'= 140° 1' clg 4982  4,3026
Obliczenie B.
Ig sin B=1g b-j-Ig sin A -j-clg a
obliczenia gtéwne, obliczenia pomocnicze,
lgy b & 0,7243 sin HOT = sin (180° — 39°59")
lg sinA fid 1,8080 —m sin_39°59'
clg a 1,0269 Ig sin 39°50" 11,8066 \
lg sinB  1,5592 P 9& 14(H
5576-21° 10" ! lg sin 39°59'»;1,8080
Te- 5 f lg 9,4}« 0,9731
<£B?t;21015'". clg 9,4 rj 1,0269
Obliczenie «$; C. obliczenia pomocnicze
C= 180°—161“16'= 18°44 140° |I'+ 21°15'= 161° 16

Odpowiedz: A & 140°1"; <£R?t;21°15"; <ECit; 18°44'.
Wypadek IV. Rozwigza¢ tréjkat, majac dwa jego boki i kat
przeciwlegly jednemu z nich (rys. 64).

C

Rozwigzanie:
Dane: AB=c¢; AC=b; <£B=1i.
Znalezé: CB; ™. NC.C.
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Z twierdzenia sinusébw mamy:
c b . Asin p
sin C sin p Stad sin C- b
przy pomocy tablic znajdziemy C
A znajdziemy zréwnania: A+ C+ p= 180° czyli A=
=180° — (p -f- C). Wreszcie stosujgc powtornie twierdzenie sinusow

CB b
sin A sin p
znaidziemy CB = Rs.’?nﬂ_pé

Powstaje pytanie, czy dla dowolnie dobranych c, b, p zada-
nie jest zawsze mozliwe i ile posiada rozwigzan?

Aby na postawione pytanie odpowiedzie¢, rozwazmy otrzy-
mang warto$¢ sin C:
. cesinp
sin C b
csinp

b

co, jak wiemy, jest niemozliwe. W tym wiec wypadku zadanie
nie miatoby rozwigzania. Uczacy sie wykaze, ze niezaleznie od
katow tréjkata, c-sinp wyraza wysoko$¢ danego trojkata wzgle-
dem boku CB. Wobec tego wysoko$¢ ta nie moze byé wiegksza
od boku b.

. .. CstnB . .
2°. Jezeli —-—= 1, wtedy sinC =1, zatem (7=90°. W takim

1°. Jezeli > 1, wtedy warto$¢ sin Cbytaby wieksza od 1,

razie trojkat jest trojkatem prostokatnym i kat p musi by¢ katem
ostrym. Gdyby wiec dany kat p byt katem rozwartym lub pro-
stym, zadanie nie miatoby rozwigzania.

3. Jezeli E'—@<Cl, to sinc<l. Wtedy tej wartosci sinC
odpowiadajg, jak wiemy, dwa katy: kat ostry Cx i kat rozwarty
C,= 180°—Cx (§ 96).

Jezeli zatem c<ib, to i Ci<CP, a wtedy niezaleznie od
wielkosci kata p, kat C musi by¢ ostry, tzn. moze przyjaé tylko
warto$§¢ C+ Zadanie posiada wiec tylko 1 rozwigzanie.

Jezeli c—b, to i <AC=p. Zatem p i -$iC muszg by¢ katami
ostrymi, tzn., ze w tym wypadku zadanie ma tylko 1 rozwigza-
nie (trojkat rownoramienny). Gdyby p byt katem rozwartym lub
prostym, zadanie nie miatoby rozwigzan.
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Jezeli ¢>6, to i -"COP. Zatem B musi by¢ katem ostrym,
a wtedy kat C moze by¢ katem ostrym, lub rozwartym, tzn.
moze przyjaé wartos¢ C' i wartos¢ C2. W tym wiec wypadku
zadanie bedzie miatlo dwa rozwigzania.

Zestawienie otrzymanych wynikéw podaje ponizsza tabela:
C * sinP>6 rozwigzan nie ma

P> | L
P rozwigzan nie ma
cesinp=b p= 90 )

P< o° 1 rozwigzanie (A prostokatny)
c<b 1 rozwigzanie

P> 90 | o
$ rozwigzan nie ma

c=b p = %o \]
c « sinp<n P< 9u 1 rozwigzanie (A rownoramienny)

p> 90" i .
& rozwigzan nie ma
b P=90° )

P< 90’ 2 rozwigzania

Uczacy sie stwierdzi stuszno$¢ otrzymanych wynikéow droga
wykonania odpowiednich konstrukcji geometrycznych.

§ 122. Cztery zadania, rozwigzane w § poprzednim, stanowig,
jak zaznaczyliSmy w tym §, podstawowe wypadki rozwigzywania
tréjkatow dowolnych. Do tych czterech wypadkéw podstawowych
sprowadzamy rozwigzywanie takich zadan, w ktérych figury
w nich wystepujgce mozna podzieli¢ na trojkaty.

Zadanie. Podstawg ostrostupa o wierzchotku S jest trojkat
ABC, w ktorym dany jest bok AB=¢, ¢(CA—a, "EB=9%. Kra-
wedZ boczna jest nachylona do ptaszczyzny podstawy pod ka-
tem f, a spodek wysoko$ci ostrostupa jest Srodkiem okregu kota opi-
sanego na trdjkacie podstawy (rys. 65). Znalez¢ objetos$¢ ostrostupa.

Rozwigzanie:

Dane: BA —c; i CAB-= a; <£ABC=3%.
AO = BO = CO.
SO +[ABC]; (ESAO = T
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Znalez¢: objetos¢ (F) ostrostupa.

gdzie B oznacza pole podstawy, h —wysokos$¢ ostrostupa.
Obliczenie B.
B —\ WAB *AC-sina (p. zadanie | § 118). AC obliczymy z'tréj-
kata ABC, stosujac twierdzenie sinusow:
AC _ AB
sinp sin<CC
Ale ~.C — 180°—(a+ P), wiec sin™ (7= sin (a—P). Stad
AC cesinp
sin (a+ P)
Podstawiajgc wartos¢ AC do wzoru na pole-podstawy, otrzy-

mamy
c2sinaesin P

B . ;
2 sin (a-j- p)
Obliczenie . Z trojkata prostokatnego SOA (20 = 90°) znaj-
dziemy h—SO = AO «tg vy.

OA, jako promien kota opisanego na A ABC, znajdziemy
przy pomocy twierdzenia sinusow:
AB c c-tg y
OA 2 sin C 2sin(a-|-p) Stﬁd h 2 sin(a-j- P)
Podstawiajgc wartosci fi i A do wzoru na objetos¢, otrzy-
mamy v_ c3 sing-sin petg r
12 sin2 (a+-P)
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Cwiczenia.
223. Rozwigzac trojkat ABC, majac
a) 45 = 8,32 ot NOA = 42°37 -£5 = 75°28
b) 4(7= 2,89 ot 45 = 351 ot «f£4 = 65°43"
c) AB = 32,8 dcm; 5(7=35,4 dcm; 4(7=41,9 dcm;
d) AB = 1538 m; 4(7=37 m; <£5= 43°28}
e) BC = 7,39 dcm; 3C5 = 34°12; <£4 = 102°51'
f) AC= 0549 m; -£4 = 132°5" Bt (7= 15°27"
g) AB= 4 m; 5(7=5 ot; 4(7=6 ot;
h) 5(7 — 12,3 dcm; 4(7=17,8 ¢cot; <£4 = 28°52'
224. Obliczy¢ pole trojkata, majagc bok c i dwa Kkaty

niego przylegte. Wykonac obliczenia dla c= 831 dcm; a= 42°36"
P= 75°17.

225. Rozwigzac¢ trojkat, majac promien 5 okregu kota opisa-
nego i dwa katy tréjkata a i p Wykonac obliczenia dla5 = 3,943 ot;
a= 51°8; p= 68°33.

226. Rozwigza¢ trojkat, majac dwa jego katy a i pi wyso-
kos¢ h wzgledem jednego z bokdw. Wykonaé obliczenia dla
A= 22,51 dcm-, a= 63°24°; p= 71°51".

227. Obliczy¢ promien okregu kota wpisanego w tréjkat ABC,
w ktorym dane sg: 45 = ¢; -£4 = a; -£5 = p. Wykonac oblicze-
nia dla c= 7 dcm ; a=-59°36"; p= 73°24'.

Wskazéwka: zastosowaé wzOr: fo= 3/’8%%3&[7
0

228. Obliczy¢ pole rownotegtoboku 45(75, w ktérym bok
AB —a tworzy z przekatng 4(7 kat a, a z przekagtng 55 — kat p.
Wykona¢ obliczenia dla a— 9 cm-, a= 48°15"; p= 76°3-

229. Na punkt materialny dziataja dwie sity: p==15 kg
i g= 18 kg, tworzac ze sobg kat 71°18'. Obliczy¢ wielko$¢ sity
wypadkowej.

230. Na punkt materialny dziatajg dwie sity: p —13 kg i g.
Wypadkowa tych sit 5 = 21 kg tworzy z sitg p kat 35°33". Obli-
czy¢ wielkos$¢ sity q.

231. Obliczy¢ boki tréjkata, majac jego pole s i dwa katy:
a i p. Wykonac¢ obliczenia dla s= 54 dcm2; a= 38°5'; P= 79°13"

232. Obliczy¢ pole réwnotegtoboku 45(75, w ktérym dane sa:
45= a kat 545 = a i przekatna 55 = Z Wykona¢ obliczenia dla
a= 8,7 dcm; a= 53°49; Z= 9,15 dcm.
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233. Obliczy¢ objeto$¢ trojkatnego foremnego ostrostupa, kto-
rego bok podstawy jest rowny a i krawedzZ boczna jest nachylona
do ptaszczyzny podstawy pod katem a.

Zastosowanie liczbowe: a— 41,55 m ; a= 49°58'.

234. Podstawg ostrostupa jest trojkat réwnoramienny, w kto-
rym ramie jest rdwne b i kat przy podstawie a. Krawedzie boczne
sg sobie rowne i kazda z nich jest nachylona do plaszczyzny
podstawy ostrostupa pod katem [3 Obliczy¢ objeto$¢ ostrostupa.

Zastosowanie liczbowe: ¢ —2,008 m; a= 75°23"; 3= 44°4".

235. Podstawami prostego graniastostupa sa tréjkaty ABC
i ABBIC1, w ktérych AB= AIBBl1=c; BC BiCl—a i (£ABC=
= -"AIBI1Cl=a. Przekatna A"C sciany bocznej ACCIA1ma dtugosc
rowng Va2-f c2 Obliczy¢ objeto$¢ prostopadtoscianu.

Zastosowanie liczbowe: a= 4,009 m; c= 7,521 m; a= 77°21'.

236. Podstawg prostego graniastostupa jest réwnolegtobok,
ktérego bok = a tworzy z jedng przekatng rownolegtoboku kat a,
a z druga przekatng — kat B Odcinek, tgczacy wierzchotek kata
rozwartego gdrnej podstawy z punktem przeciecia sie przekatnych
dolnej podstawy, ma diugos$¢ a i jest nachylony do ptaszczyzny
podstawy pod katem 3 ZnaleZz¢ objeto$¢ graniastostupa.

Zastosowanie liczbowe: a= 8,051 m ; a= 35°45"; p=68°42".

Czes$¢ IV. Funkcje trygonometryczne sumy katow.

123. Zajmiemy sie obecnie jednym z najwazniejszych za-
gadnieA trygonometrii: majagc funkcje trygonometryczne katéow a
i [3 obliczy¢ funkcje trygonometryczne kata a-[-j3.

Niechaj AOB —a i -$:BOC= $ (rys. 66) oznaczajg dwa katy
ostre. W takim razie -¢£AOC— a-j- @ Na ramieniu OC kata a3
obierzmy dowolny punkt D i poprowadzmy:
DE1 OA; DF]_OB; FG1 OA; FK1 DE.

Z trojkata prostokagtnego ODE mamy: DE— OD-sin (a-|-i3)
i OE ODe<cos(a-]-[3 Ale DE=DKA-KE i OE= OG —EG.

Poniewaz KE=FG i EG= KF, wiec

0Z)-sin (a-fp) = Z>AT+ZG ®

OD-cos (a-fp)= OG—KF (b)
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Rys. 66.

Z trojkata prostokgtnego DKF, w ktérym K= 90ui D—
—a (gdyz ramiona kata ostrego KDF sg odpowiednio prosto-
padte do ramion kata ostrego AOB) mamy:

DK—DF-cos a i KF= DF-sin a.
Z trojkata prostokatnego OFG (-$;(? —90°) mamy:
FG=0OF-sin ai OG=0F-cos a,
a z trojkata prostokgtnego OZtF (i~t+O O otrzymujemy:
DF=0D-sin Bi OF=0D-cos p
Zatem
DK=0OD sin [3cosa; KF= OD sin 3sin a
FG=0D cos [3sina; OG= OD cos j3cos a
Podstawiajgc te wartosci w rownosci (a) i (6) otrzymamy
OD-sin (a—P)= ODesin j3cos a-|- ODecos @sin a,
OD-cos (a-j- 9= ODmos [3cosa— ODesin j?sina.
Dzielgc obie strony kazdej z otrzymanych réwnos$ci przez OD,
otrzymamy:
sin («x——p) = sinp cosa-)-cosp sin a
cos (a-|-[3= cos@cosa—sinBsina,
albo, stosujac prawo przemiennos$ci sumy i iloczynu:
sin (a-j-id= sin« cosp-j-cosa sin @
QB (a-j- P)= cosa QOBP—Sina sin (Vi
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8§ 124. Wzory (VII) wyprowadzone zostaty w zatozeniu, ze
katy a i Bsa ostre i ze suma ich jest mniejsza od 90° (p. rys. 66).
Wykazemy obecnie, ze wzory te sg stuszne dla dowolnych katow.

a) Zatozmy, ze * i P sg katami ostrymi, ale ze ich suma jest
wieksza od 90°. Rozwazmy ich katy dopetnienia: x= 90°—aiy —
= 90°—[3 Stad a= 90°—x i B= 90°—y. W takim razie

sin (a-j- @= sin (90° —x -f- 90° —y) — sin [180° — (X -j- i/)].

cos (a-j- d= cos (90° —x -f-90°—y) = cos [180° — (x -f y)].

Ale jak wiemy z § 100:
sin [180°—(x  y)\ —sin (x -f-y) i cos [180°— (X + i/)l ——co0s (x+ y).

Zatem

sin(a-|-[3) = sin(x-f-i/) i cos (a-j-fiyj= —cos (x ).

Katy x iy, jako katy dopetnienia katéw ostrych a i B sg
katami ostrymi, a ich suma jest mniejsza od 90°, gdyz, wedlug
zatozenia, a-|~f3>90Q Zatem wzory (VII) sa stuszne dla katéw

x iy, czyli
sin (a -f- = sin (x + jj) —sinxcosy +'cos xsiny
i cos (a-j-id= —cos (x-(-y) = —(cosx cosy — sin xsiny) =

= sin X sin y —C0S X COS .
Podstawmy na miejsce x i y ich wartosci: x= 90°—a;
y ==90"— @ Otrzymamy:
sin(a+ P)—sinxcosy -)-cos x siny = sin (90° —a) cos (90° —13 +
-f- cos (90° —a) sin (90° —f3= cos a sin B-j- sinacos @
i cos (*+ 1= sinxsiny —cosxcosy—sin (90u—a) sin (90°—[3 —
—0s (90° —a) cos (901— i3 = cos acos 3—sin asin B
Widzimy wiec, ze wzory (VII) sg stuszne dla dwoch katow
ostrych, ktérych suma jest wieksza od 90° tzn. dla dwoch do-
wolnych katdw ostrych.
b) Zat6zmy dalej, ze jeden z katdw, np. a jest rozwarty,
a drugi Bostry. Niechaj wiec a= 90°-]-z, gdzie z oznacza kat
ostry. Stad z —a—90°. W takim razie
sin (a-f p)=sin (90°-j-z + 8= sin[90°-f- (z -j- £)]
i cos («-J-@= cos (90°-|- z -f-@B= cos [90°+ (z + 3]
Ale jak wiemy z § 104:
sin[90°+ (z+ @)= cos(z+ i3 i cos[90°+ (z+ = —sin(z+ D
Zatem
sin (a-j- 8= cos(z-f-@ i cos(a-j-p =+ —sin(z-f B
Ale wzory (VII) sg stuszne dla katow ostrych z i i3 tzn., ze
sin («-f- @ = cos (z-|- 9= cosz cos @—sinz sin B
i cos (a-—P)= —sin (z-f-[9= —(sin z cos B-)- cos z sin J.
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Podstawmy na miejsce z jej warto$¢ z= a —90°. Otrzymamy
sin (@a+ P)= cos (a—90°) cos P—sin (a—90°) sinp

i cos (a-)-p)= —[sin (a—90°) cos p+ cos (a—90°) sinp.
Ale jak wiemy (88 83 i 99):
sin (a —90°) = —sin (90°—a)= —cos a

i cos (a—90°) = cos (90°—a) = sina. Zatem
sin (ot—4p) = sinacosp— (—cosasinp)= sinacosp-j-cosasinp
i cos(a-|~P)= — (— cosacosP-j- sinasinP) = cosacosP—sinasinp.
Widzimy wiec, ze i w tym wypadku wzory (VII) sg stuszne.
c) Rozumujgc podobnie w wypadkach, gdy katy a i p sg roz-
warte tzn. gdy a= 90°-|-jo; p==90°—++# albo gdy a i p sga katami
wiekszymi od 180°, tzn. gdy a= 180°-|-s; p= 180°—i lub
a= 360°—w, p= 360°— v gdzie p, r, s, t, w, v sg kgtami ostrymi,
mozna wykazaé¢, w oparciu o wzory redukcyjne, ze wzory (VII)
sg stuszne dla dwoch dowolnych katdw dodatnich.
d) Zatézmy, ze a i P sg katami ujemnymi. Niechaj a= —Xx;
P==—1y, gdzie X iy oznaczajg katy dodatnie. Mamy
sin(a-fP)= sin[—x+ (—y)\=sin(—x—y)= sin[—x+ y)] =
= ~sin(x -fy)
cos(a+ P)= cos[—x-j-(—Vy)]= cos(—x—y)= cos[—(x+ y)]=
= cos(x + jr).
Poniewaz x i y sa katami dodatnimi, wiec dla tych katow
wzory (VII) sg stuszne. Zatem
sin (a-)-P)= —sin (x-f y) = —sinxcosy —cos x siny =
sin (—x) cos (—y) + cos (—Xx) sin (—y) — sinacos P+ cosasinp.
cos (& +P) =cos(x -(-y) = cosxcosy —sinx siny —
= ¢0S (—Xx) cos (—y) —sin (—x) sin (—y) = cosa cosp—sinasinp
zgodnie ze wzorami (I) § 83.
Jak widzimy wzory (VII) sg wiec stuszne i dla katdw ujemnych.§

§ 125. Podstawmy we wzorach (VII) P= —¥ Otrzymamy
sin (a-j-P)= sin [a-(- (—y)] = sin(a—wp =
sin acos (—y) -f-cosasin (—y)= sinacosy—cosasiny.
oS (a-f-p)= COS[a-j- (—y)]= COS(a—y)=
= cosacos (—y)—sinasin (—y)= cosacosy+ sinasiny.
Mamy wiec nastepujgce wzory:
sin (a—y)= sinacosy—cosasin Yl

Q0S(a—y)= O0SaCOSY+ Sinasin Y1 (Vi)
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§ 126. Poniewaz
sin(a+ P) . _sin (a —ji
g (*+ P= cosafp | 9P cos((a—JP))’
zatem
sinacos P+ eosasinp
t9(a+ P)Z o5, aosp—sin asin p
sinaeos p—eos asinP
t9(* —%9  cosacosP+ sinasinP
Dzielgc liczniki i mianowniki otrzymanych wyrazen utamko-
wych przez cos acos P otrzymamy:
sina CoSp .cosa sSinP
cosa coSp” cosa cosp
tg (a+ P)= sina sin p
cosa cosP
sina cosP cosa sini
cosa cosP cosa cosi

tg(a—P)= sina sini
cosa COSl
czyli . P
gat g
tg(a+ P 1—tgatgl
g@ *— tga—tg P (IX)
1+ tgatg P

Uwaga. Sposob, przy pomocy ktérego obliczyliSmy,
tg (a -f- P)itg (a— P)mozna stosowac tylko w tym wypadku,
gdy cosa i cos Pnie sg rOGwne zeru, tzn. gdy a=jZ900+n*180°
i p4=90°-}ne180°, gdyz dla a= 90°—+=z*180° i P=
= 90°—4-1SOQ cosa= 0 i cosP= 0, a dzielenie przez
zero nie jest dziataniem okreSlonym. Dla tych war-
tosci a i P mozna obliczy¢ tg@-{-P) i tg(a—p) przy
pomocy wzordéw redukcyjnych. Jezeli np. a= 270°, wow-
czastg (a+ P)=tg (180°+ 90°-j- P)= tg [180°+ (90°+ P)] =
= tg (90°-f-P)= —ctg P

Cwiczenia.
237. Obliczy¢ przy pomocy wzorow (VII), (VIHI) i (IX) funkcje
trygonometryczne katéw 75°, 15°.
Wskazéwka: 75°= 45°-f- 30°.
238. Obliczy¢ funkcje trygonometryczne katéw a-j-(3 i a— B
wiedzac, ze sin a= f, cos P= w zalozeniu, ze a i p sg katami
ostrymi.
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239. Wyprowadzi¢ wzory, wyrazajace
ctg (a-f i3 i ctg (a—p)
w zaleznos$ci od ctga i ctg |3
240. Sprowadzi¢ do prostszej postaci wyrazenia:
a) sin(a-(-60°)+ sin(a —60°); b) sin (a-f- 60°) — sin (a —60°);
c) sin(a-)-30°) sin(a —30°); d) sin (a-f- 30°) —sin (a — 30°);
e) cos (a —30°)-j- cos (a-f-30°); t)cos(a — 30°) —cos (a-}-30°);.
g) tg (a-f 60°)+ tg (a —60°); h) tg (a-j-60°) —tg (a — 60°).
241. Wykazaé, ze nastepujgce réwnosci sg tozsamosciami:
a) cos@ cos(120°+ ?)+ cos (120°—i3 = O;
b) sin 3-)-sin (120°—4P)—sin (120°— 0= 0;
sin (a ++p) fsin (a — B)
€) cos (a 4—p) —€0s (a— £0
sin(a @—sin(a—H ]
) cos (a— Y —-cos (a-j- B ctg &
e) cos (a-|- Bcos (a— id= cos2B—sin2a;
f) sin (a-f- 3sin (a—id= sin2a —sin23
g) sin (a-4 p)sin @—a) = cos2a —cos2P;
h) tg (45°-j- a) stg (45°—a) = 1,
i) cos(a P)sin(a— P)= sinacosa—sinPcosP.

tg a;

Funkcje trygonometryczne kata podwojonego i potdwkowego.

§ 127. Jezeli we wzorach:
sin(a-|- P)= sinacos P-j- cosasinP
cos (a—{P)=cosacosP—sinasinP
Per P Lo

zatlozymy, ze a= pj wéwczas otrzymamy:
sin (a-)-*)==sinacosa-j- cosasina
cos (a a)= cosacosa—sinasina
fga+ tga

tg (@4-a) 1 tga-tga

czyli

sin 2a- 2sinacosa j

cos2a: =cos2a—sin2a l

210 a (X)

92a= 1 4474
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8
Poniewaz kat @jest katem podwojonym wzgledem kata -- (tak,

jak kat 2a wzgledem kata a), zatem, zakladajgc, ze a=w, mozna
wzory (X) napisaé w postaci
sin 2 sin ®cos #
cosi  cos sin‘l
(X
2 tg

tg i
1 tg22

§ 128. Poniewaz sin-—j-co0s2-z = 1, zatem wzory

. . P . p
sinP = 2sin - cosf‘J I COSP = c0s22 _ 5|n2’P
mozna napisaé w postaci

2 sin -cos” c0s2 sin2K
i cosl
p .
sin2 + cos2g sm2’Q+ coszg

Jezeli licznik i mianownik otrzymanych wyrazen utamkowych

podzielimy przez cosZp wdwczas otrzymamy:

sinP = 22
I+ 1)
P (XI)
1- tg-
COS i p
I+tg 2]

Zauwazmy, ze ostatni ze wzoréw (X') oraz wzory (XI) wyrg—

zajg funkcje trygonometryczne kata P w zaleznosci tylko od tg”,-8

§ 129. W § 128 wyprowadziliSmy wzory, wyrazajagce funkcje
trygonometryczne kata p w zaleznoS$ci do funkcji trygonometrycz-
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nych kata (érjr— Rozwigzemy obecnie zagadnienie odwrotne: wyra-

zimy funkcje trygonometryczne kata éJ'_W zalezno$ci od funkcji

trygonometrycznych kata P.

. P
Ze wzoru cos- + sin2- =1
otrzymujemy cos- = l-sm>|
albo sin- =1 cosm»
. wey P .
Wobec tego wz6r cos P = cos'"2 sin-

mozna napisa¢ w dwodch postaciach:

cosP = 1—sin2 sin-

albo COSP = coszér— 1-j- cos2
Stad cosP= 1—2sin2°

8
albo cos P—2 cosZE— 1

Z pierwszej réwnosci otrzymujemy :

p
2 sin22= 1 cos

a z drugiej 2c0s2‘ = cosP
Stad m2= +711It cos P
cos P
0s2= + V1 (X11)
Zatem cos
t9 + cos P

W zaleznos$ci od c¢wiartki, w ktérej znajduje sie kat P bie-
rzemy otrzymane pierwiastki kwadratowe ze znakiem -|- lub —.

Wozory (XIl) posiadajg duze znaczenie w trygonometrii. Po-
stugujac sie nimi, moglibysmy utozy¢ tablice przyblizonych war-
-Matematyka I. lic. 12
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tosei funkcji trygonometrycznych. Ten sposéb obliczania zilustru-
jemy na przykfadzie nastepujacym :

Wiemy, ze sin 30° = i cos 30°="-

©,,..y. H-. yal.

Obliczajgc otrzymane wyrazenia z doktadnoscia np. do czte-
rech miejsc dziesietnych, otrzymalibysmy
sin 15° 0,2588 i cos 15° 0,9659.

Zatem

*39 sin 7 i y-————l—-- 20% 1c0s 710~ fH2 AL
Po wykonaniu rachunkéw otrzymalibySmy
sin 7 £° 0,1305 i cos 7 0,9914.

Postepujac podobnie w dalszym ciagu, otrzymalibysmy przy-
blizone wartosci sinusa i kosinusa katow takich, jak 3|°, 1
~|° itd., inaczej mowigc — wartosci sinusa i kosinusa bardzo ma-

tych katéw. Stosujgc do tych bardzo matych katébw wzory, wyra-
zajace funkcje trygonometryczne sumy tych katéw, utozyliby$Smy
wiasnie tablice przyblizonych wartosci funkcji trygonometrycz-
nych.

W podobny sposéb Joachim Rhoeticus (czytaj Retikus), przy-
jaciel i uczen Kopernika, profesor Akademii Krakowskiej, obliczat
w wieku XVI w przeciggu kilkunastu lat przy pomocy licznych
rachmistrzow wartosci przyblizone funkcji trygonometrycznych.
Pozniejszy rozwoj matematyki uwolnit nas od tak zmudnej pracy.
Dzieki niemu bowiem zdobyto nowe metody, nie wymagajgce tak
ucigzliwych rachunkéw, o ktorych wspominaliSmy wyzej.

Cwiczenia.

242. Wiedzac, ze sina= 8§ i ze a jest kagtem ostrym, obliczy¢

sin2a, cos2a, tg2a i ctg2a.

243. Wiedzac, ze cosa= —A i ze a jest katem rozwartym,
obliczy¢ funkcje trygonometryczne kata 2a

244. Wykazaé, ze

a) sin3a= 3sina — 4sin3a;
b) cos3a= 4cos3a—3cos 3,

Wskazéwka. 3a= 2a-|-a.
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245, Wykaza¢, ze nastepujace rownosci sg tozsamos$ciami:
sin2a ) sin2a

—H(Tir* . .
D1+ cos2a Oy b) 1 _os2a OB
l—cos2a . . - sina4-sin2a tg2a;
©) 1-}-cos2a 19 & & 14“008a cos2a ’
g)tga+ Ctga= sin 2a f) tg(45°-f-a) —tg(45° —a)=2tg2a;
i |
sin 2 Pcos! ssin i tg? cos 27?.

9) 1-]-cos2E h) tg2P—tg E

246. Opierajac sie na .Cwiczeniu 239, wyrazi¢ ctg2a w zalez-
nosci od ctga.

247. Wykaza€, ze nastepujgce réwnosci sa tozsamosciami:
a) ctga—tga—2ctg2a; b) sin2a(ctg2a-)-tga)= 1.

248. Obliczy¢ bez pomocy tablic funkcje trygonometryczne
katow:
a) 22°30'; b) 67°30".

249. Wiedzac, ze sina = fl\(/)—si ze a jest katem ostrym, obli-

czy¢ funkcje trygonometryczne kata —e

250. Wiedzac, ze tg P= —« i ze ? jest katem rozwartym, obli-

czy¢ funkcje trygonometryczne kata jl

251. Wykazaé, ze nastepujgce rownosci sg tozsamos$ciami:
l1— cosa . a v 1-j-COSa a
a) * sina b) " Sina ==ctg9;

c) (1—-cosa)-2c0s22 = sin2a; d) (1-f-cosa).2sin2” = sin2a;

sin2a cos a a

€) 1.f.0082a 1-)-cosa=tS2:
cosE a
b-sm 5 s a

a . @ 1+ sin a
cos2 + sin 2
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Wskazowka: licznik i mianownik lewej strony réwnosci po-

mnozy¢ przez COS/L\t'j' sin

cos é sin

g) a .a
cos™ + sm”

2 1—sina
cos a

Wskazowka: licznik i mianownik lewej strony réwnosci po-

4.4 . a
mnozy¢ przez cos%. —sin e

Sumy i réznice funkcji trygonometrycznych.

8 130. Jezeli znane z 8§ 123 i 125 réwnosci:
sin (a {P) = sina cos P-f-cosasinP
i sin (a— P)= sinacosP—cosasinP
dodamy i odejmiemy stronami, wowczas otrzymamy po redukcji
sin (a-j-P)-)-sin(a— P)= 2sinacosP
i sin (a-j- P) —sin (a—P)= 2cosasinP.

Oznaczmy:
a-l-P= A; a—P= B.
W takim razie a — i P= '2 i otrzymane powyzej row-
nosci przyjma postac:
sin A-f-sin B= 2 sin B cos A B
R (X11).
sin A—sinB= 2 cos éBSiJlAZBI

tzn. Suma sinuséw dwoéch katdw réwna sie podwojonemu ilo-
czynowi sinusa potowy sumy tych katéow przez kosinus potowy
ich roéznicy.

Roznica sinuséw dwdch katéw rowna sie podwojonemu
iloczynowi kosinusa potowy sumy tych katéw przez sinus po-
towy ich roéznicy.

Podobnie, dodajac i odejmujac stronami réwnosci

cos (a—)P)= cosacosP—sinasinP
i cos (a— P)= cosacosP-f-sinasinP
otrzymamy po redukcji
cos (ot——P)-j—€0Ss(a— P)= 2cosacosP
| cos (a-j-P)—cos(a—P)— —2sinasinP.
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Podstawiajac, jak poprzednio: a.-\-?—A i a—P= B, otrzy-
mane wyniki mozna napisaé w postaci:

A-15 |

cCosA cosB= 2cos—~— cos

cos R—cos B -—35|nAJ: B AéB ]! XIV>

*

Suma kosinuséw dwodch katéw réwna sie podwojonemu iloczy-
nowi kosinusa potowy sumy tych katéw przez kosinus potowy
ich réznicy.

Réznica kosinus6w dwdch katéw rdéwna sie przeciwnej
wartosci podwojonego iloczynu sinusa potowy sumy tych Kka-
tow przez sinus potowy ich réznicy.

Postugujac sie wzorami (XII) i (XIV), mozemy sumom irdz-
nicom sinus6w i kosinusdw nadawac¢ posta¢ jednomianéw. Prze-
ksztatcenie takie utatwia czesto stosowanie rachunku logaryt-
micznego przy obliczaniu wartosci liczbowych wyrazen, zawiera-
jacych sumy irdéznice, do ktérych rachunek logarytmiczny nie na-
daje sie (p. uwaga § 23).

Przyktad. Przedstawi¢ w postaci jednomianu wyrazenie:

3 —4sin2a

Wytgczmy 4 przed nawias. Otrzymamy

3—4sin2a= 4/~|—sin2aj. Ale J = (~r) - a Ja® wiemy

V3 .
—"U= sin 60°, zatem

3 —4sin2a= 4(sin260° —sin2a) = 4 (sin 60° -j- sin a) (sin 60°—sin a)
Stosujagc wzory (XIII) otrzymamy
g 0 60°+ a 60» —a 60°+ a . 60°—a
—4sm a= 4*2'sin "— cos-—"------ 2c0S—"N— sin— 2
Otrzymany wynik ma posta¢ jednomianu. Mozemy jednak
sprowadzi¢ go do jeszcze prostszej postaci, jezeli zauwazymy, ze

2 sin cos"é/" = sin (60»+ a)

. 60°— °— .
2 81N ----=--- 2 cos 60 2 sin (60° — a),
2 2
zgodnie ze wzorami (X). Zatem ostatecznie

3 —4sin2a= 4sin (60°-f-a).sin (60" —a).
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Cwiczenia.

252. Wyprowadzi¢ wzory, wyrazajace:
a) tga-ftg?; b) tga— tgP; c) ctga-f-ctgP;
d) ctga— ctgP.
Wskazowka. Zastosowaé podstawowe zalezno$ci miedzy sinu-
sem i kosinusem kata a tangensem i kotangensem tegoz kata.

253. Obliczy¢ bez pomocy tablic warto$¢ wyrazenia:
a) sin 75°-f-sin 15°;  b) sin 75°—sin 15°
c) cos 75°-j-cos 15° d) cos 75°— cos 15°.

254. Wykazaé, ze

a) 1+ cosA—2cos2™-: b) 1—cosA= 2sin2" ;

c) 1-j-sinvi= 2sin2(45°+ —")id)I—|—5inv4—20052(45°—<§

d) sina-(-cosa= V2cos (a—45°);
e) sina—cosa="2 sin (a—45°).
255. Przedstawi¢ w prostszej postaci wyrazenia:
sin5a-f-sin3a. . sin7a-j-sin5a,
a) sin 5a,—sin3a }cos7a-j-cos5a*
cos8a— cos 6a. COs9a -|-cos 3a

©) singa—sin6a’ D cos 3a—cos9a
256. Przedstawi¢ w postaci najprostszego jednomianu wyra
zenia:
a) 1+ 2cosvl; b) 1+tgfl;
c) 1-tgtf; d) V2-j-2 sinP;
e) V3-j-2cosP; f) V3+ tga;
g) V3—3tgP h) V3+ Ctga;
i) 1—4sin2a; k) 1— 3tg2a.

257. Wykazaé, ze nastepujgce roéwnosci sg tozsamosciami:

a) 2sina-f-sin2a= 4sina 00522 ,
b) 1-]-2cosa cos2a= 4cosacos

. sina-(-sin?_, «-}P.
cosa-j-cos? N 2
sina —sinP__. a—P.
cosa-f-cosP " 2
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X v @1~ o111u 2 -
2sina-j-sin2a N 2’

. . . . . . at+ P
f) sin2asin P+ sinasin2”=4 sin asin Pcos cos

Rownania trygonometryczne.

§ 131. Jezeli réwno$¢, zachodzgca miedzy dwoma wyraze-
niami, z ktorych jedno przynajmniej zawiera funkcje trygonome-
tryczne kata (lub katdéw), jest stuszna tylko dla niektérych war-
tosci tego kata (lub katéw), wdwczas rownos$¢ ta nazywa sie
réwnaniem trygonometrycznym.

Przyktad I. Rozwigza¢ rdwnanie:

sinx -f- cos3x -f-1=0.

W rownaniu tym wystepujg dwie funkcje trygonometryczne
tego samego kata x. Ze wzoru sin2x ;.- cos2x = 1 otrzymamy

cos2x = 1—sin2x.

Podstawiajgc otrzymang wartos¢ cos2x do réwnania danego,
mamy sinx.:-1—sin2x +1 = 0, albo sin2x —sinx—2= 0.

OtrzymaliSmy réwnanie kwadratowe z jedng niewiadoma
sin X. Rozwigzujac to rownanie otrzymamy:

sinjx= — 1, sin2x = 2.

Pierwiastkiem gtdwnym (8 106) réwnania sinlx= —1 jest
x1=270°, wszystkie za$ katy, spetniajgce to réwnanie, wyrazone
sg wzorem:

x1= /7-360°-f 270°.

Rdéwnanie sin2x = 2 pierwiastka gtdwnego nie posiada, gdyz

nie ma takiego kata, ktdérego sinus bytby réwny 2.

Przyktad IlI. Rozwigzaé réwnanie:
sin x -f-cos 2x= 0.

W rownaniu tym wystepuja dwa katy: x i 2x. Ale cos2x =
= c0s2x —sin2x, zatem roéwnanie dane mozna napisa¢ w postaci:
sin x -)-cos2x —sin2x = 0.

W réwnaniu tym wystepujg dwie funkcje trygonometryczne,
ale tego samego kata. Postepujac jak w przykiladzie 1, otrzy-
mamy réwnanie kwadratowe wzgledem jednej niewiadomej sin x:

2sin2x —sinx—1= 0.

Stad po rozwigzaniu:

sinlx = —\ i sin2x= |,
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Poniewaz pierwiastkiem gtéwnym roéwnania sinlx= —\ jest
x1=210°, a rownania sio2x= | jest x2= 90°, zatem wszystkie
katy, spetniajgce dane réwnanie, wyrazone sg wzorami:

Xx= [2+360°+ 210°

X\ = n«360°+180° —210° czyli X\ = n- 360°—30° oraz
X2= n +360°+ 90°

X\ = n «360°-j- 180°—90" czyli réwniez X2= n «360°+ 90°.

§ 132. Jak zatem widzimy, rozwigzujac rownania trygonome-
tryczne staramy sie doprowadzi¢ je do réownan, w ktérych wy-
stepuje tylko jedna funkcja trygonometryczna jednego tylko
kata, tzn. doprowadzi¢ do réwnania algebraicznego z jedng nie-
wiadoma.

Cwiczenia.

258. Rozwigza¢ réwnania:
a) 3sinx = 2co0s2x; b) 3sin2x= cos2x,
c) 2co0s2x-j-3sinx —3= 0; d) 2sin2x-j-3cosx—3=
e) tg* —2ctgx= 1 f) tg*-fctgx = Joi;
g) tg2x =3tg x ; h) sin2x —cosx = 0;
i) COS2X —2sin2x= 0; K) 2sin2x+ 3cos2x= 2;
1) cos2x -|-cosx = 0; m) sinx etgx = 1.

Cze$¢ V. Zastosowania trygonometrii do miernictwa.

8§ 133. Duze zastosowanie znajduje trygonometria w miernictwie,
ktérego zadaniem jest sporzgdzanie planéw i map geograficznych.
Jezelwnp. chcemy zdjg¢ plan pewnego obszaru, ograniczonego
punktami A, B, C, D, E (rys. 67), winniSmy wykresli¢ wielokat
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ABCDE i wewnatrz niego umiesci¢ wszystkie zgdane obiekty geo-
graficzne (np. wsie, miasta, mosty, lasy itp.) oraz wskaza¢ wzgledna
wysokos$¢ przedmiotow (np. wzgdrza lub goéry), znajdujgcych sie
w badanym obszarze. Aby zas wykresli¢ ten wielokagt musimy
zna¢ jego katy i diugosci jego bokdéw. Bezposrednie mierzenie
dtugosci tych bokéw, tzn. odlegtosci dwdch punktéw geograficz-
nych jest przewaznie bardzo ucigzliwe ze wzgledu na trudnosci
terenowe (nieréwnosSci terenu, punkty niedostepne lub trudno
dostepne itp.). Dlatego tez staramy sie jak najmniej mierzy¢ od-
legtosci, a jak najwiecej katy, gdyz pomiar katow jest zagadnie-
niem dos¢ tatwym dzieki specjalnym przyrzadom mierniczym
(teodolit).

Oto pare tatwych zagadnien z dziedziny miernictwa, ktorych
rozwigzanie wymaga zastosowania trygonometrii.

Zadanie |. Wyznaczy¢ wzgledng wysoko$¢é przedmiotu, ktd-
rego podstawa jest dostepna i spoczywa na ptaszczyznie pozio-
mej (rys. 68).

Rys. 68

Obieramy na ptaszczyZnie podstawy przedmiotu punkt K w ten
spos6b, aby mdc zmierzy¢ odlegto$¢ AK. Nastepnie wyznaczamy
kat a, zawarty miedzy poziomem AK i kierunkiem widzenia KB
punktu B (kat ten nazywa sie katem widzenia punktu B). Ponie-
waz w trojkacie prostokagtnym AKB znamy przyprostokatng AK
i kat ostry AKB = a przeto

h= AK «tg a.

Zadanie Il. Wyznaczy¢ wzgledng wysoko$¢ przedmiotu, kto-
rego podstawa jest niedostepna i spoczywa na ptaszczyznie po-
ziomej (rys. 69).
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Na ptaszczyZnie podstawy obieramy punkty C i D w ten
sposob, aby mozna byto zmierzy¢ odlegto$¢ m miedzy nimi i aby
z punktow tych wida¢ byto wierzchotek B przedmiotu.

B

Wysoko$¢ h przedmiotu obliczymy z tréjkata ABC, jezeli znac
bedziemy BC i kat ACB. Mierzymy przy pomocy przyrzadow
kat ACB= 4 W takim razie

h —BC-sin a.

BC obliczymy z tréjkagta BCD, w ktérym znamy juz CD= m.
Mierzymy katy BCD—y i BDC=¥$ istosujac twierdzenie sinuséw
otrzymujemy z tréjkata BCD:

CD BC
sin [180°— (Y+ P)] sin P

= -f2 Nl
Stiq_Fl BC= gm783|/n ) wobec czegé)
m sin a sin P
sin (y+ P)
Zadanie |Ill. Obliczy¢ odlegto$¢ miedzy dwoma punktami

niedostepnymi (rys. 70), lezagcymi na plaszczyznie poziomej.

Na ptaszczyznie poziomej, na ktdrej znajdujg sie punkty A
i B, obieramy dwa punkty C i D w ten spos6b, aby mozna byto
zmierzy¢ odlegto$¢ CD i aby z punktéw tych widoczne byty
punkty A i B.

Ztréjkata ABD, w ktérym zmierzymy kat ADB — o, obliczymy
przy pomocy twierdzenia kosinuséw AB:

AB'i= ADi+ DBJ—2 AD-DB-cos a
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C
Rys. 70

Bok AD obliczymy przy pomocy twierdzenia sinuséw z troj-
kata ACD, w ktorym znamy bok CD= m i w ktérym zmierzymy
katy ACD= P i ADC=t.

Bok DB obliczymy rowniez przy pomocy twierdzenia sinusow
ztréjkata BCD, w ktdrym znamy bok CD= m i kat BDC= a-j-y
i w ktérym zmierzymy kat BCD= S

Zadanie IV. (Zagadnienie PothenoPa). Znajac wzajemne poto-
zenie trzech punktéw A, B, C (tzn. znajac AB—a, BC—b i kat
ABC— a), wyznaczy¢ przez mierzenie katow potozenie czwartego
punktu M (rys. 71) lezacego w ptaszczyznie danych trzech punktéw
(tzn. znalez¢ odlegtosci MA, MB, MC).

B
Rys. 71

Jezeli zmierzymy katy AMB— $ i BMC =y, to dla wyzna-
czenia MA, MB i MC wystarczy obliczy¢ tylko katy MAB —x
i MCB=y. Istotnie, z trojkagta ABM bedziemy mogli wowczas
obliczy¢ MA i MB, a z trojkagta BMC—MC, stosujgc tylko twier-
dzenie sinus6w. Rozwigzanie zatem zagadnienia Pothenofa spro-
wadza sie do obliczenia katéw x i y.
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Z tréjkata AMB, wedtug twierdzenia sinuséw, mamy:

MB a sin x
sin P sin X>sta,d MB sin P

Z trojkata BMC, wedtug tegoz twierdzenia, mamy

O VB st tiB= &pin ¥,
Smy siny sSin y

Z poréwnania otrzymanych wartosci MB otrzymamy:

asin x__bsiny

sin sin y stad

sin X b sin
siny asiny

()

Poniewaz x i y sg katami czworokata, ktérego suma katéw
jest rdwna 360", zatem
X-f-y = 360°— (4P} (b)
Rozwigzujac otrzymany uktad réwnan (a) i (b), znajdziemy
katy x iy.
Jezeli np. a= 10 km, b= 15 km; a=130°; P=50°; y= 40°
wtedy
(b) x-\-y = 140°
sin X -sin 50° . sin x 3 sin 50°
@ iy e B0 Sny 2 sin 40°
Z réwnania (b) mamy: x = 140° —y. Podstawiajgc te warto$¢ x
w réwnanie (a) otrzymamy
sin (140" —y)_ 3 sin 50°
sin y 2 sin 40 ©
Ale sin (140" —i/) = sin 140° cos y —cos 140°sin y. Zatem
réwnanie (c) przyjmie postac
sin 140" cos y —cos 140° sin y_§__sii_n_§0él'zy“
' sin y 2 sin 40
st M0 ctg y —cos 140" 3 sin 50°
2 sin 40°

. . L 3 sin 50°
Przy pomocy tablic obliczymy warto$¢ utamka 5 sin 40°

Otrzymamy, ze warto$¢ ta jest réwna w przyblizeniu 1,788. Zatem
sin 140" ctg y —cos 140°~ 1,788. Stad
ctg y ,1,788_+ cos 140°
sin 140"
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Ale cos 140°= cos (180°—40°) = m—cos 40°?t; —0,7660,
a sin 140" fti 0,6428. Stad
ctg y ™ 1,590
1,590 —32° 10’
y « 32° 10
a wiec x?til400— 32° 10"; x?t;107050".

8§ 134. Chcac sporzadzi¢ mape pewnego obszaru (np. powiatu,
wojewddztwa, panstwa), pokrywamy go siecig tréjkatow (tzw. siec
triangulacyjna), ktorych wierzchotkami sg punkty dowolnie obrane
(najczesciej punkty wyraznie z daleka widziane). Jezeli obecnie
zmierzymy bok AC trdjkata ABC (rys. 72), wolwczas bedziemy
mogli obliczy¢ boki AB i BC tegoz trojkata, po uprzednim zmie-

A

rzeniu jego katow. Obliczywszy bok BC mozemy, mierzac katy
trojkata BCD, obliczy¢ boki tego trojkata. Majac zas bok BD, mo-
zemy znowu w podobny spos6b obliczy¢é boki tréjkgta BDE itd.
Inaczej moéwigc, aby wyznaczyé potozenie wierzchotkdw sieci
triangulacyjnej, wystarczy zmierzy¢ dtugosc tylko jednego odcinka,
tzw. podstawy sieci, wszystkie za$ pozostate odlegtosci obliczamy
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trygonometrycznie, mierzac przyrzadami tylko katy. Jezeli be-
dziemy chcieli wyznaczy¢ potozenie pewnego punktu K, lezg-
cego wewnatrz sieci, wzgledem jej wierzchotkéw, napotkamy za-
gadnienie Pothenofa, ktérego spos6b rozwigzania podaliSmy po-
przednio (8 133). A jak wiemy, zagadnienie to sprowadza sie do
wyznaczenia dwdch katéow (np. ABK i ACK).

Cwiczenia.

259. Obliczy¢ wysoko$¢ wiezy AB, wiedzac, ze jej wierzcho-
tek B widoczny jest z punktu C, oddalonego od podstawy B o Xskm,
pod katem 3°18"

260. Aby obliczy¢ wysoko$¢ géry, obrano na prostej, prze-
chodzacej przez podstawe goéry, dwa punkty A i B, oddalone od
siebie 0 200 m. Wierzchotek gdry widoczny jest z punktu A pod
kagtem 22°15' a z punktu B pod kagtem 17°38. Jaka jest wyso-
kos¢ gory ?

261. Aby obliczy¢ wysokos¢é gory AB, ktorej podstawa A jest
niedostepna, obrano na ptaszczyZnie tej podstawy dwa punkty CiD,
oddalone od siebie o 1 km. Zmierzono nastepnie katy: BCD =
63°24'; BDC—58°8" i BCA= 28°37'. Jaka jest wysokos¢ gory?

262. Stojac na gOrze, wznoszacej sie nad jeziorem o 350 m,
widzimy samolot pod katem 65° powyzej poziomu, a odbicie sa-
molotu w jeziorze pod katem 75° ponizej poziomu. Obliczyé wy-
soko$¢ samolotu nad powierzchnig jeziora.

263. Na prostolinijnym brzegu rzeki obrano dwa punkty A i B,
oddalone od siebie o 150 m. Punkt K, lezacy na przeciwlegtym
brzegu widoczny jest z punktéow A i B pod katami KAB — 48°35'
i KBA = 59°47'. Obliczyé szeroko$¢ rzeki w punkcie K.

264. Punkty A, B, C, D lezg na jednym poziomie. Odle-
gtos¢ AB—200 m; ~"CAB = 48°, (£CBA= 29°; %:DAB= 80°
ADBA = 50°. Obliczy¢ odlegto$¢ CD.

265. Punkty A, B, C sg wierzchotkami sieci triangulacyjnej,
0 bokach: AB—4 km-, BC=5 km; AC=1 km. Zpunktu K, lezg-
cego wewnatrz tréjkagta ABC wida¢ bok AB pod katem 120°,
a bok AC pod katem 150°. Obliczy¢ odlegtosci KA, KB, KC.

266. Rozwigza¢ zagadnienie Pothenofa (p. zad. IV. § 133),
jezeli a) AB = 2380 m; RC= 3000 m; a= 139°42"; P= 31°29%

T= 18°56"
b) AB= 5134 m; BC= 6285 m; a= 116°36 21° 18"
Y= 42°6".
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Cze$¢ VI. Trojkat kulisty.

§ 135. Wiemy z geometrii, ze przecinajac kule o promie-
niu R dowolng ptaszczyzng, przechodzaca przez Srodek tej kuli,
otrzymujemy w przekroju koto o promieniu R. Koto takie na-
zywa sie wielkim kotem kuli. Przecinajgc natomiast kule do-
wolng ptaszczyzng, nie przechodzgcg przez Srodek kuli, otrzymu-
jemy w przekroju koto o promieniu mniejszym od promienia
kuli. Takie koto nazywa sie matym kotem kuli. Tak np. réwno-
lezniki sg matymi kotami, a réwnik i potudniki — wielkimi ko-
tami kuli ziemskiej.

§ 136. Z okreSlenia wielkiego kota kuli wynika, ze kazde dwa
okregi wielkich kot przecinajg sie zawsze w dwdéch punktach, ktore
sg koficami $rednicy. Jezeli wiec przez punkt A (rys. 73) powierzchni

c

kuli poprowadzimy na tej powierzchni dwa okregi wielkich kot,
to okregi te przetng sie i w drugim punkcie Au ktéry jest drugim
kornicem S$rednicy, przechodzacej przez A. Jezeli obecnie popro-
wadzimy na powierzchni kuli trzeci okrag wielkiego kota, nie
przechodzacy przez punkt A (a wiec nie przechodzacy przez AJ,
wowczas te trzy okregi wielkich kot podzielg powierzchnie kuli
na 8 czesci. Kazda z tych czeSci nazywa sie trojkatem kulistym
(sferycznym). Tréjkaty te ograniczone sg tukami okregow wiel-
kich kot kuli. Np. trojkat kulisty ABC (rys. 73) ograniczony jest
tukami AB, BC, AC. tukite nazywamy bokami tréjkata kulistego,
a ich konce — wierzchotkami trojkata kulistego. Jezeli wierz-
chotki tréjkata kulistego potaczymy odcinkami prostej ze $rod-
kiem kuli, otrzymamy trzy katy, np. katy: AOB, AOC, BOC. Kazdy
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z nich jest katem Srodkowym wielkiego kota kuli, opartym na
boku trojkata kulistego. Jezeli a, b, ¢ oznaczajg miary tych
katow w stopniach, to liczby te oznaczajg rowniez i miary
(w stopniach) bokdw trojkata kulistego. Prowadzgc przez wierz-
chotek trdéjkata kulistego styczne np. CT i C7% (rys. 74) do

Rys. 74

okregow, lezace odpowiednio w ptaszczyznach tych bokdw, otrzy-
mamy katy, ktére nazywal bedziemy katami trdéjkagta kulistego.
Tak wiec — vy jest katem trdjkata kulistego przy wierz-
chotku C. W podobny sposéb otrzymalibySmy katy a i p tréjkata
kulistego ADC.8§

8 137. Niechaj dany bedzie trojkat kulisty ABC kuli o pro-
mieniu R. Oznaczmy przez a, b, ¢ boki i przez a, P, y katy tego
trojkata (rys. 75). Poprowadzmy przez wierzchotek C styczne do
okregdw, ktorych tuki b i a sg bokami tréjkata kulistego. Jedna
z tych stycznych, lezaca w plaszczyznie boku a, przetnie przedtu-
zenie promienia OB kuli w punkcie K, druga styczna, lezgca
w plaszczyznie boku b, przetnie przedtuzenie promienia OA kuli
w punkcie L. taczac punkty K i L odcinkiem prostej, otrzymu-
jemy trojkat OKL, w ktdrym na podstawie twierdzenia kosinuséw
mamy:

KIA = OK*-A OL2— 2-OK-OL-cosc. (m)

Z trojkata CLK, na podstawie tegoz twierdzenia, mamy

KLi= CK2-\- CL2— 2-CK-CL-cosi. * (n)
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Odejmujgc stronami réwnosci (m) i (n), otrzymujemy
0= OK*—CK*+ OL*— CL*-2 - OK-OL-cosc+ 2+CK-CL-cosy.
Stad
2- OK-OL-cosc= OK* — CK*+ OL*— CL*+ 2¢CK-CL-cost. (p)
Ale CA' jako styczna do tuku CB w punkcie C, jest prostopadta
do promienia OC. Analogicznie CL jest prostopadta do OC.
Zatem z trojkatow prostokgtnych OCK i OCL mamy :
OK* — CK*= 0OC* 1

OL* — CL*= OC*f (r
oraz
OC= OK-cosa &
ZA -a OCK: CK= OK-sina jI . (s)
OC= OL-cosb \
zA -a OCL: CL= OL-sinb | 0)

Podstawiajac wartosci (r) do réwnosci (p), otrzymamy
2-OK-0OL-cosc= OC*+ OC2+ 2CK-CL-cosYy,
a po redukcji i podzieleniu obu stron przez 2
OKeOL-cosc= OC*-f- CK-CL-cosY.
Réwnos$¢ te mozemy napisaé w postaci
OK-OL-cosc— OC-OC-\- CK-CL-cosy.
Podstawiajagc do tej rownosci wartosci (s) i (t) otrzymamy
OK-0OL-cos c— OK-cos a- OL-cos b-j- OK-sina- OL-sin b-cosy.
Dzielgc obie strony otrzymanej rownosci przez OK-CL mamy
cosc= cosa-cosh+ sinaesinbecosy.

Matematyka I. lic. 13
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W podobny sposob otrzymaliby$Smy:
cos b—cosa ’"cosc-|-sinaesincecosP
cosa= coshecosc-|-sinbesincecosa
Zatem miedzy bokami a, b, ¢ trojkata kulistego i jego ka-
tami a, P, 7, zachodzg nastepujgce zwigzki:
cosa= cosbecosc sinbesinc ecosaj
cosb= cosa ecosc -j-sinaesinc ¢cos PJ (XV)
COSC= cosa *cosb+msinassinb ecos7j
Twierdzenie powyzsze nosi nazwejtwierdzenia kosinuséw”dla
trojkatow kulistych.

Uwaga I. Nalezy pamietaé, ze wystepujagce w powyz-
szym twierdzeniu kosinusy i sinusy bokow trojkata
kulistego oznaczajg kosinusy i sinusy katow S$rodko-
wych, opartych na tych bokach.

Uwaga Il. Twierdzenie®kosinusow dla tréjkatow kuli-
stych wyprowadzone zostato w zatozeniu, ze katy ai b
sg mniejsze od 90°. Poniewaz zasada dowodu nie ulegnie
zmianie w wypadku, gdy katy te bedg wieksze od 90°,
przeto przyjmiemy, ze twierdzenie to jest stuszne dla
kazdego trdjkata kulistego.

8 138. Przy pomocy wzoréw (XV) mozemy rozwigza¢ dwa za-
gadnienia: 1° obliczy¢ katy trojkata kulistego, majac jego trzy
boki, 2° majagc dwa boki trdjkata kulistego i kat miedzy nimi za-
warty, obliczyé trzeci bok trojkata.

Rozwigzujac zadanie pierwsze, otrzymamy:

cosa—cosb-cosc
COS Q= -mmmm=—[rmmm zmmmm-

§in'b + sin ¢
- cos b—cos a-cosc
COSP = = A
sinaesinc
CosS C—cosa-cosh
C0S7 = - ,. r---
sinaesinb

a przy pomocy tablic obliczymy wartosci (przyblizone) katéw a, P, 7.
Rozwigzujac zadanie drugie, tzn. gdy dane sa np. a, b i 7,
otrzymamy bezposrednio ze wzorow (XV):
cosCc= cosaecosb+ sinaesinbecos?7.
Zadanie I. Dwa miasta A i B lezg na tej samej szerokosci

geograficznej 50° (tzn. na 50-tyrn rdwnolezniku), a ich dtugosci
geograficzne (np. wschodnie) wynoszg odpowiednio: 72° i 132°.



§ 138 195

Obliczy¢ 1° diugosé tuku réwnoleznika, tgczacego te dwa miasta,
2° dtugo$¢ tuku wielkiego kota kuli ziemskiej, tgczacego te dwa
miasta (rys. 76).

N

Rys. 76.

Obliczmy najpierw diugos¢ * tuku ADB. Jak wiemy z ge-
ometrii * = 80 gdzie moznacza promien okrggu réwnoleznika,
a— liczbe stopni tego tuku. Ztrojkata prostokatnego OKD znaj-
dziemy :

r—KD= ODcos ODK.
Ale OD jest promieniem R kuli ziemskiej, a ODK—-"CDOR=
= 50° gdyz tuk DR wyraza szeroko$¢ geograficzng danych miast.
Zatem
r= R cos 50°.

Aby obliczy¢ liczbe stopni tuku ADB, zauwazmy, ze liczba
ta wyraza w stopniach ro6znice diugosci geograficznych miast
A iB. Jezeli bowiem oznaczymy przez T punkt, w ktdrym zerowy
potudnik przecina dany réwnoleznik, to tuk ADB — tuk TDB — tuk TA
= 182°—72°= 60°.

Zatem:
_rc/?cos50°-60  w7?cos50°  te7?-056428 /,
e —— © °3 4287102143 4TR,

Obliczmy obecnie diugos¢ y tuku AEB wielkiego kota kuli,
kR 04 .

180 > gdzie R oznacza
promien kuli ziemskiej, ax— liczbe stopni tuku vy.

przechodzacego przez miasta A i B: y

13*
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Rozwazmy trojkat kulisty ANB, ktérego bokami sg tuki: NA,
NB i AEB=d. W tym tréjkacie mamy:

NA = NA, — AA = 90°- 50°= 40°
NB = NB, —B,B= 90°—50°= 40°.

Aby wiec obliczy¢ trzeci bok tego trojkata kulistego, mu-
simy mie¢ kgt BNA tego tréjkata, zawarty miedzy bokami NA i NB.
Kat ten obliczymy z trojkata kulistego A,NB,, w ktérym znamy
trzy boki:

NA, = NB,—90° i AIRB1= 132°—72°= 60°.

Stosujgc do tego trOjkata kulistego twierdzenie kosinuséw,
znajdziemy:
cosa ,RB, —cosNA,-cosNB,

cos A,NB, sin NA, *sin NB,
czyli
cosA.NB. cosi0 —0_ ¢os60H

Stosujagc zatem twierdzenie kosinuséw dla trojkata kulistego
ANB, znajdziemy
cos & = c0S NA ecos NB -f- sin N A esin NB «cos 60°,
czyli cos aj = €0s240° -f- sin240 «cos 60°.
Przy pomocy tablic obliczymy, ze
c0s240°aj 0,58701; sin240° Pt; 0,4132.
Stad cos 0,5870-r 0,4132-a czyli
cosa, 0,5870-f 0,2066
cos a, ea 0,7936.
Z tablic znajdziemy, ze
* « 37°29 « 37°,48.
Zatem

Jezeli poréwnamy obecnie otrzymane wielkosci x i v,
stwierdzimy, ze x>y, tzn. diugos$¢ tuku wielkiego kota kuli ziem-
skiej, taczacego dwa punkty tego samego rdwnoleznika jest
mniejsza od tuku tego rdwnoleznika, tgczacego te same dwa
punkty. Dlatego tez diugos$¢ tuku wielkiego kota kuli ziemskiej,
taczacego dwa punkty tej kuli, wyraza odlegtosé tych punktéw
na kuli ziemskiej.

Zadanie Il. Obliczy¢ odlegto$¢ dwoch punktéw A i B kuli
ziemskiej, znajac ich wspo6trzedne geograficzne (tzn. diugosé
i szeroko$¢ geograficzne kazdego z tych punktéw).
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Niech punkt A posiada nastepujgce spoOtrzedne geograficzne:
szerokos¢ pin. 22°30', dtugosé wsch. 53°40', a punkt B — szero-
koS¢ pin. 48°50', dlugos¢é wsch. 82°20'. W takim razie (rys. 77)
wA A = 22°30' ~B,B = 48°50', a wA,B, -m82°20' —53°40’= 28°40".

Z trojkata kulistego ANB na podstawie twierdzenia kosinusow
znajdziemy cos AB = cos NA ¢cos NB -\-sin NA ¢sin NB mos <CANB.
Ale NA= NA1—A A= 90°—22°30'= 67°30'

NB= NB, —B,B = 90°—48°50"= 41°10"

N

Stad
cos AB — cos 67°30' ecos 41°10" -(- sin 67°30" *sin 41°10°scos  ANB.
Kat ANB znajdziemy z trdjkagta kulistego A,NB,, w ktorym
NA,= NB,= 90° i A,B,= 28°40'e
: c0s28°40'—co0s90°-c0s90° , R 1Q7.
cCos«Ai»=co>"A - 81R 99> siin 99° - <P § 137)
Zatem
cos ANB = cos 28°40'.
Stad
cos AB = ¢0s 67°30'ec0s 41°10' + sin 67°30' esin 41°10' ecos 28"40'".
Przy pomocy tablic odnajdziemy, ze AB?H 34°45' = 34°75.
Wobec tego dtugos¢ x tuku AB wynosi

xa!T'—N_BA'—’—?—?, gdzie Ac oznacza promier kuli ziem-
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skiej. Przyjmujac /?= 6378 km, otrzymamy, przeprowadzajac obli-
czenia przy pomocy logarytmoéw. ze
xf«3866 km
Uwaga. Gdyby diugos$¢ geograficzna punktu A byta za-
chodnia, a punktu B wschodnia, wéwczas wA IB1= su-
mie diugosci geograficznych punktéw A i B.

§ 139. Jezeli z punktu O (rys. 75) poprowadzimy trzy pot-
proste OA, OB, OC nie lezace na jednej ptaszczyznie, wowczas
katy wypukte .406, BOC i AOC ograniczg cze$¢ przestrzeni,
ktérag nazywamy katem trojSciennym wypukiym Ilub wprost ka-
tem tréjsciennym. Punkt O nazywa sie wierzchotkiem kata tréj-
Sciennego, po6tproste OA, OB, OC jego krawedziami, katy AOB,
BOC i AOC — jego $cianami, wreszcie katy dwuscienne, utwo-
rzone przez kazde dwie S$Sciany, tzn. katy dwuscienne o krawe-
dziach OA, OB, OC — katami dwusciennymi kata trojsciennego.

Poniewaz CK i CL (rys. 75) sg prostopadte do krawedzi OC,
a lezg odpowiednio na $cianach BOC i AOC kata trojsciennego,
przeto kat LCK— i jest katem liniowym kata dwusciennego o kra-
wedzi OC. Zatem wzory (XV) wyrazajg zwigzki miedzy Scianami
i katami dwusciennymi kata trojsciennego.

Przy pomocy tych wzoréw rozwigza¢ mozemy dwa zagad-
nienia: 1° majac trzy Sciany kata tréjSciennego, obliczy¢ jego katy
dwuscienne, 2° majac dwie $ciany kata trdjSciennego i kat dwu-
Scienny, utworzony przez te Sciany, obliczyé trzecig Sciane.

Rozwigzania tych zadan sg identyczne z rozwigzaniami, po-
danymi w § 138.

Cwiczenia.
267. Obliczy¢ odlegto$¢ Warszawy (szeroko$¢ geograficzna*)

52°13', dtugos$¢ geograficzna wschodnia 21°03") od Gdyni (szero-
kos¢ geograficzna 54°31', dtugos¢ geograficzna wschodnia 18°32").

268. Obliczy¢ odlegtos¢ Warszawy od

a) Lwowa (szer. geogr. 49°50', di.geogr. wsch. 24°01'"
b) Wilna ( . ., 54°41', ” »  25» 15"
c) Kotomyi ( ,, , 48°31', " . 25°03).

269. Obliczy¢ odlegtosé
a) Warszawa-Bukareszt(sz. geogr. 44°25’, dt. geogr. wsch. 26° 5')

*) W ¢éwicz. 267—270 podana jest szeroko$é geogr. pétnocna.
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b) Warszawa-Witeden (,, b 48°15, 16° 22')
c) Warszawa-Ateny (s ., 37°58, 7 23° 43"

270. Obliczy¢ odlegtos¢ Warszawy od
a) New Yorku (szer. geogr. 40°46', dl. geogr. zach 73°58")

b) Chicago ( . " 41° 53, " " 87° 37")
c) San Francisko ( ,, - 37°48', . . 122°26)
271. Trzy Sciany kata trojSciennego sg réwne odpowiednio:

a) a= 54"38'; 6 = 81°5 c= 63°19%

b) a= 109°21'; 6= 135°36'; c= 82°51"
c) a= 6= c= 90°
Obliczy¢ katy dwuscienne kata tréjsciennego. W zadaniu c)
otrzymany wynik uzasadni¢ geometrycznie.
272. Dwie $ciany kata trojSciennego sa rowne odpowiednio

a) a= 45°% &= 120°
b) a= 90°% 6= 150°
c) a= 60° 6= 210°

d) a= 81°42'; 6= 59°38
e) a= 132"15; 6= 118°4
a kat dwuscienny y zawarty miedzy nimi jest rowny

a) 60°; b) 30°; c) 90°; d)48°15"; e) 61°13.
Obliczy¢ trzecig Sciane kata trdjsciennego.
273. Obliczy¢ katy dwuscienne, utworzone przez dwie prz

legte Sciany boczne czworos$cianu foremnego (tzn. ostrostupa fo-
remnego tréjkatnego, ktdérego krawedzie boczne sg rowne kra-
wedziom podstawy).

274. W szeSciokatnym foremnym ostrostupie kat $ciany boczn

przy wierzchotku ostrostupa jest rowny 30°. Obliczy¢ katy dwu-
Scienne, utworzone przez dwie przylegte $ciany boczne.
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