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[m-'1a iakich pobudek, i w iakich checiach o-’
¢mielitem sie w roku zesztym ogtosi¢ dru-
kiem Poczatki Arytmetyki; dta tych samych
pobudek, i w tych samych checiach dzisiay
przy pomocy Szanownych Rodakdéw wy-
daie na iaw obecne dzieto pod tytutem: Po-
czatki Geometryi. W ogélnym iego rozkia-
dzie trzymatem sie po naywiekszey czesci sta-
wnego Geometry Francuzkiego Legendre (*)
{ktorego*dzieta sprawiedliwie we Francyi i in-
nych Kraiach za elementarne uznano), od-
miany za$ i dodatki w niém poczynione od-
dawszy pod Sad taskawych Czytelni-
kow, koncze stowami Biota, (**), Siles
» personnes qui se serviront de mon ouyrage
» veulent encore m’ honorer de leurs remar-

» quUEs,

(*) A. M. Legendre membre de 1’ institut et dela Ié-
gion d’honneur, de la société royale de Lon-
dres, etc.

(**) Traité élémentaire <P Astronomie Phisique par
J- B. Biot, membre de |’ institut de Franee, etc.
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» ques, je les recevrai avec reconnaissannce,
» persuadé qu’ un livre élémentaire ce devient
» jamais bon qu’ a force de le corriger. “

Pisafem w Kielcach dnia 50. Kwietnia
roku 182?. j, s,

‘ Wincenty Karczewski,
Prof. Pierw. Z. w S. W .K,
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P O C Z A T K I

GEOMETRY I

CZESC PIERWSZA

Obeymuigca figury ptaskie, czyli

wykreslone na ptaszczyznie >

ksiega pierwsza.

, Poczagtki

Opisania.

k Przedmiotem Geometryi, iest wymiar roz-v
ciggtosci- rozciggto$¢ ma trzy rozmiary;
dtugosc3 szerokos¢3 i wysokoscE.

I. Linija, iest dtugo$¢ bez szerokosci. Osta*
teczne konce linii nazywaig sie punktanji:

punkt zatem niema rozciagtosci.
A ‘ HI. U -
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I1l. Linija prosta iest droga naykrétsza zie®
dnego punktu do drugiego.

IV. Kazda linija, ktdra nieiestprosta, ani zto-
zong z linij prostych, iest tinijg krzywa.
W iec AB (fig.i.) linija prosta; ACDB, po-
tamana, czyli ztozona z linij prostych; za$
AEB linija krzywa.

y. Powierzchnia, iest to dtugos¢ i szerokos¢,
bez wysokosci czyli grubosci.

VI. Ptaszczyzna, iest powierzchnig, na kté-
rey biorgc od upodobania dwa punkta, i tg-
czac ie linijg prosta, ta linija catkiem lezy na
powierzchni.

VII. Kazda powierzchnia, ktora nie iest pta-
szczyzng, ani ztozong z powierzchni pila-
skich, iest powierzchnig krzywa.

VIIl. Bryta, albo ciato? ma trzy rozmiary
rozciggtosci.

IX. Skoro dwie linije proste CA, BA, (fig. 2)
przetng sie, ilos¢ wieksza lub mnieysza o
ktdérg sg oddalone iedna od drugiey, co do
ich potozenia nazywa sie katem; punkt prze-
ciecia sie:A, wierzchotkiem kata, linije za$
CA, BA tego kata ramionami.

Kat oznacza sie, albo przez litere wierz-
chotka A, albo przez trzy litery BAC,
C AB, staraigc sie zawsze klasc¢ litere wierze
chotka we srzodku. Katy, réwnie iak wszy-
stkie inne ilosci, mozna dodawaé¢, odcia-
gaé, mnozyé¢, dzielié: kat np. D CE (fig.21).
iest summa dwéch katow UC B, B CE ; kat
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D CB, iest roznicg dwoch katéw D CEL
BCE.

X. Gdy linija prosta B A, przetnie linijg pro-
sta CD, (fig.3.) tym sposobem, Ze katy
przylegle BAC, BAD, bedg miedzy soba
réwne, kazdy z tych katéw nazywa sie ka-
tem prostym, linija za§ B A, prostopadia
na CD.

XI1. Kazdy kat C AB (fig, 4.) mnieyszy od kga-
ta prostego, nazywa sie katem ostrym', ka—
dy kat DDF, wiekszy od kata prostego,
nazywa sie katem rozwartym.

XIl. Dwie linije, potozone na tey samey pta-
szczyznie, i przedtuzone w iakimkolwiek Kkie-
runku, i do iakieykolwiek dtugosci, gdy nie—
przecinani sie, te dwie linije nazyw aig sie
réw/iolegtemi (fig. 5). " N

XAl. -N8uraplaska, iest ptaszczyzng, ogra-
niczong ze wszech #tron lihijami.

Jezeli linije sg proste, przestrzen niemi
zamknieta, nazywa sie figura prostokresina,
albo wielobokiem za$ linije same razem,
wziete, skladaig perimetr wieloboku (fig. 6).

XI1V. Wietobok, sktadaigcy sie ztrzech bokow
iest nayprostszy ze wszystkich wielobokdw,
1 nazywa sie troykatem yze czterech za$ bo-,
I1<(tJV\:j czworobokiem ¢ z pieciu pieciobokiem

XV. ir6ykat, maiacy trzy boki réwne, na»
zywa sie trdykatem réwnobocznym (fig.7);
tréjkagtem réwno -r(imiennym, troykat, kto-

A 2 iego
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*\ego dwa tylko boki saréwne (fig. 8.); troy+
katem za$ réwnobocznym, ktdrego wszystkie
trzy boki sg nieréwne (fig. 9).

XVI. Troykat, maigcy ieden kat prosty, na~
.zywa sie troykatem prostokgtnym (fig. 10);
bok przeciwlegty katowd prostemu, nazywa
sie przeciwprostekatng. Tak w tréykacie
prostokatnym BAC, kat prosty iest A, za$
przeciwprostokatng BC.

XVIl. Kwadratem, nazywa sie czworobok,
maigcy boki rowne i katy proste (fig. 11).

Prostokagtem, nazywa sie czworobok
maigcy boki nieréwne, lecz ,katy proste
(fig. 12). \ — -

Réwnolegtobokiem, naZywa sie czwo-
robok maiac}r boki sobie przeciwlegte, ro-
wnolegte (fig. i3).

Kwadratem uko$nym, czworobok, ma-
igcy boki r.6wne, chociaz katy nie sg proste
(fig.i'4).

Nakoniec Trapezem, nazywa Sie CZwo-
robok, ktérego dwa tylko boki sg réwnole-
gte (fig. 15). *

XVIIl. Przekatng, nazywa sie linija prostar
taczaca wierzchotki dwéch katéow nieprzy-
leglych. Naprzyktad AC (fig. 45 bis) iest
przekatna.

XIX. fPieiobok réwnoboczny iest ten, ktérego
wszystkie boki sg réwne; za$ wielobok ro-
wnokatny, ktérego wszystkie katy sg roéwne.

XX. Dwa wieloboki sa réwnoboczne miedzy

SQ-
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soba, skoro boki, umieszczone w tym samym
porzadku, postepujgc ich perunetrami w tym
samym kierunku, iednego, sa réwne bo-
kom drugiego; to iest: bok pierwszy iedne-
go, iest rowny bokowi pierwszemu drugie-
go, drugi bok pierwszego wieloboku, dru-
giemu bokowi drugiego, trzeci trzeciemu i
t.d. A ztad rozumiemy, co znaczg dwa.
wieloboki réwnokatjie miedzy soba.

W yliad wyrazéw i znakéw. /

Axioma, iestto prawda niepotrzebuigca
dowodzenia; iest to zadanie samo przez sie wi-
doczne.

Twierdzenie, iest to prawda; «taigca sie
ewidoczng za pomocg rozumowania, nazwane-
go dowodzeniem.

Zagadnienie? iest to pytanie wymagaia-
ce rozwiazania.

Twierdzenie przybrane, iest to prawda
uzywana do dowodzen, lub rozwigzania zaga-
dnien.

Imie pospolite zadanie, rozcigga sie bez
réznicy do twierdzen, zagadnien, i twierdzen
przybranych.

Winiosek; iest to wniosek wyptywalgcy
z wielu zadan.

Uwaga; iest to uWaga nad iednem albo
Wielu zadaniami poprzldzaigcemi, usitujaca po-
kaza¢ ich zwiazek, uzytecznos¢, zwieztos¢, lub
rozwlektosc.

Przy
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Przypuszczenie; iest to przypuszczenie
badz w wyrazeniu zadania, badz w C|qgu do-
wodzenia.

Znak = >iest znakiem réwnoscig wiec wy-
razenie A” B, znaczy, Ze A iest rOwne B.

Dla wyrazenia ze A iest wieksze od B, pi-
sze sie A > B.

Dla wyrazenia za$ Zze A iest mnieysze od
B pisze A < B.

Znak -f- wymawia sie wiecey, i wskazu-
iepodawanie.

Znak —ewymawia sie mniey, i wskazuie
odcigganie: wiec A -f- B, oznacza summe ilo-
§ci AiB; zas A— B, ich roznice, czyli co
pozostaie po odciggnieniu B od A. Podobnie
A —B -f- C, albo-A -f- C — B, znaczy, ze
A i C powinny bydZ dodane razem, a od wszy-
stkiego B powinno bydz odciggnietem.

Prawdy niepotrzebuigce dowodzenia (Axioma)

1. Dwie ilosci, réwne trzeciey, sa rowne
miedzy soba.

2. Catosc iest wigksza od swoiey czesci.

5. Catos¢ iest rowna summie czesci na ktore
zostata podzielona.

4. Z iednego punktu do drugiego, iedne tyl-
ko linije prostg prowadzi¢ mozna.

5. Dwie wielkosci, linija, powierzchnia, al-
bo bryta sa ré6wne; skoro przytozone ie-
dna do drugiey przystaig do.siebie w ca-
tey swoiey rozciggtosci.

ZA-
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ZADANIE PIERWSZE

Twierdzeni e.

Ttrszystkie katy proste sg rowné.miedzy
sola. (fig. 16).

Niech bedzie linija prosta D C, prostopa-
dta na AB, ilinijaH G, prostopadtana EF ;
powiadam ze katy DC A, HGE, bedg row-
ne miedzy soba.

Wezmijmy cztery odlegtosci rowne AC,
CB, Dp? GF; odlegto$¢ AB, bedzie rbania
odlegtosci EF, i linija EF mozna potozyé¢ na
linij AB tym sposobem, ze punkt E padnie
na punkt A, punkt za$ F na punkt B. Te
dwie linije tak potozone zbiegng sie catkiem
iedna z druga, bez czego bytyby dwie linije
proste z A do B, co bydz niemoze (Axio.4);
wiec punkt G, srzodel¢ linij EF, padnie na
punkt C, srzodek linij AB. Gdy linija E G
przystaie takze do linij AC, mowie ze linija
H G, padnie i przystanie do linij DC; przy-
pus¢émy, ze pada na linijg K C odmienng od li-
E’]thC; poniewaz z przypuszczenia mamy ze

at:
EGH = HGF
potrzeba, azebySmy mieli kat
KCA — KCB
lecz kat

KCA > DCA
&adto kat /

DCA = DCB
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Zas kat

DCB > KCB
wiec kat

KCA > KCB,
a zatem linija H G niepadnie na linija K C od-
mienng od linij D C, wiec padnie na DC, i
kat HGE na kat D C Ay wiec wszystkie katy
proste sg rowne miedzy soba.

W niosek. Przez ten sam punkt C, dany
na linij AB, ,niemozna wyprowadzi¢ dwédch
prostopadtych do tey linij: poniewaz gdyby
CD, CK, byty temi 4wierna prostopadiemi,
kat DCB byiby prostym réwnie iak kat KCB,,
Ccze$¢ bytaby réwna catosci.

ZADANIE 1.
Twierdzenie

Kazda linija prosta, przecinaigca dru-
ga linijg prosta, skltada z/ag osia/nig dwa ka-
ty przylegle, k érych summa iest rowna dwom
katom prostym, (fig. 17),

Z punktu C wyprowadzmy do AB pro-
stopadiag CE, kat

ACD = ACE -f ECD
dodawszy z obu stron kat DCB, bedziemy
mieli:

ACD-f-DCB= ACE-fECD+DCB
kat zas ACE iest katem prostym, katy E CD\
D CB skitadaia i sg rowne takze katowi pro-
stemu E C B; wiec summa dwodch katow

ACD
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ACD+ DCB, iestréwna dwom katom pro-
stym.

Whniosek 1. Jezeli kat A C D iest prosty,
kat iernu przylegty D CB bedzie »takze pi osty,
i na odwrot.

Whniosek Il. Jezeli linija 'DE (fig. 18).
iest prostopadtg do linij AB; bedzie takze li-
nija AB prostopadtsg do D E.

Z tad, ze DE iest prostopadtag do AB,
kat ACD iest prosty i rowny katowi przyle-
gtemu D CB takze prostemu. Lecz gdy kat
A CD iest katem prostym, kat iemu przyle-
gty ACE bedzie takze katem prostym; wiec
kat ACE = ACD, azatem linija AB iest
prostopadtg do linij DE.

M'niosek IlIl.  Wszystkie katy (fig. 19).
BACL CAD, DAE, EAF tuz po sobie na-
stepujgce z iedney strony linij prosley BF,
wziete razem skiadaig dwa katy proste; po-
niewaz summa ich, iest r6”na summie 6w och
katéw przylegtyeh BAC, CAF. S

Whniosek 1V. Cztery katy utozone oko-
to iednego punktu, powstajace z przyciecia sie
dwodch linij prostych, razem wziete skiadaig
cztery katy proste; poniewaz dwa katy ACE,
ECB (fig. 22). wziete razem, skladaia dwa
katy prosie; dwa za$ katy ACD, DCB wzie-
te razem skiadaig takze dwa katy proste: a
zatem w ogo6lnosci, summa katéw, powstajg-
cych z przeciecia sie w iednym puiicie C (fig.
2S). tylu linij prostych ile bedziemy chcieli,

rPI
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np. katy ACB, BCD, DCE, ECF,FCA,
bedzie rowna czterem katom prostym. Po-
niewaz, iezeli okoto punktu C, utozymy czte-
ny katy proste za pomocg dwaoch linij do sie-
bie prostopadtych, te cztery katy proste zay-
ma te sarne przestrzen, iakg przestrzen zay-
jtnuig katy ACB, BCD, DCE, ECF, FCA.

ZADANIE 1.
Twierdzenie.

Dwie linije proste maig.ce dwa punktu
wpdlrie? zbiegng sig iedna z druga w catey
swoiey rozciggtosci, i ztozg iedng tylko i tg
sa/ng liniia prpsta. (fig. 20).

Niech bedg dwie linije proste ABD,
PQR; iezeli przypuscimy, ze AB — PQ, i
iezeli przeniesiemy linijg prosta P Q na linija
prosta iey rowng AB; te dwie linije proste
sktada¢ beda iedne tylko linije prosta AB,
miedzy punktami A i B. Poniewraz gdyby nie
sktadatly iedney linij prostey AB, wysziyby
z dwéch punktow A i B dwie linije proste co
bydZz niemoze (Axiom 4). Przypu$s¢my naste-
pnie, ze te dwie linije przediuzaigc sie, za-
czynajg sie rozchodzi¢ w pukcie C, iedna w
kierunku CD, druga w kierunku CE. Wy-
prowadZzmy z punktu C linijg prosta jakakol-
wiek CF, roznigca sie od linij prostych CD,
CE; linijg ACD bedac linijg prostg bedzie-
my mieli:
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ACF-4-FCD==2 katom prostym.
Linija ACE bedacj takze linija prosta
bedziemy mieli:
ACF-f-FCE = 2 katom prostym.
Wiec potrzeba abysmy mieli
ACF+ FCD— ACF + FCE,
odiawszy z obu stron kat A C F , pozostanie kat
FCD == FCE,
co iest niepodobiefAstwem, poniewaz czes¢;
FCE niemoze bydz réwng mitosci FCD.
Wiec linije proste, maigce dwa punkta
wspoélne Ai B, niemoga rozdzieli¢ sie w za-
dnym punkcie ich przedluzenia, wiec w ca-
tey swoiey rozciggtosci sktadaé bedag iedne i
te sarne linijg prosta.

ZADANIE V.
Tivierdzenie.

Jezeli dwa katy przylegte razem wziete
sktadnig dwa katy proste, dwa ramiona ze-
wnetrzne tych dwoch katéw sg w limy pro-
stey. (fig. 21).

Poniewaz gdyby linija CB, niebyta prze-
dtuzeniem linij AC; niech bedzie CE tein
przedtuzeniem , naéwczas linija A CE bedac
linijg prostg, bedziemy, mieli:

ACD -|-DCE = 2katom prostjnn,

mamy z przypuszczenia

ACD-f.DCB = 2 katom prostym,
"Wiec

ACD
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ACD-f-DCE — ACD + DCB,
a odiawszy z obu stron kat ACD, pozostataby
czes¢ D C13, rowna catosci DCE, co liesfc
'niepodobienstwem; wiec C B ramie Kkata
D CB, iest przedtuzeniem A C ramienia kata
ACD, wiec zramion katéw przylegtych ACD,,
.DC 13, ramiona AC, CB, sa w linij prostey.

ZADANIE V.

Twierdzenie.

Katy wwierzchotkach przeciwlegte sg so-
bie réwne. (lig. 22).
Poniewaz DE iest linijg prosta.
D¢A-j-ACE— 2 katom prostym;
poniewaz AB iest linijg prostg
ACE-j-ECB= 2 katom prostym
wiec
DCA +mACE = ACE + ECB;
odigwszy z obu stron ten sam kat ACE, po«
zostang katy w wierzchotkach przeciwlegte
rowne to iest: '
DCA — ECB;
podobnym sposobem dowiedlibySmy ze :
ACE = DCB,

ZADANIE VI,
Twierdzinie.

D wa troykaty sa rowne, iezeli dwa lo-
ki wiednyrn #rdykacie.? réwne dwom bokom
‘ w dvu~
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swdrugim tréykacie} obeyinuig miedzy sobg
kat rowny. (fig. 24).

Niech bedzie kat A rowny katowi D ; bok
AB réwny bokowi DE; bok AC rowny bo-
kowi D F, powiadam, ze tréoykaty BAC,
E D F beda réwne.

Potozywszy bok AB na boku iemu ré-
wnym D E, punkt A padnie na punkt D, punkt
B na punkt E : a poniewaz kat A iest rowny
katowi D, gdy bok AB przystaie do boku DE,
bok A C przystanie do boku D F; aze bok AC
iest. rowny bokowi D F , wiec punkt C padnie
na punkt F, i trzeci bok B C pokryie iprzy-
stanie doktadnie do boku E F ; a zatem tréy-
kat BAC, iest rowny troykatowi E D F.
(Axio. 5).

TUniosek. Dla tego ze trzy rzeczy: w dwdch
troykatach sg réwne, to iest: Ad=D , AB =
DE, AC~DF; moznawnie$¢ ze trzy dru-
gie beda takze réwme, lako to: B= E, C= F,
BC= EF. , r/

ZADANIE VII.
Twierdzenie.

TU dwéch tréykatach, iezeli dwa katy
w iednym trdykacief sg réwne dwom katom
mvdrugim troykacie, i bok przylegty tym
dwom katom w iednym troykacie, iest rowny
bokowi przylegtemu dwom katom w drugim
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* . - :
iréykq.de te dwa troykaty przystang do sie-
bie. (fig. 24).

Niech bedzie bok BC rowny bokowi EF,
kat B rowny katowi E, kat C rowny katowi
F, mowie, ze troykat DEF, bedzie réwny
troykatowi ABC.

Przytozywszy bok E F do boku iemu ré-
wnego B C, punkt E padnie na punkt B , punkt
F na punkt C. Poniewaz kat E iest rowny ka-
towi B, bok ED péydzie w kierunku linij BA;
wiec punkt D, znaydzie sie na ktorymkolwiek
punkcie tey linij; a gdy kat F iest takze ro-
wny katowi C, bok F D wezmie kierunek linij
CA, i punkt D znaydzie sie na ktorymkolwiek
punkcie tey linij, wiec punkt D bedac razem
na dwoch liniach BA, CA znaydzie sie wich
spbélndbm przecieciu sie A; wiec dwa troykaty
DEF, i ABC przystang do siebie.

Tf'niosek. Dla tego Ze trzy rzeczy w dwoéch
troykatach sa réwne, to iest: BC = EF,
B= E C— F, wnies¢ mozna, ze trzy dru-
gie sa takze rowne, iako to. BA = ED,
CA= FD, A= D.

ZADANIE VIII.
Twierdzenie.

T f kazdym tréykacie, ieden bok ktory-
kolwiek iest nmieyszy od summy dwdéch dru-
gich bokow, a wiekszy od ich réznicy, (fig.24).

~Poniewaz naprzykiad linijii prosta B C,
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iest naykrétsza droga z punktu B do punktu O,
wiec mamy
BC < BA -f AC
mamy takze
BC -f AC > AB,
odigwszy z obu stron A C bedziemy mieli
BC > AB — AC

ZADANIE 1X.
Twierclzenie.

Je-zeli z punktu wzietego wewnatrz tréy-
katapoprowadzimy dwie linije do ostate-
cznych koncow iednego z bokéw tego tréy-
kata, summa tych dwodch linij wewnetrznych
bedzie mnieysza od summy dwodch drugich
bokow tréykata te dwie linije obeymuigcych.
(fig. 25).

Jezeli z punktu O wzietego wewnagtrz
troykata BAC, poprowadzimy dwie linije OB,
O C, do ostatecznych koricow bokuB C, i le-
zeli BO przedtuzymy az do spotkania sie z
bokiem A C w punkcie D, bedziemy mieli:

OC < OD + DC
dodawszy z'obu stron B O, otrzymamy:

BO + OC < BO + OD + DC
‘czyli

BO + OC < BD + DC
podobnie
BD < DA + AB,
dodawszy po obu stronach D C bedziemy mieb
BD f
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..BD + DC < CD + DA -f AB

czyli

BD 4- DC < CA + AB
lecz mamy wyzey

BO + OC < BD 4- DC
wiec

BO 4- OC < CA 4- AB.

ZADANIE X.

T wierdz enie.

Jezeli dwect boki w iednym triykg.de, sqt
rowne dwom bokom w tréyka.de drugim, i
iezeti kat obiety bokami troykata pierwszego
iest wiekszy od kata obictego bokami Iroyka-
ta drugiego, bok trzeci troykata pierwszego,
bedzie wiekszy od boku trzeciego trdykata
drugiego, (fig. 26).

Niech beda dwa troykaty BAC, EDF,
w|ktorych boki BA, AC pierwszego, sa ro-
wne bokom ED, D F troykata drugiego, lecz
kat! B AC pierwszego, iest wiekszy od kata
EDF drugiego, powiadam ze bok trzeci BC
troykata pierwszego, bedzie wiekszy od trze-
ciego boku EF troykata drugiego.

Zrobmy kat GAC = EDF, bok GA
— E 1), ztgczywszy GC, troykat GAC be-
dzie réwny troykatowi.EDF, poniewaz z wy-
kreSlenia maig ieden kat réwny obiety bokami
rownemi (Zad. V1), bedziemy wiec mieli
GC = EF. Tu moga bydz trzy przypadki,

PO-
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$odtug tego: iak punkt G pada zewnatrz, nf
sok B C, lub wewnatrz tréykata BAC.
Pierwszyprzypadek, iezeli pada zewnatrz
mamy: (lig.26).
AB < Al 4 1IB ,

lecz
AB = Al 4 IG
wiec
Al - 1G < Al -f IB
azatem
IG < IB
lecz
GC < IG 4 IC
wiec
GC < IB 4 IC albi
GC < BC
a poniewaz
GC = EF
azatem
EF < BC.

Drugi przypadek. Jezeli punkt G pada
na bok BC (fig. 27). widoczng iest rzeczg z®
bok GC albo iemu réwny bok EF bedzi®
mnieyszy od boku B C.

Trzeciprzypadek. Nakoniec, iezeli punkt
G pada wewnatrz troykata BAC (fig. 28). be-
dziemy mieli podiug twierdzenia poprzedzaig—
eego AG 4 GC < AB 4 BC. Odigwszy
« iedney $trony bok AG, z drugiey za$ stro-
fy bok AB == AG, pozostanie GC <C BC*
»zyli EF < BC,

ti Wwa -



Biblioteka Cyfrowa UJK
http://dlibra.ujk.edu.pl

Uwaga. | naodwrot, iezeli dwa boki AB,
AC w troykacie ABC, sa réwne dwom bo-
kom D E, D F w troykacie DEF; i iezeli trze-
ci bok CB w pierwszym tréykacie, iest wiek-
szy od boku trzeciego EF w drugim tréoyka-
cie, kat BAC w trdykacie pierwszym, be-
dzie wiekszy od kata ED F w troykacie dru-
gim. Poniewaz gdyby niebyt wiekszy, po-
trzebaby byto azeby kat BAC byl réwny
albo mnieyszy od katd ED F, wiec w pierw-
szym przypadku bok C B bytby réwny, w dru-
gim za$ przypadku bytby mnieyszy od boku
E F ; lecz gdy bok C B nie iest ani rowny, ani
mnieyszy od boku E F, lecz wiekszy, azatem
kat BAC bedzie wiekszy od kata EDF.

ZADANIE XI.
Twierdzenie.

Jezeli trzy boki w iednym tréykacie, sg
réwne trzem bokom w drugim tréykacie, te
dwa tréykaty bedg rowne miedzy soba. (fig.241.

Niech bedzie bok A B = DE, bok
AC m=DF, bok CB = FE, powiadam ze
kat A = D, kat B = E, kat C = F.

Poniewaz przypusciwszy ze katy A i D
nie sg réwne, np. kat A> D, gdy boki AB,
AC obeymuiagce kat A, sa réwne bokom DE,
D F obeymuigcym kat D, podiug twierdze-
nia poprzedzaigcego mielibysmy BC > EF,
co iest przeciwko przypuszczeniu gdyz mamy
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BC= EF. Wiec gdy katy Ai D sg réwnej
troykaty ABC, DEF maigce kat réwny w
kazdym obiety bokami réwnemi, bedg rowne.
Uwaga, yKaty réwne sg przeciwlegte
bokom rownym: wiec kiity rowne A i D sa
przeciwlegte bokom rownym BC, EF.

ZADANIE XII.
Tw ierdzenie.

TU trOyTg.de réwno - rarniennym, katy
przeciwlegte bokom réwnym sa réwne. (fig. 29)»

Niech bedzie bok AB rowny bokowi AC,
powiadam, ze kat C bedzie rowny katowi B.
Z wierzchotka kata A poprowadzmy linijg pro-
stg AD do punktu D srzodka podstawy BC;
gdy B D ~ DC, trzy boki w tedykacie BAD,
sg rowne trzem bokom w troykacie D AC, a
zatem podtug twierdzenia poprzedzajgcego kat
B iest réwny katowi C.

TUniosek. Kazdy trdykat réwnoboczny
iest razem rownokatny.

Uwaga. Z roéwnosci troykatéw BAD,
DAC wypada, Ze kat BAD, iest rowny ka-
towi DAC, wiec kat BAD — ADC, aoba
bedac katami prostemi; linija prosta prowa—
dzoua z wierzchotka troykatci rownoramien-
nego na srzodek podstawy, iest do iey pod-
stawy prostopadia, i clzieti kat w wierzchotku
na clicie czesci réwne.

W tréykacie nieréwno-rarniennym, za
podstawe bierze sie od upodobania bok ktéry-

B 2 kol-
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jkolwick W trdjkacie zas rGwnoramiennym,
bok obiety bokami réwnemi.

ZADANIE XI11.
Twierdzenie.

Jezeli w Lroykg.de dwa katy sa rowne >
bolci przedwlegle tym katom bedg réwne, i
tréykat bidzie réwno-rarnienny (fig»30).

Niecit bedzie kat ABC, réwny katowi
ACB, powiadam, ze bok AC bedzie réwny
bokowi AB.

Gdyby te boki niebyty réwne, niech be-
dzie AB > AC. Na boku wiec wiekszym.
AB odetnijmy tinijg BD = AC, i zlgczmy
D C. KatD B C z przypuszczenia rowny ka-
towi ACB, dwa boki DB, BC obeymnigce
kat DBC w troykacie D B C? wzglednie be-
dag réwne dwoém bokom AC, CB, obeymuig-
cym kat ACB w tréykacie ACB; wiec dwa
troykaty DBC, ACB powdnny bydZz rownej
lako maigce w kazdym ieden kat réwny obie-
ty bokami réwnemi (Zad. VI1.)) wiec potrze-
baby, azeby kat D C B pierwszego troykata,
przeciwlegty bokowi DB, byt réwny katowi
AB C, drugiego troykata przeciwlegtemu bo-
kowi AC, uwazanemu iako réwnemu bokowi
DB ; gdy zas$ z przypuszczenia kat ABC, iest
rowny katowi ACB, potrzebaby, azeby kat
D CB byt rowny katowi ACB, co iest nie-
.podobienstwem 3wiec bydZz niemoze AB > AC,

s za-
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aratem AB = AC, i tro)kat bedzie rowno-
ranuennym.

ZADANIE XI1V.

Twierdzen ie.

TT troykacie z dwdch bokéw nay wiekszy,
iest -przeciwlegly katowi naywiekszemu; z
dwdch zas katéw naywiekszy, iest przeciw-
legty bokowi naywiekszemu. (fig. 5i).

1. Niech bedzie kat C wiekszy od kata B,
powiadam, ze bok AB, przeciwlegly katowi
C, iest wiekszy od boku AC przeciwlegtego
katowi B.

Wezmy kat DCB roéwny katowy B,
wiecw tréoykacie DCB bedziemy mieli BD— DC
(Zad.X11l). Lecz linija prosta AC i*st krot-
sza od linij potamaney AD -\- DC, za$
AD -f DC — AD + DB = AB; wiee
AB > AC.

2. Niech bedzie bok AB wiekszy od bo-
ku AC, powiadam, ze kat C przeciwlegly
bokowi AB, bedzie wdekszy od kata B prze-
ciwlegtego bokowi AC.

Poniewaz gdyby kat C niebyt wiekszy
od kata B, potrzeba, azeby byt rnnieyszy al-
bo réwny katowi B;

Nciprzod, gdyby kat C byt rnnieyszy od
kata B, bok AB bytby rnnieyszy od boku AG
co iest przeciwko zalozeniu;

Nastepnie, gdyby kat C byt réwny ka-

towi
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towi B, bok AB bytby réwny bekowi AC>
co iest takze przeciwko zatoZzonui:

\Viec kat C niemogac bydz ani mniey-
szym, ani rownym katowi B, azatem kat C
bedzie wiekszy od kata B.

ZADANIE XV.
Twierdzenie.

Z punktu danego zewnatrz linij prostey,
iedne tylko prostopadle na te linijg spuscié
mozna. (fig.32).

Przypusciwszy, Ze z punktu danego A
zewnatrz linij prostey DE mozemy spuscic¢
dwie prostopadte AB, AC; przedtuzmy iedne
z nich np. AB. do odlegtosci BF += BA, i
ztaczmy F C. Tréykat CBF bytby rowny
troykatowi ABC: poniewaz kat prosty FBC,
iest rowny katowi prostemu CBA, bok BF
= BA, bok BC wspdlny, wiec te troykaty
iako majgce ieden kat w kazdym roéwny, ob-
jety miedzy bokami réwnemi przystang do
siebie, wiec BCF — BCA. Z przypuszcze-
nia kat BCA iest katem prostym, wiec Kkat
B CF bedzie takze katem prostym; wiec gdy
dwa katy przylegte BCA, BCF wziete ra-
zem skladajg dwa katy proste, potrzeba, a-
Zeby liwja ACF byia linijg prosta (Zad.lV).
z kad wypadtoby, ze miedzy dwoma temi sa-
memi punktami A i F moznaby poprowadzic¢
dwie linje proste ABF, ACF co iest rzeczg
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niapodobna, (Axio 4), wiec iest takze rzecza
niepodobna, azeby dwie prostopadie z tego
samego punktu, mogty bydz spuszczone na te
sarne linijg prosta.

ZADANIE XVI.
Twierdze nie

Jezeli przez punkt dany zewnatrz limj
prostej, spuscimy prostopadtg nate linija,
i poprowadzimy linije pochyte do réznych
punktow linij prostey daney:

Imo Prostopadta bedzie linijg najkroétsza,,

sdo Dwie linije pochyte w réwney odleg-
tosci z obu stron prostopadtej bedg so-
bie réwne.

5. Z dwaoch linij pochytych wzietych z kté-
rej kolwiek strony prostopadtej, nay-

e diuzsza, naywiecej od prostopadtej be-

dzie oddalona.

Przedtuzywszy prostopadtg AB (fig. 33).
o odlegtos¢ BF — BA, i przez punkt A po-
prowadziwszy linije pochyte do punktowrD, C
linij prostey daney, ztgczmy FC, FD.

*' j. Troykat CBF iestréwny troykotowi
'"CBA, poniewaz kat prosty CB.F, iest row-*,
ny katowi prostemu CB A, bok CB wspolny,
bok BF = BA, wiec troykaty CBF, CBA
beda réwne iako maigce w kazdym kat réw- (
ny miedzy bokami réwmemi (Zad.V1), trzeci,
bok CF bedzie rowny trzeciemu bokowi AC.
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jLdnija *a$ prosta ABF iest kréotszg od tinif
potamaney ACF, wiec AB potowa A|BF
iest krétszg od AC potowy ACF, wiec

\mo Prostopadta iest krétsza od pochyley,

2do Jezeli wezmiemy BE — BC, i popro-
wadzimy pochytg AE; kat CBA = ABE,
bok AB wspélny, wiec troykat CB A, iest
réwny tréykatowi ABE, azatem boki AE,
AC sg rowne; wiec 2do dwie pochyte w ro-
wney odlegtosci zohu stron od prostopadiej
sg réwne.

3. W troykacie DFA, summa lintj AC
CF, iest mnieysza (Zad. IX). od summy bo-
kow AD, DF ; wiec AC potowa linij ACF
iest krotszg od AD potowy linij ADF; wiec
5tio linije pochyte im bardziey oddataig sie od
prostopadtej tem sg diuzsze.

Wniosek 1. Prostopadta, mierzy praw-
dziwg odlegto$¢ punktu od linij, poniewaz iest
ze wszystkich linij pochytych naykrétsza.

Whniosek Il. Z iednego punktu do tey sa-
jney linij, niemozemy poprowadzi¢ trzech li-
nij prostych réwnych: ho z iedney strony pro—
stopadtey, bylyby dwie linije pochyte sobie
jiirbwne, co bydz niemoze.

ZADANIE XVII.
Tu>ierdzejiie.
Jezeli przez punkt wziety na srzodku li

ni}
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tiij prostej, podzielonej na dwie czesci ro-
wne” mwyprowadzimy do tey linij prostej pro-
stopadta; imo kazdy punkt tey prosiopad-r

bedzie w w réwnej odlegtosci od dwoch
ostatecznych koricéw Linij prostej: kazdy za$
punkt niebedacy na prostopadtej, bedzie w
nieréwnej odlegtosci od tychze ostatecznych
koricow linij. (fig. 34).

Poniewaz tiaprzéd mamy z przypuszcze-
nia AC = CB, linije pochyte DA, DB;
BA, EB jF A, FBjj oddalone réwnie od pro-
stopadley sg sobie réowne- wiec \mo kazdy
punkt bedacy na prostopadiey FE iest wré-
wnej odlegtosci od ostatecznych koricow A i
B ? linij prostey AB.

%do. Niech bedzie punkt I. lezgcy z bo-
ku prostopaditej F E } iezeli ztgczymy 1A, IB,
iedna z tych linij przetnie prostopadia w punk-
cie D, z ktérego punktu poprowadziwszy li-
nijg DB bedziemy mieli BB — DA. Lecz
linija prosta IB iest krotszg od linij potama-
ncy IDE, zas IDB = IDA ~ 1A wiec
IB IA, azatem B3Yo kazdy punkt niebeda-
ey ha prostopadiey iest w nieréwney odlegto-
§ci od ostatecznych koncow A, B, linij pro-

AB.

ZADANIE XVIII.
Twierdzenie.

‘iezeli we dwoch tréjkatach prostokat-*
nych?
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nych, przeciwprosiokatna i bok w iednym
iroyhq.de, sg réwne przeciwprostokatney i bo-
kowi odpowiadajacemu w drugim tréykaciey
te dwa troykaty prostokatne b£da réowne mic-
cizy sobg. fig. 55).

Niech bedzie przeciw - prostokatna AC
rowna przeciwprostokagtney D F, i bok AB
rowny bokowi odpowiadahicemu D E, powia-
dam, ze troykat prostokagtny ABC, bedzie
réwny troykatcwi prostokgtnemu D E F.

Beda te dwa tréykaty widocznie réwne,
iezeli trzeci bok BC, bedzie rowmy trzecie-
mu bokowi EF. Przypusémy, ze te dwa osta-
tnie boki nie sa réwne, iZze BC > EF;
wzigwszy B G— EF, zlgczmy AG. Trdykat
ABG iest rowny troykéitowi DEF, poniewaz
kat prosty B iest rowny katowi prostemu E,
bok AB= DE, bokBG— EF, wiec te dwa
troykaty bedac réwne (Zad.Yl). bok AG be-
dzie réwny bokowi DF; lecz z zalozenia ma-
my DF = AC wiec AG = AC. Linija zas
pochyta A C, bardziey oddalona od prostopa-
diey AB anizeli linija pochyta AG, tey o-
statniey rowng bydz niemoze, wiec BC nie-
moze bydz od EF, wiec bedzieN, BC =
E F; azatem tréykat ABC iest rowny troy-
katowi DEF.

Uwaga. Mozna takze dowie$¢ sposobem
prawie podobnym, Ze dwa troykaty prosto-
katne sg réwne, iezeli maig przeciwprosto-
katng i kat réwny. (fig.55.)

Niech
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Niech bedzie przeciw -prostokatng AC =
KF, kat ACB rowny katowi Bk E, powia-
dam, ze troykat prostokatny ABC, bedzie
rowny tréojkatowi prostokagtnemu DEF.

Réwnos¢ tych dwoch troykatow bedzie
widoczng, ieZeli okazemy, Ze bok RC, test
rowny bokowi EF, poniewaz nadwczas owa
tréjkaty beda miaty kat rowny wf kazdym,
obiety bokami réw nenie (ZadrAl). Przypusé-
my ze boki BC, EF nie sgréwne, zeBC
> EF; biorgc CH — FE, itaczacAli; troj-
katy ACH DFE bytyby rowne iako maia™
ce kat ACH = DFE, iboki AC, CK, o-
beymuigce kat ACH, réwne bokom EF,
FE obeymuigcym kat DF E (Zad. \1.); wiee
kat prosty D EF bytby réwny katowi AHC]j
lecz z zalozenia kat DEF = ABC,; wiec
kat prosty ABC bytby réwny katéwi AH C,
i ziednego punktu A, moznaby byto spuscié
dwie prostopadie na te same linije prosta B C,
co iest rzecza niepodobng (Zad. XV.), wdec icst
takze rzecza niepodobng, azebjr bok BC >
E F, wiec bok BC = E F; azatem dwa tréy-
katy prostokagtne ABC, DEF beda rowne.

ZADANIE XIX.
Twierdze nie.

Jezeli dwie linije proste, sg prostopad-
te do trzeciey linij prostey? te dwie linije pro-
ste I)Edg réwnolegle miedzy soba, to iest: iz

prze-
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przedtuzone do iakieykolwiek odlegtosci, ni-*
gdy sig z sobg nieprzetng. (Opis. 12\ (fig. 56)

Poniewaz, gdyby dwie linije CA, DB;
prostopadle do linij AB, mogty przeciac¢ sie
% iedney lub drugiey strony linij AB w jakim-
kolwiek punkcie, wiec z tego punktu mogliby-
$my spuscic dwie prostopadte na te sarne lini—
ja AB, co iest rzeczg niepodobng- (Zad.XV)*

ZADANIE XX*
Twierdzenie przybrane.

Jezeli z dwdéch linij prostych, iedna iest
prostopadtg do trzeciey linijprostey daney,
druga za$ z tg trzecig linijg dang sktada kat
ostry, te dwie linije prosie dostatecznie prze—
dtuzone przetng sie. (fig. 36).

Niecli b;dzie linija prosta AB, z ktéra
linija EA sklada kat ostry EAB, a do kté-
rey linija DB iest prostopadta, powiadam, ze
te dwie linije proste AE, BD dostatecznie
przedtuzone, przetng sie (*)

Z punktu jakiegokolwiek F, wzietego na
kierunku linij AE, spus¢my prostopadig F G,
na linija AB; punkt G, niepadnie w punkcie
A, poniewaz kat F A B iest mnieyszy od kata

pro-

(*) Czytaé Geometrie par Lacroix, dixieme
édition (1814). 8 40.k. a3. Geometrie par
L egendre. Pierwsze wydania przed ra**
kiem 1817.
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prostego ; niepadnie w punkcie H na przedtu-
zeniu. BA, bo nadwczas wysztyby dwie pro-
stopadte KA, KH, ziednego punktu K na
te same linijg prosta A H. Azatem. punktfG
padnie iak figura pokazuie w kierunku A B.

Na linij AE weZmy drugi punkt L, w
odlegtosci AL wiekszey od odlegtosci AE, a
spusciwszy na A B prostopadig L M, okazemy
podobnie iak wyzey, ze punkt M, niepadnie
ani na punkt G, ani na punkta bedace w kie-
runku G A, lecz w kierunku G B, tak, Ze od-
legtos¢ AM bedzie koniecznie wiekszg od od-
legtosci AG.

Jezeli figure dobrze wykresliliSmy, wi-
dzie¢ bedziemy, Ze gdy linija AL iest dwa
razy wieksza od linij AF , odlegto$¢ AM, iest
dwa razy wiekszg od odlegtosci AG; gdy AL
iest trzy razy wiekszg od AE\ odlegtos¢ AM
iest doskonale trzy razy wiekszg @ odlegtosci
AG, it d.; ztad iasno widzimy, ze nietylko
linija prosta AE dostatecznie przedtuzona,
przetnie sie z linija prosta BD dostatecznie
przedtuzong, lecz nadto oznaczy¢ bedziemy
inogli na linij AE za pomocg prpporeyi, od-
legtos¢ punktu, w ktérym te dwie linije prze-*;
tna sie.

ZADANIE XXI.
Twierdzenie.

Jezeli dwie linije proste spuszczone na
trze-
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trzecia linijg prostg skiladnig z tg ostatnig
dwa. katy wewnHrzne ktérych sum na iest
réwng dwoé u katom prostym, te dwie linije
tyda rownolegle mied/.y sobg. (fig.57. bis)

Jezeli ze srzodka G Linij daney AB spu-
Scimy prostopadta GE na linijg prosta AD;
i prostopadtg GF na linijg prosta FBC, po-
wiadam naprzéd, ze dwie prostopadle GE,
G F beda w linij prostey.

Jakoz marny z przypuszczenia

DAB + ABC.= $§ katom prostym,
mamy takze

ABF -j- ABC = 2 katom prostym;
wiec

DAB = ABF.

Wiec w troykatach prostokatnych GE A,
GFB, przeciwprostokagtna GA bedac réwna
przeciwprostokgtney GB; kat GAE == GBF
dwa te troykaty beda réwne, wiec kat AGE
bedzie rowny katowi BGF. Z przyczyny ze
limja AB iest linijg prostg, mamy:

AGE -f- EGB == 2 katom prostym
mamy podobnie

BGF -j- EGB — 2 katom prostym,
wiec boki EG, GF beda w linij prostey
(Zad.lv). »

A zatem linije proste AD, BC bedac
prostopadlemi do tey samey linij prostey F E
beda rownoieglemi miedzy sobg (Zad.XIX).
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-ZADANIE XXIIL

T wierdzeni e.

Jezeli dwie linije proste sktadaig z trze-
cig, linijg prosta dwa katy wewnetrzne kto6-
rych su nnia bedzie mnieyszg od dwdch ka-
téw prostych’, te dwie Linije dostatecznie prze-
dtuzone, przetng sie. (fig. 57).

Do linij daney Ali, poprowadzmy dwie
linije CA, DH, tak, azeby katy CAB, ABH
byty rowne; przez punkt G srzodek linij AB
poprowadzmy prostopadta GE i GF na li-
nije CA, DH, a miedzy te ostatnie i przez
punkt A, poprowadzmy linijg prostag I L. Po-
niewaz kat AEK iest prosty, linija AE iako
prostopadta iest linija krotsza od linij pochy-
tey AK; wiec w troykéicie AEK (Zad.XIV).
kat AKE AEK; wiec kat IKF rowny
keltowi E K A iest mnieyszy od kata prostego.
Azatem linije K1, FD, przedtuzone dostate-
cznie przetng sie (Zad.XX).

Uwaga. Jezeli linije MA, D B, skladn-
ig z linijg AB dwa katy MAB, DBA, kté-
rych summa iest wiekszg od dwdcii katéw pro-<
stych nadwczas dwie linije AIA, DB nieprze-
tng sie (nad linija AB, lecz pod linijg AB,
Poniewaz dwa katy AlIAB, BAN skladaig dwa
katy proste ; dwa za$ katy AB D, AB F, skia-
daig takze dwa kiity proste; wiec te cztery,
katy razem wziete skitadaig cztery katy pro-
ste. Lecz summa dwoch katow MAJB, DBA,

wy—
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wynosi wiecey nad dwa katy proste, wiec siim-
ma pozostatych dwoch katbw BAN, ABF
iest mnieyszg od dwodch katéw prostych, a
zatem dwie linije proste AN, BF przedtuzo-
ne dostatecznie, przetng sie pod linijg AB.

ppniosek. Przez punkt dany A, do linij
daney BD, iedne tylko rownolegte, popro$
wadzi¢ mozna. Poniewaz iedna tylko linija
AC robi summe dwéch katéw CAB -j- DBA
réwng dwém katébm prostym, a ta linija iest
réwnoleglg zadanag: kazda za$ inna linija ia-
ko to: 1A albo MA skladaig summe Kkatow
Wewnetrznych mnieyszg albo wieksza od dwdch
katow prostych; wiec te linije dostecznie z li-
nija BD przedtuzone przetna sie nad, Ilub
pod linijg ABi

ZADANIE XXIIL
Twietdzenie.

Jezeli dwie linije réwnolegle sag przecie-
ie od trzeciey linij prostey, summa katow
wewnetrznych iest rowna dwém katom pro-
stym. (lig. 58).

Niech bedg dwie linije réwnolegte AB,
CD, przeciete trzecig linija prosta EI, po-
wiadam, ze katy wewnetrzne AG O, GOC
bedg réwne dwoém katom prostym.

Poniewaz, gdyby summa dwéch katow
wewnetrznych AGO, GOC byta mnieyszg
<od dwoch kagtow prostych, linije BA DC,

prze-
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przecietyby sie ze strony A, O, co iest
przeciwko zatozeniu. Gdyby summa dwoch
katéw Wewnetrznych A GO, G O C byta wiek-
sza od dwoch katéw prostych, linije proste
AB, CD przecietyby sie ze strony B, D,
co iest takze przeciwko zalozeniu; wiec gdy
summa dwéch katédw wewnetrznych AGO,
G OC iest ani mnieysza ani wiekszg od dwoch
katéw prostych, wiec summa dwo6ch katow
wewnetrznych AGO, GOC, bedzie rowmg
dwém katom prostym.

fUniosek. 1. Jezeli kat GO C iest pro-
sty, kat AGO bedzie takze prosty, wiec ka-
zda linija skoro iest prostopadta do iedney z
rownolegtych, iest razem prostopadtg i dodru-
giey.

W riosek 11. Katy wewnetrzne z tey sa-
iney strony'nazyWaig sie takze katami wng£-
trznemi, iuz dowiedliSmy, ze katy wnetrz-
ne sg rowne dwoiri katom préstym. Z kad
wmies¢ mozemy Ze: z

i/no Summai katow EGA, CO|I, naz-
wany ch katami zewnetrznetni * iest rdéwna
dwoém katom prostym.  Jakoz summa katéw
AGO -f AGE -f GOC -f- CO I— 4 katohi
prostym odigwrszy summe katow AGO -f- GOC
réwng dwom katom prostym, pozostata sum-
Kia AGE -j- COIl bedzie takze robwna dwém
katom prostym.

2do Katy AGO, GOD nazwane na
przemian wnetrznebeéig rowne. Mamy bowiem

'oe AGO
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AGO-f GOC =s 2 katom prostym
GOD -f*GOC = 2 katom prostym,
azatem
AGO = GOD.
5tio Katy EGB, COIl, nazwane na
przemian zewnetrzne bedg rowne. Poniewaz
mamy
EGB + EGA — 2 katom prostym
COl -f EGA = 2katom prostym,
wiec
EGB = COlI.
lita Katy AGO, COI, nazwane we~
Wnctrzno - zewnetrzne (niektdrzy Autorowie
nazywaia katami odpowiadaigcemi) sg rownc.
Gdyz
-f GOC = 2 katom prostym,
COl -f GOC = 2 katom prostym,
Wiec bedziemy mieli
AGO = COl.
I na odwrdt'.
imo Jezeli summa katow zewnetrznych
A GE, COI iest rébwna dwém katom prostym,
powiadam, Ze linije AB, CD, beda réwno-
legte. Mamy bowiem
AGO-fAGE-fGOC4-COI — 4katom
prostym, odiawszy summe katow AGE -f COl,
ktéra z zatozenia iest réw ng dwém katom pro-
stym, pozostanie
AGO-f GOC == 2 katom prostym
Wiec (Zad.XX1). linije AB, CD bedg
réwnolegte.
2do Jer
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sdo Jezeli katy na przemian - i&netrZne
AGO, GOD bedarowne linije, AB ,CD beda
rownolegte. Jakoz, linija C D bedac linija
prosta, mamy
GOD 4- GOC = 2 katom prostym
mamy za$ z zalozenia
GOD =+ AGO
wiec bedziemy mieli
AGO -f- GOC == 2 katom prostym
Wiec (Zad.XXl). linije AB, CD, beda
rownolegte; .
otio Jezeli katy na przemian zewnetrzna
EG'J5, C Ol beda réwne, linije AB, CD, be-
da rownolegte. Mamy bowiem kat
EGB= AGO
Wiec bedziemy mieli
CDI — AGO
nadto
COT -|- GOC — 2 katoni prostym
wiec bedziemy mieli
AGO -j- GOC — 2 katom prostym
Azatem (Zad.XXl); linije AB, CD be-
da réwnolegte;
4to Jezeli katy wneirzno - zewnetrzne
ago, coi sgrowne, linie AB, CD, be-

da rownolegte. Linija El bedac linijgprostia
maniy;

Ccol COG = 2katom prostym
mamy za$ z zatozenia
wiec COl — AGO

AGO 4- COG — 2 katom prostym,

.E % Azg-
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Azatem (Zad.(XXI1)* dwie linije AB, CD
beda réwnolegle.

ZADANIE XXIV*
Twier dzenie.

Jezeli dwie linije sg rownolegte do linij
trzeciey, te dwie linije sga réwnolegte miedzy
soba. (lig.39).

Niech beda dwie linije AB, CD, rowno-*
legte do linij trzeciey L1, powiadam, ze te
dwie linije AB, CD, beda réwnolegte miedzy
soba.

Poprowadzmy P QR prostopadta do L1,
poniewaz AB iest réwnolegta do L1, linija
PR bedzie prostopadtg do linij AB (Zad.
XXI111); podobnie, poniewaz CD iest réwno-
legta do LI, linija PR bedzie prostopadtg do
linij CD. Azatem AB, CD, bedac prosto-
padtemi do tpy samey linij prostey PQ, bedg
Réwnolegte miedzy sobg (Zad. X 1X).

ZADANIE XXV.
Twierdzenie.
| ' [

Dwie rownolegte, whazdym punkcie sg
w réwney od siebie odlegtosci. (fig. 40).

Maigc dwie linije rownolegte AB, CD,
jezeli przez dwa punfcta wciete od upodobania
na linij AB, wyniesiemy dwie prostopadie FH,
E G, te dwie prostopadie bedg takze prosto-

pad-



Biblioteka Cyfrowa UJK
http://dlibxd.ujk.edu.pl

padiemi do drugiey linij rownolegtey CD (Zad.
XXI11.); a nadto linije FH, EG beda réwne
miedzy soba.

Poprowadzmy linijg FG, katy GFE,
FGH, odniesione do réwnolegtych AB, CD
beda rowne iako naprzemian- wewnetrzne (27—
wagaz Zad. XXI111.); podobnie poniewaz linije
proste FH , EG, prostopadie do jedney i tey
samey linij prostey AB, wiec sg rownolegte
miedzy soba, wiec katy E GF, GF FI, odnie-
sione do rownolegtych F H, EG, beda réwne
iako na przemian - wewnetrzne. Wiec dwa
tréykaty EFG, F GH, maigce bok wspélny
FG przylegly dwém katom réwnym (Zad.
VIl.) sgréwne ; azatem bok E G, ktory mie-
rzy odlegtos¢ Ihiij réwnolegtych AB, CD, od
punktu E, iest rowny bokowi FH mierzace-
mu odlegtos¢ tych samych linij rownolegtych
gd punktu F.

ZADANIE XXVI.
Twierdze nie

Jezeli ramiona iednego kata, sg réwno-
legle do ramion kata drugiego, i leza wtym
msanmym kierunkukgty temi ramionami obie-
te bedg réwne. (iig.4i). -

Niech bedg dwakaty B AC, D E F, ktorych
ramiona BA, DE; AC,EF, lezac wtym sa-
mym kierunkn sg réwnolegte, powiadam;, ze
kat B AC bedzie rowny katowi DEF.

Prze-



Biblioteka Cyfrowa UJK
http://dlibra.ujk.edu.pl

Przedtuzmy ramie D E, az do spotkanig
sie z ramieniem AC w punkcie G; kat DEF
iest rowny katowi D G C . poniewaz ramie EF
iest rownolegte do ramienia AC (Zad.XXIlII).
kat D G C iest rowny katowi B A C; poniewaz
ramie D G iest rdwnolegte do ramienia BA;
wiec kat DEF, iest rowny katowi B AC. /

Uwaga. Przyczyna, azeby ramiona kata
B AC lezaty wriednym Kkierunku z ramionami
kata DEF, iestta, iz przedtuzywszy ramie
FE kuH, kat D EIl bedzie miat ramiona
rownolegle do ramion kata B AC, lecz w tym
przypadku te dwa katy niebeda sobie réwne,
sktada¢ tylko bedg razem dwa katy proste.

Z ADANIE XXVII.
Twierdzenie.

FFkaidym fréykacie summa trzech ka-
tow iest rowna dwom katom prostym, (lig.
2.

W tréjkacie jakimkolwiek CBA, prze-
dtuzywszy bok CA az clo 1), i poprowadziw-
szy z punktu A timjg prosta A E réwnolegia
do buku CB; katy liCA, EAD, jako we—
mwietrzno-zewnetrzne, odniesione do linij CAD
bedg réwne; podobnie katy CBA,B AE, ia-
ko na przemian- wewnetrzne odniesione do
linij AB, bedg réwne; wiec trzy katy tréj-
kata CBA, skladaig summe trzech katéw
CAB, BAE, EA D réwng dwém keltompror
styai [FF niostkiM>//ad.ll).
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I. Wniosek. W trdykacie, poznamy kat
trzeci, odeymuigc summe dwoch katow zna-
nych od dwdcli katéw prostych.

Il. Jezeli dwa katy w iednym tréykacie,
sg rowne dwom katom w troykacie drugim,
trzeci kat w pierwszym tréykacie, bedzie ro-
wny trzeciemu katowi w tréykacie drugim, i
te dwa tréykaty beda roéwnokatne miedzy
soba.

I11. W iednym troykacie, ieden tylko kat
prosty bydz moze, poniewaz gdyby byty dwa
katy proste, trzeci kat zniknagtby; w iednym
takze troykacie wiecey nad ieden kat rozwar-
ty bydz niemoze.

IV. W kazdym troykacie prostokatnym,
summa dwoch katéw' ostrych, iest. réwna, ie-
dneniu katowi prostemu.

V. Gdy kazdy troykat réGwnoboczny, iest
razemirownokatnym (Zad.XlIl,), wiec kazdy
kat w troykacie rdéwnobocznym iest réwny
trzecioy czesci dwéch katow prostych; tak,
iz iezeli kat prosty wyrazimy przez iednos¢,
kazdy kat w tréykacie rownobocznym wyrazi
sie przez 8.

VI. W kazdym tréykacie CBA (fig. 4n).
kat zewnetrzny BAD iest réwny summie dwoch,
katow wewnetrznych przeciwlegtych B i G;
poniewaz AE bedac linija rownolegta do bo-
ku CB, czes¢ BAE iest rowna katowi B,.
druga zas czes¢ EAD iest réwna katowi C. e

ZA -
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ZADANIE XXVIII,

Twier dzenie.

W kazdym wieloboku summa mmwszystkich
katdbw wewnetrznych iest rowna tyle razy
dwdém katom prostym. ile iest iednosci wli-
czbie. bokdw mniey dwoma. (fig.45)T

Niech bedzie ABCDEIGA wielobok;
iezeli z wierzchotka kata A, poprowadzimy do
wierzchotkéw wszystkich katéw przeciwleg-
tych linije proste AC, AD, AE, Al; wi-
dzimy, (e wielobok maigcy 7 bokéw zostal
podzielony na 5 troykatow, azatem summa ie-
go katow wewnetrznych 2(7 — 2) =10 Kka-
tom prostym.

Wielobok bytby podzielony na 6 tréyka-
tow gdyby miat 8 bokéw, i w og6lnosci na
tyle troykatow, ile iest bokéw mniey dwoma.
Wszystkie bowiem te tréykaty maig za wspol-
ny wierzchotek punkt A, a za podstawy rdzne
boki wieloboku, wyigwszy dwa, obeymuigce
kat A." J '

Whniosek I. Summa, katéw w czworobo-
ku, ieat rowna dwém katom prostym rozmno-
zonym przez 4— 2,coczyni 4 katy proste; wiec
iezeli wszystkie katy czworoboku sg réwne,
kazdy z nich bedzie katem prostym, a w tym
razie czworobok bedzie prostokatem lub kwa-
dratem (Opisa. XVII).

Whniosek Il. Summa katéw w pieciobo-
ku, iest rowng dwém katdm prostym mnozo-

<, 1 nym
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nym przez 5 — 2, co czyni 6 katow prostych;
wiec skoro pieciobok iest réwuiokatny, kazdy
kat iest rowny piatey czesci 6 katéw prostych
czyli ~ kata prostego.

Whniosek Ill. Summa katéw szescioboku
iest 2 (6 — 2) czyli 8 katow prostych; wiec
w szescioboku rownokatnym, kazdy kat iest
szOstg czescig oSmiu katéw prostych, czyli %
kata prostego. ,®

Uwaga |I. Gdybysmy to zadanie chcieli
przystosowa¢ do wielobojow maigcych katy
wkleste (lig.44). nalezatoby uwazac kazdy kat
wklesty wiekszy od dwoch katéw prostych:
Lecz dla uniknienia wszelkiego zamatwania,
uwaza¢ bedziemy wieloboki z katami wypuk—
temi, czyli wieloboki wypukle takie, iz iinija
prosta prowadzona w nich podtug upodobania,
naywiecey w dwoéch punktach moze przecigé
perimetr tego wieloboku.

Uwaga Il. Jezeli przedtuzymy w tym
samym kierunku wszystkie boki wieloboku wy-
puktego (fug. 45); summa katéw zewnetrznych
ztozonych z kazdego boku wieloboku i z prze-
dtuzenia boku iego dotykaigcego sie iest ro-
wna czterem katom prostym, iakakolwiek be-
dzie liczba bokéw wieloboku. Kazdy bowiem
kat zewnetrzny b B A, z katem wewnetrznym
ABC przylegtym skiadaig dwa katy proste,
ktore sie powtarzaiag w wheloboku tyle razy,
ile iest bokéw czyli katow; summa katéw tak
zewnetrznycli iak wewnetrznych, sktadaé be-

dzie
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dzie tyle razy dwa katy proste, ile wielobok
ma bokéw. Odeymuiac od tey summy, sum-
me katobw wewnetrznych, réwna tyle razy
dwa katy proste, ile wielobok ma bokow
mniey dwoma, pozostang dwa razy dwa ka-
ty proste, czyli cztery katy proste na summe
katow zewnetrznych.

Uwaga IIl, Dwa wieloboki sg réwne,
skoro sktadaig sie z tey samey liczby troyka-
tow réwnych i podobnie roztozonych, czyli
zebranych tym samym sposobem, poniewaz
nadéwczas widocznie potozone ieden na dru-
gim, te dwa wieloboki catkiem pokryig sie i
przystang do siebie,

ZAD AN I E XXIX,
Twierdzenie.

TU rownolegtoboku, boli i katy prze-
ciwlegte sg rowne. (fig.45).

Poprowadzmy przekatng D B, dwa trdy-
katy AD B, DB C maig bok wspélny BD, a
dla rownolegtosci bokow AD, BC, kat ADB
= DBC (Zid. XXIIl.); dla réownolegtosci za$
bokéw AB, DC, kat ABD — BDCwiec
dwa tréjkaty sa réwne (Zad."VIl.), zatem
bok AB, przeciwlegty katowi ADB, iestro-
wny bokowi D C, przeciwlegtemu Kkato-
wi rownemu DBG, i trzeci bok AD iest ro—

| wny
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wny trzeciemu bokowi E C; wiec w rowmole«>
globoku boki przeciwlegte sg "rowne.

Z rownosci lyeb sarnyeh krdykatow wy-
pada, ze kat A iest réwny katowi C, kat ADC
ztozony z dwoch 'katbw ADB, B DC, iest ro-
wny katowi ABC ztozonemu z dwdch katdéw
DBC, ABD ; wiec w réwnolegtoboku katy
przeciwlzgie sg réwne,

PFniosek. W iec dwrie rownolegte AB, CD,
obiete miedzy dwiema drugicini réwnolegte-
mi AD, BC sg riwne.

Uwaga. Zadanie XXV. iest wnioskiem
Badania poprzedzajgcego.

ZADANIE XXX.
Twierdzenie.

Jezeli w czworoboku, boki przeciwlegte
sg rowne, boki te bedg miedzy sobg réwno-
legte, a figura bedzie réwnolegTotokiem
(fig. £5).

Niech bedzie czworobok AB CD, w kto-
rym boki AB — CD, AD = BC, powdadam,
ze boki réwne w tym cworoboku bedag réw-
nolegte, a czworobok bedzie réwnolegtobo-
kiem.

Poprowadzmy przekatng DB ; w dwdch
troykatacli ABD, BDC trzy boki w iednym
troykacie beda réwne trzem bokom w drugim
troykacie, te*dwa wieclroykaiy saréwne; wiec
N<yADB,DBC przeciwlegte bokom rownym

AB,
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AB, DC beda rowne; wzgledem za$ bokow
AD, BC katy te sg na przemian zewnetrz-
ne (Zad.XXIIl. Wnios.Il), wiec boki AD, BC
bedg réwnolegte.

Podobnie, katy na przemian-wewnetrz-
ne ABD,BDC bedac réwne, bokiAB, DC
beda roéwnolegte; wiec czworobok AB CD
iest rownolegtobokiem.

ZADANIE XXXI.
| Twier dze/nie.

Jezeli w czworoboku, dwa bokiprzeciw-
legte sg réwHe i rownolegte, drugie dwa bo-
ki tego czworoboku bcdg. réwne i rownolegte,
i czworobok bedzie réwnolegtobokietn (fig. 45).

Nmch bedzie czworobok ABCD, w kto-
rym dwa boki przeciwlegte AB, CD sg ré6-
wne i rownolegte, powiadam, Ze dwa drugie
boki AD, BC, bedg réwne i rownolegte, i
czworobok bedzie réwnolegtobokiem.

ProwadZzmy przekatng DB; poniewaz
bok [AB iest rownolegty do boku DC, katy
na przemian - wewnetrzne, AB4D, BDC sgro-
wne (Zad,XXIIl.Wnio. Il). nadto bok AB =
DC, bok DB wspdlny, wiec troykaty AB D,
D B C inaigce kat réowny w kazdym obiety
bokami réwnemi bedg réwne (Zad.Vl.), aza-
tem bek AD = BC; za$ katy ADB, DBC
wzgledem linij prostych AD, BC iako na prze-
mian wewnetrzne sg réwne, (Zad. XXIII.
' iiios.
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PPnios.Il), linije AD* BC, bedac réwnolegty
czworobok AB CD bedzie réwnolegtobokiem.

ZADANIE XXXII.
Tu>ierdzenie.

W kazdym roéwnolegtoboku, dwie prze-
fcytne przecinaly sif na dwie czys$ci rowne. (fig.
45.bis).

W roéwnolegtobokii AB CD poprowa-
dziwszy przekatne AC, DB; W dwoch tréy-
katach AD O, COB, bok AD == CB, Kkat
ADO = CBO (Zad.XXIIl, Wnios. I1.); ikat
DAO= OCB; wiec dwa troykaty maiace w
kazdym bok réwny przylegty dwém katom ro6-
Wnym (Zad.VIIl). sg réwnej wiec AO, bok
przeciwlegty katowi ADO, iest rébwny OC
bokowi przeciwlegtemu katowi OB C wiec tak-
ze DO = OB,

Uwaga. W przypadku, gdyby réwnole-
gtobok byt kwadratem ukosnym, bok AB
= BC, troykat AOB = OBC iako maigce
W kazdym po trzy boki réwne, kat AOB =
BOC, wiec dwie przekatne w kwadracie uko-
$nym, przecinaig sie pod kgtami prostemii

KSIEGA
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KSIEGA I

O kole, i o wymiarze katéw*
v |

o pisania

I. Obwodem kota, nazywa sie linija krzy-
wa, ktéreywszystkie punkta sg w rowney od-
legtosci od punktu wzietego wewnatrzobwo-
du, nazwanego srzodkiem.

Przestrzern zakonhczona ta linija krzywa
nazywa sie kotem.

NB. W moéwieniu bierze sie niekiedy ko-
lo, za obwdd kota, lecz zawsze pamietaé na-
lezy, ze kolo iest to przestrzen tnaigca dtu-
gos¢ i szerokos¢ , obwdd zas kota iest tylko li-
nija krzywa.

Il. Kazda linija prosta CA, CE, CD,
CB, itd: (lig.46). prowadzona ze srzodka do
obwo lu kota nazywa sie promieniem albo
potsrzednicq. * kazda linija prosta AB przecho-
dzaca przez srzodek obwodu kota, i zakon-
czona z obu stron tymze ©bwndem kota, na-
zywa, sie srzednice.

Wiec w obwodzie kota wszystkie promie-
nie sa rownej wszystkie srzedniee dwa razy
wieksze od promienia, sa takze réwne.

I1l. Czastka Obwodu FH G nazywa sie
lukiem. Linija prosta F G dotykaigca sie o-

sta-:
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statecznych koncéw luku, nazywa sie cienci-
tego luku.

IV. Powierzchnia, albo czes¢ kola obie-
la miedzy lukiem i ciefnciwg nazywa sie od-
cinkiem.

NB. Tey samey cienciwi© odpowiadata
dwa luki FHG, FEG, azatérni dwa odcin—
ki, lecz zawsze mowi¢ bedziemy o naymniey-
szym.

V. Wycinek iest cze$¢ kota zamknieta
miedzy lukiem E D i dwoma promieniami C D,
CE prowadzoneini do ostatecznych koncéw
tego luku.

VI. Nazywa sie linijg wpisang (fig.4y x
AB, ktorey ostateczne konce sg na obwodzie
kola.

Katem wpisanym, kat B AC zitozony s
dwoch ciericiw BA, AC ktérego wierzcho-
tek lezy na obwodzie kola.

Troykatem wpisanyin, troykatB AC kto-
rego trzech katéw wierzchotki lezg na obwo-
dzie kota.

W og6lnosci nazywa sie figura wpisana,
figura, ktorey wszystkie katy maig swoi® wierz-
chotki na obwodzie: w tym razie mowi¢ mo-
™a, ze obwdd kota iest opisany na tey figu-»
rze. ,

VII. Linija A.B (fig. 48). przecinaigca ob-
Wéd kola w dwéch punktach, nazywa sie sie~
*Zna.

VIIIl. Styczng? linija- CD maigca ieden

punkt
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punkt wspdlny z obwodem kota. Punkt za$
wspoélny M,' punkiem dotknigcia.

IX. Dwa obwody wzaiemnie sg styczne-
mi, iezeli maig ieden punkt wspolny.

X, Jezeli wszystkie boki wieloboku, sg
stycznemi do obwodu kola, wielobok iest opi-
sany na obwodzie kola, albo obwdd kota w
wieloboku wpisany. (fig. i60).

ZADANIE l.
Twierdzenie.

Kazda srzednica dzieli kolo i obwdd ko-
ta na dwie czeSci réwne. (fig. 49).

Przetaniawszy kolo w kierunku srzedni-
cy AB, linija krzywa AEB, powinna przy-
sta¢ doskonale do linij krzywey AFB; bez
czego w iedney lub drugiey bytyby piinkta
niebedace w rowney odlegtosci od szrodka C,
foo iest przeciwko opisaniu kota.

ZADANIE 1.

Twierdzeni e

Kazda cienciwa iest mnieysza od Srzed-
nicy. (iig. 4p).

Jezeli do ostatecznych koncow cienciwy
AD, poprowadzimy promienie CA, CD, be-
dziemy mieli linijg prosta AD < AC -j- CD/
albo AD < AB.,

JVnio-
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Whniosel:. Wiec naywieksza linija prostall
ktéra mozna wpisa¢ wkoto, iest réwna iego
srzednicy.

ZADANIE 1.
Twierdzenie.

Linija prosta w dwéch tylko punktach
przecig¢ moze obwod kota.

Gdyby linija prosta przecieta obwo6d ko-
ta w trzech punktach, te trzy punkta bytyby
w réwnej? odlegtosci od srzodka, wiec z ied—
ncgo punktu do iedney i tey samey linij prostey
bytyby prowadzone trzy tinije proste réwne-,
co iest rzeczg niepodobng (Zad.XVI1.K.l.)

ZADANIE V.
Twierdzenie

tern samem kole albo w dwoch kotach
rownych, katy (ktérych wierzchotki sa we
srzodku kota) rowne, obeymuig na obwodzie
luki réwne) i na odwrét, iezeli tuki na ob-
wodzie kota sg réwne, katy we srzodku kota,
bcdg takze rowne. (Fig.61).

Poniewaz Imo Jezelikat ACB= DCE,
te dwa katy przystang do siebie; a dla rowno-
§ci bokéw punkt A padnie na pukt D, punkt *
za$ B na punkt E; nadwczas tuk AB padnie
i przystanie dotuku D E; poniewaz, gdyby
te dwa tuki niezbiegty sie z sobg, wiec w ie-
dnym lub drugim tuku bytyby punkta nieré-

D wnie



Biblioteka Cyfrowa UJK
http://dlibra.ujk.edu.pl

wnie od srzodka oddalone, co bydz niemoze?
wiec tuk AB=DE.

2do Jezeli luk AB=DE, powiadam,
ze kat ACB bedzie rowny katowi D CE; gdy-
by te katy niebyty rowne, niech bedzie ACB
wiekszy, i niech bedzie AClI— DCE; be-
dziemy wiec. mieli fuk A 1= tukowi DE: lecs
z zatozenia luk AB = BE; wiec mielibySmy
Al=AB, catos¢ réwna czesci, co bydZ nie-
inoze, azatem kat ACB— DCE.

ZADANIE V.
Twierdzenie.

TV iednern kole, lub w dwdch kolach roé-
wnych, luki réwne obeyniuig cienciny rowne;
cienciny za$ réwne obeymuig luki réwne.
(fig. 5°)." ~

Promien AC bedac réwny promieniowi
EO, tuk AMD réwny tukowi ENG, po-
wiadam, Ze cienciwa AD bedzie rowng cieii-
ciwie EG.

Poniewaz, iezeli poprowadzimy promie-
nie DC, GO, lukiAMD, ENG bedac ré-
ne, katy ACD,EOG bedg réwne (Zad.lV);
wiec trojkaty ACD, E O G smaigce ieden kat
rowny obiety miedzy bokami réwnemi beda
rowne, wiec trzeci bok AD iednego tréykata
bedzie réwny trzeciemu bokowi F G drugiego
troykata.

Naodwrgt, przypussczaiac zawsze pro-

mien
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inien AC= EO, iezeli cienciwa AD réwaft
Henciwie EG, powiadam, ze tuk AMD be-
dzie rowny tukowi EN G.

Poprowadziwszy promienie CD O G ; w
<hvoch tréykatach ACD, EOG, trzy boki
w iednym troykacie, sg réwno trzem bokom
w drugim troykacie, wiec te dwa troykaty sa
réwne (Zad. XI1.K. 1.), wiec kat ACD ==E O G;
a zatem tuki (Zad.1V.) AMD, ENG obiete
bokami tych katow bedg réwne.

ZADANI E VI

Twierdzenie.

W tern samem hole, albo w holach ré6-
wnych, (biorgc tuki mnieysze od potobwodit
kota), luk wiekszy iest obiety wieksza cien—
ciwag, luk zas mnieyszy obiety cienciwg mniey—
$za3. (fig. 50).

Niech bedzie tuk AH wiekszy od tuku
AD; poprowadziwszy cieficiwy AD, AH, i
promienie CD‘ CH :dwra boki AC, CH fcroy—
kata ACH, saréwne dwom bokom AC, CD
troykata AC D : kat za§ ACH iest wiekszy od
kata ACD; wiec (Zad. X. K.l.) trzeci bok
A H w troykacie A°"CH , iest wiekszy od boku
trzeciego AD w tréykacie ACD; azatem cien—
ciwa obeyinuigca tuk wiekszy AH, iest wiek-
wa od cjeneiwy obeymuigcey tuk mnieyszy

AYzaiemijie, iezeli cienpiwa. AH N iestwiek”
D 2 m
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sea od cienciwy EG, powiadam ; ze tuk AH
bedzie wiekszy od tuku E G.

Poniewaz, gdyby tuk AH niebyt wiek-
szy od tuku E G, potrzeba, aby tuk AH byt
mnieyszy od tuku EG, albo réwny tukowi
EG. Jezeli przypuscimy naprzéd, ze tuk AH
bedzie mnieyszy od tuku EG, podiug zada-
nia poprzedzaigcego cienciwa AH, bedzie
ninieyszg od cieniciwy E G, o©iest przeciw-
ko zatozeniu. Jezeli przypuscimy nastepnie,
ze tiik AH iest rowny tukowi E G, potrze-
ba (Zad.V.) azeby cienciwa AH byta réwng
cienciwie EG, co iest takze przeciwko zato-
zeniu, wiec tuk AH niebedac ani mnieyszy
od tuku E G, ani rowny tukowi E G ; azatem
tuk AH bedzie wiekszy od tuku EG.

Twaga. Gdyby tuki byty wieksze od
pot-obwodu kota, wtym razie tuku wigksze-
go cienciwa iest ninieyszg3 tuku za$ mniey-
szego cieniciwa wieksza. Naprzyktad tuku
AKBD wiekszego od tuku AKBH cienci-
wa AD iest ninieyszg od cienciwy AH.

ZADANIE VII.
Twierdzenie.

Promien, prostopadty go cieniciwy? dzie-
li te ciehAciwe i tuk tg cienciwg obiety na dwie
czesci réwne. (fig. 5i).
Niech bedzie srzodek kota C, cieniciwa
AB; powiadam, ze promien CG dzieli cien-
ciwe
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ciwc AB i tuk tg cienciwag obiety AGB na
dwie czesci réwne.

Poprowadziwszy promienie .CA, CB*
trojkaty prostokatne CD A, CDB bedg mia-
ty przeciwprostokéitng C A= CB, bok CD
wspélny; wiec te dwa trdykaty iako maiace
przeciwprostokatng réwnag, i ieden bok réwny
(Zad.XVIIl.K.i.) bedg réwne, wiec AD =
DB.

W drugim przypadku, pomewaz AD =
DB, linija CG iest prostopadtg do srzodka
linij AB; wiec (Zad. XVII. K.l). wszystkie
punkta tey prostopadiey bedgc w réwney od-
legtosci od ostatecznych koncow A iB, linij
AB, punkt G bedgc iednym z tych punktow,
odlegto$¢ AG— B G. Gdy wiec ciennciwg A G
iest rdwna cienciwie G B, tuk A G iest rowny
tukowi GB (Zad.V.); azatern promien CG
prostopadty do ciericiwy AB, dzieli tuk. w
punkcie G, obiety cienciwg A B yna dwie cze-
ci, rowne.

u . aga. Srzodek C kota; srzodekD cien-
ciwy AB, i srzodek $5 tuku obietego ta cien-
ciwa, lezg na tey samey linij prostey CG
prostopadtey do cienciwy AB. Gdy dwa
punkta sg dostateczne do oznaczenia potoze-
zenia linij prostey; wiec linija prosta CG prze-
chodzgca przez dwra {punkta C, G, przeyidzie
koniecznie przez punkt trzeci D, i bedzie pro-
stopadtg do cienciwy AB.

Zkad takze wypada, ze prostopadia wy~
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niesiona na potowie cienciwy, przechodziprzez
srzodek kota ?iprzez potowe tuku obietego %
eienciwa.

ZADANIE VIII.
Twierdzenie.

Przez trzy punkta dane nieleigce na ie~
dney linij prostey, ieden tylko obwdd kota
poprowadzit mozna. (fig.52-).

Niech beda trzy punkta A ,B, C; zlgczmy
punkt A z punktem B, punkt B z punktem C,.
a”~podzieliwszy dwie linije'proste AB, B C, kaz-
da na dwie czesci réwne, wyprowadzmy z ich
srzodkow dwie prostopadte DE, F G, powia-
dam naprzod, Ze te dwie prostopadie zbiegna-
sie w punkcie O.

Moga tu bydz dwa przypadki, albo kat
AB C nie iest prostym, albo kat ABC iest ka-
tem prostym»

imo Jezeli kat ABC nie iest katem pro-
stym, summa katow wewnetrznych GFB,.
ABF, bedac wiekszg lub innieysza od dwdéch
katéw prostych, linije AB, GF, przetng sie
(Zad. XXI1I1.K.L); niech przetng sie naprzy—
ktad w punkcie K ; w troykacie prostokatnym
BFR, kat K bedac katem ostrym, summa
katow wewnetrznych ED K, GRD, bedac
mnieyszg od dwdéch katow prostych, linijeDE,
K G, dostatecznie przediuzone przetngsie w
punkcie O.

%do Je-
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ido Jezeli kat A TJ€E iesfc katem prostym,
linija 1)E prostopadta do linij AB, bedzie ron
wnolegta do linij B C;:wiec linija prosta DE,
prostopadta do srzodkajinij AB, spotka sie
z linijg FG . prostopadtg do srzodka linij BO,
w punkcie O. Poniewaz przez punkt F, ie-
dne tylko réwnolegte BC, do linij DE, p»-
prowadzi¢ mozna. (Zad.XXII. K. I. wniosek.)

Punkt zatem O, lezacy na prostopadiej
D E, iest w rovfney odlegtosci od dwéch punk-
téw A, B, (Zad. XVIL K. L)5ten sam punkt O,
lezac na prostopaditey F G, iest wrowiiey od-
legtosci od dwoch punktéw B, C; wiec trzy*
odlegtosci O A, OB, Ofc), sg rowne. A za-
tem obwdd kota opisany ze srzodka O, pro-
mieniem O B, przeyidzie koniecznie przez trzy
punkta dane A,B,C.

Mozemy wiec zawsze poprowadzi¢ obwod
kota przez trzy punkta dane niebedgee w li—
nij prostey, lecz niewiecey nad ieden; ponie-
waz gdyby byt drugi obwdéd przechodzacy
przez trzy punkta dane A, B, C, lego srzodek
niemogtby leze¢ zewnatrz linij DE (Zad. XVII.
K:1.) bo niebytby w réwnej odlegtosci od
punktéw A, B ; dla podobney przyczyny ten-
ze srzodek niemogtby leze¢ zewnatrz linij F G,
wiec lezatby razem na dwéch linijach DE,
FG. Gdy za$ dwie linjj@ proste w iednym
tylko punkcie przecigé¢ sie moga, a zatem prze»
trzy punkta dane ieden tylko obwdd kota po-

rowadzi¢ mozna*
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PfTiiosek. Dwa obwody ké6t, naywiecey
w dwéch punktach przecigé¢ sie mogg, bo gdy-
by mialy trzy punkta"wspdlne, miatlyby ten
sam srzodek, i sktadalyby ieden tylko i ten
sam obwdad.

ZADANIE 1X.
T-wierdzenie.

Dwie cienciwy réwne sg w réwney od-
legtosci od srzodka kota e z dwoch za$ cien—
ciw nieréwnych, naymnieysza, iest od srzod-
ka kota nayodlegleysza. (fig..55).

i;no Niech bedzie cienciwa AB, rowna
cienciwie D E j podzieliwszy te dwie cienciwy
w punktach G,F, na dwie czeSci réwne, spusé-
my na'te punkta ze srzodka kota C dwie pro-
stopadte CG, CF, i poprawadzmy promie-
nie CA, CD.

Trokaty prostokagtne CFA, CGD, maig
przeciwprostokgtne CA, CD réwnej nadto
bok AF potowa cienciwy A B, iest rowny bo-
kowi D G potowie ciericiwey D E, wiec te dwa
troykaty bedac réwne (Zad. XVIII. K .1.) trze-
ci bok CF iest rowny trzeciemu bokowi C G,
azateni inw. Dwie ciehciwy rowng AB, DE,
sg w réwney odlegtosci od srzodka kota C.
2do Niech bedzie cienciwa AH wieksza od
cienciwy DE, luk ANKBH bedzie wigkszy
@ tukuDME (Zad. VI.) natuku ANKBH
wezmy czes¢ ANKB = DME, apoprowa-

dziw-
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dziwszy eiennciwe A B, spus¢my”~CFprostopadig
na te eienciwe, i C | prostopadia na cien-
ciwe AHj widoczna iest rzeczg ze CF~ACON
za§ CO > Cl (Zad.XVI.R.l.) azatétm C F >
Cl, lecz CF=CG poniewaz cienciwy AB
DE saréwne, wiec CG~> CI, azatém zdwoch
cienciw nieréwnych, naymnieyszaiestodsrzod-
ka kota nayodlegleysza.

ZADANIE X.
Twierdzenie.

Prostopadta prowadzona do ostateczne-
go korica promienia bedacego na obwodzie ¢0-
ta, iest styczng do tego obwodu, (fig.54.)

Jezeli do ostatecznego konca promienia
C A :przez punkt A na obwodzie, poprowadzi-
my prostopadtag B D, powiadam, ze ta pro-
stopadta bedzie styczng do obwodu kota.

Poniewaz linija pochyta CE iest dtuzsza
od linij prostopadtey CA (Zad.XVI.K.l1.),
punkt E lezy zewnatrz obwodu kota; wiec
linija BD ma tylko ieden punkt A wspdlny z
obwodem ; a zatém BD iest styczna (Opisa-
nie VIII).

Uwaga. Gdyby mozna byto poprowa-
dzi¢ drugg styczne np. AF, ta styczna nieby-
taby iuz prostopadtg do promienia CA, wiec
spusciwszy ze srzodka obwodu kota C pro-
stopadta C G na te nowa styczne AF, linija
C A, bedac linijg pochyta wzgledem linij CG,

he-
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bedziemy mieli CG < CAy wiec pukt G na-
lezacy do stycznej AF, bedac blizey srzodka
obwodu kota C,anizeli punkt A, punkt z zato-
zenia bedacy na obwodzie kota, azatém punkt

Gtey mniemaney styczney AF, bytby wewnarz
obwodu kota. (*¥)

ZADANIE
Twierdzenie.

Dwie linije réwnolegle, odcinajg na ob-
wodzie kota luki réwne. (fig. 55. i fig. 56).

Moga bydz trzy przypadki:

i/no Jezeli dwie rownolegte sa siecznemi,
poprowadziwszy promien CH prostopadly do
eienciwy M P, aktorzy razem bedzie prosto-
padly i do iey rownolegtey NQ (Zad.XXIIL
K.l1.); punkt H bedzie na potowie tuku MI1IP,
i na potowie tuku N-H Q (Zad.VIl.); wiec tuk

ituk NH=HQ: ztad
MH— HN— HP'—HQ
taiest tuk
MN=PQ -
sdo Je—

(*) Podobnym sposobem dowies¢ mozna, ze
miedzy styczng AD, i obwodem kota AO
zadney inney linij iaka iest np. linija AF po-
prowadzi¢ niemozna, i ze styczna AD, po-
prowadzona do punktu A, ma te szczegol-
ng wiasnosé, iz miedzy wszystkiemi linija—

mi
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k0 Jezeli z dwéch rownolegltych AB,
DE (fig.56.) iedna iest sieczng, druga za$
styczna do punktu dotkniecia H, poprowadziw-
szy promien OH, ten bedzie prostopadly do
styczney DE (Zad. X). i do iey réwnolegtey
MP. Lecz promien CH bedac prostopadtym
do cieficiwy M P, punkt H iest na potowie lu-
ku MHP, wiec luki MH, HP obiete mie-
dzy réwnolegtemu AB, DE sg réwne.
5tio Nakoniec, iezeli dwie réwnolegte
DE,IL (fig. 56.) sagstycznemi, iedna w punk-
cie H, druga w punkcie K, poprowadziwszy
sie-
i
mi prostemi prowadzonemi przez punktA,
naybardziey do linij krzywey iest zblizong.
Jakoz, iezeli przypuscimy ze linija prosta
7ip. AF moze bydz poprowadzong miedzy
styczng AD i linijg krzj/;wa A G, spusciw-
szy prostopadtsg CG na linijg prostg AF,
bedziemy mieli CG<CA, wiec punkt G
bjdby wewnatrz obwodu kota, azaiém linka
prosta AF niemoze bydz potozong miedzy
AD i A O iakieSmy wyzey przypuscili. Ztey
okolicznosci przytoczmy tu wyrazy Lagran—
ici (fonctions analytiques/). 117 ). ,, podtug
, dawnych Geometréw, linija prosta iest sty-
,» €zna do linij krzywey, skoro maigc ieden
» punkt wspélny zlinijg krzywg, zadney iii—
» hey linij prostey przez ten punkt miedzy
, Nig i linijg krzywg poprowadzi¢ niemozna
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sieczng AB roéwnolegta do tych stycznychs
mamy MH= HP, MK =K P ; wiec caly tuk
HMK — HPK,i kazdy z tych tukow iest pét
obwodem kota.

Z ADANIB XII
Twier dze nie*

Jezeli dwa obwody kot przecinajg sic w
dwoch punktach, linija przechodzaca przez
srzodki tych dwéch obwodéw, bedzie prosto-
padtg do cienciwy, tgczacey punkta ich prze-
ciec, i dzieli¢ bedzie te cienciwe na dwie czesci
réwne. (fig. 67, i fig. 58).

Poniewaz linija AB taczaca punkta prze-
cie¢ dwoch kaét, iest wspolng cierfiteiwg tych
dwoéch kétj wyprowadziwszy ze srzodka tey
cienciwy prostopadita, ta prostopadia przeysé
powinna przez kazdy z dwdch srzodkéw C, i
D (Zad.VIIl). Gdy za$ przez dwa punkta dane

iedne

. 1td.“ I natern to star6Zytnem opisaniu
styczney, La'grani w dziele wyzey wspom-
nioném, ustanowit teoryg dotknie¢ ze S$ci-
stoscig i pieknoscig ktore sg wiasciwe temu
wielkiemu Geometrze.

Lecz dowies¢ nalezy na odwrét, iz iezeli
linija prosta DE (fig.56). iest styczng do
punktu H obwodu kota M HP, promieri CH
taczacy srzodek obwodu kota’C z punktem

dot-
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iedne tylko linije prosta poprowadzi¢ moze-
my, wiec linija prosta przechodzgca przez
srzodki dwoch obwodéw két, bedzie prosto-
padtg do potowy ich wspolney cienéiwy.

ZADANIE XII1I.
% Tu>ierdzehia.

Jezeli odlegtos¢ dwoch srzodkow' iest
mnieysza od summy promieni, i iezeli pro-
mien naywiekszy iest mnieyszy od summy z
promienia naymnieyszego i odlegtosci srzod-
koéwj dwa kotaprzetnasig. (fig.57.58).

Do przeciecia sie dwoch két potrzeba,
azeby tréykagtCAD miat mieysce; wiec nie-
tylko azeby odiegtos¢ srzodkow CD byta
<CAC-(-AD, lecz azeby promien naywiek-
szy AD byt AC-f'CD. W kazdym wiec
razie, skoro troykat C A D moze bydz ztozo-
ny, obwody opisane ze srzodkéw C,D, przet-
na sie w punktach A, B.

ZA-

dotkniecia H, bedzie prostopadty do tey sty-
czney.

Jakoz gdyby promien CH niebyt pro-
stopadtym do D E, z punktu C moznaby spu-
éci¢ na D E inng prostopadtg C O odmien-
ng od CH, imielibySmy C O < CH, wiec
punkt O, bedac blizey srzodka anizeli punkt
H, linija prosta D E bytaby sieczng a «O iest
przeciwko zatozeniu.
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ZADANIE XIV.
Twierdzenie

Jezeli odlegtos¢ srzodkéw dwoch hol iest
réwna summie ich promieni, te dwa hola zet-
kna sig zewngtrznie. (fig. 59).

\Vidocznie, iz tbedg miaty punkt A wspol-
ny, lecz tylko ten ;eden punkt A, poniewaz,
aby mialy dwa punkta wspélne, potrzeba,
azeby odlegtos¢ srzodkéw byta nraieysza od
summy ich promieni.

ZADANIE XV.
Twier dzenie.

Jezeli odlegtosé srzodkéw dwoéch ki, iest
rébwna roznicy ich promieni, te dwa kota
zetkng sig wewngirzjue. (fig. 60).

Naprzéd widoczng iest rzecza, ze maig
punkt wspélny A ) i ze drugiego punktu wspdél-
nego mie¢ niemogg, bo nato potrzeba, aby
promien naywiekszy A D, by}t mnieyszy od
summy z promienia mnieyszego AC, i odleg-
tosci srzodkéw CD .(Zad.XIIl.), co niema
mieysca.

JVniosek. Wieciezeli dwa kota ztykaig-
sie bydZz wewnetrznie, badz zewnetrznie, ich
srzodki i punkt zetkniecia lezg nateyze Samey
tinij prostey.

Uwaga. Wszystkie kota niaigce srzodki
aa linij prostey CD, i.ktorych obwody prze-

cho-
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ehodzig przez punkt A (‘fig. 59, 60). marac tyl-
ko miedzy sobg ten iedeu punkt wspélny, sa
stycznemi iedne do drugich.

| iezeli przez punkt A, poprowadzimy li-
nija AE prostopadlg do linij AD, linija pro-
sta AE bedzie styczng wspdlng obu tym koT
tom.

ZADANIE XVI.
Twierdzenie. ,

JV iedne/n kole, lub w Tcolacli rownych™
iezeli dwa katy we srzodku dwdéma promie-
niami obiete tak sg miedzy sobg, iak dwie
liczby calkie, Iluki na obwodzie kola temi
promieniami odciete, bedg tak miedzy soba,
iak tez same liczby calkie. (fig. 62).

Niech kat M bedzie wspdlng miarg dwdch
katow ACB, DCE, i niech tenze kat M be-
dzie zamkniety sicdm razy w kacie ACB.
a cztery razy w kacie DCE. Katy cza-
stkowe ACm, mCn, nGp, itd DCx,
xCy, yCz itd. bedac robwne miedzy soba,
Inki czastkowe Am, mn, np itd. D+, xy,
y z it d. beda takze réwne miedzy soba (Zad.
1V.); wiec caty luk\ AB bedzie do catego lu-
ku DE iak 7 do 4. Widoczng iest rzeczg ze
to samo rozumowanie miatoby mieysce, gdy-
by zamiast liczk 7 i 4 byty iakiekolwiek inne
liczby. Wiec iezeli stosunek katéw ACB,
INCE moze bydZz wyrazony w liczbach cat-

ych*
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kich], luki AB, DE beda miedzy sobg iak
katy ACB, DCE.

Uwaga. Wzaiemnie, iezeli luki AB, DE.
bedg miedzy sobag iak dwie liczby catkie, katy
ACB, DCE beda miedzy sobg iak te same
liczby, i bedziemy mieli zawsze proporeya:
Kat ACB: kata DCE: : tuk AB: dolu-
ku D E ; poniewaz luki czgstkowe Am, mn i
t.d. Dx, xy it.d. bedac rowne, katy czgstko-
we ACm, mCn it.d. DCx, xCy it.d. be-
da takze rowne.

ZADANIE XVII,
Tw ierdzenie.
> m ' e

Jakikolwiek bedzie stosunek dwéch katow,
te zawsze bedg miedzy sobag, iak tuki obicte
miedzy ich ramionami, i opisane z ich wierz-
chotkéw iako srzodkdéw, promieniami réwne-
mi. (fig. 63).

Niech bedg te dwa katy ACB, ACD,
powiadam, ze bedziemy mieli zawsze pro-
porcya:
kat ACB :kata\C D :: tuk AB :tuku AD.

Potozmy kat naymnieyszy na kacie nay-
wiekszym; iezeli proporcya wyzey wzmian-
kowana niema mieysca, kat ACB bedzie do
kata ACD iak luk AB do luku wiekszego lub
mnieyszego od luku AD. Przypusémy ze do
Zuku wigkszego od luku AD, a wyraziwsszy ten
luk wiekszy przez A O bedziemy mieli pro-

por-
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porcya: kat ACB :kataACD:: lukAB :luku AO.'
Wystawmy teraz ze tuk A B iest podzielony
na czesci rowne, z ktérych kazda bedzie mniey-
Szg od DO, wiec przynaymniey ieden punkt
fcnaydzie sie miedzy, D i O, niech tym punk-
tem bedzie I, ztgczmy C1I; tuki AB, Al be-
dag miedzy sobg iak dwie liczby catkie, i be-
dziemy mieli podtug twierdzenia poprzedzaia-
cego proporcyg nastepuigcy;

kat A CB :kata ACI :: luk AB :luku Al;
poroéwnywaigc te dwie pfoporcye, gdy poprzed-
niki sg te same, nastepniki ztozg proporcyg

kat ACD; kata ACI :; tuk AO :luku Al.

Lecz tuk A O iest wiekszy od tuku Al,
wiec gdyby ta proporcyg byta prawdziwg, po-
trzeba azeby kat ACD byt wiekszy od kata
ACIl, gdy przeciwnie iest mmeyszy, azatem
proporcya iest falszywag. Lecz ta proporcya
wypadta z dwéch proporcyy;

Kat ACB: kataACD ::luk AB :luku AO,

Kat\ kataACl ;: tuk AB : kuku Al,
i gdy ostatnia z tych dwdch proporcyy zostala
doskonale dowiedziong (Zad. X VL), wiec pierw -
sza z tych dwdch proporcyy iest falszywg; a»
zatem bydZ nieinoze, azeby kat ACB, byt do
kata ACD iaktuk AB do tuku wiekszego od
tuku AD.

Przez rozumowanie zupetnie podobne do-
wiedliby$my, ze czwarty wyraz proporcyi, nie-
nioze bydz mnieyszy od tuku AD, wiec ten.
czwarty wyraz bedac doskonale rowny tuko-
wi AD, azatem bedziemy mieli proporcya:

E Kat
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Kat ACB :kataA CD :iulKB :tulu AD.
Whniosek. Z tey proporcyi wypada, ze
gdybysmy szukali liczby razy, ktorg luk AB,
obeymuie luk AD, ta liczba bedzie liczbg wy-
razaigcg iak wiele razy kat ACB, obeymuie
kat ACD ; iezeli obierzemy za iednostke Kip-
téw, to iest za kat, do ktorego odnoszg sie,
i z ktébrym porpwnywaig sie wszystkie inne
katyi kat AC D: liczba razy ktorg kat ACB,
obeymowac¢ bedzie kat ACD, wyrazi miare
liczebng kata ACB. | iezeli w tym samym
czasie, wezmiemy kuk A D za iednostke kukow,
liczba razy, ktérg kuk AB, obeymowac be-
dzie tuk AD, bedzie miara liczebng kuku AB.
Azatem miara liczebna kata ACB, bedzie tg
samag, co miara luku AB. Wiec gdy pospo-
licie dla skrécenia mowimy, ze kata ACB
miarg iest kuk AB, obiety miedzy iegceramio-
nami, i opisany z iego wiezcliolka iako srzod-
ka, nigdy zapomnie¢ nienalezy, ze to tylko wow -
czas ma mieysce, skoro wezmiemy za iedno-
stke katéw, kat obeymuigcy miedzy swoiemi
ramionami kuk obrany za iednostke lukow, i
opisany tym samym promieniem co luk pierw-
szy. ,
d Uwaga |. Jezeli dla wiekszey prostoty,
obierzemy kat prosty za iednostke katéw, na-
Owczas czwarta cze$¢ obwodu kola, odcieta
ramionami kata prostego, bedzie iednostkg lu-
koéw ; poréwnywaigc z tg iednostka tukéw, luk
mie-
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mierzacy kat dany, bedziemy mieli stosunek
kata danego do kata prostego.

Uwaga Il. Wszystko cosmy wytozyli w
poprzedzaigcych zadaniach wzgledem poréw-
nania katéw z lukami, roéwnie ma mieysce
Wzgledem porédwnania wycinkéw z lukami;
poniewaz, skoro katy sg rowne, wycinki sg ro-
wne, i w ogélnosci proporcyonatne katom e iciec
dwa wycinki ACB, ACD (fig.65.), wziete
w tem samem kole, lub wdwdch kotach ro-
wnych, sg miedzy soba iak luki AB, AD,
podstawy tych wycinkéw. Ztad widzimy, ze
luki kola stuzac do wymiaru katéw, stu-
zy¢ takze mogg do wymiaru réznych wycin-
kéw tego samego kota, albo két rownych. (¥)

ZADANIE XVIIL
Twierdzenie.

Miarg kata wpisanego w obwod kola, iesl
potowa tuku obiciego ramionami tego kata*
(fig. 64, i fig. 65).

Niech bedzie kat wpisany BAD, powia-
dam, ze miarg iego bedzie potowa luku BD.

Zat6zmy naprzod, ¢esrzodek kota iest we-
wnatrz kata BAD; poprowadziwszy srzedni—
ce AE, ipromienie CB, CD, katB CE, iay

E 2 ko

(*) Kia tatwieyszego obiecia Zad. XVI1., iX Vi
nalezy dobrze odczyta¢ wArytmetyce 8.8. 144,
*5i. itd.
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ko zewnetrzny, iest rowny summie wewnetrz-
nych BAC, ABC (Zad.XXIIl.K.l.): ‘lecz
troykat B A C, bedac troykatem réwnoramien-
nym, kat BAC = ABC,; wiec kagt B CE, iest
dwa razy wiekszy od kata BAC. KatB CE,
iako kat we srzodku kota ma za miare tuk B E;
wiec kat BAC, bedzie miat za miare potowe
tuku BE. Dla podobney przyczyny kat C AD,
bedzie miat za miare potowe tuku E D ; azatem
summa katow BAC -j- CAD, albo kat BAD,
bedzie miat za miare potowe summy tukéw
BE-f-ED, albo potowe tuku BD.

Zat6zmy powtére, ze srzodek kota C,
znayduie sie zewnatrz kata BAD (fig. 65.); na-
owczas poprowadziwszy srzednice AE, Kkat
B AE, bedzie miat za miare potowe tuku B E,
kat zas DAE, potowe tuku DE < wiec ich
r6znica BAD, bedzie miata za miare potowe
tuku BE, zmnieyszonego potowg tuku ED j
czyli potowe tukn BD.

W iec kazdy kat wpisany ma za miare po-
towe tuku obietego miedzy iego ramionami.

IVniosek /. Wszystkie katy B AC,BD C,
B EC, wpisane w tym samym odcinku BADEC
(fig.66), sg rowne; poniewmzZ inaig za miare
potowe tego samego tuku B OC.

IVriiosek 1. Kazdy kat BAD (fig. 67.),
wpisany Wpotkole, iest katem prostym, po-
niewaz ma za miare potowe po6t-obwodu kota
BOD, czyli czwartg czes¢ obwodu kota.

Chcac dowies¢ te prawde innym sposo-

bem,
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bem, poprowadzmy promien CA; tréykat
BAC, iest troykgtem réwnoramiennym , wiec
kat BAC= ABC; troykat CAD, iest takze
troykatem réwnoramiennym; wiec kat CAD =
ADC, wiec, BAC + CAD, czyli kat BAD =
ABD-f ADB. Gdy dwa katy B,i D, wtroy—
kacie ABD, sg rowne katowi trzeciemu BAD,
i gdy trzy katy wtrdykacie skladaig dwa ka-
ty proste, wiec kat BAD iest katem prostym.

Whniosek I1l. Kazdy kat wpisany BAC
(fig. 66). w odcinku wiekszym od potkota, iest
katem ostrym, poniewaz ma za miare potowe
tuku BO C, mniejszego od p6t- obwodu ko-
ta. Kazdy za$ kat BOC, wpisany w odci-
nek mnieyszy od poétkota, iest katem rozwar-
ty/n, poniewaz ma za miare potowe tuku BAC,
wiekszego od pétobwodu kota.

Whniosek IV. W czworoboku wpisanym
B AD C (fig. 68). katy przeciwlegte A,C, skia-
daig razem dwa katy proste; poniewaz kat
BAD, ma za miare potowe tuku BCD, kat
BCD potowe tuku BAD; wiec dwa katy
B AD, B CD, razem wziete maig za miare po-
towie obwodu kola; wiec ich summa wynosi
dwra katy proste.

ZADANIE XIX.

Twierdzenie.

Kat ztozony ze styczney i cenciwy, ma
za miare potowe tuku obietego miedzy stycz-
lla cieniciwa. (fig. 69).

Niech
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Niech bedzie styczna B A, i cieficiwa A C,
powiadam, Ze kat BAC, bedzie miat za mia-
re potowe luku AMD C.

Z punktu dotkniecia A, wyprowadzmy
srzednice AD ; kat BAD prosty (Zad.X.),.
ma zamiare potowe obwodu kota AMD, kat
DAC, ma za miare potowe tuku D C; wiec
katy BAD—- D A C, albo kat BAC, ma zamia-
re potowe tuku AMD, nadto potowe tukit
D C, albo potowe tuku AMD C. Tym sa-
mym sposobem dowiedlibySmy, Ze kgtCAF,
ma za miare potowe tuku AC, obietego mie-
dzy styczng AF, i cienciwg A C.

Zagadnienia wzgledne do dwéch pierwszych
ksigzek czesci pierwszey.

Zagadnienie Pierwsze.

Podzieli¢ linijgprostg dang AB, na dwie
czesci rowne. (fig. 70).

Z punktéw A i B, iako ze srzodkoéw, pro-
mieniem wiekszym od potowy linij daney AB,
opiszmy dwa iuczki przecinaiace sie w punk-
cie Dj punkt D, bedzie w rowney od egtosCi
od punktéw A, B: n zn czmy podobnie nad
albo pod linija AB, drugi punkt E, réwno
oddalony od punktéow A, B; przez dwa punk-
ta D, E, poprowadziwszy linijg DE, ta prze-
tnie linijg dang AB w punkcie C, na dwie
czesci rowne. Poniewgz zdwoch punktow D E,

kaz-
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kazdy iest w réwney odlegtosci od ostatecz-
nych koncéw A, B, linij daney A B; wiec o-
f>a leze¢ beda na prosiopadtey; wyniesioney
na potowie linij A B. Gdy przez dwa punk-
ta iedne tylko linij# prosta poprowadzi¢ moz-
na; azatem linija D E , bedzie prostopadty, kt6-
ra w punkcie C, podzieli linija dang AB, na
dwie czesci réwne.

Zagadnienie Il

Przez -punkt A, dany na linij prostey
B C, wyprowadzi¢ prostopadta do tey linii.

Wezmy punkta B, C; w rowney od-
legtosci od punktu A, z ktérych iako ze srzod-
k6w i promieniem nieco wiekszym od B A,
opiszmy dwa tuczki przecinaigce sie w punk-
cie D ; poprowadziwszy linijg prostg AD, ta
bedzie prostopadig zadang. Poniewaz punkt
D, bedac w réwney odlegtosci od punktéw
B ?C, lezy naprostopadtej wyniesionej zpo-
towy linij daney BC; wiec AD, iest tgpro-
stopadts.

Uwaga. To samo wykreslenie stuzy na
ztozenie kata prostego BAD, w punkcie da-
nym A, linij prostey B C.

Zagadnienie Il

Z punktu A, danego zewnatrz linij pro-
stey BD; spusci¢ prostopadta na t£ linije.

y Z punk-



Biblioteka Cyfrowa UJK
http://dlibra.ujk.edu.pl

Z punktu A, iako ze srzodka promieriiem
dostatecznym opiszmy tuk ktory przetnie liui-
ja dang BD, w dwpch punktach B, D; na-
znaczmy nastepnie punkt E, réwnie odlegly
od punktow B, D, a poprowadziwszy linijg
prostg A E , ta bedzie prostopadtg zgdang. Po-
niewaz dwa punkta A, E, sg w réwney od-
legtosci od punktéw B, D; linija AE, iest
prostopadtg do potowy linij daney BD.

Zagadnienie 1V.

W punkcie A, linij daney AB, {zrobi¢
kat rowny katowi danemu K. (fig.75).

Z wierzchotka kata danego K, iako ze
srzodka i promieniem od upodobania, opisz-
rny tuk odciety dwoma ramionami kata da-
rtego K; z punktu A, iako ze srzodka i pro-
mieniem AB, réwnym promieniowi K1, o-
piszmy tuk nieograniczony BD; weZzmy na-
stepnie promien réwny cienciwiell, i zpunk-
tu 13, iako ze srzodka tym promieniem opisz-
my tuk, ktory przetnie w punkcie D, #tuk
nieograniczony B O ; poprowadZzmy AD; kat
D AB, bedzie rowny katowi danemu K. Po-
niewaz dwa tuki BD, LI, promieni i cieAciw
réownych sg rowne (Zad.V.K.Il.) kat BAD,
iest rowny katowi IKL.

Zagadnienie V.

Podzieli¢ kaz albo luk dany na dwie
¢zesci réwne. (fig.74).
ma Je-
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lino Jezeli chcemy podzieli¢ Juk AB, na
dwie czesci rowne, z punktéw A, B, tego Ju-
ku iako ze srzodkdw, i tym samym promieniem
opiszmy dwa tuczki przecinaigce sie w punk-
cie D; przez punkt D, i przez srzodek luku
danego C, poprowadziwszy linijg C D, ta po-
dzieli Juk dany AB, na dwie czesci roGwne w
punkcie E. Poniewaz dwa punkta C, D, kaz-
dy iest w rowney odlegtosSci od ostatecznych
koncow A, B, cienciwy AB, obeynmigcey
Juk dany AB; wiec linija CD, bedac prosto-
padia do potowy tey ciehciwy, podzieli w
punkcie* E, Juk AB, na dwie czesci roéwne
(Zad.\I11.K. 11).

2do Jezeli chcemy podzieli¢ kat ACB, na
dwie czesci rowne, z wierzchotka tego Kkata
C, iako ze srzodka opisawszy tuk AB, reszta
wykonywa sie iak wyzey.

Uwaga. Jakim sposobem podzielilismy
kat ACB, lubtuk AB, na dwie czgsci rowne,
tym sposobem podzielimy potowe tego Kkata
A CE, lub potowe tuku E A, na dwie czesci
réwne; wiec przez poddziaty nastepne moze-
my podzieli¢ kat albo tuk dany na 4, 8, 16
i t.d czeSci réwne.

Zagadnienie VI.

Przez punkt dany A, poprowadzic¢ lini-
ja rownolegta do-linij daney B C. (fig. 76).

Z punktu A, iako ze srzodka, i promie-
niem dostateczney wielkosci, opiszrpy tuk nie-

°Sru-
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ograniczony E O ; z punktu E iako ze srzodka,
i tym samym promieniem opiszmy tuk AF:
wezmy ED:=AF, i poprowadzmy AD, kto-
ra bedzie réwnolegtg zadana. ,

Poniewaz ztgczywszy AE, katy AEF,
EAD sgréwne, wiec linije AD, EF sg ro-
wnolegte. (Zad. XXII1.K J},

Zagadnienie VIL

TF tréykacie maigc znane dwa katy, np.
A, B, wyuales¢ kat trzeci, (fig. 76).

Wykresliwszy linija nieograniczonej wiel-
kosci D E F, zt6zmy w punkcie E kat DE C
A, i kat CEH — B, pozostaty kat HEF be-
dzie] trzecim katem zgdanym.

Poniewaz te trzy katy razem wziet-e skia-
daja" dwa katy proste.

Zagadnienie VIII.

Maicie dany kat A, i dwa ramiona ten
kat obeymuigce 13 C, wykrefli¢ troykat. (lig. 77).

W ykresliwszyr linijg nieograniczonej dtu-
gosci DE, ztézmy w punkcie D kat ED F ré-
wny katowi danemu A ; wezmy nastepnie
DG=13DH — C, a zlgczywszy pnnkla G,
H, linijg prosta GH, troykat GDH bedzie
trojkatem zgdanym.

Zagadnienie IX.
Maigc bok i dwa katy wykrefli¢ troykat:

Z dwébch
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Z dwoch katow danych, albo oba beda
przyiegte bokowi dapemu, albo ieden bedzie
przylegty a drugi przeciwlegty: Wtym ostat-
nim przypadku znalaziszy kat trzeci (Zagad.
VI1l.), bedziemy mieli dwa katy przylegte.
Wykresliwszy wiec tinijg prosta D E réwng
bokowi danemu, zt6zmy w punktach D, E,
katy, rowne dwom katom przylegtym; dwie
linije DF, EG skladaigce z bokiem danym
te katy, przedtuzone, przetng sie w punkcie
H, atroykat ztad‘'powstaigcy UD E Abedzie
trojkatem zadanym.

Zagadnienie X.

Maicgc dane trzy boki A, B, C wykreslié
troykat. (fig. 79) . coovvvene

Wykresimy linijg DE réwng bokowi A,
z punktu E iako ze srzodka i promieniem roé-
wnym drugiemu bokowi B, opiszmy tuczek; z
punktu D, iako ze srzodka i promieniem ro-
wnym trzeciemu bokowi C, opiszmy drugi tu-
czek, te dwa tuczki przetng sie w punkcie F;
poprowadziwszy linije D F, E F, troykat D E F,
bedzie trojkatem zadanym.

Uwaga. Gdyby ieden z bokéw byt wiek-
szy od summy dwoéch bokéw drugich, albo
mniejszy od ich réznicy, tuczki nieprzecietyby-
sie. Lecz iezeli summa dwoéch bokéw wzie-
tych od upodobania iest wiekszg od boku trze-
ciego, rozwigzanie zaw sze bedzie miato miey-
sce.

Ztgad-
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Zagadnienie XI.

Maiac dane dwa boki A, 13, z katem C,
przeciwlegtym bokowi B, wykresli¢c tréoy—
kat. (lig. 80). (fig.81). (fig. 82).

Dwa tu zachodzg przypadki, 1mo albo
bok dany B, przeciwlegty keltowi danemu C,
iest mmeyszy od boku drugiego danego A;
2do albo bok przeciwlegty B , iest wiekszy od
boku A. fVpierwszym przypadku skoro B <C
A (fig.83). ZzZit6zmy kat EIl)F, rowny kato-
wi danejnu C, wezmy linijg DE, rdéwng bo-
kowi danemu A, az punktu E, iako ze srzod—
ka i promieniem réwnym bokowi danemn B,
mnieyszym od boku A, opiszmy tuk kota
G F, ktory przetnie bok DF dostatecznie prze-
dtuzony, w dwocli punktach G, F, ztgczyw-
szy EG, EF; linije proste EG, EF, bedac
dwiema linijami pochyicirii rownemi i mnie,y—
szemi od linij ED, bedg mniey oddalone od
prostopadiey EH, anizeli linija ED; wiec li-
nije pochyte EF, EG, lezac z iedney strony
linij pochytey ED, skiada¢ bedg dwa troy-
katy EFD, EGD, w ktérych kat ED F ~
C, naleze¢ bedzie do obu tych trojkatow ;
nadto te dwa tréykaty maigc boki EF,ED,
i EG, ED, rowne bokom BiA, ieden troy-
kat i drugi zadosy¢ uczyniag zagadnieniu; aza-
tem w (ym przypadku zagadnienie bedzie mia-
to dwa rozwigzania. W drugim przypadku
skoro bok B > A (fig.go. 81,j, wzigwszy iak

W przy-
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w przypadku poprzedzajgcym kat EDF — C,
E D= A, zpunktu za$ E iako ze srzodka pro-
mieniem E F= B opisawszy tuk kota, ten ie-
szcze przetnie liliijg D F w dwéch punktach, lecz
te punkta nie bedg iuz leze¢ z tey samey stro-
ny boku ED iak w przypadku poprzedzaja-
cym (fig. 82). Z kad wnosimy ze w tym dru-
gim przypadku troykat D EF (fig.80. 81). iest
troykatem iedynyin mogacym rozwigzaé¢ za-
gadnieniej

Zagadnienie XII.

Maigo boki przylegte A, B réwnolegto-
boku, z katem C ktéry obeymuig, wykresli¢
réwnolegtobok. (fig. 83).

Poprowadzmy linija D E— A, zt6zmy w
punkcie DkagtFDE — C, wezmy DF — B,
opiszmy dwa tuczki ieden z punktu F, iako
ze .srzodka i promieniem EG — .DE; drugi
z punktu E, iako ze srzodka i promieniem
EG = DF: przez punkt G, w ktérym te dwa
tuczki przetng sie, poprowadziwszy F G, E G;
czworobok D E G F, bedzie réwnolegtobokieni
zadanym. Poniewaz z wykreslenia boki prze-
ciwlegte sg rowne, wiec figura wykreslona iest
réwnolegtobokieni (Zad. XXX. K.l.), azatern
réwnolegtobok iest ztozony z bokéw danych
i kata danego.

Ti~niosek.  Jezeli kat dany iest prosty,
figura bedzie prostokgtem, nadto iezeli boki
sg rowne, figura bedzie kwadratem.

Zagad-
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Zagadnienie XIII.

Znale/¢ srzodek kota albo tuku dartego,
(fig.84). ~

Wezmy podiug upodobania na obwodzie
kota danym, albo natuku danym, trzy punk-
ta A, 13, C; ziaczmy punkt A z punktem B,
linija AB; punkt B, z punktem C, linijg B C;
podzielmy te dwie linije na dwie czesci rowne
przez prostopadte DE, FG; punkt O, w kto-
rym te prostopadte spotkaia sie, bedzie srzod-
kiem szukanym.

Uwaga. To samo wykreslenie stuzy
chcac poprowadzi¢ obéwd kota przez trzy
puiikta dane, lub wykresli¢ obwod w ktérym
troykat dany ABC, bedzie wpisany.

Zagadnienie XIV.

Przez punkt dany poprowadzié\ styczng
do kota danego, (fig.85).

Jezeli punkt dany A, iest na obwodzie
kota, poprowadziwszy promien CA, i linijg
D A prostopadig do promienia CA, ta linija
D A bedzie styczng zgdang (Zad.X.KIl). Je-
zeli pugjd, A,.«iest zewngtrz obwodu kota (fig.
m36.); ztgczmy srzodekkota z punktem danym
A linijg prostg CA; podzielmy CA na dwie
czesci rowne w punkcie O; z punktu O, ia-
ko ze srzodka i promieniem O C, opiszmy ob-
wod kota ktory przetnie obwdd kota dany w
punkcie B ; poprowadziwszy zpunktu danegoA,
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do punktu B, linijg prostg AB, ta bedzie sty-
czna zadang. Poniewaz prowadzac CB, kijt
CBA~™ wpisany Wpotobwod kola iest katem
prostym (Zad. XVIII.K.Il.), wiec AB, bedac
prostopadtg do ostatecznego korica promienia
CB, iest styczng do kota danego.

Uwaga. Przez punkt dany A, bedacy ze-
wnatrz kota, dwie styczne rowne AB, AD,
poprowadzi¢ mozna. Poniewaz tréykaty pro-
stokatne CB A, CD A, maig przeciwprostokat-
ng CA wspolna, bok CB = CD, wiec te dwa
troykaty bedac réwne (Zad. XVIIIL. K.1). AD =
AB, i kat CAD = CAB.

Zagadnienie XV.

TU tréyJegt dany wpisa¢ obwdd hola.
(fig- 87).

Podzielmy katy A i B, kazdy na dwa ka-
ty rowne przez linije AO, BO, ktore zbie-
gna sie w punkcie O; z punktu O spus¢my
prostopadte OD, OE, OF,na trzy boki da-
nego tréykata; powiadam, Ze te trzy prosto-
padte beda réwne miedzy soba. Poniewaz z
wykreSlenia kat DAO = OAF, kat ADO =
AF O, wiec trzeci kat A O D, iest-rowny trze-
ciemu katowi AOF. Krom boku A O, spél-
nego dwom troykatom AOD, AOF, Kkaty
przylegte bokowi rownemu sg rowne, wiec
te dwa troykaty przystang do siebie, wiec
O O— OF. Podobnym sposobem dowiedzie-
my, Ze dwa tréykaty BOD, BOE, sg ro-

wne
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wne miedzy sobg, i OD==0E; wiec trzy
prostopadte OD, Ofi, OF, bedac rowne,
iezeli z punktu O, iako ze srzodka, i promie-
niem OD, opiszemy obwdd kota, widoczng
iest rzecza, ze ten obwoOd bedzie wpisany w
tréykéit dany ABC; poniewaz bok AB, pro-
stopadly do ostatecznego konhca promienia
OD iest styczng, rownie iak boki BC, AC,
sa stycznemi do ostatecznych konhcéw pro-
mieni OE, OF.

Uwaga. Trzy linije dzielace na dwa ré-
wne katy kazdy z trzech katow troykata, zbie-
gna sie w iednym i tym samym punkcie.

Zagadnienie XVI.

Na linijprosiey daney AB, opisac¢ od-
cinek oheymulgcy kat dany C; to iest odci-
jiek ktoryby obeymowal wszystkie katy we\*
vpisane, réwne katowi danemu C. (fig.88.
is9>

Przedtuzywszy linijg dana AB, wr kie-
runku AB do D; ztézmy w punkcie B, Kkat
EBD = C; poprowadzmy B O, prostopadtg
do BE, i GO prostopadtg do potowy linij
daney AB; z punktu O iako ze srzodka, i
promieniem OB opiszmy p6tobwdd kota, od-
cinek zadany bedzie AMB. Poniewaz BF
iako prostopadta do ostatecznego konca pro-
mienia OB, iest styczng; kat zas ABF, ma
za miare potowe tuku A K B (Zad. XIX. K. I1.),

nadto kat AM B, iako kat wpisany, ma takze
za
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za miare potowe tuku A KB, wiec kat AMB+=f
ABF — EBD = C; wiec wszystkie katy wpi-*
sane w odcinek A MB, Sg rowne katowi dane-
mu C.

Uwaga. Gdyby kat dany byt prosty, od-
cinek szukany bytby pétobwodem kota opisaé
tiym na linij daney AB w tym razie S$rzedn»cy
obwodu kota.

Zagadnienie XVII.

Znales¢ stosunek liczebny dwdch linij
prostych danych AB, CD, maigcych mie-
dzy sobg miare wspdlna., (figi go )t

PrzenioSiszy linijg dang naymnieysza C D,
ila linijja dang naywiekszg AB, powtarzaigc
to przen;esienie tyle razy, ile razy linija nay-
Wieksza AB, obeyrnowac bedzie linija nay-
nmieysza CD, naprzykiad dwa razy z resztg
B E, bedziemy mieli

AB = 2CD + BE.

Przeniostszy reszte BE na linijg dang CD
tyle razy, ile ta ostatnia obeymowa bedzie
pierwsza, naprzykiad ieden raz z resztg D F,
i\

CD =s BE -~ D I\

Przeniostszy drugg reszte D F, na reszte
pierwsza B E, tyle razy, ile moze bydz obie-
ta, naprzyktad raz ieden z resztg B G « aza-
tein

BE == DF -f BG.

Przenidstszy trzecig reszte B G, raL drti®

F ' , ot
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gg reszte DF, tyle razy, ile bedzie obietg,
powtarzaigc te przenoszenia z iedney reszty na
druga, az znaydziemy reszte zamykaigcg sie
liczbe razy spetna w reszcie poprzedzaigcey.

Nadwczas ta ostatnia reszta bedac wspol-
ng miarg linij zadanych, fatwo znaydziemy
wartosci reszt poprzedzaigcych, a nakoniec
wartosci dwoch linij zadanych-, wyciggaiac ich
stosunek w liczbach. Naprzyktad , przypusé-
my ze B G, iest obieta razy dwa spetna w re-
szcie D F, bedziemy mieliDF — 2B G ; zkad
wyciggniemy nastepnie:

BE= DF4-BG= 2BG + BG = 5B
CD=DE+DF=5BG+ 2BG =: SBG
AB — 2CD -j-BEr=ioBG-f-5B G = i5BG;
azatem
AB : CD ::i3BG :5BG,
albo

AB : CD :: 10 : 5.

Niech bedzie np. CD — 1. stopie.

Bedziemy mieli:

AB — 1f CD— If stop ==2stop, 7 cali, 2 f linij
ztad widziem}”, iz zawsze bedziemy mogli zna-
te$¢ dtugos¢ przedmiotu AB, wyrazong w sto-
pach, calach, linijach it.d., chociaz miaraC D,
ktorey uzywamy niema poddziatdw na stopy,
cale linije i t. d., byleby tylko dtugosé catko-
wita CD, byta wiadoma.

Uwaga. Sposob ktérysSiny teraz dopie-
ro wytozyli, iest ten sam ktory przepisuie
Arytmetyka ($. 86). na znalezienie wspdl-

nego
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négo dzielnika dwoch liczb, wiec innego do-¢
wodzenia anemamy potrzeby.

Zdarza sie, iz ciagnac iak n~daley dzia-
tanie, reszta ktéraby byla zamknietg liczbe
razy spetna w reszcie poprzedzaigcey nieznay-
duie sie. Nadwczas dwie linije proste niema-
igc wspolney miary, nazywaig sie niewspot-
mierne/m: czego widzie¢ bedziemy przyktad
w stosunku przekatney do boku kwadratu.
Wiec nadwczas stosunku dokiadnego w li-
czbach oznaczy¢ niemozna: lecz zaniedbawszy
ostatnig reszte, znaydziemy stosunek mniey
wiecey zblizony, podiug tego, iak dzialanie
mniey wiecey daley posunioném bedzie.

Zagadnienie XVIII.

Dwa katy A,B, bedac dane, wynaleU
ich wspb6lng miares iezeli ig nuda, a ztad
ich stosunek w liczbach, (lig. qi ).

Promieniami rownemi AC= BE, opi-
szmy dwa tuki CD, E F, ktdre sg miarg tych
katéow; w poréwnaniu za$ tukéw CD, EF,
postepowaé bedziemy iak w zagadnieniu po-
przedzaigccm; poniewaz tuk tak moze bydz
przeniesionym na tuk tego samego promienia,
iak linija prosta, na linijg prostg. Przyidziemy
wiec do wspolney miary tukéw CD, EFy ie-
zeli ig maig tym samym sposobem, iakim
przyszliSmy do wsp6lney miary dwoch linij da-
nych, i do ich stosunku w liczbach. Lecz ten sto-
sunek dwoch tukdéw bedzie teii sam, co stosii-

F a uek
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aek katow (Zad.X\II.K.Il.); i iezeli DO,
iest wspdlng miarg tukéw CD,EF,kat D A O,
bedzie miarg wspélng katéw CAIl), EBP.

Uwaga. Mozna wiec znales¢ wartos¢
bezwzgledng kata, poréwnywaigc tuk ktory
mu stuzy za miare, z catym obwodem Kkota.
Naprzyktad, iezeli tuk CD, iest do obwodu
kota, iak 3 do 25; kat A, bed ie czterech
katow prostych, albo -8f kata prostego.

Przytrafi¢ sie moze, ze iuki poréwny-
wane niebedg miaty wspdolney miary, naow-
¢zas bedziemy mieli na katy stosunki w licz-
bach mniey wiecey zblizone, podiug tego iak
dziatanie mniey wiecey daley posumonem be-
dzie.

KSIB>
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K S 1 E G A 11,

O proporcjonalnoséci figur.
[

Opisania.

I. Nazywaé bedziemy figury rowno-war-
tuig.ce, ktérych powierzchnie sg réwne.

Dwde figury mogg bydZz rowno - wartu-
igce chociaz w cale do siebie niepodobne: np.
koto moze réwno- wartowa¢ kwadratowi?
troykat prostokatowi, it d.

Nazwanie figur rownych stuzy¢ bedzie
figurom przystaigcytn do siebe, i zbiegaigcym
sie we wszystkich punktach: np. dwa tréy-
kaiy w ktérych trzy boki w iednym sg rowne
trzem bokom w drugim, dwa kola ktorych
promienie sgrdéwne, i t.d.

1. Dwie figury sa podobne, skoro
ty w iedney sg réwne katom w drugiey, i bo-
ki odpowiadaiqpe proporcyonalne. Przez bo-
ki odpowiadaiace rozumie¢ bedziemy maigce
to samo potozenie w dwoch figurach, albo
przylegte dwom katdm rownym. Ktére katy
nazywaia sie takze katami odpowiadaiacemi.
Dwie figury réwne sg zawsze podobne, lecz
dwie figury podobne mogg bydz bardzo nie*»
rowne.

IIL W dwdch kotach nieréwnych, luki.

wy-
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wycinki, i odcinkipodobne, odpcwiadaig kg~
om we $rzodku réwnym.

Tak kat A (fig- 92), hedac rowny kato-
wi O, tuk B C iest podobny tukowi DE, wy-
cinek BAC, wycinkowi DOEit.d.

IV. Wysoko$é réwnolégloboku, iest pro-
stopadta E F (fig.96), mierzaca odlegtosé
dwoch bokoéw przeciwlegtych AB, D C, wzie-
tych za podstawy.

V. Wysokos$¢ trdykata, iest prostopadia
AD (fig.g4), spuszczona z wierzchotka kata
A, na bok ieinu przeciwlegly BC, wziety za
podstawe.

V1. Wysoko$¢ trapeza, iest prostopadia
EF (fig.95), poprowadzona miedzy iego dwo-
ma bokami réwnolegtemi AB, DC.

VIl Pole, albo powierzchnia figury, sa
wyrazy prawie iedno znaczace. Pole ozna-
cza szczeg6lnie cze$¢ powierzchowng figury,
mierzac albo poréwnywaigc z innemi po-
wierzchniami.

Znak X, oznacza mnozenie; iak A X Bj,
wyraza wieloczyn z A, rozmnozonego przez B,
Zamiast znaku X ? uzywa sie niekiedy punkt;
A. B, tosamo znaczy, co A X B. Oznacza
sie takze ten sam wieloczyn bez zadnego po-
przedniego znaku, npx przez AB; lecz wtym
rade, uzywac¢ hienalezy wyrazenia linij AB,
to iest: odlegtosci dwéch punktéow A i B.

Wyrazenie A X (B-f-C — D), oznacza

wiehOT« 3 A B+ C-D. Gdybysmy
chcie-
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chcieli mnozy¢ A-f-B przez A— B -f- C, o-
znaczylibySmy ten wieloczyn- nastgepuigcym
sposobem: (A-f-B) X (A— B-f-C); wszy-
stko, co iest zamknietem miedzy nawiasami,
uwaza sie za iedne ilosc.

Liczba, potozona przed linija lub iloscia,
stuzy za czynnika tey linii lub ilosci; tak
chcac wyrazi¢ ze linija AB, iest wzietg trzy
razy, napisalibySmy 3AB; potowa kata A,
wyraza sie przez § A.

Kwadrat z linij AB, oznacza sie przez
AB2; szescian, przez AB.3 Wylozemy na
swoiem mieyscu, co oznaczaig doktadnie kwa-
drat i szeScian linij.

Znak y/ , wskazuie pierwiastek do wy-
ciggnienia; y/ 2, iest pierwiastek kwadratowy
z dwoch; y/A.B, pierwiastek z wieloczynu
A. B, czyli srzednia Geometryczna proporcy-
onalna miedzy A iB. (Aryt.8 i50). (¥

ZADANIE PIERWS ZtE

Twier dzenie.

Rownolegloboki maigce podstawy ro-
wne i wysokosci rowne, sa réwno- wartujgce.
Niech bedzie linija AB (lig.96.), wspol-

ng

(*) Dla dokfadnego obiecia tey ksiegi trzeciey,
rownie iak innych ksiggl nastepuigcych, po-
trze-;
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pa podstawa dwdéch réwnolegtobokéw ABCD,
ABEF; poniewaz zzatozenia, t§ dwa réwnole-
gtoboki majg te same wysokos$¢, ich podstawy
wyzsze DC, FE, beda na tey samey linij
D E, rownolegtey do AB.

Z natury réwnolegtobokéw, bok AD iest
yowny i rownolegty do boku BC; bok AF
iest rowny i rownolegty do boku BE, w ec
(Zad*XXVI.K.l) kat D AF= C BE ¢ azatern
Iroykaty D AF, CBE, beda rowne (Zad. XI.
K.l). Jezeli od czworoboku ABED, odey-
jniemy tréykat ADF, zostanie rdéwnolegto-
bok AJ3EF; od tego samego czworoboku,
pdigwszy tréykat CBE, pozostanie réwnole-
globok AB C D. W iec dwa réwnolegtoboki
ABCD, ABEF, nigigee te same podstawe,
i te same wysokos$¢, sg réwno - wartuigce.

IVfiiu-

trzeba mieé przytomne wszystkie prawdy
ktéreSmy zebrali w Arytmetyce (8. 154,.

177). Zrobmy tu tylko iedne uwage: ma-
igc proporcya, A ; B::C : D, wierny, ze
wieloczyn ze skraynych, A X D, iest ro-
wny wieloczynwwi ze srzednich, B X C.
(Aryt.f i50), Ta prawda iest widoczna na
liczbach, lecz nig bedzie takze naiakiclikol-
wiek ilosciach, byleby te byty wyrazone
liczbami. Jezeli np, A, B, C, D, sa lini-
igmi, mozna wzigé¢ iedne z tycli czterech
follij za jednostke, albo obraé pigta, stuza-

ca -
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TVniosek. Kazdy réwnolegtobok AB CD
(fig. 97.) j iest rowno-wartujgcy prostokgtowi
ABEF, tey samey podstawy, i tey samey
Wysokosci.

ZADANIE Il
TW|erdze|t|1e. e
Kazdy tréykat iest potowa réwnolegto-
boku tey .samey podstawy. i tey samey wy-
sokosci. (fig. 98. fig. 98. bis).
Niecli bedzie troykat BA C, przez punkt
C, poprowadzmy réwnolegtg CD, do boku
BA; przez punkt A, rownolegtg AD, do bo-
ku- BC; boki CD, DA, roéwnoli gioboku
AB CD, bedac réwne bokom AB,B C, (/ ad.
XXIX.K.1.)5troykat BAC = CAD (Zad.
XLK.I1.). Prostopadta A O, spuszczona z
wierzchotka A, tréykata B AC* (fig.98.); na
pod-

ca wszystkim tym linijg za wspélng miare ;
nadw”~czas kazda linija A,B, C, D, wyra-
t za¢ bedzie pewng liczbe iednostek; liczbe
catka lub utamkowa, wymierng albo nie-
wymierna, a proporcya miedzy linijami A,

B, C, D, stanie sie proporcya liczb.
Wieloczyn wiec z lijnj AiD, Kktory
nazywa sie takze ich prostokatem, iest li-
czba iednostek linijowych zamknietych w A,
mnozong przez liczbe iednostek linijowych

zanv*
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podstawe B C; albo na przediuzenie tey pod~
stawy (fig. 98. bis), iest razem wysokoscia tréy-
kata BAC, i rownolegtoboku AB CD. Wiec
troykat iest potowa rownolegtoboku tey sa-
mey podstawy, i tey sanjey wysokosci.
niosek. Wszystkie tréykaty podstaw
i wysokosci rownych, sa réwno - wartuiace.

‘Naprzod: Troykaty BAC, BDC (fig.
98.) ) maigce podstawe wspolng B C, i wierz-
chotki lezace na tey sainey linij prostey F D,
réwnolegtey do BC, sg réwno-wartuiace.
jJakoZ widoczng iest rzecza, Ze ieden i drugi
z tych tréykatéw iest potowa réwnolegtobo-
ku AB CD, tey sainey podstawy, i tey samey
wysokosci.

Powidre: Troykaty BAE, EAC (fig.
112.), maigce ten sam wierzchotek A, i pod-
stawy BE, E C réwne, bedg réw no - wartu-
igce, iako tey samey wysokosci AD.

ZADA-

zamknietych w D ; z tad.latwo poymuiemy,
ze ten wieloczyn moze i powinien bydz ré-

wny wieloczynowi z linij Bi C.
llosci AiB, mogéi bydz naprzykiad
linijami, za$ C, D, powierzchniami; zawsze
iednak uwazaé ie nalezy iako liczby: AiB,
iako liczby powstaigce z iednostek linijo-
wych; CiD, z iednostek powierzchni; a
wieloczyny A X D', B X C, beda liczbami.
W ogo6lnosci, we wszystkich dziataniach

kto-
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ZADANIE i/
NTwierdzenie.

Dwa prostokaty iey samey wysokoscig
mg miedzy sobg iak podstawy. (lig- 99)*

Niech beda dwa prostokaty AB CD,
AEFD, maigce te same wysokos¢ AD; po-
wiadam, Ze sa miedzy sobg iak ich podsta-
wy Aii, AE.

Zat6zmy naprzdéd: ze podstawy AB,
AE; beda wspétmierne, i ze beda naprzy-
kiad iak liczby 7, i 4; iezeli podzielimy AB,
na 7 czesci rownych; AE zamykaé bedzie 4
takich czesci; wyprowadziwszy z kazdego punk-
tu podziatu prostopadte do podstawy, zio-
Zemy 7 prostokatow czastkowych réwnych
miedzy sobg,, iako maigce te sarne podstawe,
i telsarne wysokos$¢. Prostokat AB CD, za-

my-

ktére wykonywac¢ bedziemy zapomocg pro-
porcyy, pamietajmy uwaza¢ wyrazy tych
proporcyy, iako liczby kazda swoiego ga-
tunku, a w poymowauiu tych dziatan, i
we wnioskach z nich wypadaigcych, Zadney
trudnosci mie¢ niebedziemy.

Ostrzedz takze powinnismy, ze nie-
ktére dowodzenia oprzemy na nayprostszych
prawidtach jilgiebry; tak maiac

A= B C,
iezeli rozmnozymy obie strony tego réwna-
nia
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inyke¢ bedzie 7 prostokatéw czastkowych,,
gdy pro stokat AEF D, zamykac ich bedzie 4;
wiec prostokat ABC D, iest do prostokata
AEFD, iak 7 do 4; albo iak AB do AJE
To samo rozumowanie ma mieysce w kazdym
innym stosunku, i Jakikolwiek on bedzie, by-
leby wspétmierny, bedziemy mieli:
ABCD : AEFD :: AB : AE.
Zaiozmy powidre: Ze podstawy AB,
AE (fig. 100.), sg niewspoOtmiernej powiadam,
Ze bedziemy ieszcze mieli:
' ABCD : AEFD :: AB : AE.
Poniewaz, iezeli ta proporcya nie iest
prawdziwg, trzy pierwsze wyrazy zosiaigc te
same, czwarty bedzie wiekszy albo mniey-
szy od A E. Przypusémy ze bedzie wiekszy,
i ze marny
ABC D : AEFD :: AB : AO.

- Podzieliwszy linija AB, na czesci rowne
mniey ze od EO, przynaymniey ieden punkt
podziatu 1, padnie miedzy EiO: przez ten
punkt wyprowadziwszy prostopadig 1K., do
podstawy A l; podstawy AB, Al, bedac wsp6t-

mier-

nia przez te same ilos¢ M, bedziemy mieli
AXM=B X M-f-C X M.
Maigc dwa réwnania:
A =B+ C
D— E— C,
Jezeli ie dodamy do siebie otrzymamy f
A 4~ N N o Flit.d.



Biblioteka Cyfrowa UJK
http://dtib#8.ujk.edu.pl

miernemi mamy
AB CD : ATKD :: AB : Al;
lecz z przypuszczenia '
ABCD : AEFD :: AB : AO,
gdy w tych dwo6ch proporcyach poprzedniki
sg réwne, nastepniki ztoza proporcya
AIKD : AEFD :: Al ; AO.
Linija AO > AIl, potrzeba by prostokat
AEFD>AI1K.D, gdy przeciwnie iest mniey -
szy wiec ta ostatnia proporcya iest iatSzywa;
i gdy zostalta wyprowadzong z dwo6ch pro-
porcyy poprzedzaiacych, z ktérych gdy pierw-
sza iest prawdziwg, drugi koniecznie fatszy-
wa bydZz musi. Wiec AB CD nienioZze bydz
do AEFD, iak AB, do wyrazu wiekszego
od AE, wiec czwarty wyraz iest rowny Ab.
Przez rozumowanie zupeinie podobne
dowiedlibySmy, Ze czwrar(y wyraz proporcyi
niemoze bydZ mnieyszy od AE, wiec iest ro-
wny AE. Azafem iakikolwiek bedzie stosu-
nek podstaw, dwa prostokaty tey samey wy-~
sokosci, sa miedzy sobg iak ich podstawy,

ZADANIE V.
Twierdzenie.

Dwa iakiekotwUk prostokatyf sg mie-
dzy soba, iak wieloczyny z podstaw, przez
wysokosci. (fig. i©€i).

Niech bedu dwa prostokagty ABCD?
a e g f, powiadam ;e bedzieiny mieli:

AB CD
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ABCD:AEGF:AB x AD.AE X AF,
Utozywszy dwa prostokaty tak, azeby
katy A, bylty w wierzchotku przeciwlegte;
przedtuzmy boki GE, CD, az do spotkania
sie w punkcie H; dwa prostokéity ABCD,
AEHB? njaiace te $arne wysokos¢ AD, s3g
miedzy soba iak podstawy AB, AE; dlapo-
dobriey przycayny dwa prostokaty AEHD,
AEGU, s iak podstawy AD, AF; zkad:
ABCD:AEHD:AB:AE,
AEHD; AEG F AD:AF,
Alnozae porzadkiem te proporcye, i u-
wazaigc,” ze wyraz AEHD, moze bydZz wy-
mazany (ylryC 8§.i4ia.), iako wspolny czyn-
nik poprzednika i nastepnika bedziemy mieli:
ABCD:AEGF:AB X AD:AE X AF.
Uwaga. Z poprzedzatacey proporcyi na-
stepuiaee wypada roéwnanie,
ABCD AB X Ap
AEGF * AE X AF
Pierwsza strona wyraza liczbe razy, ktérg
prostokgt ABCD, obeymuie prostokgta AEGF;
te liczbe razy odkryie nam druga strona, gdy
wyraziemy w liczbach, za pomoca iakieykot-
wiek iednostki liuijowey, warto$¢ bokow AB,
AD, AE, AF.; i nastepnie szuka¢ bedziemy,
ile razy liczba oderwana wyrazaigca wielo-
czyn AB X AD, zamyka¢ bedzie liczbe oder-
wang wyrazajgcg wieloczyn AE X AF. Je-
zeli np. wysoko$¢ A D = o obranym jedno-
stkom linijowym, podstawa AB= 5, AE=2,
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A F=3;wiec AB XAD=i5AE X AF = 6.
azateni

A NN — 1E— i — 2 4- to iest:
AEGF a 7
ze prostokat ABC D, skilada¢ sie bedzie zdwa
razy i p6t wzietego prostokgta AEGF. Po-
wierzchnia mierzy sie poréwnywaiac z iedno-
stka iey gatunku, nazwang kwadratem; ieze-
li AE G F bedzie kwadratem, AE= AF. Bio-
ragc Pazem bok tego kwadratu za iednostke

linijowa, bedziemy mieli AEx AF=1i. Ztéid
ABCD
AEGF ~~ X AD*

Pierwsza strona wyrazaigca rzetelnie liczbe
razy, ktorg prostokat ABCD, zamyka ied-
nostke powierzchni, bedzie wyrazeniem licze-
bnem miary tego prostokata, wiec oznaczyw-
szy dla skrécenia wyrazenie liczebne o ktérem
mowa, tym samym prostokgtem, bedziemy
mieli
ABCD = ABxAD.
I w tern to zdarzeniu mozna mowie, ze pro-
stokat ma za miare wieloczyn z podstawy
przez wysokos¢. Niech podstawa AB, pro-
stokata ABCD (fig. 102.), obeynuiie io razy
iednostke linijowg, za$ wysokos¢ AD, 5 razy.
Prostokat zatem ABCD, powinien zamykaé
iednostke powierzchni liczbe razy oznaczong
przez AB X AD, czyli 10 X o, albo oo. Co
tatwo sprawdzimy, wynoszac z podstawy AB?
i wy-
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i wysokosci AD, w punktach ich podziatu
prostopadte, ktore przecCigwszy sie, zioza 50
kwadratéw réwnych, iak to iigura pokaznie.

Jezeli rap. wysoko$¢ AD, skiada sie z 5]
jednostek, czyli z t| « podstawa AB, z 51—
~Ne wieloczyii AB X AD, czyli | X J] = 7|
{slrytA. 99). albo nakoniec 3f (Aryt. 83).
bedac ziozony zi 11 iednostek, prostokagt ACBD,
iest rowno-wartuigcy n|razy wzietemu kwa-
dratowi AEG F*

Aldieszaig czesto w Geometryi wieloczvil
dwoch linij z ich prostokgtem, a to wyraze-
nie przeszto nawet az do niektorych Arytme-
tyk, dla oznaczenia wieloczynu dwéch liczb
nieréwnych, iak kwadrat na oznaczenie wie-
loczynu liczby sanaey przez sse mnozoney.

Kwadraty liczb 5, 2, 5, itd, sg 1, 4,
9, it d (Aiyt.8. 106). Jakoz widz emy, ze
kwadrat zrobiony na linij podwdyney (lig.
100). iest poczwérny, na potrdyney, dzie-
wie¢ razy wiekszy, it*d*

ZADANIE V.
Twier dze nie.

Pole iakiegokotwiek réownolegtoboku, iest
réwne wieloczynowi z podstawy przez wy-
sokos¢. (fig. 97)*

Poniewaz réwnolegtobok AB CD, iest
rownowartuigly prostokatowi ABEF, rnaig-
lemit te sarne podstawe AB, i wysokos¢ BE

(Zach
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(Zad.l. Tlmiosty za$ prostokat ABEF, ma za
hliare ABxB E (Zad.lYA; wiec pole ro6-
Whnolegioboku ABCD = AB X BE.
JTniosek. Wyraziwszy przez Hi, li., wy-
sokosci dwacli rownoleglobokow'; przez B,b,
podstawy- przez P,p, powierzchnie; bedzie-
my mieli: P— HXB, p— h X b; z kad nami
wypada nastepuigca proporcya:
P:p;:H X B :h X b
Jezeli w dwéch réwnoleglobokach pod-
stawy sa rowne, bedziemy mieli {{Aryt. §. 142).
P :p::H:l
Jezeli wysokos$ci sg rowne, otrzymamy
P:p::B:b
Wiec rownolegtoboki tey samey poctstd-
Uy sa luk wysokosci, tey za$ scuney wyso~
kosci, lak podstawy.

ZADANIE VI.
Twierdzenie.

Pole froykata iest rowne wieloczynowi
z podstawy przez potowe wysokosci, (lig. 101 k

Poniewaz troykat BAC, iest potowg ro~
wnolegloboku B A.E C, maiacego te sarng wy-
soko$¢ AD, i podstawe BC (Zad.ll.), za$ po-
wierzchnia rownolegioboku BAEC— BC X AD’
(Zad. V.); wiec powierzchnia iroykata B A G =
| BC X AD, albo — BC X | AD

W niosek. Wyraziwszy przez H,h, wy-
soko$ci dwdch troykatow3 przez B, b, pod-

(03 stawy}
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stawy; przez T,t, pglwierzchnie; bedziemy
mieli T == (HX'B),t={(hX b ztiid:
T :t::i (HXB) :| (li XDb).
lino Jezeli B = b, bedziemy mieli
T :t:: H :h;
2do Jezeli H— h, otrzymamy (slryt. i42)
T :t::B :h
Wif£c dwa troykaty tey samey podsta-
wy, sg lak wysokosci, tey za$ samey wyso-
kosci, tak podstawy.

zadanie tu. %
Twierdzenie. *

Pole trapeza, iest réwne wysokosci, mno-
zoney przez potowe summy podstaw réwno-
legtych, (lig.i05). To iest: ze pole trapeza
AUCD—EF X \ (AB + DC).

Przez punkt I, na potowie boku CB, po-
prowadzmy hnijg KL, réwnolegta do boku
przeciwnego trapeza AD, iprzedtuzmy DC
az do spotkania sie zImijg KL. W troyka-
tach IBL, ICK,bok IB — I C z wykreslenia;
poniewaz CK , BL saréwnolegtemi, kat L 1B
— CIK, kat IBL = ICK (Zad.XXIIl. K, l.);
wiec te dwa t dykaty sg rowne (Zad.VII.KI).
Jezeli do troykata IB L, dodamy ligure LADCI,
bedziemy mieli trapez B A D C; iezeli do troy-
kata IKC=rIBL, dodamy te sarne ligure
CD ALI, otrzymamy rownoleglobok KD AL.
"Wiec trapez AB CD, iest rowno-wartuigcy

ré-
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46Wnolegtobokowi AL KD ; za$ teri ostatni ma
za miare wieloczyn z wysokosci EF (ktéra
iest razem wysoko$cig trapeza), przez podsta-
we AL; wiec trapez AB CD, bedzie miat
takze za miare EF X AL. Lecz AL” DR,
LB ==CK;wiec AB-fDC= AL -fLB + DC
= AL+ CR + DC, albo AB -f DC = AL
+ DR = 2AL, aztad ALs=]| (AB-fDC;
azatem EF X AL — EF X1 (AB-f-DC).
Wiec nakoniec pole trapeza

ABCD = EF X | (AB-f-DC);

Uwaga. Jezeli przez punkt I, srzodek
boku BC trapeza, poprowadzimy linijg 1H,
rownolegtg do podstawy AB; punkt H, be-
dzie takze na potowie boku trapeza AD : po-
niewaz figury AHIL, HDKI, rnaigce boki
przeciwlegte rownolegte sg rowmolegtoboka-

mi, All = IL, HD— IK ; poniewaz trdykat.
33lL =CiK, IL.= Itk; wiec AH = HD.
Uwazac zatemmozna HlI— AL ==| (AB-fCD);

wiec pole trapeza wyrazié¢ sie takze moze przez
EF X HI, toiest: wysoko§¢ mnozong przez
linija taczgca .potowy bokéw nieréwnoble-
gtych. ()

G s ZA-

(*) Wymierzajgc rownolegtobok, troykat, al-
bo trapez, zawsze iest tatwo mie¢ dtugosé
ich bokéw, i wielkos¢ katow; lecz niekie-
dy bardzo trudno spusci¢ prosiopadte stu-
zace do wymiaru icii wysokosci, Kaowczas

usu-
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ZADANIE VIII.
Twierdzeni e

Podzieliwszy linijg. na dwie czesci, kwa-
drat z caley Uwij, obeymowal bidzie kwa-
draty z iedney cze$ci, wiecey kwadrat zcze-
/ci drugiey) wiecey dwa razy wziety jjro-
stdkcet z dwoch czesci linij podzieluney. To
iest (fig. 106). Ze:

AC2= (AB+ BC)2=AB »4-BC2-f2AB XBC

Wykresliwszy kwadrat ACM"DE, weZmy
AF = AB, i poprowadzmy linija F G réwno-
legta do AG, i BH réwnolegta do AE.
ACDE = ABIF -f-IGDH + BCGI + IHEF.

Rozebrawszy oddzielnie cztery czesci z
ktérych kwadrat ACDE skiada sie, widzie¢
bedziemy ze:

Imo ABIF iest kwadratem zrobionym na
AB, poniewaz wzieliSmy AF — AB, wiec

ABIF= AB XAF— AB2
2do ze

usuwa sie ta trudno$¢ za pomocg Trygono-
jnetryi.
Jezeli chcemy wymierzy¢ rownolegtobok

AB CE (fig.i04.), bedziemy inieli naprzéd
't (Zad.V.) ABCE = BC X AD; nastepnie

troykat prostokatny A D B ; daie proporcyg

{Tryg. Czesci.§.32). R:TPst. B : AB :AD

z lad AD=fmt.B X AB

R
aza-
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2do ze IGDH iest kwadratem na BC,
gdyz maigc AC— AE, AB= AF, bedziemy
mieli
AC—AB— AE-AF
albo BC = EF, zprzyczyny za$ linij TOWno*-
legtych gdy 1IG = IH, azatem IGDH =
K”™~tH — RC*
5tio Ze BCG | bedac prostokatem zta*
zonym na Bl iB C, mamy
BCGI = BIxIBC
azatem
BCGI = AB X BC
4t0 ze IHEF = IF X FE=aAB X BC,
Wiec podstawuigc na mieyscu czterech por-
wierzchni ABIF, IGDH, BCGI, IHEF
z ktérych skiada sie kwadrat ACDE, wye
kre-r

azatem pole réwnolegtoboku 1
ABCE = (BC X AB) X B.

R

Jezeli dla wiekszey prostoty wezmiymy R
= i, igdy dwa boki rGwnolegtoboku wy*
razimy przez a?c, bedziemy mieli na wy-
razenie iego powierzchni a c. B.

Z kad widzimy, ze pole réwnolegtoboku,
iest rowne wieloczynowi z dwo6ch iego bo-
kéw, przez wstawe kata terni bokami obie-f
tego.

2do Jezli idzie o troykat ABC (fig. i04),
ktérego boki niecli beda wyrazone przez

cif efcf
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kreslony na AC, albo na AB -f-BC, ich war-*
tpsci teraz dopiero znalezione otrzymamy
AC 2albo(AB+BC)2=AB 2-fBC 2-f2AB X BC
Uwaga. TTsllgiebrze podnoszgc do kwa-
dratu dwoé —wyraz a-yby mamy
{a-"b)* ==«*-(-02-f-2ab. (Aryl. & 108).

ZADANIE I1X.
Twierdzenie.

Jezeli linija iest rdéznicg dwdch drugich %
kwadra! wyniesiony na rdznicy, obeymowac
bedzie kwadrat z iedney linij, wiecey kwa-
drat z drugiey t inniey dwa razy wziety pro-
stokat z dwéch linij danych. To iest: ze (fig.
1 7)- _

AC “albo (AB - CB)2=. AB“+ CE£ 2- iiAB X CB.

Wystawiwszy kwadrat ABIF, weZzmy
AE ~ AC, poprowadzmy linijg C G, réwno-
legtg doBij H K, rownolegta do AB: i do-
petnijmy kwadratu EFLK.

ACDE

a>b, c, zas katy iyin bokom przeciwlegte przez
A,B,Cj poniewaz troykat ABC, iest po-
towg réwnolegtoboku ABCE* wiec mamy:
AB C= - ac. TFsi.B
BAC—dcbh. JUst 4.
AC B = {ab. TUst. C.
Azatem pole Iroykata iest rowne potowie
wieloczjmu z dwoch iego bokow, przez wsta-
je Kkata temi bokami obietego.
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ACDE« ABIF4-EFLK — CBIG — DGLK.
UwaZaigc oddzielnie cztery czesci shiadaigee
kwadrat AC D E, mamy: .
imo ABIF — AB X AF = AB2
2do EFLK=BC?2
5ho CBIG iest prostokagtem ktorego
bok GC— AB, azateth CBIG — AB X BC.
ato DGLK iest prostokagtem ktdrego
bok KD - AB, KL = BC, wiecDGLK =
AB X BC.

Podstawiwszy te wartosci kwadratu ACDE
wystawionego na AC, albo na AB — CB, be-
dziemi mieli:

AC 2albo(AB-CB)2-rAB24-BC2—2AB x BC
Uwaga. To Zadanie odpowiada wzoro-
wi w Algiebrze
(a—Db)2= a2-f-b2— 2ab.
ZA~

5tio Gdybysmy chcieli wyrazi¢ powierz—
nig trapezaABCD (fig. io6). zapornoca bo-
kow i iednego z katdw, unikaia¢ dzialania
mechanicznego spuszczania prostopadiey EF;
nwazaymy ze rownolegtobok ALKD = AD
X AL. fUst. A, wiec trapez
ABCD = ADX1(AB4DCI ffst.k.

Podobnym sposobem znalezliby$my, iz
miare tego samego trapeza mozna wyrazi¢
za pomocg wieloczynu

BC X | (AB -j-DC). Wst. B.

Czytac takze Geometryg B ezout Nro. 155«
»56.
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ZADANI E X.
Twierdzenie.

Prostotg? zrobiony na summie i roz-
nicy dwoéch Upijs iest rowny réznicy kwa-
gratow tych dwaocli linij. “ig. 108).

Tu iest: -

(AB 4CU) X (AB—CB) ~ AB2— cTI2

Wystawmy na AB iA C kwadraty ABIF,
ACDE; przedtuzmy AB oilos¢ BK = CB,
i dopetnijmy prostokata AKLE.

Podstawa tego prostokata A K, iest sum-
ma dwoch linij AB, CB; iego za$s wysokos¢
AE iest réznicg tych samych linij AB, CBj
wiec prostokat

AKLE— (AB-L-CB) x (AB — CB).
Lecz tenze sam prostokat iest ztozony z dwo6ch
czesci ABHE y-B lyLH ; cze$¢ za§ BKLH
i«t rowna -prostokagfowi ED GF, poniewaz
BH—DE, BK= EF; wieccAKLE— ABHE
4-EDGF. Te za$ dwie czesci sktadaig kwa-
drat AB IF, mniey kwadrat D1iiG , a ten o-
statni iest kwadratem wyniesionym naBO, wiec

(AB 4-CB) X (AB—CB)~AB2— CBa

Uwaga. W Algiefcrze mamy wzér’ odpo-»

Tviadaigey (a-f-6) (a—d6é)=a2—hbz.

ZADANIE XI.
T w.ierdzenie.

Kwadrat z przeciw -prosfokatney, iest
ré-
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foumy summie kwadratéw z bekéw kat pro
sty obeyrnuigcych. (fig. i09).

W tro)kacie prostokatnym przy A:wy-
niostszy kwadraty na trzech bokach, spus¢my
z wierzchotka kata prostego na przeciw - pro-
stokatng prostopadta AD, przediuzajagc do
punktu E, i prowadzac linije'A«F, HC.

Kat ABF sklada sie z kata ABC, wie-
ce-y kata prostego CB F; kat HB C, sklada sie
z tego samego kata ABC, wiecey z kata pro-
stego ABH; wiec kat ABF — Ii BC. (idy
AB — BH, iako boki tego samego kwadratu,
dla tey samey przyczynyB F — B C; wiec troy-
katy ABF, HBC, maigce kat rédwny obiety
fiokami rownemi sg rowne (Zad.VI,K.l.)

Troykat ABF, maigcy te salne podsta-
we BF, i wysokos¢ BD (Zad. IL), iest po-
towa prostokataB D E F (albo dlakrotkosciBE).

Tréoykat HBC, iest takze potowag kwa-
dratu AH; dla katow prostych BAC, BAL,
finije AC, AL, skladaig iedne linijg prosta
CL, réownolegtag do HB (Zad.IV.K.l.); wiec
troykat HBC, iest polowg kwadratu AH,
maigcego te sarne podstawe i wysokosc.

Gdy tréykat ABF — HBC; prostokat
BDEF dwa razy wiekszy od troykata ABF,
iest réwno - wartuigcy kwadratowi ABHL
dwa razy wiekszemu od tréykagta HB C. Do-
wiedlibySmy podobnym sposobem, ze prosto-
kat CDEG, iest rownowartuigcy kwadrato-
wi ACIK;i gdy razem dwa prostokaty BDEF,

CDEG
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CD E G, skfadnig kwadrat B C G F; wie» fcwa-
drat z przeciwprostokatney , iest rdwny sum—
mie kwadratéw, z bokdéw kat prosty obey-
muigcych. T° ieste 3 Cz AB2-- AC2.
"ifrniosek I Kwadrat z boku obeymuia-
cego kat prosty, iest rowny kwadratowi z
przeciw - prostokatnej mniey kwadratem z bo-
ku drugiego, czyli: AB2= BC2— AC*.
Whniosek Il. W kwadracie AB CD (fig.
118.), poprowadziwszy przekatng AC, wtroy-
kacie réwnoramiennym ABC, mamy:
AC2— AB24-BC2-=aAB 2¢
Wiec kwadrat z przekatney, iest dwa razy
-wiekszy od kwadratu z boku. Jakoz, po-
prowadziwszy przez punkta A,C, rownolegte
doBD; przez B,D,doAC: kwadrat EFGH,
bedac kwadratem z AC, obeymuie 8 troykei—
téw rownych tréykatowi AEB, i gdy kwa-
drat AB CD, obeymuie ich tylko 4 ; wiec kwa-
drat EFGH, iest dwa razy wiekszy od kwa-
dratu ABCD. Czyli:AC2:AB2:2:j,wy-
ciggngwszy pierwiastek kwadratowy mamy:
AC :AB ::y/2 :1; toiest: ze przekatna
kwadratu iest niewymierng wzgledem boku
(JrytA. 107.)j oczem na inuem mieyscu mo-
wi¢ nain wypadnie.

Whniosek 111 Dowiedlismy (figr 109.), Z©
kwadrat All, iest rowno -wartuigcy prosto-
kagtowi B E ; z przyczyny za$ wspolney wyso-
kosci BF, kwadrat BCGF, iest do prosto-

kata
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kata BDEF, iak podstawa BC, do podsta-
wy BD, wiec BC2:AIT2:BC :BD. To
iest: ze kwadrat z przeciw - prostokatney iest
do kwadratu z buka kat prosty obeyniuigce—
go, iak przeciw-prostokgtna do odcinka przy-
legtego temu bokowi. Nazywamy tu odcin-
kiem cze$¢ przeciw-prostokatney odcietg-pro-
stopadtg spuszczong z wierzchotka kata pro-
stego ; tak B D iest odcinkiem przylegtym bo-
kowi AB, zas DC bokowi AC.

niosek 1V. Prostokaty BDEF, DCGE,
maigce te sarne wysokos$é, sg iak podstawy
BD, CD. Gdy za$ te prostokaty sg réwno-
Wartuigce kwadratom z AB, i AC, wiec

AB2:AC2 :: BD :DC.

Azatem, kwadraty z dwoch bokéw kat pro-
sty obeyniuigcych} sag miedzy soba, iak od-
cinki przeciw -prostokatriey przylegie tym bo-
kom.

ZADANIE XII.
Twier dz enie.

W troykanie biorgc kat ostry, kwadrat
zprzeciw - ostrokgtney, iest mnieyszy odsum-
my kwadratéw z bokéw ten kat obeymuig-
cych«i iezeli spuscimy prostopadtg na ieden
z bokéw kat ostry obeyniuigcych, roznica bi-
dzie rownag podwoynemu wieloczynowi z bo-
ku na ktéry spuszczona prostopadta, przez
odcinek przylegty katowi ostremu. (fig. n o).
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Toiest: AB2~AC2+BC2—sBC X C-D*
Dwa sa przypadki imo Jezeli prostopa-
dta pada wewnatrz tréykataABC, bedziemy
mieli: BD4BC — CD, wiec (Zad.IX).
BD*= BC* 4 CD2— 2bc x CD
dodaige_p° obu stronach AD 2, otrzymamy

Bpi=BC24 CD2~ 2BC XCD
+AD2 4 A D 2

gdy BU24 Ap2= AJp7CD24-AD2=AC2
wigc AB2—BC24 AC2—2BCXCD.

2do Jezeli prostopadta pada zewnatrz
troykata ABC (fig. lio.bis) bedziemy mieli
BD— CD — CC) wiec (Zad.IX).

BD2= CD44 BC2— 2CD X BC_
dodaigc po obu stronach tego réwnania AD 2,
otrzymamy iak Wyzey:

AB2= AC24 Bc2— 2BC4 CD.

ZADANI E XII.
Twierdzenie.

W tréykacie iezeli wezmiemy kat roz-
warty, kwadrat z przeciw - rozwartokatney
iest wiekszy od summy kwadratéw z bokdéw
ten kat obeymuigcych; i iezeli spuscimy pro-
stopadtg na ieden z bokéw kat rozwarty o—
beymuigcych, réznica bedzie réwna podwoy-
nemu wieloczynowi z boku na ktéry spuszczo-
naprostopadta, przez odcinek przylegty ka-
tkowi rozwartemu, (lig, 111).
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Toiest: AB2=AC2-fBC2+ sBCx CD.
Prostopadta wewnatrz tréykata pasc¢ nie-
moze; poniewaz gdyby naprzyki d padia w
punkcie E, tréykat ACE, miatby razem kat
prosty i rozwarty, co iest rzecza niepodo-
ng (Zad. XXVIIK. 1.), wiec padnie zewnatrz
troykata, azatem bedziemy mieli:
N=SC4-CD, wiec (Zad..VII).
BD.-2=B C 2+Cl)» + aBCx CD
dodaigc po obu stronach AD 2, otrzymamy
BD2=B C2-J-CD2-f 2BCX CD
AD?2 Al)2
Gdy BIr2-f AD22AB 2, CD2-]-AD2 AC2
wiec AB2= BC2-fAC2 2BC'X CD,

ZADANI E XIV.
Twierdzenie.

JV tréykacie, poprowadziwszy zwierz*
ehotka linija prosta nu potowe podstawy >
summa kwadratéw z bokéw kat wwierzchotku
obeymulacych, iest r6-wnci dwa razy wzie-
temu kwadratowi z linii na srzodek podsta-
wy sprowadzoney, wiecey dwa razy kwa-
drat z potowy podstawy, (fig. 112). To iest:

AB2+ AC2s .2AE2+ 2BE 2

Spusciwszy prostopadta AD na podstawe
BC; w troykacie AEG (Zad.XIl). mamy

*AC4« AEZ+ EC*— 2ECXED;
z NMoy—
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z troykata za§ AB E (Zad. XIIl.) mamy

-AB2—AE2+ BK2A 2EB X ED
gdy BE" EC, wiec dodawszy do siebie te
dwa réwnania<wypada:
Ab2+ AC2~ 2al 24-2BE2
rrniosek. w rownolegiobokiL AECD
(fig-110.), przekatne AC, iiD, przecinanie
sie wzaiérnnie w punkcie F, na dwie czesci
rowne (Zad.XXXI.K.i.); troykat ABC daie
AB2+ B C N 2AF2-}-211f'2
'W tréj kacie A OC marny:
AD2+D C2= 2AF4+ 2DF2.
Dodaigc strone do strony, i uwazaiagc 2©
BF~Di'4 bedziemy mieli:
AB2+ Ai)2+ BC2-fHC2™ 4 AF2+ 4DF*
Lecz 4AF2==(2AF)2~ AC2zas4UF2
==(2.DF)“= B Dt- wiec w rdéwnolegtobokii
summa kdrcidratow z bokow, iest rowna sume—
mie kwadratéw z przekatnych.

ZAIDANIF Xv*
Twierdzenie.

JF tréjkacie, litujg réwnolegta do pod-
stawy, dzieli boki proporcjonalnie, (lig.114).
Tak, ze mamy

AD : DB :; AE : EC.

Zlaczmy BE, DC; dwa troykaty BDE]j
D EC , maigce te sarne podstawe DE, i wy-
soko$¢; poniewaz wierzchotki ii? C, lezg na

hm]
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linij rownolegtej do podstawy; sa réwno-
wartuigce (Zad.li).

Trojkaty ADE, DEB, maiace wierz-
chotek spoiny w E, sa iak podstawy AD,
DB (Zad. VI.), wiec

ADE:DEB:: AD:DB.

W troykaty ADE, EDC, niaigce takze
wierzchotek wspélny w D, sg iak podstawy AE,
E C, wiec

*ADE:EDC:AE:EC.

Lecz troykat DEB = EDC, wiec zprzy-
czyny stosunku spdllnegdé w tych dwéch pro-
porcyach, bedziemy mieli

AD : DB :: AE : EC.
IVniosek I, Ztadwypada ze {Aryt. 8 156.);
AD-fDB : AD .;AE4-EC :AE

albo AB :AD AC AE
azatem AB : DB :: AC :EC.
IVniosek Il. Jezelimlgdzydwiema li—

nijand prosie/ni AB, CD (fig. n5). Popro-
wadzimy tyle rownolegtych ile bedziemy
chcieli Np AC, EF, OH, BD, itd. litu-
je proste AB, CD, przez te rownolegle be—
d. przeciete pruporeyorudnies i bedziemi mie-
li AE:CE::EG:Fii:":"GB:HD.

Niech linije proste AB, -CD, przetng sie
w punkcie O; w trdjkacie OEF, dla linij
AC, réwnolegtej do podstawy EF, mamy:
OE;AE::OF:CF, aibo

OE : OF :: AE : CF.
W troy-
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W tréjkacie O G H, mamy podobnid
OE:EG;:OF:Fli; albo
OE : OF :: EG : FH;
wiec zprzyczyny stosunku wspdlnego OE: OF,
te dwie proporcje daia
AE : CF == EG :FE
Tym samym Sposobem dowiedziemy ze:
EG :FH :: GB :HD, i td.

upalnie przez rownolegte EF, GH it d.

zad an i E XVI.
Twierdzenie

Linija przecinaigca boki troykata pro-
poréyo,ruinie, iest réwnoleglta do podstawy”
Poniewaz gdyby |irija DF (fig. 116.)?
niebyta rownolegta do BO, niech bedzie li-
niia DO; nadwczas podtug Zadania poprze-
dzaiacego bedzienmy mieli
"AD : DB :: AO : OC.
Lecz z zalozenia -
AD.: DB :: AF : FC, wiec
AO : OC :: AF : FC;
proporcja falszywa, poniewaz z iedney strony
poprzednik A E > AO, zdrugiej nastepnik
EC < OC; wiec réwnolegta prowadzona do
podstawy BC przez punkt D, niemoze réznié
sie od linij DFj wiec linija 13F iest réwno-
legta.
Uwaga. 1Po samo rozwigzanie miatoby
nuey-
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inieysce, gdybysSmy zatozyli proporcya
AB : AD :: AC : AE.
Poniewaz z tey proporcyi mielibySmy
AB— AD :AD :: AC — AE :AE,
albo BD ~AD : CE : AE.

ZADANIE XVII.
Twierdzenie.
troykacie, linija dzielgca kat na dwie
Czesci ro-wne, podzieli podstawe na dwa od-
cinki proporcyonalne bokom przylegtym.
Tak ze bedziemy mieli (im. 117.)

BD : DC :: AB ; AC.
Przez punkt C, poprowadzmy linija CE ré-
wnolegtg do D A, az do spotkania sie w punk-
cie E, z przedtuzonym bokiem BA. W troy-
kacie BCE, linija AD, bedac réwnolegta dq
podstawy EC, mamy (Zad. XV).

BD : DC :: BA : AE.
Eecz z przyczyny linij rownolegtych AD, EC,
kat ACE= CAD, kat AEC=BAD (Zad.
XX K. 1). Z zatozenia zas§ mamy kat CA D
= BAD, wiec kat ACE — AE G; azatern AE
= AC (Zad.XIll.K.l.); Podstawiwszy w pro-
porcyi poprzedzaiacey, Ap na mieyscu AEy
otrzymamy >

BD : DC :: AB : AC,

ZADANIE XVIIL
Twierdzenie.
Dwa tréykaty rownokaine maig boki od-
ki po-
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powiadaig.ee proporcjonalne, i sg podobne,
Jezeli we dwoch tréykatach (fig. ng).
BAC, CDE, kst BAC~ACDE, ACB-=
DEC, ABC=DCE;,powiadam Zeboki od-
powiadaigce beda proporcyonalne, to iest:
BC:CE;:AB:DC:AC:DE.
Utozywszy boki odpowiaclaigce B C, CE,
w tym samym kierunku, przedtuzmy boki B A,
E D, az do przeciecia sie w punkcie F.
Poniewaz BCE iest linija prosta, a kat
BC A— CED, wiec bok AC iest roéwnole-
gty do boku DE (Zad.XXIII.K.I). Dla tey
samey przyczyny bok AB, iest rébwnolegty do
boku D C; wiec figura ACDF , iest réwno-
tegtobokiem.
W troykacie BFE, linija AC bedac ro-
wnolegta. do podstawy FE, mamy (Zad.XV).
, BC : CE ::BA : AF,
na mieyscu AF, potozywszy CD, bedziemy
mieli
BC : CE :: BA :CD.
W tym samym troykacie BFE, linija
CD bedac réwnolegta do podstawy BF, mamy
kBC : CE ! FD :DE,
zamiast F D, potozywszy AC, otrzymamy
BC : CE :: AC : DE.
Nakoniec z dwdch proporcyy zamykaig-
cych ten sam stosunek BC: CE, wypada
AC : DE :: BA :CD.
Wiec tréykaty réwnokatne maig boki od-
powiadaigce proporcyoname. Podtug za$ Opi-
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¢sania 11, dwie figury sg podobne, skoro ma-*
ia katy rowne, a boki odpowiadaiace pro-
porcyoualne; wiec troykaty réwnokatnef sar
figury podobne.

fUnioseki Azeby dwa tréykaty byty po-
dobne, dosy¢ aby dwa katy wiednym, byty
rowne dw Om katom w drugim, nadwczas trze-
ci bedzie r wity trzeciemu, i dwa troykédy
beda réwnokatne.

Uwaga. W troykatach podobnych, bo-
ki odpowiadaigce sg przeciwdegte katom ré-
wnym ; wiec kat ACB, bedac réwny katowi
DEC, bok AB', iest odpowiadajagcym boko-
wi DC; podobnie AC i DE sa odpowiadaig-
cemi, iako przeciwlegte katom réwnym ABC#
DCE; znaigc boki odpowiadaigce sktadaig sie
natychmiast proporcee

BC: CE : AC:DE :: BA; CD.

ZADANIE XIX.
Twierdzenie

Dwa trdykaty jnaigce boki odpowiada-
igce proporcyonalne, sa réwnokatne i ‘podo-
bne. (fig. 120).

Przypusémy ze

BC :EF ;;BA:ED :: AC ;DF,
powiadam, Ze troykaty ABC, DEF, beda
miaty katy réwne, to iest:

A= D, B= E, C—F.

Z¥6zmy w punkcie E, kat FEG =B f

tt 2 w punk-
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w punkcie F, kat EF G = C, trzeci kat G, be-
dzie réwny trzeciemu katowi A, i dwa tréy-
katy ABC, EF G, bedg rownokatne; wiec
podiug Zadania poprzedzatacego

BC : EP i AB 1 EG,
lecz z zatozenia

BC :EF :: AB : DE;
a zatem EG = DE. Bedziemy ieszcze mieli

BC : EF :: AC : F G,

BC : EF r: AC : DF~
wiec FG = D F; azatem troykaty EGF,
DEF, maiace trzy boki w iednym, rowne
trzem bokom w drugim, sg réwne (Zad.XI.
K.1). Lecz z wykreSlenia troykat EG F, iest
i rownokatny z tréykatem ABC, wiec tréyka-
ty DEF, ABC, sg takze rownokatne i po-
dobne.

Uwaga |. Widziemy z tych dwéch osta-
tnich proporcyy, ze w tréykatach réwnos¢ ka-
téw wypada zproporcyonalnosci bokow, iwza-
iemnie; wiec dla zapewmienia sie 0 podobien-
stwie troykatow, ieden z tych warunkéw do-
statecznym bydZ moze. Lecz nie iest to sa-
mo z figurami wiecey bokow inaigcemi; po-
niewaz gdyby szto tylko o czworoboki; bez
odmiany katobw mozna odmieni¢ proporcya
bokéw, bez odmiany za§ bokéw, proporcya
katéw: wiec proporcjonalno$¢ bokow niemo-
ze bydz wypadkiem rownosci katéw, ani na
odwrét. Widziemy ua przyktad (fig. 12i.),
ze prowadzac E F, réwnolegle do B C, katy

cz\yo—
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czworoboku AEF D, sag rowne katom" czwo-
roboku AB CD; lecz proporcya bokéw iest
Wecale rozna : podobnie bez odmiany czterech
bokow AB, BC, CD, AD, mozemy zbli-
zy¢ *lub oddali¢ punkta B i D, co odmieni katy.

Uwaga Il. Dwa zadania poprzedzaigce, t3-
cznie z zadaniem kwadratu z przeciw - prosto-
katney, sa Zadaniami naywaznieyszemi i nay-
obiitszemi w Geometryi; wszystkie bowiem
figury moga sie dzieli¢ na troykaty, a kazdy
troykat na dwa troykaty prostokatne. Wiec
0g0lne wiasnosci tro.ykatéw, zamykaig wyra-
Znie wiasnosci wszystkich figur.

ZADANIE XX.
Twierdzenie.

Dwa tréykaty maigce kat réowny obiety
bokamiproporcyonalnemi} sgpodobnejfig. 122).

Niech bedzie kat A= D, i boki

AB : DE :: AC : DF;
powiadam, ze tréykat BAC, iest podobny
troykatowi E D F.

Wezmy AG=DE, i poprowadZmy li-
nija GH réwnolegta do BC; kat AGH —
ABC (Zad.XXIIl. K.l.), a tréykat AGII,
bedac réwnokatny z tréykatem ABC, mamy:

AB : AG :: AC : AH;
lecz zalozenia
AB : DE :: AC :DF,
zas z wykreslenia AG==DE wiec AH= DF,
Dwa
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Dwa tréojkaty GAH, EDF miirce Kkat ro-
wny obiety bokami rownemi, sg réwne. Lecz
troykat GAH iest podobny troykgtowi BAC;
azatem tréykat ED F, iest takze podpbny troy-
katowi BA C.

ZADANIE XXL
Twierdzenie.

Dwa troyhaty maig.ce bohi odpowiada-
ig.ce rownolegtes albo prostopadte, sq podo-
bne. (fig. j20).

Poniewaz imo Jezeli bok AB, iest ro-
whnolegty do boku DE, BC do EF ,kat ABC
iest rowny katowi DEF (Zad.XXVI.K.l.)e
dla tey samey przyczyny kat ACBx=DFE,
BAC — EDF; wiec troykaty ABC, DEF be-
dac rownokatne, sg podobne.

2do Niech bedzie bok DE (fig. 124).pro-
stopadly na bok AB,.DF na AC; w czwo-
roboku AIDH, cztery katy razem wziete war-
tuig cztery katy proste (Zad. XXVIII. K, 1.);
gdy dwa z nich I, H, sg proste, wiec dwa po-
zostate 1AH, IDH warluig dwa katy pro-
ste. Lecz dwa katy EDF, EDH wartuig
takze de a katy proste; wiec ket EDF — 1AH,
albo A. Podobnie dowiedziemy iezeli bok EF,
iest prostopadty na bok BC, FD na AC, kat
DFE — C, kat DEF — B; wiec dwa troy-
katy BAC, DEi", w ktorych boki iednego

sg
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sg prostopadte do bokéw drugiego, sg réwno-
katne i podobne.

Uwaga. W przypadku bokéw réwno-
legtych, bokami odpowiadaigcemi sg boki ro-
wnolegte; w przypadku za$ bokoéw prostopa-
ditych, bokami odpowiadaigcemi sg boki pro-
stopadte. Tak w tym ostatnim przypadku,
D E iest. bokiem odpowiadajgcym bokowi AB,
FU bokowi AC, za$ EF bokowi CB. W przy-
padku bokéw prostopadtych wzgledne poto-
zenie dwoch troykatéw, moze bydz odmien-
ne od potozenia na figurze 124; lecz réwnos¢
katéw wzglednych dowiedtaby sie zawsze, badz
przez czworoboki, badz przez pordéwnanie,
dwéch troykatow, ktére z kagtami w wierzchot-
ku przeciwlegtemu sktadaig katy proste: naprzy-
kiad, niech bedg dwa tréykaty BAC, EDF
(fig. 124.bis), ktérych boki sg prostopadiemi
to iest: DEna AB,DF naAC, FE naBC;
powiadam naprzéd ze kat F = katowi C. Ja-
koz iezeli do kata D K F, dodamy kat F, be-
dziemy mieli kgt prosty; iezeli do kata G KC
= DKF, dodamy kat C, bedziemy mieli tak-
ze kat prosty , wiec kat F — katowi C.

Nastepnie obwiode Ze kat F D E = kato-
wi CAB. Jakoz ID A-j-tDF = i kat pro-
sty ; w troykacie prostokgtnym AID, mamy
ID A-FIAD— i kat prosty, wiec IDF =
I AD; lecz mamy

IDF-|-FDE — 2 katy proste

IAD-f-CAB — 2 katy proste,

wiec
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wiec kat FD E = katowi C AB. Nakoniec or
kaze, ze kat DE F = katowi A li C. Jakoz ma-
my IEG-f-DEF — 2 katy proste. W czwo-
roboku BGEI, w ktérym summa katow ré-
wna czterem katom prostym, i w ktérym ka-
ty G,l, sg prostemi, mamy IEG-{- AB C—
2 katy proste; wiec kat D E F=katowi AB C*

ZADANIE XXIl.

Twierdzenie.

L/inije prowadzone od upodobania przez
wierzchotek trdjkatas dzielg podstawes i li-
nija rownolegta do podstawy proporcjonal-
nie. (fig. 125). To iest ze bedziemy mieli:

DI:BF::IK:FG::KL:GH::LE:HC.

Poniewaz linija DI, iest réwnolegta dé
BF, troykaty AD i, ABF rownokathe daig
(Zad XVII). DI BF A LAF.

Poniewaz lini;a 1k, iest rownolegla do
FG, many iK: FG Al :AF; ztycli dwoch
proporcyy maigeyeh vvspolny stosurek Al: AF,

DIBF:IR:FG
sposobem dowiedlibysy Ze:
IR :FG :: RL : GH
RL : GH : LE : HC,
ztaczywszy te stosunki bedziemy mieli
DI:BF «IR:FG::KL:GH:LE:HC.

Uwaga. W przypadku figury (125.bis).

wyprowadzilibyS$my podobnie szereg stosunkéw
DI:HC;:IR:GH::RL:GF::LE:BF.
azg-
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-azatem, iezeli ostateczne korice dwéch linij
rownolegtych DE, BC, potgczymy dwiema
linijami prostemi DC, EB, dwa punkta ia-
kiekolwiek L , F, przecinaigce proporcyonal-
nie linije réwnolegte, beda zawsze na linij pro-
stey L F, przechodzaeey przez punkt A, wspdl-
nego przeciecia sie linij DC, EB.

Whniosek. Wiec iezeli linija BC, bedzie
podzielong na czesci rowne w punktach F,G,
FI; linija do niey rownolegta D F, bedzie ta-
kze podzielona na czesci réwne w punktach
I, K, L.

ZADANIE XXII1.
Twierdzenie,

W troylpacie prostokat/yttz, spusciwszy
prostopadig z kata prostego na przeciw —
prostokatna : (fig. 126 ),

imo Dwa tréykaty czastkowe z tad po-
wstaigce, sg podobne clo siebie, i do troykg-
ta catkowitego.

2do Kazdy z bokéw kat prosty ébeymu-
igcych, iest srzednio - proporcyonalny mie-
dzy przeciw - prostokatng, i odcinkiem iemu
przylegtym,

otio Prostopadta, iest srzednig-pré&-
porcyonalng miedzy odcinkami przeciw - pro-
stokatney.

Poniewaz imo Tréykaty prostokatne
UD A, BAC, maig kat wspdlny B; trzeci

kat
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kat BAD, pierwszego troykata, iest rowny
trzeciemu katowi C, drugiego; wiec te dwa
ti/6ykaty sa rowriokatne i podobne. Podobnie
dowiedziemy, ze troykat ADC, iest podobny
troykatowi B AC; azatem trzy troykaty sg ro-
wnokatne i podobne.
ado Z podobienstwa troykatow BDA,
BAC; ADC, B AC, mamy
PA BD : AB : BC.
tt DC . AC : BC. (Aryt.%. i46.i50).
otio Nakoniec, z podobienstwa trdjka-
tow AJ3B, Al)C, otrzymuiemJ:
w BD : AD : DC.
Uwaga. Z wyzszych proporcyy
Ar BD : AB :BC
PA DC : AC : BC,
nastepuigce wyciggamy réwnania:
AB* = BD X BC

"A(#l = DC X BC, wiec
AB2+ AC2— BDXBC4-DC X BC

= BCX (BD+ DC)

= BCXBC—BC2
azatem AB24- AC2= B C2;to iest: kwadrat
z przeciw-prostokatney, réwny summie kwa-
dratéw z bokdéw kat prosty obeymuigcych.
Wpadamy wiec na Zadanie kwadratu z prze-
ciw - prostokatney droga wcale odmienng od

tey ktérasmy wyzey postepowali.

Whniosek. Jezeli z pmiktu A (fig. 127). na

obwodzie koia f poprowadzimy dwie cienciwy
AB
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AB, AC, do ostatecznych koricow srzednicy
B C; troykat B A C, bedac prostokagtnym przy
A (Zad.XVIIIL.R.1i.): wiec /no prostopadta
AD, iest srzednig proporcjonalng miedzy
odcinkami BD, DC, srzednicy; albo co iest
to samo AD2— BD X DC.
2do Ciendwa AB iest srzednig propor-
cyonalng miedzy srzednicg BC, i przyle-
gtym odcinkiem BD, to iest:
AB2= BD X BC,
mamy takze AC2— CD X BC; wiec
AB* : AC2 :: BD : CD.
Jezeli-poréwnamy AB, zBC, bedziemy
mieli AB2 : BC2 :: BD : BC, otrzymamy
takze AC2 : BC2 :: DC : BC. Te stosun-
ki kwadratow z bokéw badz miedzy soba,
badz z kwadratem przeciw - prostokataey iuz
sg dane we Whnioskach Ill. i IV. Zadania XI*

ZADANIE XXIV.
Twierdzenie.

Dwa iroykaty maigce kat réwny, sa
iak prostokaty z bokéw kat réwny obey/nu-
zacych. (fig. 128). To iest:

VAB C:ADE AB X AC: AD X AE.

Poprowadziwszy BE; dwa troykaty ABE,
ADE, maigce wierzchotek wspélny E, sa
iak podstawy (Zad.AT.), wiec

ABE
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ABE : ADE : AB : AD,
mamy takze
ABC : ABE : AC : AE.
Mnozac porzadkiem te dwie préporcye, i o-
puszczaigc wspélny wyraz ABE, bedziemy
mieli
ABC:ADE::AB X AC. AD X AE.

T'Vtlioselc. Wiec dwa troykaty bytyby ro-
wno - wartuigce, gdyby prostokat ABx A C,
byt réwny prostokgtowi AD X AE; gdybys-
my za$ mieli AB:AB:: AC:AE, linija DE,
bytaby réwnoleglta do boku B C.

ZADANIE XXV.
Twier dzenie.

Dwa tréykaty podobne, sg miedzy sobg
iak kwadraty z bokéw odpowiadaigcych. (lig.
122). ,

Niech bedzie kat A= D, kat B= E; z
przyczyny katéw rownych Ai D, podiug Za-
duma poprzedzaigcego bedziemy mieli

ABCKDEF:: AB X AC:DE X DF,

dla podobienstwa za$ tych samych tréoykatow
AB : DE :: AC : DF.

Rozmnozywszy te proporcyg wyraz z wyra-

zem przez proporcyg nastepuigeg iedng zna-

czaca AC :DF :: AC : DF,

otrzymamy AB X AC:DE X DF:: AC2:DFS

~yicc ABC*DEF ;;AC2:DF* Azatem dwa
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troykaty podobne, sfiiak kwadraty z bokéw
odpowiadaigeycla.

ZADANIE XXVI.
Twi erdzenie.

D wa wieloboki podobne, sktadnia sie
tey samey liczby trbykatéw podobnych, i po-
dobnie roztozonych, (lig. 129).

W wielobokach ABC DE, FGHJK,
poprowadziwszy z katow A i F, przekatne AC,
AD, FH, F1; poniewaz te wieloboki sg po-
dobne, kat ABC, iest rowny katowi odpo-
wiadaigcemu FGH (Opis.ll.); a nadto boki
AB; BC, sa proporcyonaine bokom 1'G,
GH, wiec

AB : FG ::BC : GH.
Troykaty AB C, FGH, maigce kat rowny,
obiety bokami proporcyonalnemi, sa podobne
(Zzad.XX.); wiec kat BCA = GHF. Te ka-
ty réwne, odiete od katéw réwnych BCD,
GUI, reszty ACD, FH I f beda réwne : lecz
poniewaz troykaty ABC, FGH, sé podo-
bne mamy

AC : FH :¢cBC : GH,
zprzyczyny za$ podobieristwa wielobokéw marny

BC : GH :: CD : HI,
wiec

AC :FH :: CD :HI;
lecz iuz widzieliSmy, ze kat ACD = FHly
azatem troykaty AC 13, Fili, maiace kat r6—

- wny
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wny 6biety bokami proporcyonalnemi, sa po-
dobne. Tym sposobem postepujac w dowo-
dzeniu podobienstwa tréjkgatow nastepuiacych,
iakabykolwiek byta liczba bokéw wielobokéw
zadanych, przekonywamy sie, ze dwa wie-
loboki podobne, skiadaig sie z tey sainey li-
czby Iréyktitow podobnych, i podobnie roz-
tozonych.

Uwaga. Zadanie odwrotne rownie iest
prawdziwem: Jezeli dwa wieloboki skladaig
sig z tey samey liczby tréykatéw podobnych
i podobnie roztozonychr te dwa wieloboki sg
podobne. Poniewaz z podobienstwa tréjka-
tow wzglednych mamy : kat ABC= i'GH,
BCA— GHF, ACI)--FHIjwiecBCD—
Gii l; podobnie CD.E iilivit.d. Nadto
AB:FG “BC:GH:AC:FH:CO:iiiitd.
wiec dwa wieloboki inaigce katy rowne, i bo-
ki proporcjonalne, sg podobne'.

Z AD ANIF XXVII.

Tw ier dzenie.

Perymelra wielobokéw podobnych, sa
iak boki odpowiadaiq.ee, a ich powierzchnie,
iak kwadraty z tych samych bokéw. (lig. imj).

I/no Poniewaz z natury figur podobnych
mamy AB:FG:BC:GU:CD:HI:DE:itd.
wiec summa poprzednikébw AB -fBC-fCD
it. d. peryntetru pierwszej figury, iest do sum-
my nastepnikébw FG-f GH -fHI1 itd. pery-

metru



Biblioteka Cyfrowa UJK
http://dlibra.ujk.edu.pl

metru figury drugiey, iak poprzednik do na-
stepnika, czyli AB:F G. (A ryt. 8.157).

2du Poniewaz troykaty ABC, i GllI;
ACD,4r HI, sag podobne mamy (Zad. XXV).

ABC :FGH ::TC2:Fil2,

ACD :FHI = AC2 :FH%
wiec z przyczyny stosunku wspdélnego otrzy-
mamy AiiC:FGH:;;ACD :F Fllj przez po-
dobne rozumowanie znalezlibySmy ACD FHI
:: ADE : FIK. Wiec summa poprzedni-
kbw ABC -j- ACD 4- ADE, czyli wielébok
ABCDE, iestdo summy nastepnikbw FGH
-f FHI1-j- F 1K, czyli do wie;oboku FGHIK,
iak poprzednik ABC, iest do nastepnika FGH,
albo AB2:FG2; wiec powierzchnie wielo-

bokéw podobnych, sa iak kwadraty z bokow
odpowiadaigcych.

Uwaga. Gdybysmy wykreslili trzy figu-
ry podobne, ktérychby odpowiadaigce boki
byty réwne trzem bokorn troykata prostokat-
nego, figura wykresSlona na przeciw - prosto-
katney, bedzie réwna summie dwoch drugich
figur. Niech bedg naprzykiad trzy figury po-
dobne P, Q, li (fig. 129, bis), wykreslone na
bokach AB, AC, B C, trdykata prostokatne-
go, powiadam, Ze bedziemy mieli:

R — P 4- Q.

Jakoz, poniewaz figury P, Q, R, sg po-

dobne mamy

P:Q
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p :Q @ AB_.2:AC2

R :Q ::BC2:AC2
nastepnie z pierwszej proporcji wyciggamy
p 1 Q:;Q:AB2 AC2:AC2 (slryt 8i56).
gdy AB 24"AC2=iJSC2 wiec trzj wyrazy
tey ostatniey proporcyy, bedac réwne trzem

ostatnim wyrazom proporcyi poprzedzaigcey f
azatem R — P -- Q.

ZADANIE XXVIIL,
t wierclZenie.

Czesci dwoch cieficiw przecinaiacych siz
Wewnagtrz obwodu kota, sg odwrotnie pro-
porcyoncdne. (fig, ino). Po iesti

AO : DO : CO : OB.

Ztgczywszy CA, BD : w irdéykatach AOCy
BOD, katy przy O, sa réwne iaka w wierz-
chotku przeciwlegte; kat A=.Dj iako obey-
muigce swemi ramionami ten sam tuk BC;
dla tey samey przyczyny kat C=B; wiec
porownywalgc w tych dwéch tréykatach po-
dobnych boki odpowiadaiace, bedziemy mie-
li AO:DO:CO:0OB.

Uwaga. Z iad wypada (jlryt. 8.160).

AO X OB=:i)0 XCO; _
to iest: ze prostokat z dwdch czesci ieclney
cienciwy, iest rowny prostokgtowi z dwoéch
czesci cienciwy drugiey,

ZADA-
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ZADANIE XXX,

Twierdzenie.

Z punktu -wzietego zewnatrz obwodu ko-
ta, poprowadzone dwie sieczne konczace sie
wewnatrz obwodu, sg odwrotnie proporcyo-
ncdne do czesci zewnetrznych, (fig. x5i).

To iest: OB:0C:;OD:0A.
Zlgczywszy DB, AC; w troykagtach ODB,
OAC, podobnych iako maigcych kat O, wspdl-
ny, kat B— C (Zad. XVIII.K.Il.), azatem i
kat trzeci ODB= O AC ; porbwnywaiae bo-
ki odpowiadaigce, bedziemy mieli:

OB ; OC = OD : OA.

TFniosek. Wiec prostokagt OB X OA =
OC X oD.

ZADANIE XXX.
Twierdzenie.

Z punktu wzietego zewnatrz obwodu ko-
ta, poprowadzone styczna, i sieczna; sty-
czna bedzie srzednig proporcyonalug miedzy
sieczng, i iey czeScia zewnetrzna, (fig. i52-)./

To iest: OC:0OA:OA:0OD.
Ztgczywszy AD, AC; w troykatach OAD,
OAC, podobnych iako raaiacych kat wspdl-
ny O, kat OAD = C (Zad.XIX.K.Il.), aza
teini trzeci kat OAC = ODA; porownywa-
igc boki odpowiadaiace otrzymamy:

OC : OA = OA : OD.
| v"™ FTwo-
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Whniosek. Wiec réwnaigc wieloczyn z®
srzednich, z wieloczynem ze skraynych mamy:
TC)a= OCx OD.

TJwaga. To zadanie iest szczegOlnym
przypadkiem poprzedzaigcego; poniewaz, gdy
sieczna O AB (fig. i3i.), obraca sie okoto
punktu O, a kat JBOC powieksza sie, punk-
ta A,B, zblizaiac sie, zbiegng sie w iednym
punkcie A, linija prosta O AB, z sieczney sta-
nie sie styczng (fig. 132). Naowczas, odlegto-
sci OA, OB (fig. i3i.), bedac ré6wne, wpro-
Aorcyi dowiedzioney (Zad.XXIX),

OD : OA :: 0B :0C,
ktadagc na mieyscu OB, ilos¢ rbwng OA, o-
trzymamy proporcyg Zadania XX X., to iest:
OD : OA : OA : 0OG.

ZADANIE XXXI.

Twierdzenie.

W treykq.de, podzieliwszy kat linijg
prosta na dwie czesci réwne, prostokat zbu-
kéw ten kat obeymuigcycht iest rowny pro-
stokagtowi z odcinkéw boku trzeciego, wigcey
kwadratowi z linij kat dzielgcey. (fig. 133).

To iestt: BAXAC=AD4+ BD XDC.
przez trzy punkta A,B, C, poprowadziwszy
obwdéd kota, i przedtuzywszy linijg A D, dzie-
lacag kat B AC na dwie czeSci réwne, az do
obwodu, ztaczmy CE.

Troykat BAD, iest podobny troykatowi
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A E C; poniewaz z zalozenia kat BAE = EAC,
kat B = E, iako maigce za miare potowe tu-
ku AC, azatem kat trzeci ADB = ACE; wiec
w tycli troykatach podobnych, boki odpowia-
daigce daig proporcya

BA : AE :: AD : AC, ztad

BAX AC= AEx AD; lecz

AF— AD -fDE,

rozmnozywszy obie strony przez AD, otrzy-
mamy: AE X AD=AD2-fAD X DE;
leczgdy AD X DE = BD X DC (Zad.
XXVIIl), azatem

BAXAC-ID2+BDxDC.
Z ADANIE XXXII.
Twierdzenie.

PrzepusSciwszy przez trzy wierzchoiki
tréykata obwod kota, prostokat z dwoch bon
kow} iest rowny prostokatowi ze srzednicy,
przez prostopadtg spuszczong na bok trzeci
troykata. (fig. i54). To iest:

AB XAC=EC X AD.

Ztaczywszy AE; w trdoykatach ADB,
EAC, katprosty D= A, kat B= E; azatem
BAi)= ACE, wiec troykaty podobne, daig
proporcya nastepuiaca:

AB : EC = AD :AC,
aztad AB XAC—EC X AD.
niosek. Rozmnozywszy obie strony
przez te sarne ilos¢ B C, bedziemy mieli:
1 2 AB
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AB X AC XBC=EC X AD X BC;
wieloczyn AD X B ,C, iest rowny dwa razy
wzietey powierzchni troykata (Zad.Vl.), aza-
tem wieloczyn z trzech bokéw tréykata, iest
réwny iego powierzchni, mnozoney przez dwa
razy wzietg srzednice obwodu kota opisanego.

Uwaga. Dowiedziemy takze, ze powierz-
chnia tréykata, iest rowna iego p erymetro-
wi, rozmnozonemu przezpotowe promienia ko-
ta wpisanego, (fig.87).

Poniewaz troykagty AOB, BO C, AOC?
maig wysokos$¢ wspdlng promien kola wpi-
sanego, iwierzchotek Oj ich summa bedzie
réwna summie podstaw AB, BC, AC, inno-
zoney przez potowe promienia OD; azatem
powierzchnia troykata ABC, iest rowna iego
peryrnetrowi, mnozonemu przez potowe pro-
mienia kota wpisanego.

ZADANIE XXXIII.
Twier dzeni e

W czworoboku wpisanym w obwoéd kota.
prostokat z dwdch przekatnych, iest réwny
summie prostokatow z bokow przeciwlegtych.
(fig. 135). To iest:

AC XBD— AB x CD-fAD XBC.

Odcigwszy tuk CO = AD, poprowadz-
my linijg B O, spotykaigca przekatng AC, w
punkcie L  Poniewaz tuk AD — OC, Kkat
ABD~”™CBI, kat ADB= BCI iako wpi-

, sane
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sane w ten sam odcinek, azatem kat BAD=e
BIC; wiec troykaty podobne ABD, CBI,
daig proporcyg nastepuigca

AD : Cl :iBD :BC,
z tad ADXBC = CIXBD.

Troykat ABI, iest podobny tréykatowi
DBC; poniewaz luk AD= OC, dodawszy
po obu stronach OD, bedziemy mieli AO—
D C, wiec kat ABI=:DBC, nadto kat BAI
= BDC iako wpisane w ten sam odcinek, a-
zatem katBIA— BCDj wiec w troykatach
podobnych ABI, DBC, boki odpowiadaigc©
daig proporcya

AB : BD : Al : CD,
z tad AB XCD = Al XBD.
taczac te dwa wypadki, i uwazaigc ze'
AlIxBD + CIXBD = (AlI-fCl) XBD =
AC X BD, bedziemy mieli
AD XBC -fAB XCD=AC XBD.

Uwaga. Dowiedziemy takze, ze wczwo-
roboku wpisanym dwieprzekatne sg mitdzy so-
ba, iak sUmma prostokatéw z bokéw dotyka—
igcych sig ostatecznych ich koricéw. To iest:
BD:AC::AB XBC+ADX DC:AB XAD

-fBC X CD.

Wyraziwszy przez O srzodek, przez AE
srzednice kola ©pisanego, poditug wniosku za-
dania XXXI1I. bedziemy mieli:

AB X BC X AC= powierzchniaABC X 2AE
AD X DC X AC— powierzchnia ADC X 2AE
dodawszy te dwa réwnania otrzymamy

AB
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ABXBCX AC+ ADx DCX AC=
powierzchnia ABCD X 2AE,
czyli (ABXBC + ADXDC) AC=
powierzchnia ABCD xaAE.
Mamy takze:
AB X AD X BD = powierzchnia ABD X 2AE
BC X CD X BDt=powierzchniaBCD X 2 AE
ztad (ABXAD + BCXCD}BD =
powierzchniaABCD X2AE.
Gdy dwie ilosci rowne trzeciey rowne miedzy
sobg, wiec
(AB XBC + ADX DC) AC =
(ABX AD+ BCx CD)BD
rozebrawszy to réwnanie na proporcya,Nbe-
dziemy mieli:
BD:AC::AB XBC +ADXDC:ABX AD
+ BCXCD.
Za pomocag tych dwoéch zadan, maigc znane
boki, znaydziemy przekatne.

ZADANIE XXXIV.
Twierdzenie.

Obrawszy punkt wewnatrz obwodu kota}

P, (fig i56). iezeli wezmiemy drugi ze-

wnatrz na przediuzeniu promienia CA, tak

ze CP:CA::CA:CQ; iiezeli z punktu ia-

kiegokolwiek M, wzietego na obwodzie, po-

prowadzimy do tych punktéw linije MP, MQ,
te beda wstosunku nastgpuigcym: ,
MP : QM :: AP : AQ.



Biblioteka Cyfrowa UJK
http://dlibrd.ujk.edu.pl

Poniewaz z zatozenia

CP :CA : CA :CQ?
zas CM=CA, wiec

CP :CM == CM :CQ;
Azatem troykaty PCM, Q CM, maigce kat
C, obiety bokami CP, CM, pierwszego troy-
kata, proporcyonalnemi do bokéw CM, CQ
drugiego, bedac podobne mamy:

PMC= CQM.
Poprowadziwszy ciehciwe AM, kat zewnetrz*-;
ny MAC= CQM-fAMQ gdy

MAC=AMC=PMC -j-AMP, wiee
PMC-fAMP= CQM 4+-AMQ;
odeymuigc z iedney strony kat PM C, z dru-
gziey iemu rowny CQ M, pozostanie kat AMP’
¢=AMQ. Z kad podtug Zadania XYH., o-
trzymamy:
MP : MQ : AP : AQ.

Zagadnienia wzgledne do Ksiegi trzeciey,

Zagadnienie Pierwsze.

Podzielié¢ linija prosta dang na tyle czefci
réwnych na ile bedziemy chcieli, albo na
czefci proporcyonalne linijom danym. (fig.
137) i72z0 Niecli bedzie linija AB, do podzielenia
na piec czesci rownych. Przez ostateczny ko-
niec A, poprowadzZmy linijg prostg nieogra-
*iezoney diugosci AG, abiorac A C wielko-

sci
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Sci iakiey kolwiek, potozmy piec razy na AG;
Ztaczywszy ostatni punkt podziatu, z ostate-
cznym koncern linij AB, poprowadzmy CI;
rownolegta do GB; powiadam, Ze Al bedzie
piata czescia linij AB, i ze kladac Al piec
razy na AB, ta bedzie podzielong na piec cze-
§ci rownych. Poniewaz linija C1, iest rowno-
legta do GB, boki AG, AB, sa pociete pro-
porcyonalnie w punktach C, I (Zad. XV). Gdy
AC iest pigtg czescia AG, wiec Al iest pig-
tg czescig A B.

2do. Niech bedzie linija AB (fig. 108.),
do podzielenia na czesci proporcyonalne lini—
jom danym P, Q, R. Przez ostateczny koniec
A, poprowadzmy linijg nieograniczong A G;
wezmy nanicy AC=:P,CD = Q, DE = R;
ztgczywszy punkt E, z ostatecznym koncem
linij daney AB, przez punkta C, D, popro-
wadziwszy Cl, D K, réwnolegte do EB ; ma-
my (Zad.XV).

Al:AC;:IK:CD::KB:DE;
gdy z wykres$lenia AC, CD, DE, sg rowse
linijjom danym P, Q, R; wiec
Al : P 2 IK :Q = KB :R.

Zagadnienie 1IL.)

Znale!i,czwartg proporcjonalng do trzech
Unij danych A, B, C. (fig. 109).

Pod iakimkolwiek katem poprowadziwszy
dwie linije DE, DF nieogranczoney dtugosci,
irezmy na pierwszey DA=CA, DB= B; za$

na
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ba ctrugiey D C= C; zlagczywszy AC, i przez
punkt B, poprowadziwszy linija BX, réwno-
legtg do AC, mamy:

DA : DB :: DC :DX,;
gdy trzy pierwsze wyrazy sa rowne trzem li—
iiijom danym A, B, C; D X, iest czwartg pro-;
porcyonalng zadana.

Zagadnienia I

Znalesé srzednig proporcyonalng mie-
dzy dwiema linijmni dahemi A, B. (fig. i40).

imo Na linij nieograniczoney, wezmy
DE= A, EF = B; na catey za$ linij DF =
A-f-B, iako na srzednicy, opisawszy poiob-
wod kota, D G F; z punktu E, wynieSmy pro-
stopadta E G, ktéra iest srzednig proporcjo-
nalng miedzy dwoma odcinkami srzednicy DE,
EF (Zad.XXIII.K.II1.): te za$ odcinki sg ro-
wne linijom danym A i B.

2do Znaydziemy te sarne srzednig pro-
porcyonatng opisuigc na linij naywiekszey~
B, pétobwéd EK.F, i biorgc EH — A; awy-
prowadziwszy H K, prostopadta do EF, i
ztgczywszy punkta E, K, linijg prosta, be-
dziemy mieli (Zad. XX K. I11.):

EliczyliA : EK = ER : EF czyli B.

5tio- Rozwigzemy ieszcze to zagadnienie,
opisuigc poétobwodkota nalinij HF, réznicy
dwach linij danych; a nastepnie poprowadziw-
szy linijg prostg El, styczng do tego potob-
wodu kota, otrzymamy (Zad.XXX. K.I11.);



Biblioteka Cyfrowa UJK
http://dlibra.ujk.edu.pl

EF czyliB:E I E | :EH czyli A.

Z poprzedzajgcych wykreslenn widziemy
ze EG~EK = EI; azatem trzy punkta G,
K, I, leza na tym samym obwodzie koda --
pisanym z punktu E , iako ze srzodka.

Zagadnienie 1V.

Podzieli¢ litujg dang. AB, na dwie cze-
Sci tal, aby cze$¢ najwieksza byta srzednig
proporcjonalng miedzy cala lituja i czescig
druga. 1IN1).

Z ostatecznego konca B, linij daney, wy-
prowadZmy prostopadiag B C, réwng polowi©
linij daney AB; z punktu C, iako ze srzodka
promieniem C B, opisawszy obwdd kota, i po-
prowadziwszy linijg AC, przecinaigcg obwdd
w punkcie D, wezmy AF = AD ; powiadam*
ze bedziemy mieli

AB : AF @ AF : FB.

Linija AB, prostopadta do ostatecznego
konca promienia CB, iest styczng (Zad. Xf
*K.Il.); przedtuzywszy AC, do przeciecia
sie z obwodem kota w punkcie E, bedziemy
mieli AE :AB::AB:AD; z kad (jdryt. 156).

AE — AB: AB:: AB-*-AD:AD;
promien B C, iest potowa linij daney AB;
wiec srzedniea DE — AB, azatem AE — AB
=AD~ AF; AB— AD— AB— AF = FB;
wiec AF:AB:FB:AX albo: AF, z kad

AB : AF : AF : FB.
Uwaga. Ten gatunek dzielenia linij AJB,
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nazywa sie dzieleniem na stosunek srzedni i
skrayny: ktorego uzycie nizey widzie¢ be-
dziemy,
Sieczng AE, uwaza¢ mozna podzielong
w punkcie D, na stosunek srzedni i skrayny;
poniewaz AB=DE, mamy
AE : DE @ DE : AD.
z tad, iezeli wezmymy AG=AE, odlegtos¢
punktu G, od ostatecznego konca A, linij
prostey AB, bedzie takze srzednig propor-
cyonalng miedzy odlegtoscia tego samego punk-
tu, od drugiego ostatecznego konica B, linij
prostey AB; iakoz, z wyzszey proporcyi wy-
ciggami nastepuigcag
AE + DE:AE: :DE-j-AD :DE,
z ktérey mamy
GB : GA = GA : AB.

Zagadnienie V.

JU kacie BCD, przez punkt dany A,
poprowadzi¢ linijg prosta BD, tym sposo-
bem azeby czesci AB, AD, obip/e miedzy
punktem danym K, i dwoma ramionami kg-
ta danego BCD, byly réwne. (fig. 142).

Przez punkt dany A, poprowadzmy li-
nija prostg AE, rownolegta do CD, i wez-
my CE— EB; przez punkta zas B, A, po-
prowadziwszy linija prosta BAD, mamy

BE : EC :: BA : AD;
gdy BE = EC, azatem BA=AD.
Uwaga. Jezeli chcemy, aby linija pro-"
*ta
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sta BAD, przez punkt dany A, byta podzie-
long na dwie czesci AB, AD, proporcyonal-
ne linijom danym M, N. Na boku CD, wez-
my linijg CM =M, MN — N; przez punkt
dany A, poprowadziwszy AE, réwnolegta do
CD, zigczmy ME; przez punkt N, popro-
wadziwszy NB, réwnolegta do ME, zigczmy
punktaB,A, linijg prosta BAD; poniewaz
EM, iest réwnolegta d©B N, mamy
MN: CM:: alboN: M::BE :EC,

iinija AE, bedac takze réwnolegta do CD;
mamy BE:EC::AB:AD,

a z tad AB:AD :N:M.

Jezeli chcemy aby dwie czesci AB, AD;
byty réwne, uczyniwszy M = N, azatem
CE=EB; wiec poprowadziwszy E A, otrzy*-
mamy ABt=AD.

Zagadnienie VI.

Zrobi¢ kwadrat réwno - wartujacy réw-
iioleglobokowif albo trdyJcatowi danemu, (fig.
i45).

imo. Niech bedzie AB CD roéwnolegto-
bok, ktérego AB podstawa, DE wysokos¢;
miedzy AB i DE, niech bedzie srzednio-pro-
porcyonalna np. X Y ; wiec

AB~AXY = XY :DE,
z tad XY2= ABXDE;
gdy ABxDE iest miarg rownolegtoboku
AB CD, za$ X Y 2 miarg kwadratu, wiec kwa-
drat iest réwno - wartuigcy réwnolegtobokowE
i 2do
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2c?0 Niech bedzie troykat ABC (fig. i44),
ktérego podstawa B C, wysoko$¢ AD ; wez-
my srzednig-proporcyonalna miedzy BC, i
potowag AD, niech nia bedzie np. XY : wiec

BC :1 Y XY : | AD,

z tad XY2” BCX f AD;
azattm kwadrat wyniesiony na XY, iest ro-
whno - wnrtuigcy tré}/kqtowi ABC.

Zagadnienie VI

Na linij daney AD (fig. i145.), wystawic
prostokat ADE Xj réwno - wartuigcy prosto-
katowi danemu AB EC.

Szukaj~my czwartey proporcyonalney do
Irzech linij AD, AB, AC, i niech nig bedzie
np. AX; wiec

AD : AB :: AC : AX,
z tad ADXAX=ABXAC;
azatém prostokat AD E X, iest rbwno-war-
tuigcy prostokatowi ABEC.

Zagadnienie VIII.

Znales¢ w linijach stosunek prostokata,
z dwéch linij danych A, B ¢ do prostokata z
dwéch linij danych C, D. (fig. i48).

Niech bedzie X, czwartg proporcycnal-
ng do trzech linij B,C,D; powiadani, Ze sto-
sunek z dwéch linij Ai X, bedzie réwny sto-
sunkowi z dwoch prostokatow Ax B, CxD.

Poniewaz B:C::D;X, z tad CxD"=
B X X ; azatem

AXB
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AXB:CXD::AxB:BXX::A:X.
Whniosek. Wiec dla otrzymania stosun-
ku kwadratéw zrobionych na linijach danych
A, C; znalaziszy trzecig proporcjonalng X,
otrzymamy A:C: C:X, i bedziemy mieli
A2 :C2 A X

Zagadnienie IX.

Znalefé¢ w linijach stosunek wieloczynu
Z trzech linij danych A,B, C, do wieloczy-
rili z trzech linij danych P, Q, R. (lig. 14g).
*Do trzech linij danych P, A, B, niech
bedzie czwarta proporcyonalna X; do trzech
linij C,Q,R, czwarta proporcyonalna Y. Dwie
linije X, Y, beda miedzy soba, iak wieloczyn
z A, B, C, do wieloczynu z P, Q, R.
Poniewaz P:A ::B:X, mamy A X B =s
P X X, a mnozgc obie strony przez C, otrzy-
mamy AX BX C—C X P X X.
Poniewaz C:Q::R:Y, mamy Q X R =s
C XY, a mnozac obie strony przez P, be-
dziemymieliP xQ X R=P XCX Y. Wieo
AXBXC:Pjx QX R::CXPxX:
Cx PXY:zX1Y,

Zagadnienie X.
Tt ykreslie  troykat  rowno - udrtuigcy
wielobokowi danemu. (lig. 146).

W wietoboku ABCDE, poprowadzmy prze-
katne CE, CA, odcinaigce tréykaty CE D,
CBA; przez punkt D, poprowadziwszy DE

ro-
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rownoleglta do CE, az do spotkania sie z prze-
diluzonym bokiem A E w punkcie F, ztgczmy
CF; tréoykaty CED, CE F, maigce podsta-
we CE, i wysoko$¢ wsp6lng, gdyz wierz-
chotki D, F, lezg na linij DF, rownolegtej
do podstawy ; sg réwno - wartuigce. Dodaige
do pierwszego troykata figure AB CE, be-
dziemy mieli wielobok ABC DE; te sarne fi-
gure dodawszy do drugiego, otrzymamy wie-
lobok ABCF, réwno- wartuigcy pierwsze-
mu. Nastepnie, za troykat CB A, biorgc ie-
mn rowno-wartuigcy CGA; pieeiobok dany
ABCDE, zamieni sie na troykat réwno -
wartuigcy GCF.

Ten sam sposob stuzy na kazda inng figu-
re; poniewaz zmnieyszaigc kazdego razu po
iednym boku, Wpadniemy zawsze na troykat
rowno - wartuiacy.

Uwaga. WidzieliSmy (Zagad. VI.), ze
kazdy troykat zamienionym bydZmozena kwa-
drat rowno - wartuigcy; wiec zawsze znay-
dziemy kwadrat rowno-wartuigcy figurzepro-
stokreSlney daney; co sie nftzywa kwadrowa&
figure prostokresing, albo znales¢ iey kwa-
drature. Zagadnienie o kwadraturze kota,
zalezy na znalezieniu kwadratu réwno- war—
tuigcego, maigc dang srzednice.

Zagadnienie XI.

fUykresli¢c kwadrat réwny cumnde, albo
réznicy dwoch kwadratéw danych, (lig. 147)»
Niecfi
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‘Niech bedg A iB, boki kwadratéow da-
nych. imo Jezeli chcemy znalesé kwadrat ré-
wny summie kwadratéw, poprowadzmy dwie
linije nieograniczonej dtugosci ED, EF, pod
katem prostym; wzigwszy ED=. A, EG —
B; ztgczmy puakta G, D, linijg prostg, kto-
ra bedzie bokiem kwadratu szukanego. Po-
niewaz kwadrat z przeciw - prostokatney GD,
jest rowny summie kwadratéw z bokéw E D,
E G, kat prosty obeymuigcych.

2do Chcac otrzymaé kwadrat réwny ro-
znicy kwadratéw, zt6zmy podobnie kat profe-
sty FEH, weZzmy linija G E=B, iz punktu
G, iako ze srzodka promieniem GH = A, o-
juszmy tuk przecinaigcy linija EH, w punk-
cie 11; w tréykacie prostokatnym GEH, ma-
my: HEa™ G lia-~GE2ezyliHE2==A2—B?2

Zagadnienie XIL

Wykresli¢ kwadrat, ktéry bedzie clo
kwadratu danego AB CD, iak linija M, do
N. (fig. i50).

Na linij nieograniczoney, wezmy EF =
M, FG=-N; na EGrM4-N, iako srzed *
nicy opiszmy po6lobwod kota; z punktu F , wy-
prowadzmy do srzednicy prostopadia FH, z
punktu za$ 14, cienciwy HG, HE , przedtu-
Zajac nieograniczenie: na pierwszey wzigw-
szy HK — AB, za$ przez punkt K, popro-
wadziwszy linijg K i, réwnolegta do srzedni-
cy EG; w tréykacie KHI1 (Zad.XV.K.Il1.);
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mamy HI:HK::HE:HG, wiec

HP :HP @ HE2 :HG*
lecz w trdykacie prostokatnym GHE (Zadi.
XXI1I1.), mamy HE* : ;TG* ::EF:F G albo
2 M:N, wiec H_P:HJP ::M:N, igdyHR
= AB, azatein HI2:AB*::M:N.

Zagadnienie XIIIL.

Na boku FG, odpowiadaigcym bokowi
AB, opisa¢ wielo6ok podobny wielobokowi
danemu AB CD E. (fig. 129).

W wietoboku ABC DE, poprowadziw-
szy przekatne AC, AD, zté6zmy w punkcie F,
kat GFH — BAC; w punkcie zas G, kat
FGH = ABC;; linije FH, GH, przecigwszy
sie ztozg kat H=:C j i troykat FG H, bidzie
podobny troykatowi ABC. Na boku FH,
odpowiadaigcym bokowi A C, wystawmy troy-
kat FIH, podobny tréykatowi AD C; na bo-
ku za$ F 1, odpowiadaigcym bokowi AD ,troy-
kat FI1K, podobny troykgtowi ADE. AYie-
lobokFGHIR, bedzie wielobokiem podob-
nym do wietoboku danego ABCD E, ponie-
waz skladaig sie z ley samey liczby tréy katéw
podobnych, i podobnie utozonyeh (Zad. XXYL).

Zagadnienie XIV.

Maigc dane dwie fiigury podobne? wy~*
krefli¢ figure podobnag réwng ich summie, al~
S& réznicy. PA.gvl12ty bis).

MK Chca«
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Chcac mie¢ summe dwoch figur podob-
nych P, Qj na ramionach AB,AC, kata pro-
stego B AC, wezmy czesci AB, AC, rowne
bokom podobnym dwéch figur danych P? Q;
ztgczywszy B C, i na tey linij uwaZaney iako
na boku odpowiadaigcym AC, wykresliwszy
figure R? podobna figurze Q, bedziemy mie-
li ~Zud. XXVII. Uwaga).

R= P + Q.

Jezeli idzie o znalezienie ro6znicy dw 6ch
figur podobnych R, Q « wyprowadziwszy zo -
statecznego korica boku AC, fignry Q, pro-
stopadtag AB; z punktu zasC, iako ze srzod-
ka promieniem CB, rownym bokowi, CB,
figury R, podobnym do boku A C, figury Q,
opisawszy Juk kota przecinaigcy prostopadig
AB w punkcie B, linija AB bedac bokiem po-
dobnym figury Zzadaney P, mozemy na niey
wykresli¢ figure podobng do R. Dowiedlismy
(.Zad. XXVII» Uwaga) ze

F+ Q = R,
odciagngwszy z obu stron te sarne figure Q,
otrzymamy P — R — Q.

Zagadnienie XV.

JUylcreHi¢ figure, podobng figurze da-
neyy w stosunku iah M do N.

Niech bedzie A, bok figury daney; X,
bok odpowiac|aiacy figury szukaney; potrzeba
azeby kwadrat z X, byt do kwadratu z A, iak
M iest do N (Zad.XXVIIl). Znaydzieiny X,
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Ka pomocg Zagadnienia XIl., a znaiac X, re®
szle dokoriczymy podiug Zagadnienia XIII*

Zagadnienie XVI*

JVykreili¢ figure podobng figurze P, i
réwnowartuigca figurze Q. (fig. i5i).
Szukaymy boku M kwadratu réwnowar-
tuigcego figurze P, i boku N kwadratu réwno-*
wartuigcego figurze Q. Niech X, bedzie czwar-
ta proporcyonalnéi do trzech finij danych M,
N, A13; na boku X odpowiadaigcym bokowi
A B, wykresliwszy figure podobnag figurze P,
ta bedzie takze rownowartuiaca figurze Q.
Wyraziwszy bowiem przez Y, figure
wykres$long na boku X, bedziemy mieli
P :Y @ AB* : X*
lecz z wykreSlenia
AB : X :: M : N albo
AB2 : X2 : M2 : N2 wie«
P :Y = M2:N2
Mamy takze z wykreslenia
M2— P, N2= Q wiee
P:Y p;Q?
¢zatem Y = Q ; wiec figura Y, iest podobng
do figury P, i réwnowartuigca figurze Q.

Zagadnienie XVII.

T ykreslié prostokgt rbwno-wartuiacy
kwadratowi danemu C, iktéregoby bokiprzy*
legie czynity summe dang AB. (fig. 152). i

K 2 Na
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Na AB, iako' srzednicy opiszmy p&lob™*
wod kota, i poprowadzmy linijg réwnolegtg do
srzednicy D E, w odlegtosci AD, réowney bo-
kowi kwadratu danego C. Z punktu E, w
ktorym réwnolegta przecina obwdéd kota, spusc-
my na srzednice prostopadig EF; powiadam,
ze AF, FB, beda bokami przylegtemi pro-
stokata szukanego. Poniewaz ich summa ré-
wna AB, za$ prostokat AF X FB, rdéwny
kwadratowi z EF (Zad.XXIlIl.), albo kwa-
dratowi z AD; azatem iest rowno-wartu-
jacy kwadratowi danemu C.

Uwaga. Azeby zagadnienie byto podo-
item do rozwigzania, odlegtos¢ AD, niepo-
winna przechodzi¢ promienia, toiest: bok kwa-
dratu C, niepowinien przewyzszaé¢ potowy li-
nij AB.

Zagadnienie XVIIL

TUykresli¢ prostokat réwnowartulgcy kwa-
dratowi C, ktdéregoby boki przylegte miaty
miedzy sobg roéznice dang AB. (fig. 155).

Na A B, iako srzednicy, opiszmy obwod
kota; z ostatecznego kohnca A, wyprowadzmy
styczng AD, réwng bokowi kwadratu C; przez
punkt D, i srzodek kota O, poprowadzmy
sieczng b F, powiadam, ze bE i DF, be-
da bokami przylegtemi prostokata zgdanego.

Poniewaz imo réznica tych bokéw ro-
wna srzednicy EF albo- AB; 2do prostokat

DE XBF



Biblioteka Cyfrowa UJK
http://dlibra.ujk.edu.pl

DE X DF iest rbwny AD2(Zad.XXX.); am
zatem rownowartuigcy kwadratowi danemu G,

Zagadnienie XIX.

Znale$¢ miare wspdlng ieieli iest, mie-
dzy przekatng i bokiem kwadratu, (lig. 15i).

Niech bedzie ABCG kwadrat, ktérego
AC przekatna. Przenidstszy bok kwadratu
CB, na przekatng CA ile razy obig¢ moze
(Zagad.XVII.K.l11.); opiszmy ze srzodka C,
promieniem CB po6lobwod kota DBE: wi-
dziemy, Zze CB miesci sie w AC raz ieden
z reszta AD, ktorag trzeba poréwnac z bokieitt
CB, albo AB.

Powtére, kat ABC bedac prosty, AB
iest styczng, AE sieczng, wychodzace z tego
samego punktu A, wiec (Zad.x x x).

AD : AB AB : AE,
zamiast AD:AB, mozemy braé AB:AE; li-
ni)a zas AB = CD, zamyka sie dwa razy w
AE zreszta AD, ktoérg trzeba poréwnaé z
AB. Z tad widziemy, Ze dziatanie bedac nie-
skoriczonem, przekatna z bokiem kwadratu
wspolney miary niema (Zad.Xl).

Uwaga. ROwnie iest rzeczg niepodobng
znale$¢ doktadny stosunek w liczbach prze-
katney do boku kwadratu; lecz bedziemy mow
gli do niego zblizy¢ sie tak, iak sami bedzie-
my chcieli za pomocg utamku ciggtego. Ja-
koz, iezeli dla wiekszey prostoty uczynimy
A B =.i, proporcya AD: AB::AB :AE, wy-

zey
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ey dowiedziona stanie sie AD:i::i:AE a
ztad AD— i

~AE
Lecz mamy AE— ED--AD= 2 F AD,
wiec bedziemy mieli

AD - 1
2 4-AD
Azatem przekatna AC =D C + AD albo
AC=i+ 1
2 AD

Jezeli w tey wartosci na AC, podstawimy za
AD warto$é 1 bedziemy mieli
2+AD
L1 AC—13 1
2 1
24-AD
Podstawuigc ciagle za AD warto$¢ wyzeyzna-
leziong otrzymamy
AC— 14~ 1
2+ j
2-j- 1
34~1
2 -} 1 eeenie-,
skoriczenie.

Dla otrzymania pierwszego zblizenia, wez-
my, dwa wyrazy z ciggtego utamku, i bedzie-
my mieli

AC — 1 +m§— I;
Dla otrzymania drugiego zblizenia, wezmy'
trzy wyrazy
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Ze czterech wyrazoéw bedziemy mieli

ACr=H; , T
za$ z wyrazéw pieciu znaydziemy
AC = 4i;

z tego za$ ostatniego zblizenia wyciggamy prcn
porcyg nastepuigca '

AC i 2 4i :29
albo

AC : AB :: 4i : 29,
tak, ze stosunek zblizony przekatney do boku
kwadratu iest iak 4i d® 29. Znalezlibysmy
stosunek bardziey zblizony, rachuigc wiekszg

liczbe wyrazéw.

KSIEGA
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ESIEGA IV
O wielobokach foremnych

i o wymiarze koia.

Opisanie,

Wielobok, razem réwnokatny i réwno-
boczny, nazywa sie wieloboklem foremnym.
Wieloboki foremne skitada¢ sie moga z nie-
skoiiczoeey liczby bokéw. Tréykat réwno-
bocznyj iest wielobokiem trzybocznymkwa-*
drat czworobocznym i i. d.

ZADANIA PIERWSZE.

Twierdzenie

Dwa wietoboki foremne z ig sama liczbg
bokéw, sa dwiefigary podobne. (fig. i55).

Niech bedg dwa szescioboki ABCDEF,
abcdef; summa katow w iednym i drugim,
réwna os$miu katoin prostym (Zad. XXVIII.
K,I1). Katy A, a, bedac kazdy sz0stg czescig
tey summy., sa roéwne ; dia podobney przyczy-
ny kat B~6, C— c, i f.d, z natury za$ wie-
lobokéw foremnych, boki AB=BC = CD v
i td..ah= bc—cd, i td. azatem

AB:ab:;BC:bc::CD:cd itd.
wiec dwie figury maigce katy rowne i boki od-

pO—
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powiadaiace proporcyonalne, Sg podobne {Opis,
ILK. I).

Whniosek. Perymetra dwéch wielobokow
foremnych z tg sama liczbg bokéw, sa iak bo-
ki odpowiadaiace, ich za$ powierzchnie, iak
kwadraty z tych samych bokéw* (Zad. XXVII.
K. iii .

ZADANIE 1.
Twierdzenie.

Kazdy wielobok foremny moze bydi wpi-
sany w obwod kola, i obwodem kota opi-
sany (fig. 156).

Niech bed/ie wielobok ABCDEFGH;
przez trzy iego wierzchotki A, B, C, obwdd
kota poprowadzi¢ mozna (Zad. VIII. K.I1.)]j
niech O, bedzie srzodkiem tego kota, zas OP
prostopadta na potowe boku BC; zlgczmy
AO, OD.

Czworoboki OPCD, OPBA, przysta-
ng do siebie, iako maigce bok OP wspolny,
kat prosty OPC*“ OPB; wiec bok P C po-
krywszy bok PB, pukt C padnie na punkt B.
Gdy z natury wieloboku foremnego kat P C D
= PBA, CD wezmie kierunek B A, ponie-
waz CD = BA, pnnkt D, padnie na punkt
A, i dwa czworoboki zbiegng sie catkiem ie-
den z drugim. Gdy odlegtos¢ OD = AO,
obwod kota przechodzacy przez wierzchotki
A, B, C, przeyidzie takze przez D: przez po-r

i " do-
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dobne rozumowanie dowiedziemy, ze obwodt
kota przechodzacy przez trzy wierzchotki B,
C, D, przeyidzie przez wierzchotek nastepu—
igcy E, i tak nastepnie.* wiec ten sam obwdd
kota, ktdéry przechodzi przez wierzchotki A,
B, C, przeyidzie przez wszystkie wierzchotki
katéw wieloboku foremnego, a wielobok be-
dzie wpisany W obwéd kota.

W drugim przypadku , wszystkie boki AB,
BC, CD it.d. sg cieneiwami réwnemi, wiec
sg w. rowney odlegtosci od srzodka (Zad.IX.
3. 11.); azatem iezeli ze srzodka O, promie-
niem OP, opiszemy obwo6d kota ten wszy-
stkich bokéw wieloboku dotkngwszy sie w po-
towie, bedzie wpisany w wielobok, czyli ob-
wdédkota wielobokiein opisany,

Uwaga |I. Punkt O, wspélny srzodek
©bwodu kota wpisanego i opisanego, moze
bydZ takze uwazany za srzodek wieloboku, |
dla tey przyczyny nazywa sie Icat we srzoclfru,
kat A OB, powstaigcy z dwdch promieni pro-
wadzonych do ostatecznych konhcéw tego sa-
mego boku AB.

Poniewaz wszystkie cienciwy AB, BC
i t.d sgrowne, wiec wszystkie katy we srzod-
ku bedac réowne, wartos¢ kazdego znaydui®
sie, dzielagc 4 katy proste przez liczbe bokéw
wieloboku.

Uwaga IlI- Chcac wpisa¢ wielobok fo-
remny o pewney liczbie bokéw w obwod ko-
ta dany, dosy¢ iest podzieli¢ ten obwod na

tyle
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tyle czesci rownych, ile wielobok ma bokow;
poniewaz ‘luki rowne obeymnia cienciwy A B,
BC,CD itd réwne; (Zad.V.K.Il.), troy-
katy AOB, BOC, COD it d bedag takze
réwne (Zad.XI1.K.l). azatepi wszystkie katy
ABC, BCD, CDE it.c. bedap rowne, fi-
gura AB CDEFGH, bedzie wielobokiem lo-
rernnym.

z a d a n i e Pii.
Zcigadn ienie.

W pisa¢ kwadrat w obwodd, kola dany,
(fig. 157).

Poprowadziwszy dwie srzednice ac, BD,
przecinaigce sie pod katem prostym, zigczmy
ostateczne korice A, B, C, D; poniewaz katy
AOB, BOC, COD, DO A réwne, cienci-
wry AB, BC, CD, DA sa réwne, nadto ka-
ty ABC, BCD i t.d. sa proste, iako V. pisa-
ne'wpétobwdd kota (Zad.XVIII. K. 1l.), wiec
figura AB CD, iest kwadratem wpisanym.

Uwagai W troykacie BO C, prostokat-
nym i rbwnoramiennym mamy B Cz=2 ii O2
ztad BC:BO :y/2:1, (Zad. XI. K. 111). Aza-
tem, bok kwadratu wpisanego iest do pro-
mienia, iak pierwiastek kwadratowy z 2, do
iednosci.

Z A D A N I E 1V.
Zagadnienie.

Wpisaé szeSciobok foremny i troykat
ré-
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réwnoboczny w obwdd hola dany. (fig. 158%
Przypusciwszy zeAB, iestiednym zbo-
kow szescioboku wpisanego, poprowadzmy
promienie AO, OB; kat AOB, iest sz0stg
czescig czterech katow prostych; wiec biorac
kat prosty za iedno$¢, bedziemy mieli AOB
e=f= 8§:dwa drugie katir ABO,BAO, war-
tuig razem 2 — albo f, aze lezg na prze-
ciwko bokéw rownych (Zad.XIl. K. 1.), kaz-
dy z nich = !'j wiec troykat AB O rowno-
katny, iest réwnobo zny, a bok szescioboku
wpisanego rowny promieniowi. Azatem prze-
niéstszy promien szes¢ razy na obwod kota,
otrzymamy szesciobok foremny wpisany.
Maigc szesciobok ABCDEF wpisany,
iezeli ztgczymy wierzchotki katéw A, C, E,
ztozymy tréykat réwnoboczny A CE.

Uwaga. Kat AC D, iako wpisany wpot-
obwodd kota, bedac prosty, w troykacie pro-
stokatnym A CD mamy:

AC2= AD2— CD* albo_

AC2— (2A0)2— A02=5 A02
z kad wypada proporcya

AC2:A02::3:1
wyciggnawszy pierwiastek kwadratowy mamy
AC : AO : y/s : 1
Wiec bok tréjkata réwnobocznego} iest do
promienia kota opisuigcego} iak pierwiastek
kwadratowy z liczby 5} do lednolci.
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ZADANIE Y.
Zagadnienie.

JFkoto dane, wpisa¢ dziesigcioboh fo -
remny, pigciobok, i pietnastobok. (fig. t6g).

Podzielmy promieiA AO na stosunek srze-
dni i skrayny w punkcie M (Zag. IV. K-. 111)i
(*) wzigwszy ciehciwe AB, réwng naywiek-
szemu odcinkowi OM, zigczmy MB; z wy-
kreslenia mamy

AO : OM = OM :AM,;
gdy AB~ OM,
AO : AB :: AB :AM;
troykaty AOB, ABM maigce kat wspolny A,
obiety bokami proporcyonalnemi, sg podobne
(Zad. XX. K. I1l). Troykat AOB iest tro\ka-
terri rownoramiennym, wiec tréykat ABM be-
dac nim takze, i mamy AB = MB,gdy AB
= OM, wiec MB= MO, atréykatBM O
bedac troykatem réwnoramiennym, z iedney
strony mamy kéit ABM — AOB, z drugiey
MBO = AOB,wiecABOalboABMAMBO
bedzie podwdéynym AOB;katBAO bedzie takze
podwéynym A OB, wiecsumma ABO-j-BAO
»f AOBwazgc dwa katy proste i wartuigcpiec
razy kat AOB, ten ostatni bedzie pigtg cze-
Scig

(*) Zagadnienie dzielenia lini; daney na stosu-r
nek srzedni i skrayny rozwigzmy ieszcze spo-
sobem analitycznym.Linijg dang AB. (figa41)*

wy-
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Seig dwdch katéw prostych albo dziesiata cze-
Scig czterech katdow prostych, azatem tuk AB
iest dziesiCitg czeScig obwodu kota- za$ cien—
ciwa AB bokiem dziesiecioboku foremnego,
ktérg przeniostszy razy dziesie¢ na obwéd ko-
ta otrzymamy dziesieciobok foremny wpisany.
ff7niosek L taczac po dwa wierzchotki
dziesiecioboku foremnego, ztoZzemy pieciobok

foremny ACE GI.

'Wniosek H AB bed¢ic bokiem dziesie-
cioboku, niech AL bedzie bokiem szeScmbo-
kuj nadwczas tuk BL bedzie w stosunku do
obwodu kola | — T| } albo ; wiec cienciwa
B L, bedzie bokiem pietnastoboku, foremnego.

< -5 o 3o 3o 307
azatém cienciwa tuku C L, bedzie bokiem wie-
loboku sktadaigcego sie z 50 bokow.

Uwaga. Maigc wielobok foremny wpi-
sany, iezeli podzielimy tuki obiete iego bo-
kami na dwie czesci rowne, i poprowadzimy
cienciwy potlukow, te ostatnie ztozg nowy
wielobok foremny z liczbg bokéw podwdéyna:

wiec

wyraziwszy przes a, odlegto$¢ punktu F,
od ostatecznego korica A, przez xy bedzie-
my mieli:

BF—ABMN-AF= «—*
gdy podtug zagadnienia linije AB, AF,FB
sktadaé powinny proporeya

AB : AF @ AF: BF

wkto-
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wiec kwadrat postuzy do wpisania wielobokéw
foremnych o0 8, i6, 52 it d. bokach. Sze—
Sciobok, 0 12, 24, 48 it d. bokach. Dziesie-
ciobok,, 020, 4.0, 8 it d. Pietnastobok, o

50, Go, 120 it.d. bokach.
ZA -

wktérey podstawiwszy litery zamiast linij
ktéremi te ostatnie zgodziliSmy sie oznaczaé
otrzymamy a : X i X : a—ex, zkad x2=z2
a [a—x). AbySmy z tego réwnania po-
dtug wiadomych prawidet Algiebry wycig-
gneli wartos¢ na ilos¢ niewiadoma #, utdz-
my go pod ksztattem xz~\-ax-=za'i. Do-
dawszy po obu stronach ilo$¢ az, iwy-

ciggnagwszy pierwiastek kwadratowy bedzie-
my mieli g-j-a= dt VVa2-j-a2,

2 4
rownanie to daie nam dwie rézne wartosci
na ilos¢ niewiadomg ar, to iest:

X— —a-\- a2-j-a%
2 4
—a —m dL-f-
2 4

e ktdrych kazda wyraza odlegtosé punktu F,
od ostatecznego konca A, tinij daney AB.
Chcac z pierwszey wartosci oznaczyé geo-
metrycznie potozenie punktu F, z punktu
B, wy-
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ZADANIE VI
Zagadnie nie

Bedagc dany wielobokforemny ABCDEFy
wpisany w obwod kota, opisa¢ na tymze sa-
mym obwodzie wielobok podobny danemu,

W punkcie T (iig. 160.),na potowie tu—
ku A 13ypoprowadZmy styczng G H, ktora be-

dzie

1

B, wyprowadziwszy prostopadig BC — f AB
=:|a, ztagczmy AC. W troykacie prosto-
katny mamy AC— \(ABZa-BCt
= y/aL a2 Z punktu C, iako ze srzod—

" 4

ka promieniem B C, opisawszy obwéd ko-
ta bedziemy mieli

AD AC—DC= \/azf-a2 — ay

4 2
linija AD bedac réwna pierwszey wartosci
na a;, z punktu A, iako srzodka promieniem
AD, opisawszy tuk DF, otrzymamy AF =.x..

Zastanowiwszy sie nad drugg wartos$cig na

x, gdy CE=«, AC= y/ak-f-at, wiec

2 4

—CE — AC— — AEr azatem x= — AE,
Gdy pierwsza wartos¢ na xs dodatna prze-
niesiong zostata od A do F; drugg odjem-
na, przeniesiong bydz powinna od A do G®
linija zas G A, iest srzednig proporcyonalng
miedzy GB i AB (Zagad.IVKR.Ill, Uwaga).
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«lzie rownolegta do AB (Zad.X.K.Il.), uczy-
niwszy to samo na potowie kazdego tuku BC*
CD i.t. d.x te styczne po przecieciu sie ztoza
wielobok podobny wielobokowi wpisanemu.

Tréykaty prostokgtneOTH, OXH ma-
jace przeciWr- prostokatng OH wspo6lna, i bok
OT— OX sgréwne (Zad.XVIII. K.l.), wie¢
kat TOH=H O Xj linija OH przechodzac
przez trzy punkta O,B,H , przeyidzie przez
potowe tuku 1 X e dla tey samey przyczyny
punkt I, iest na przedtuzeniu OC it.d. Lini-
je GH, HI, bedac réwnolegle do AB, BC,
kat Glil= ABC (Zad.XXVI.K. L); kat HIK
— B CD it.d. Nakoniec z przyczyny linij ré-
wnolegtych mamy

GH :AB: OH :08B,

HI :BC OH :0OB wiec

GH :AB:lii :BC
Lecz AB— BC, azatem G H - HI. Dla tey
samey przyczyny HI = IK $it.d, '

XXiec wielobok opisany iest wielébokiem
foremnym i podobnym do wiel6boku wpisa-
nego*

PfTniosek. L Wzaiemnie, inaigc wielobok
opisany na'obwod/ie kota GHJK it.d; moze-
my za iego pomocg wykres$li¢ wielobok wpisa-
ny AB CD it.d;; iakoz poprowadziwszy dd
Wierzchotkbw G ,HjI,K it.d., tinije OG,
OHj Olj OK, it.d;, te przetng obwdd ko-
ta w punktach A, B, C, D it.d., ktére pota-
czywszy ciennciwami AB, BC, CD it.d. po-

L wsta™

"Si : Voo

J
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m\stanie wielobok wpisany. W tymze samym
przypadku potaczywszy punkta dotkniecia T,
X, P, Q ztozymy takze wielobok wpisany po-
dobny wielobokowi opisanemu.

Whniosek Il. Wiec na kole daném mo-
zemy opisa¢ wszystkie wieloboki foremne kto6-
re umiemy wpisa¢, i na odwrét.

ZADANIE VII.

T wierdzenie.

Pole wielobokuforemnego fest réume te-
go pery metrowi rozmnozonemu przez potowe
promienia kota wpisanego, (lig. 160).

Niech bedzie wielobok foremny G HIK
it. d. troykat G OEl ma zainiare GH X €O T,
troykat HOl ma za miare HI X | 0 X: aze
OXz=()T, wiec dwa troykaty razem wziete
maig za miare (GH-f-HI) X | OT.

Postepuigc tak co do innych troykatow wi-
dzie¢ bedziemy, ze summa wszystkich troy—
katéw, aibo caty wielobok, ma za miare sum-
me podstaw GH, HI, IK.it.d czyli pery-
metr wieloboku, mnozony przez ~ OjT, po-
towe promienia kota wpisanego.

Uwaga. Promien kota wpisanego O T ,
czyli prostopadta spuszczona ze srzodka na ie~
den z bokoéw, nazywa sie niekiedy prostopa-
dig wieloboku.

ZADA-
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ZADANIE VIII.
Twierdzenie

Perymetra wielobokow foremnych ley
samey liczby bokéw sg iak promienie koi opi-
sanych, Hak promienie kol wpisanych\ ich
za$ powierzchnie iak kwadraty z tych samych
promieni. (fig. 161).

Niech AB, bedzie bokiem iednego wielo-
boku, O iego srzodkiem, O A promieniem ko-
ta opisanego, OD promieniem kota wpisa-
nego. Niech ab bedzie bokiem drugiego wie—
loboku foremnego podobnego, o iego srzod-
kiem, oa i od promieniami két opisanego i wpi-
sanego. Pery.metra tych dwéch wielobokéw
sg miedzy sobg iak boki ABind (Zad. XXVII.
K.I11.); lecz katy A,«, kazdy bedac potowa
kata wieloboku foremnego sa réwne, dla tey
samey przyczyny kat B — b? azatem trdykaty
AB O,a0®AD O, ado,bedac podobne, mamy:

AB :ab :: AO : a0 :: DO :do,
perymetra wiec wielobokéw foremnych, sg iak
promienie kot opisanych, i iak promienie koét
wpisanych.

Gdy powierzchnie tych samych wielobo-
kow sg iak kwadraty z bokéw odpowiadaig-
cych, azatem iak kwadraty z promieni kot
opisanych, i iak kwadraty z promieni k6t wpi-
sanych.

ZADANIE IX
Twierdzenie przybrane.
Kazda Linija krzywa, albo wielobok, o-
L a tacza-
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taczaig.ee 6d iednego do drugiego konca lini-
ja wypukia AMB, sg dtuzsze od linij oioczo-
mey. (fig. 162).

Przez linijg wypukta, rozumiemy linija
krzywa albo wielobok, albo w czescilinijgkrzy-
wa W czesci wielobok, ktérg linija prosta we
dwéch tylko punktach przecig¢é moze. Ponie-
waz gdyby linija A MB, szta wezykowato nie-
bytaby wypukta, gdyz linija prosta przecieta-
by ig wiecey anizeli w dwéch punktach. tu-
ki kota sg wyraznie wypukiemi, lecz zadanie
rozcigga sie do kazdey byleby podiug opisa-
nia wypuktey linij. Gdyby linijawypukta AMB
niebyta naykrétsza od wszystkich iu otaézaig-
cycii, przypus¢my niech linije otaczajgce be-
dg krotsze albo rowne otoczoney AMB. W tern
przypuszczeniu linije otaczajace przechodzac
przez te same ostateczne konhce A, B, linij o-
toczoney A MB, niemogg wzrasta¢ nieskon-
czenie; wiec aby przypuszczenie miato micy-
sce, potrzeba takze aby miedzy samemi lini-
jami otaczaigcemi, krotszemi lub réwnemi o-
toczoney, byta iedna naykro6tsza od wszystkich
innych; niechze ta linijg otaczaigcg naykrot-
sza bedzie ACDEB; miedzy dwiema linija—
mi poprowadZmy iak tylko bedziemy chcieli
linijg prosta P Q , ktéra tylko w iednym punk-
cie dotknie sie A M B, linija prosta PQ]j iest
krotszg od potamaney P CD E Q, iezeli za cze$¢
P CDE Q podstawiemy linijg prostg P Q , be-
dziemy mieli linijg otaczaigcg AP QB, krdtsza
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od APD QB, zzalozenia miedzy otaczaia-
cerni naykrétsza, wiec przypuszczenie, aby li-
nije otaczaigce byty réwne lub krotsze od o-
toczoney, mieysca mie¢ niemoze, azatem wszy-
stkie linije otaczaigce sg diuzsze od otoczo-
ney. '

Uwaga. DowiedlibyS§my zupetnie tym
samym sposobem, ze linija wypukta i zam-
knieta AMB (fig. 163.), iest krotsza od wszy-
stkich linij otaczaigcych ia ze wszech stron;
badz, zZe linija otaczaigca FH G, dotyka sie
linij wypuktey AMB, w iednyin lub w wielu
punktach, badZ ig otacza bez dotkniecia sie.

ZADANIE X

Twierdzenie przybr ane.

Maiac dane dwa obwody k&t odsrzod-
kowef mozemy zawsze w obwéd hola wiekszy
wpisa¢ wielobok foremny, ktérego boki nie-*
dotkng sie obwodu kota mnieyszegomma obwo-
dzie zas$ kota mnieyszego opisaé¢ wielobok fo -
remny, ktérego boki niedotkng sie obwodu ko-
ta wiekszego; takrze wiednym i drugim przy-
padku, wieloboki zamkniete bedg miedzy dwo-
ma obwodami kot (fig. 164).

Niech bedg CA, CB, promienie dwéch
obwodéw kot odsrzodkowyoh. W punkcie A,
poprowadziwszy styczng D E, przecinaigca
wiekszy obwdd kota w punktach D, E; i za-
pomoca zadan poprzedzaiticych w wiekszy ob-

wod

»
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tvod kota wpisawszy wietobok foremny, po-
dzielmy luki obiete iego bokami na dwie cze-
§ci réwne; nakoniec poprowadziwszy cienci-
wy poOt-tukoéw, otrzymamy wietobok forem-
ny z liczbg bokéw podwdyng. Ciggnac pod-
dziaty tukow na potowe, przyidziemy do tu-
ku miyeyszego od DBE, ktorego niech be-
dzie BM potowa; przeniesmy te potowe od
B ku W, a MB N bedzie lukiem Zadanym, be-
dacym na obwodzie kota ktérego CB pro-
mien. Cieneiwa M N, bedac nmieyszag od
cieniciwy 1)K E, i razem do niey rowmolegta,
iest od srzodka C odlegleysza; azatem wie-
tobok foremny, ktérego MN iest bokiem , nie—
dotknie sie obwodu kota promienia CA.
Poprowadzmy CM. CN, spotykajace
styczng D E, w punktach P, Q; PQ bedzie
bokiem wieloboku opisanego na mnieyszym ob-
wodzie kota, podobiijni do wieloboku wpi-
sanego'w obwdd kota wiekszy. Bok P Q, nie-
dotknie sie obwodu kola wiekszego, poniewaz
CP < CM. Tym sposobem wpisany wieto-
bok foremny o iakieykotwiek liczbie bokéw w
wiekszy obwod kota, i wietobok podobny o-
pisany na mnieyszym obwodzie, zamkniete be-
da miedzy dwoma obwodami tych kot.
Uwaga. Maigc dwa wycinki odsrzod-
kowe I'CG, ICH, mozemy takze w wyci-
nek wiekszy wpisa¢ cze$¢ wieloboku foremne-'
go, lub czescig wieloboku foremnego podob-
nego wycinek mnieyszy opisac, lak, ze Slady
dwoéch
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d”™6ch wielobokéw bedg obiete miedzy dwo-
ma tukami, dzielac tuk FBG na 2,4, 8, it.d.
czesci rownych, dochodzac do czesci mniey-
szey od DBE. Nazywamy czeScig wieloboku
foremnego figure, zakonczona szeregic m cien-
ciw réwnych wpisanych w tuk FG, z iedne—
go konca w drugi. Cze$¢ ta ma wiasnosci
gtéwne wielobokéw foremnych, ma katy ro-
wne i boki réwne, iest razem wpisuigcg sie i
opisuigca koto; iednak stanowi cze$¢ wielo-
boku foremnego wtenczas, kiedy tuk obiety
przez ieden z iey bokoéw bedzie czesScig spet-
ng obwodu kota.

ZADANI E Xl

Twierdzeni e

Obwody bol s iak promienie, a ich po-?
wierzchnie iak kwadraty z promieni, (fig. 165).

Dla skrécenia oznaczmy przez oh. CA,
ob. OB, obwody k6tpromieni CA, OB, po-
wiadam Ze

CA : OB :: ob. CA : oh OB.
Gdyby ta proporcya niemiata mieysca, trzy
pierwsze wyrazy zostaigc te same, czwarty
bytby wiekszy albo innieyszy; przypusémy
mnieyszy, i niech bedzie

CA : OB « ob. CA :ob OD.
W obwdd kota promienia OB, wpiszmy wie-
lobok foremny EF G R I E, ktérego boki nie-
dolkng sie obwodu kota promienia OD (Zad.X).

w ob-



Biblioteka Cyfrowa UJK
http://dlibra.ujk.edu.pl

W obwéd kota'promienia CA, wpiszmy wi*-*
Jobok podobny MNPSIM; poniewaz te wier-
|oboki sg podobne, ich perymetra sg iak'pro-*
mienie ko6t opisanych (Zad. VIII. ), to iest:

MNPSIM : EFGKIE :: CA : OB,
lecz z zalozenia

CA : OB @ ob,CA :0b OD,

wiec mielibySmy

MNPSIM:EFGKIE::0AC AroJOD.
W tey proporcyi widzierny, ze pierwszy po-
przednik iest mn eys.?y od poprzednika dru-
giego ; wiec aby tg proporcya byta prawrdzi-
wa, potrzeba aby pierwszy nastepnik byt
mnicyszy od nastepnika drugiego, co gdy nie
iest, wiec proporcya iest fatszywg. | gdy zo-
stata wyprowadzong zdwdch poprzedzajacych,
Z ktérych pierwsza zostata dowiedziong (Zad.
VIIl.), druga koniecznie fatszywg bydz musi;
wiec iest rzerzuj niepodobna abySmy mieli

CA : OB @ ob,CA :0b.OD,
to iest: gzeby promien byl do drugiego
promienia, iak obwéd kola pierwszego pro-
mienia, do obwodu kota mniejszego, od ob-
wodu kotg opisanego promieni m drugim. Do-
wiedbb) Smy takze, Ze bydZ niemoze, azeby
promien byt do drugiego promienia, iak ob-.
wod kota promienia pierwszego, do obwrodu
kola wiekszego} od obwodu kota opisanego
promieniem drugim; azatern obwody két sa
igk promienie.
Przez rozumowanie i wykreslenie catkicng

po-
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podobne okazalibySmy, ze powierzchnie kot
sg iak kwadraty z promieni; co kZ we wnio-r
isku zadania nastepuigcego obaozemy.
fFniosek I  tuki podobne AB, DE,
(fig. r6G.) sg iak promienie AC, D O; wycinki
za§ podobne ACB, DO E, iak kwadraty
z tych promieni. Poniewaz tuki sg podobne
kat C— O (Opis, lII.K.111); w proporcyi zas
kat C : 4 katow prostych :: tuk AB :ob. CA
kat O ' 4 katéwprostych :: luk DE :ob. OD
gdy pierwsze dwa stosunki sg réwne, drugie
dwa ztoza proporcya nastepuigcg m
tuk AB : tuku DE ob CA : ob.OD
lecz mamy
CA : OD :: obCA :0bOD
wiec bedziemy mieli
tuk AB : tuku DE :: CA : OD,
Powtdére wycinki ACB, DOE sg iak cate
kota, ate ostatnie iak kwadraty z promieni;
wiec wycinak ACB:wycinkaDOE :: CA* OU2
iiniosek Il. Chcac mie¢ obwdéd kota
rowny summie albo réznicy dwoéch obwodow
kot, ktorych CA i OB (fig. 105). sg promie-
niami; na linij prostey CB (fig. 16r). wzia-
wszy dwde czesci AC, AB réwne promieniom
danym, z punktu C, iako srzodka promieniem
CB, wykresletny ofiwdd kota zgdany, ponie-"
waz
CA : OB :: ob. CA :0b.OB
wiec (Arytm. 8. 156).
OA:CA-f~-OB;;00.CA:06.CA-f-ob. OB
ma-
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mamy takze CA :CB ::0ob.CA :0b.CB, igdy
CB = CA - OB, wiec w dwdch ostatnich
proporcyach, trzy wyrazy w pierwszey bedac
rowne trzem wyrazom w drugiey, czwarty,
bedzie réwny czwartemu, to iest:

ob. CB = ob. CA OB.

ZADANIE XII.
Twierdzenie.

Powierzchnia hola réwna wieloczynowi
z obwodu przez potowe promienia, efig. 167)-.

Oznaczywszy powierzchnig kola promie-
nia CA, przez pow. CA, bedziemy mieli

poW. CA= 2CA X oh.CA.

Gdyby ilos¢ \C A X ob.G A, niebyta mia-
rg kola promienia CA, wiec bytaby miarg
kota wiekszego lub mnieyszego. Zatozrny ze
iest miarg kota wiekszego, i niech

|[CA X ob.CA= pow. CB.

Na kole promienia CA, opiszmy wielo-
bok foremny DEF G i t.d. ktérego boki nie-
dotkng sie obwodu kota promienia CB (Zad.
X'.); powierzchnia tego yueloboku bedzie ro-
wna iego perymetrowi mnozonemu przez (¢ AC
(Zzad.VILl.), to iest:
¢( CA X (jjerym.DEFG it.d.)=wielo. DEFGit.d.
poréwnywaiac ten wypadek z poprzedzaigcym
widziemy, Ze czynnik CA bedac wspédlny,
perymetr DEP G it.d. ob. CA wiec

CA X {peryui. DEPGitd) | CA X ob.CA;
aza-
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azatem, gdy pierwsza strona drugiego réwna-
nia, wieksza od strony pierwszej rownania
pierwszego, strona druga drugiego, wiekszg
bydZ powinna od.strony drugiey pierwszego, to
iest: wielobok DEFG i.t.d. pow. CB, co
bydz niemoze; azatem ilos¢ \ CA X ob.CA,
niemoze bydZz miarg koda wiekszego od pow.
CA, wiec pow. CA = i CA X oh.CA.

Podobnym sposobem okazalibysmy Ze ilo$¢
8CB X ob. CB, niemoZe bydZ miarg koda
mnieyszego, naprzykdad pow. AC, i ze pow.
BC = fCB X 00.CB. Azatem obwdéd koda
mnozony przez potowe promienia, iest miarg
powierzchni tego samego koda.

iniosek /. Powierzchnia wycinka ro-
wna iego tukowi mnozonemu przez potowe
promionia (fig. 168). Poniewaz
wycinek ACB :pow. CA:; tuk AMB :ob. CA,
rozmnozywszy oba wyrazy drugiego stosunku
przez | CA, bedziemymieli wyci. ACB :pow. CA
tuk AMB X CA:ob.CA X (CA; gdy

pow. C A —mmob. C.A X §CA *wiec
wycinek AC 13= Ilukowi AMB X -|CA.

W niosek Il, Nazwawszy obwdd koda,
ktérego srzednica iest iednoscia, przez JI; po-
niewaz obwody sg iak promienie albo iaksrzed—
nice, wiec bedziemy mieli (fig, lss).

i :TT::2CA :0b.CA, z tad
ob. CA= 2 JT X CA.
Rozmnozywszy obie strony przez ; CA, otrzyj

mamy | CA X ob.CA= JT X Cii2, czyli
P~
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powierznia CA= Jl XfCA2 To iest: je)o-
mierznia kola iest rownw. wieloczynowi z kwa-
dratu promienia, przez liczbe stateczng -wy-
razgigca stosunek obwodu kota do srzednicy.
Gdy pow. OB = jIx OB2 wiec
JIX CA2JT X OB2::CA2:0B 2; azatem
powierzchnie két sg miedzy sobg iak kwadra-

ty z promieni} co sie tez zgadza z twierdzeniem
poprzedzaigcern.

Uwaga. PowiedzieliSmy iuz (Zagad. X.
K.Ill.), ze zagadnienie o kwadraturze kota,
zalezy na znalezieniu kwadratu réwno - wartu—
iacego, maigc dang srzedniee albo promien.
Powierzchnia kota réwno-wartuie prostokato-
wi z obwodu przez potowe promienia, ten
prostokat zamieni¢ mozemy na kwadrat (Zagad,
VI.K.Il1l.): wiec zagadnienie o kwadraturze
kota przyprowadza sie do znalezienia stosun-
ku obwodu kota do promienia albo srzednicy.
Stosunek ten oznaczy¢ sie tylko moze przez przy-
blizenie; Archymedes znalazt s }, Metyus 4]].
Nakonie¢ wartos¢ przyblizona na J1, rozwinie-
ta do 1o decymalnych, z ktérych tu 16 wy-
pisuiemy

5,1415926535397952 itd.
iuz ledwo niedochodzi prawdy. ,

W zagadnieniach nastepuigcych podamy
dwa bardzo proste sposoby otrzymania tych
przyblizen.

ZAl) A-
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Maicie dane powierzchnie, wieloboku fo -
remnego wpisanego, i wieloboku podobnego
opisanego>wynales$¢ powierzchnie wielobukow
foremnych wpisanych i opisanych z podwoy-
n%liczbg bokow. (lig. 169).

Niech bedzie AB, bok wieloboku wpisa-
nego, EF réwnolegty do AB, bok wieloboku po-
dobnego opisanego, C srzodek kola; iezeli
poprowadzimy ciehciwe AM, i styczne AP,
BQ , cienciwa AM, bedzie bokiem wielobo-
ku wpisanego z podwdyng liczbg bokdéw, za$
PQ, dwa razy wiekszy od PM, bokiem wie-
loboku podobnego opisanego (Zad.VI). Wy-
razmy przez A, powierzchnig wieloboku wpi—
sanego ktérego AB iest bokiem, przez B, po-
wierznig wieloboku podobnego opisanego; przez
A’ powierzchnig wieloboku ktérego bokiem iest
AM, zas przez B’ powierzclnmi wieloboku po-
dobnego opisanego; maigc A i B, znaydzie-
my A’ i B’, uwazaigc

1mo Troykaty AC D, ACM, maigce ten
sam wierzchotek A, g~iak podstawy (Zad.
VI. K. Ill. kVniosek) azatem

ACD : ACM :: CD : CM;
z troykagtow ACM, ECM maigcych ten sam
wierzchotek M, mamy
ACM :ECM :: CA : CE,
poniewaz linija AD iest réwnolegta do EM
wiec
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wiec (Zad.XV.K.IIl). CD :CM:: CA : CE,
azatem ACD : ACM :: ACM : ECM.
Oznaczywszy przez N, liczbe bokoéw wie-
lobow wpisanych i opisanych ktérych powierz-
chnie sg wyrazone przez A i przez B, nadw-
czas 2 N wyrazaé¢ bedzie liczbhe bokéw wie—
tobokdéw z podwoyng liczbg bokéw. Troykat
ACD, iest zamkniety w powierzchni A, liczbe
razy oznaczong przez 2 N, wiec
ACD— A, ACMrr: A ECM= B, B’'=
2N 2N 2N
P»C Q albo 2PCM. Podstawiwszy te wyra-
Zenia w proporcyi poprzedzaigcey otrzymamy
A T A V B,
2N 2N 2N 2N
czyli A:A’::A':B, ztad A7*£=A X B, azatem
At==v/Xx B...
2do Troykaty CPA, CPE, maigce te
sarne wysokos$¢, sa iak podstawy (Zad.VI.K.
I\Il. Wniosek.) azattm CPA: CPE:: CA: CE,
mamy takze ACD : ACM :: CD : CM, za$
CA:CE:: CD :CM, azatem CPA : CPE::
AC O: ACM, wiec (slryt.8 i56.)
CPA-f bPE:CPA ::ACDACM :ACDj
gdy troykat CPA = CPM, azattm CPA -f-
CilE= CEM, wiec
CEM:CPM:AGD+ ACM:ACD,
zamiast troykatow CEM, CPM, ACD,
ACM, poiozywszy ich wartosci otrzymamy

B B A+ A : A,
2Af ' "AN "2F aN aN
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rozmnozywszy wyrazy pierwszego stosunku
przez 4N, drugiego przez 2N, bedziemy mie-
li 2B : B” : A-fA @ A, zta
B”= 2A X B.
A PA

ZADANIE X1V,
Zagadnienie.

Znalefd stosunek zblizony obwodu kota
do srzednicy.

Niech bedzie promien kota= 1, bokkwa-
dratu wpisanego iest y/ 2 (Zad. Ill.), bok
kwadratu opisanego rowny srzednicy — 25
wiec powierzchnia kwadratu wpisanego = 2,
kwadratu opisanego — 4. Uczyniwszy A— 2,
B = 4,znaydziemy za pomoca zadania poprze-
dzaiacego o$miobok wpisany ,

A= y/s = 2,8284271
i oSmiobok opisany

B’ = 16 ~ s5ta3isyoss.

2 -\-ys
' Poznawszy osrtiioboki wpisane i opisane

za ich.pomocag znaydziemy ibsloboki, uczy-
niwszy A— 2,828427 i,B ~5,513708 5.
Ibstoboki postuza do znalezienia 52 bokow i
t. d. az nim réznica miedzy wielobokami wpi-
sanym i opisanym niezniknie przynaymniey w
decymalney na ktérey zatrzymamy sie, iak to
W nastepujacym rachunku widziemy.

Li-
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Liczba bokéw. JVielo. wpisany* PPielo. opisarty

4 2,0000000 4,pjaopoop
8 2,8284271 5,6/57086
16 5,0614674 Q1826979 -
52 5,i2i445i 51617249 m
64 5,1565485 5514:41I84 >
128 5,1400011 5,[422256
256 5,1412772 3, 1417504
512 3,i4i5i58 \ 30141652i
i024 3,1416729 5, 1416025
2 0"8 5,1415877 s,1415951
40y6 5,14i59i4 3,14.16933
8192 5,1416923 5,1416928
i 6584 5,i415926 5 1416927
52768 3,1415926 3)1415926*

Poniewaz powierzchnia kola rowna pot-
obwodowi mnozonemu przez promien, [Pro-
tiiien bedac jednoscig potobwoa— 6jik 16926,
srzednica bedéte iednoscici, obwod = 5,14 15926*
wiec stosunek obwodu kola do srzedniey ozna-
czony przez J1 == 3,1416926*

ZADANIE XV/
Twierdzenie przybrane.

Tréoykat AC B, iest rdwno- waritngcy
tréykatowi D CF maigcemu ten sarnigt C,
i, ktorego bok CF rowny C D, iest srzednio—
proporcyanalny miedzy CA i CB* JSadtos
iezeli kat CA ii, iest katem prostyms pro-
stopadta CE, spuszczona napodstawe triy-
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kata rownoramiennego, bedzie srzednig pro-
porcyanalng miedzy bokiem CA, i potowag
summy zbotow"CA, CB. (fig.170)..
iwo Z przyczyny kata wspdélnego C, ma-
my ACB:DCF ::AC X CB:DC X CF albo
:DC2(Zad. XXIV.K.IIl.); wiee te dwa tréy-
katy beda rowno - wartuigce iezeli DC2=p
AC X CB, ajbo iezeli D C, icst srzednig pro-
porcyonalng miedzy AC i CB.
2do Prostopadta C GE, przecinaigc kat
ACB, na dwie cze$ci rowne marny (Zad.XVII.
K.lIlIl). AG:GB:: AC:CB, zkad
AG : AG 4- GB :: AC : AC + CB
AG : AiB > AC : AC + CB
lecz AG : AB :: ACG :ACB albo2DCE;
nadto ieZeli kat A, iest katem prostym, tréy-
katy prostokatne CAG, CED bedac podo-
bne, dadzg proporcya:

ACG: CDE : AC* : CEZ2, wiec
AC2 :2CE2 : AC : AC + CB.
Rozmnozywszy drugi stosunek przez A C po-

przedniki stcpig sie réwne i bedziemy mieli
2CE2 mAC X (AC+ CB) albo
CE2 — AC X (AC+ CB);
2
W iec 2do iezeli kat A iest katem prostym, pro-
stopadta CE bedzie srzednio-proporcyonal-
na miedzy bokiem AC, i potowg summy bo-
kow AC, CB.

*

U ZADA-
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ZADANIE XV
Zag adqiienic.

Znale$o obwdd bola rdznigcy sie tak ma-
to od mwieloboku foremnego danego, iak be-
dziemy chcieli. (fig. 171),

Niech bedzie kwadrat MB P N ; ze srzod-
ka C, spusciwszylprostopadtag C A na bok MB,
ztlgczmy CB. Obwdd kota opisany promie-
niem CA, bedzie obwodem wpisanym w kwa-
drat; obwdd za$ kota opisany promieniem CB,
bedzie obwodem kota opisanym na tym sa-
mym kwadracie: pierwszy obwodd kota bedzie
mnieyszy od kwadratu, drugi zas wiekszy,
lecz idzie o (cisnienie tych granic.

Wezmy linije CD, CE, zktérych kazda
iest rowng srzedniey proporcyonalney miedzy
CA, iCB, izlagczmy DE. Tréykat réwno-
ramienny E CD, iest rowno - wartuiaey tréy-
katowi BCA (Zad. XV.); uczynmy to samo
s kazdym z o$Smiu troykatéw z ktérych kwa-
drat skilada sie, atym sposobem ztozymy o-
;mio-bok foremny réwno - wartuigcy kwa-
dratowi MB PN. Obwdd kota opisany pro-
mieniem CF srzednio - proporcyonalnyrn mie-
dzy CAi CA 4-CB bedzie w oSmiobok wpi-

sany, obwodem za$s kota wykre$lonego pro-
mieniem CD, ten sam osSmiobok bedzie opisa-
ny. Wiec pierwszy obwdd kota bedzie mniey-
*zy od kwadratu danego, drugi za$ obwdéd ko-
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ta bedzie wiekszy od tego samego kwadratu.
Jezeli tym samym sposobem zamienimy tréy-
kat.prostokatny C F D, na troykat réwno - ra-
mienny rowno-wartujacy, ztozymy wielobok
foremny od 16 bokéw, réwno - wartuigcy kwa-
dratowi danemu. Obwodd kota wpisany w ten
wielobok bedzie mnieyszy od kwadratu dane-
go, bedzie za$ wiekszy od tego samego kwa-
dratu obwod kota opisany na tym wietoboku.

Tym sposobem daley postepujac, stosu-
nek miedzy promieniem obwodu kota wpi-
sanego, i promieniem obwodu kota opisane-
go, réznic sie bedzie tak mato iak sami bedzie-
my chcieli. JNadwczas ieden i drugi obwod
kota moga bydz uwazane iako réwno-wartu-
jace kwadratowi danemu.

Uwaga. Niech bedzie «promienn obwo-
du kota wpisanego W wielobok znaleziony, 6,
promien obwodu kota opisujgcego tenze sam
wielobok, niech bedg I1? promienie podo-
bne wietoboku nastepujgcego maigcego li-
czbe bokéw podwdyna. Podiug tego cosSmy
dowiedli, b’ iest srzednio- proporcyonahiynl
miedzy a i b, za$ «’ iest srzednio - proporeyo-
nalnym miedzy a i a -f- b\ takze bedziemy mieli

b= \/«XO0, a=.\/aXa bj

2' *
z kad znaiac promienie a, i b wietoboku zna-
lezionego, tatwo poznamy promienie a? i ]?
M s wie**
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wieloboku nastepuigcego : apostepuiac tak cig-
gle réznica miedzy dwoma promieniami stanie
sic nieznaczng; nadwczas ieden albo drugi z
tych promieni bedzie promieniem kota réwno-
wartuigcego kwadratowi albo wielobokowi da-
nemu.

Sposob ten z tatwoscig wykonywaigcy sie
na linijach, szukaigc srzednich proporcyonal-
nych nastepnych miedzy linijairii znanemi; ta-
twiey sie ieszcze wykonywa na liczbach, i iest
iednym z naywygodnieyszych sposobow kt6-
rego Geometrya poczatkowa dostarczyé moze
do pretkiego wynalezienia stosunku zblizone-
go obwodu kota do srzednicy. Niech bedzie
bok kwadratu = 2, pierwszy promien wpisa-
ny CA bedzie 1, pierwszy promien opisany
CB bedzie \/2 albo i,4i42i56. Uczyniwszy
wiec i? b— i1,4142156, znaydziemy ¢'=
1,1892071, «'= 1,0986841. Te liczby po-
stuzg do rachowania liczb nastepnych podtug
prawa ciggtosci.

promie, koiopisanych Promie, kol wpisanych

i,4142i36 1,0000000
1,1892071 1,0986841
i,i450500 X,1210865
i,i520i4g¢ 1,1265609
1,1292862 121279277
1,1286063 1,1282667.

Gdy iuz pierwsza potowa cyfr z obu stron
iest ta sama, zamiast srzednich geometrycznych
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mozemy uzy¢ srzednich arytmetycznych roz-
nigcych sie tylko od siebie w ostatnich liczbach
decymalnych, tym sposobem skréciwszy zna-
cznie dziatanie wypadki bedag nastepujace:

i,i284360 1,1285508
1,1283934 1,1283721
1,1286827 1,1286774
1,1285801 1,1286787
1,1286794 1,1283791
1,1283792 1,1285792.

Azatem 1,1285792 iest promieniem przy-
blizonym obwodu kota réwnego wpowierz-
chni kwadratowi, ktérego bok iest 2. Zkad
tatwo wynales¢ stosunek obwodu kota do
srzednicy; poniewaz dowiedliSmy wyzey, ze
powierzchnia kota iest réwna kwadratowi
z promienia tego kota mnozonemu przez li-
czbe JI; wiec iezeli podzielimy powierzeh—
nig 4, przez kwadrat z 1, 1285792, wykonaw-
szy rachunek bedziemy mieli na wartos¢ Jl
iak wyzey 3,i4i5g926 it. d.

DODA-
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DODATEK
do Ksiegi V.

Opisania.

. Nazywamy maximum, ilo$¢ naywiekszg mie-

dzy wszystkiemi ilosciami tego samego ga-
tunku; minimum za$ iloS¢ naymnieysza.

Srzednica, iest maximum miedzy wszy-
stkiemi linijami tgezgacemi dwa punkta ob-
wodu kofa; prostopadta za$ iest minimum,
miedzy wszystkierni linijami prostemipro-
wadzonemi z iednego punktu danego na li-,
nijé| prosta dana.

. Figurami Isoperymetryczneminazywac be-

dziemy figury maigce perymetra réwne,

ZADANIE PIEKWSZE,
l wierdze nie.

Miedzy wszystkiemi trdykaiarni tey sa-

iney podstawy, i lego samego perymetru
troykat maximum iest ten, w ktérym dwa bo-
ki sa réwne. (fig. 172).

Niech bedzie AC— CB, AM f-MB —

AC4-CB; powiadam, ze troykat rownora-
mienny ACB, iest wiekszy od Irdykata AMB,
iilaigeego te sarne podstawe, i ten sam pery-
me.tr. Z punktu C iako srzodka, promieniem
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CA = CB, opisawszy obwodd kota przecina-
igcy bok przedtuzony A C w punkcie D, zig-
czmy B D; kat DBA wpisany wpot- obwod
kota bedzie katem prostym. Przedtuzywszy
prostopadtg DB do N, i uczyniwszy MN =

M B, ztgczmy AN. Z punktow M i C, spusc-
my na DN prostopadie MP, CG; CB=

CD, MN= MB, AC+ CB~AD, AMA-
MB=AM + MN; gdy AC+ CJt "AM 4-
MB, wiec AD=AM-f MN; azatem AD >
AN : linija pochyla AD wieksza od pochytey
AN, iest od prostopadtey AB odlegteysza,
wiec DB >BN; azatem linija BG, potowa
B D (Zad. XIl.K.L), bedzie wieksza od B P
potowy BN. Lecz tréykaty ABC, AMB,
maigce te sarne podstawe, sg iak wysokosci
BG, BP5gdy BG>BP, wiec troykat ré-
wnoramienny AC B, iest wiekszy od troyka-
ta nierbwnoramiennego A M B, tey samey pod-
stawy, i tego samego perymetru.

ZADANI E IL

Twierdzenie,,

Miedzy wszystkie/ni wielohobami Isope-
rymetrycznemi, i ley samey liczby bokdw,
wielohok maigcy boki réwne iest maximum.

Niech bedzie ABCDEF (fig. 175). wie-
lobok maximumj; iezeli bok BC., nie iestro-
wny CD, wynieSmy na podstawie BD troy-
kat réwno-ramienny BO D, ktéry niech be-

dzie
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dzie isoperyraetrycznym z troykatem BCD;
troykat BO D bedac wiekszy od troykata BCD
(Zad. 1.), wielobok AB O DEF bedzie wiek-
szy od wieloboku ABCDEF; wiec ten osta-
tni niebytby maximum miedzy wszystkiemi
wielobokami maigcemi ten sam perymetr i te
sarne liczbe bokéw, ¢o iest przeciwko zato—
zeniii. Azatem BC-CD, CD= DE, DE
< EF it. d.; wiec wszystkie boki wieloboku
maximum sg miedzy sobg réwne.

ZADANIE 1.

Tw ierdzenie.

Ze wszystkich trdykatow powstaigcych
z dwoch bokow danychr robigc miedzy niemi
kat od upodobanias maximum iest ten, wkto-
rym dwa boki dane czynia kat prosty.

Niech bedg dwa tréykaty BAC, BAD
(fig. 174,), maigee bok AB wspo6lny, i bok
A C— Al); iezeli kat BA C iest prosty, tréy-
kat BAC bedzie wiekszy od troykata BAD,
w ktorym kat A iest ostry lub rozwarty. Pod-
stawa B A bedac wspélng, dwa troykaty BA C,
BAD sg iak wysokosci AC, ED; aze pro-
stopadta ED, iest krotsza od poeliytey AD,
albo iey rowney AC, wiec troykat BAD,
iest mnieyszy od troykata BAC.

ZADA-
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ZADANIE V.

Twierdzenie

Ze wszystkich wiel&bckéw ztozonych z
bokéw danych i iednego boku od upodobania,
wieloboje maximum tydzie ten, ktérego wszy-
stkie katy sa wpisane wpdt- obwod kota, w
ktorym bok niewiadomy iest srzednica.

Niech bedzie ABCDEF (fig. 175). nay-
wiekszy z wielobokdéw utozony* z bokéw da-
nych AB, BO, CD, DE, EF, i AF od
upodobania; poprowadzmy przekatne AD,
DF. Gdyby kat ADF niebyt prostym, za-
chowuige czeSci AB CD, DEF iakiemi sa,
powiekszaigc troykat ADF, powiekszyliby-
Smy caty wielobok, czynigc kgt ADF pro-
sami podtug zadania poprzedzaigcego ; lecz ten
wielobok powiekszonym bydz niemoze zprzy-
czyny, ze podiug przypuszczenia iuz doszedt
maximurn’ wiec kat AD F iuz iest katem pro-
stym. Co iest to samo z katami ABF,
ACF, AEF; wiec wszystkie katy A, B, C,
D, E, F, wieloboku maximum sg wpisane
wpobiobwdd kola, w ktérem bok nieoznaczo-
ny A.F iest srzednica.

Uwaga. Na okazanie ile iest sposobow
sktadania wieloboku z bokéw danych, i ie-
dnego od upodobania bedacego srzednica pot-’
obwodu kota, w ktérem inne boki sg wpisa-
ne uwazaymy, ze iezeli ta sama cieneiwa AB
(fig. 76.), obeymuie inki wykres$lone rézneini

pro-
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promieniami AC, AD, kat we srzodku opar-
ty lia tey cienciwie bedzie mnieyszy w kole
ktérego promien iest wiekszy. Jakoz kat AD O
= ACD 4-CAD (Zad.XXVII.K.Il.)," azatétm
ACD< ADO, podwoiwszy obie strony o-
trzymamy ACB*<ADB,

ZADANIE V.
Twierdzenie.

Jeden tylko iest sposob skitadania wielo-
boku AB CDEF zbokéw danych, i iednego
od upodobania bedgcego srzednicg poi-ob-
wodu kota, w ktérem inne boki sg wpisane.

Przypusémy (fig. 17A). obwd6d kota za-
dosy¢ czynigcy pytaniu * wzigwszy obwdd ko-
ta wiekszy, cienciwy AB, BC, CD it.d.
odpowiadaigc we srzodku obwodu kota ka-
tom mnieyszym; tych ostatnich summa bedac
mnieyszg od summy dwoéch kagtéw prostych,
ostateczne konce bokéw danych, niedosiegng
ostatecznych koncéw srzednicy: przeyclg ie,
gdy obwdd kota wezZzmiemy mnieyszy; wiec
wielobok 0 ktéry idzie, w ieden tylko obwod
kota wpisanym bydz moze.

Uwaga. Odmieniwszy od upodobania po-
rzadek bokéw AB, BC, CD it.d. srzedni-
ca i powierzchnia wieloboku zostang te same;
jakikolwiek bowiem bedzie porzadek tukéw
AB, BC it.d. byleby ich summa skladata
pot-obwod kola, wielobok bedzie zawsze tey

sa-
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samey powierzchni, gdyz bedzie rowny pot-
obwodowi kota mniey odcinki AB, B Ci t.d
ktérych summa zawsze iest ta sama.

ZADANIE VI.
Twierdzenie.

Ze wszystkich wielohokéw ztozonych z bo-
Icow danych, maximum iest ten, ktérego mo-
zna wpisa¢ w obwadd kota. (fig. 177).

Niech bedzie A 13C D E F G wielobok wpi-
sany, zas aocdefg wielobok niewpisany zto-
zony z bokéw réwnych, tak, ze AB — «O,
BC = oc it d powiadam, ze wielobok wpi-
sany iest wiekszy od wieloboku niewpisanego.

Poprowadziwszy srzednice E M, ztaczmy
AAT, MB; na ao= AB, wykresliwszy troy-
katamo— AMB, zigczmy em. Podtug za-
dania 1V, wielobok EFGAM, iest wiekszy
od wieloboku efgam, przynaymniey ze ten
ostatni niemoze bydz podobnie wpisany wpo61-
obwo6d kota, w ktorym bok era bytby srze-
dnicg, gdyz wtym przypadku (Zad. V). dwr
wieloboki bytyby rowne. Dla tey samey przy-
czyny wielobok EDCBM, iest wiekszy od
wieloboku edcom; wiec caty wielobok wpi-
sany EFGAMB CDE, iest wiekszy od ca-
tego wieloboku niewpisanego ejgamocde.
Odeymuigc z obu stron troykaty rowne A M B,
amor pozostanie wielobok ABCDEFG,
wiekszy od wieloboku niewpisanego aocdefge

Uwa-



Biblioteka Cyfrowa UJK
http://dlib¥a.ujk.edu.pl

Uwaga. DowiedlibySmy tu iafc W zada-
niu V, ze ieden tylko obwdéd kota mie¢ mo-
zna, azatém ze ieden tylko jest wielobok ma-
ximum zadosy¢ czynigcy pytaniu; a ten wie-
lobok bytby ieszcze tey samey powierzchni

zmieniwszy iakimkolwiek sposobem porzadek
iego bokdw.

zadanie VII.
Twierdzenie.

JUielobok foremny iest maximum, mie-
dzy wszystkiemi wielobokami isoperymetry-
cznemi, i ley samey liczby bolcow.

Poniewaz podiug twierdzenia Il. wielo-
bok maximum ma wszystkie boki réwne, za$
podiug twierdzenia poprzedzaigcego daie sie
wpisa¢ w obwo6d kota, wiec ten wielobok iest
wielobokiem foremnym.

ZADANIE VIII.
Twierdzenie przybrane.
kfr dwdéch obwodach Icol nieréwnycht
dwa katy w srzodku sg iak luki ie obeymu—
ig.ce dzielone przez promienie, (fig-178)e
To iest: kat C : O, :: _AB : D E.
AC DO
Promieniem OF = AC opisawszy tukF£r
obiety ramionami przedtuzonemi OD, OE,
bedziemy mieli (Zad. XVII. K. 11).
C:0 ::AB : FG
albo C:0: AB : FG-
TC FO
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z przyczyny za$ tukéw podobnych F G, DE
(Zad. XI. K. 1V).
FG : DE :: FO :DO;
wiec stosunek FG — DE
FO uo
azatem CcC:0 ::AB : DE.

AC 1)0

ZADANIE I1X.
Twierdzenie.

Z dwaoch wielobokéwforemnych iisoperyme-
trycznych, wielobok mctigcy wieksza liczbe bo-
kow, iest wielobokie/n netywiekszym, (fig. 179).

Niech bedzie potowa boku iednego wie-
loboku DE, O, iego srzodek, OE prostopadita;
AB potowa drugiego boku, C srzodek, CB
prostopadta. Srzodki O i C, lezac w odleg-
tosci iakieykolwiek O C, prostopadie OE,CB
niech idag w kierunku linij OC: wiec DOE,
ACB bedg pétkatami we srzodku wielobokdw,
i gdy te katy nie sg réwne,' linije OD, CA,
przedtuzone zbiegng sie w punkcie F ; z punk-
tu F spusciwszy naprzedtuzonglinijg OC pro-
stopadta FG; z punktow zas O i C iako ze
srzodkéw opisawszy tuki GI1, GH konczace
sie na bokach OF, CF. Podiug twierdzenia
poprzedzaiacego mamy

O :C::Gl : GH;

O0G CG
lecz DE iest do perymetru pierwszego wielobo-
ku, iak kat O do 4katéw prostych; AB iest do

pry-
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perymetru drugiego wieiobokti, iak kat C do4
katéw prostych; gdy perymetra wielobokéw
sa rowne, wiec

DE : AB :: O :C albo
DE : AB :»« GIl: GIL
OG CG

Mnozac poprzedniki przez O G, nastepni-
ki przez CG, bedziemy mieli

DE X OG : AB XCG : GI : GH;
lecz trpykaty podobne DO E, FO G daia.

OE : OG : DE :FG
zkad DEXOG--0OE XFG,
marny takze AB X CG— CB X F G, azatem
OE XFG : CB-XFG = GI : GF1,
albo OE :CB = GI1: GH.

Wi iec iezeli pokazemy, ze luk G 1 iest wiek-
szy od luku G H, prostopadta wietoboku OE
bedzie wiekszg od prostopadiey C B.

Wykre$lmy z drugiey strony linlj CF fi-
gure CR * réwng figurze CG g tak, ze CK —
CG,kat HCK.~ HC G, luk K, x=rc G ; linija
krzywa ik x G otaczaiac luk Ki G bedzie wiek-
szg od luku RHG (Zad IX.K.1V). Wiec xG
potowa iinij krzywey Ka;G iestwiekszaod I1G
potowy Inku KHG, wiec luk G1 iest wiekszy
od luku GH. Azatém prostopadta OE iestwiek-
sza od prostopadiey C B : dwa za$ wieloboki ma-
igce ten sam perymetc sa miedzy sobg iak ich
prostopadle (Zad. VIL iv. tVk) 5 wiec wielobok
maigcy zapotowe boku DE .iestwigkszy od wie-
toboku maigcegoza potowe boku AB, pierwszy
wielobok ma wiekszg liczbe bokéw, gdyz iego kat
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we srzodku iestinnieyszy; wiec z dwoch wielobo-
kow foremnych i isoperymetrycznych, wielobok
maiacy wieksziiliczbe bokow iest naywiekszy.
ZAD ANIE X
Tu>ierclzenie

Kolo iest wieksze od kazclego wielohoktt iso-
perymetrycznego. (fig. 180).

JuzeSmy dowiedli, ze ze wszystkich wielobo-
kow isoperymetrycznych, i teysamey liczby bo-
kéw, wielobok foremny iest naywiekszy; wiec
idzie tylko o poréwnanie kofa z wielobokiem
foremnym iakimkolwiek isoperymetrycznym.
Niech bedzie Al potowa boku tego wieloboku,
C iego srzodek. Niech bedzie w kole isopery-
metrycznem kat DGE — A CI, luk DE réwny
Al. Wielobok Q iest do kota 11, iak troykat
ACI do wycinka DOE; wiec bedziemy mieli

Q:R::|AIX CI:|DE X OE::CI:QE.
Poprowadziwszy w punkcie E, styczng E G
przeeinaigcg O D w punkcie G ; troykaty po-
dobne ACI, G OE daig proporcya

CIl:OE ::Al albo DE :G E, wiec
Q,,R ::DE :GE albo:DE X \OE :GE X i OE
gdy DE X |OE, iest miarg wycinka DOE,
za§ GE X |OE, iest miargtroykata G OE, i
gdy wycinek D O E iest mnieyszy od. troykata
G OE - wiec Q R, azatem kofo iest wieksze
©d kazdego wieloboku isoperymetrycznego.

Koniec Cze/ci Pierwszey.
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Kar. 9W~25zprzycieciaSiep. zprzeciecia sie
— 19— sSBAO~.BDA

- 22— 2 zatozoniu p. zatozenia
— ' 50— 8BE DE
— 50 — i4cienciny p. cienciwy

— s0— 27FG p. EG
52 25 go p. do

— 56— 21 cieniciwey p. cienciwy

— 64 czesto zamieni¢ 11 na n

— 89 — 18 linijg p. linijom

— g¢g5— B8 ACBD p. ABCD

— 101—19 weZmiymy p. wezmy

— 111 —m7 W tréykaty p. Troykaty
x12 w.calem Zad. XVI. E zamieni¢ na F

w Figurach

(fig.67.bis) namieyseii D potozy¢ C, namiey-'
sen za$ C, litere i).

(fig.64.i165.) zamiast AF p. AE

(fig. 128.) zamiast F p. E

(fig. 145.) ztaczyé linijg punkta Ai D

(fig. 174.) zamiast F p. E

(fig. 178.) zamiast OG p. OEG.
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R Ente:Hdikra. ubk Ade T 2 Y

w Czesci Pierwszey zawartych.

KSIEGA PIERWSZA.

Opisania - - - - -
Wyktad wyrazoéw i znakéw - -
Prawdy niepotrzebuigce dowodzenia
ZAD. . Wszystkie katy proste sg rowne
miedzy sobg fig. 16. - - -
ZAD. Il. Kazda linija prosta przecinaigca
druga linija prosta, sktada ztg ostatnig
dwa katy przylegte, ktérych summa iest
rowna dwom katom prostym, fig. 17. -
ZAD. Illl. Dwie linije proste maigce dwa
punkta wspoélne, zbiegng sie iednaz dru-
ga weatey swoiey rozciggtosci, i ztozg
iedne tylko i te same linijg prosta, fig. 20.
ZAD. IV. Jezeli dwa katy przylegte ra-
zem wziete skladaig dwa katy proste,
dwa ramiona zewnetrzne tych dwoch ka-
tow sg w linij prostey. fig. 21. - -
ZAD. V. Katy wwierzchotkach przeciw-
legte sg sobie rowne. fig. 22. - -
ZAD. VI. Dwa tréykaty sa rowne,,iezeli
dwa boki w iednym troykacie, rowne
dwom bokom w drugim troykacie obey-
muig miedzy soba kat réwny. fig. 24. -
ZAD. VII. W dwoch tréykatach, iezeli
dwa katy w iednym troykacie, sgréwne
dwom katom w drugim troykacie. i bok

10

11

12

19
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przylegty tym dwom katom wiednym
tréykacie, iestrowny bokowiprzylegte-
mu dwom katom w drugim troykacie,
te dwa troykaty przystang do siebie,
fig. 24. - — - - —
ZAD. VIII. W kazdym tréykacie, ieden
bok ktorykolwiek iest mnieyszy od sum-
my dwdch drugich bokéw, a wiekszy
od ich réznicy, fig. 24. - - -
ZAD. IX. Jezeli z punktu wzietego we-
wnatrz troykata, poprowadzimy dwie
linije do ostatecznych koncow iednego z
bokow tego tréykata, summatych dwoch
linij wewnetrzngch bedzie mnieysza od
summy dwdch drugich bokow troykata
te dwie linije obeymuiacych. fig.25. -
ZAD. X. Jezeli dwa boki wiednym troy-
kacie, sa rowne dwom bokom w tréy-
kacie drugim, i iezeli kat obiety bokami
troykata pierwszego iestwiekszy od ka-
ta obietego bokami troykata drugiego,
bok trzeci tréykata pierwszego bedzie
wiekszy od boku trzeciego trékata dru-
giego. fig. 26.27.28. - - -
ZAD. XI. Jezeli trzy boki wiednym tréy-
kacie , sg réowne trzem bokom w drugim
troykacie, te dwa troykaty bedg réwne
miedzy soba. fig. 24. - - -
ZAD. XIl. W tréykacie rowno - ramien-
1 nym> katy przeciwlegte bokom réwnym
sg rowne. fig. 29. - - ~ "
ZAD. XIII. Jezeli wtréykacie dwakaty sa

i3>

Ifi

18

19
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réwne, bokiprzeciwlegte tym katom be-
da réwne, i troykat bedzie rowno-ra-
mienny. fig. 3o. - - - - 20

ZAD. XIV. W troykacie z dwéch bokow
naywiekszy, iest przeciwleglty katowi
naywiekszemu; z dwéch zas katéw nay-
wiekszy, iest przeciwlegty bokowi nay-
wiekszemu. fig. 3i. - - - Si

ZAD. XV. Z punktu danego zewnatrz li-
nij prostey, iedne tylko prostopadte na
te linijg spusci¢ mozna. fig. 32. - - 22

ZAD. XVI. Jezeli przez punkt dany ze-
wnatrz linij prostey, spuscimy prostopa-
dtg na te iinijg, i poprowadz my linije
pochyte do réznych punktow linij pro-
stey daney: /720 Prostopadta bedzie li-
nija naykrolsza 2do Dwie linije pochy-
te wrrowney odlegtosci z obo stronpro-
stopadtey bedg sobie rowne.3ri0 Z dwéch
linij pochytych wzietych z ktoérey kol-
wdek strony prostopaditey, naydiuzsza,
naywiecey od prostopadiey bedzie od-
dalong. fig.33* - -

ZAD. XVII. Jezeli przez punkt Wziety na
srzodku linij prostey, podzieloney na
dwie czesci réwne, wyprowadzimy do
tey linij prostey prostopadig ¢ imo ka-
zdy punkt tey prostopadiey bedzie w
réowney odlegtosci od dwdch ostate-
cznych koncéw linij prostey: ¢dokazdy
za$ punkt niebedacy na prostopadteyf
bedzie w nieréwney odlegtosci od tych-
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ze ostatecznych koricow linij. fig. 34.

ZAD. XVIII. Jezeli we dwéch tréykatach
prostokatnych, przeciwprostokatna i bok
w iednym trdykacie, sg réwne przeciw-
prostokatney i bokowi odpowiadaigce-
mu w drugim tréykacie, te dwa tréy-
katy prostokatne beda réwne miedzy
soba. lig-35. < - -

ZAD. XIX. Jezeli dwie linije proste, sg
prostopadte do trzeciey linij prostey, te
dwie linije proste beda réwnolegle mie-
dzy soba, to iest: iz przedtuzone doia~
kieykolvyiek odlegtosci, nigdy sie z sobg
nieprzetng. (Opis. 12). fig.36. -

ZAD. XX. Jezeli zdwdch linij prostych,
iedna iest prostopadta do trzeciey linij
prostey daney, druga za$ z tg.trzecig
linijg dang sktada kat ostry, te dwie li-
nije proste dostatecznie przedtuzone
przetng sie. fig.36. - - -

ZAD. XXI. Jezeli dwie linije proste spu-
szczone na trzecig linijg prosta sktadaig
z ta ostatnig dwa katy wewnetrzne kté-
rych summa iest rébwna dwom kagtom
prostym, te dwie linije bedg réwnolegte
miedzy sobg. fig.37.bis. - - -

ZAD. XXII. Jezelidwie linije proste skia-
daig ztrzecia linijgprostg dwa katy we-
wnetrzne ktdrych summa bedzie tnniey-
szg od dwodch katow prostych; te dwie
linije dostatecznie przedtuzone, przetnag
sie. fig.37, - - - - -

24
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ZAD. XXIIl. Jezeli dwie linije rownole-
gte sg przeciete odtrzeciey linij prostey,
summa katéw wewnetrznych iest réwna
dwdém katom prostym, fig. 38. - -

ZAD. XXI1V. Jezeli dwie linije sa rownole-
gte do linij trzeciey, te dwie linije sg
rownolegte miedzy sobg. fig. 3g. -

ZAD. XXV. Dwie rownolegte, w kazdym
punkcie sg wréwney od siebie odlegto-
§ci. fig.40. - - - - -

ZAD. XXVI. Jezeli ramiona iednego ka-
ta, sg réwnolegte do ramion kata dru-
giego, i lezg w tym samym kierunku, ka-
ty temi ramionami obiete beda réwne.
fig. 41. _ - - -m -

ZAD. XXVII. W kazdym troykacie sum-
ma trzech katéw iest rowna dwom ka-
tom prostym, fig. 42. - — -

ZAD. XXVIIl. W kazdym wieloboku sum*-
ma wszystkich katow wewnetrznych iest
rowna tyle razy dwém katom prostym,
ile iest iednostek w liczbie bok6éw mniey
dwoma. fig. 43. - - - -

ZAD. XXIX. W réwnolegtoboku, boki i
katy przeciwlegte sgréwne. fig. 45. —

ZAD. XXX. Jezeli w czworoboku, boki
przeciwlegte sgréwne, boki te bedg mie-
dzy sobg rownolegte, a figura bedzie
rownolegtobokiem. fig. 45. - -

ZAD. XXXI1. Jezeli wczworoboku, dwa
boki przeciwlegte sg réwne i rownole-
gte, drugie dwa boki tego czworoboku

32
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beda rowne i rownoleg e, i czworobok
bedzie réwnolegtobokiem. fig. +> -
ZAD. XXXIl. W kazdym réwnolegtobo-
ku, dwie przekatne przecinaig sie na
dwie czesci rowne. fig. 45,bis. - -

k s i e g a ii.
Opisania - - - - -
ZAD. |. Kazda srzednica dzieli kolo i ob-
wod kota na dwie czesci rowne. fig. 4g.
ZAD. Il. Kazda cienciwa iest mnieysza od
srzednicy. fig.49. - _ 1 -
ZAD. Ill. Linija prosta w dwoch tylko
punktach przecig¢ moze obwdd kota N
ZAD. IV. W temsamem kole albo w dwoch
kotach réwnych, katy (ktérych wierz-
chotki sg we srzodku kota) rowne, obey-
muig na obwodzie tuki réwne; i na od-
wrét, iezeli tuki na obwodzie kota sg
rowne katy we srzodku kota beda,takze
réwne. fig. 61. - ~ -
ZAD.V. W iednem kole, Iubwdwoch ko-
tach réwnych, tuki réwne obcymuig
cienciwy rowne; cienciwy zasrowne o-
beymuiag tuki réowne. fig. 50. - -
ZAD. VI. W tem samem kole, albowko-
tach rownych, (biorgctukimnieyszeod
pétobwodu kota), tuk wiekszy iest obje-
ty wiekszg cienciwa, tuk zas mnieyszy
obiety cieficiwa mnieysza. fig. 50. -
ZAD. VII. Promien, prostopadty do cien-
ciwy, dzieli te cienciwe itnk tg cienciwg
obiety nadwie czescirowne. fig.5i. -
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zace na iedney linij prostey, ieden tyl-
ko obwdéd kota poprowadzi¢ mozna
fig. 52. ‘ ” “ ~ -
ZAD. IX. Dwie cienciwy réwne sagw ro-
wney odlegtosci od srzodka kota;z dwéch
za$ cienciw nieréwnych, naymnieysza,
iest od srzodka kota nayodlegteysza.
fig. 53. r
ZAD. X. Prostopad’fa prowadzona do o-
statecznego konca promienia bedacego
na obwodzie kota, iest styczng do tego
obwodu, fig. s4. - - - -
ZAD. Xl. Dwie linije rownolegte, odci-
naig na obwodzie kota luki rowne. fig.
55.ifig. 56. - - - - -
ZAD XII Jezeli dwa obwody két przeci-
naig sie w dwdch punktach, linija prze-
chodzaca przez srzodki tych dwobh ob-
wodow , bedzie prostopadta do. cienci-
wy, tgczacey punktaich przecieé, i dzie-
li¢c bedzie te cienciwe na dwie czesci
rowne. fig. 5y=ifig. 58. - - -
ZAD. X111, Jezeli odlegto$¢ dwoch srzod-
kéw iest mnieysza od summy promieni,
i iezeli promien naywiekszyiestmniey-
szy od summy z promienia liaymniey-
szego i odlegtosci srzodkéw, dwa kota
przetna sie. fig.sj. 58. - - -
ZAD. XIV. Jezeli odlegtos¢ srzodkow
dwoch két iest réwna summie ichpro-
mieni, te dwa kota zetkng sie zewne-
trznie. fig. 6g. - - - -
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toiestodcinek ktoryby obeymowat wszy
stkie katy w wen wpisane, réwne kato-

wi danemu C. fig- 88.1i 8g. - - go
Zagad. £VII. Znalesé stosunek liczebny

dwoch linij prostych danych, maigeych

miedzy sobg miare wspdélng, fig.90. - 81

Zagad. XVI1II. Dwa katy bedac dane, wy-
nales¢ ich wspdlng miare, a z tad ich
stosunek w liczbach, fig. 91. - - 83

KSIEGA iii.
Opisania - - - - 85

ZAD. I. Réwnolegtoboki maigce podsta-
wy réwne i wy sokosci rowne, sgrowno-

wartuigce. fig. 96. - - - - 87
ZAD. Il. Kazdy tréykat iest potowa roé-

wnolegtoboku tey samey podstawy, itey

samey wysokosci, fig. 98.98. bis - 89
ZAD. Ill. Dwa prostokaty tey samey wy-

sokosci, sa miedzy sobg iak podstawy.
0, * “ e e
ZAIS. IV*  Dwa iakiekolwiek prostokaty,
Si miedzy sobg, iak wieloczyny z pod-
staw przez wysokosci, fig. 101, - - 93
ZAD. V. Pole iakiegokolwiek réwnole-
gtoboku, iestrowne wieloczynowi z pod -
stawy przez wysokos¢, fig. 97- ~ -96
ZAD. VI. Pole troykata iest réwne wie-
loczynowi z podstawy przez potowe Wy-
tsokosci. fig. io4. - - ~ - 97.
ZAD. VII. Pole trapeza, iest réwne wy-
sokosci, mnozoney przez potowe sum-

91
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my podstaw rownolegtych, fig. io5. - 98
ZAD. VIIl. Podzieliwszy linijg na dwie
czesci, kwadrat z catey linij, obeymo-
wac bedzie kwadratziedney czesci, wie-
cey kwadrat z czesci drugiey, wiecey dwa
razy wziety prostokat z dwoéch czesci li-
nij podzieloney. fig. 106. - - - 100
ZAD. IX. Jezeli linija iest r6znicg dwodch
drugich, kwadrat wyniesiony na rézni-
cy ,obeymowacé bedzie kwadrat z iedney
linij, wiecey kwadrat zdrugiey, mniey
dwa razy wziety prostokat z dwéch linij
danych, fig. 107. - - - - 102
ZAD. X. Prostokat zrobiony na summie
i r6znicy dwoch linij, iest rowny rézni-
cy kwadratéw tych dwéchlinij. fig. 108. io4
ZAD. XI. Kwadratzprzeciw-prostokat-
ney, iest rowny summie kwadratéw z
bokow kat prosty obeymuigcych. fig. 109. i©4
ZAD. XIl. W tréykacie biorac kat ostry,
kwadrat z przeciw -ostrokatney, iest
mnieyszy od summy kwadratow z bokdéw
ten kat obeymuiacych; i iezeli spuscimy
prostopadtg na ieden z bokéw kat ostry
obeymuigcych, rdznica bedzie réwna
podwdéynemu wieloczynowi zboku na
ktory spuszczona prostopadia, przez
odcinek przyleg’fy kqt0W| ostremu,
fig. 110. - - - jor,
ZAD. XIIl. W trboykacie iezeli wezmiemy
kat rozwarty, kwadrat zprzeciw - roz-
Wartokatney iest wiekszy od summy
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kwadratow zbokéw ten kat obeymuig-
cychj i iezeli spuscimy prostopadig na
ieden z bokow kat rozwarty obeymuig-
cych, roéznica bedzie réwna podwodyne-
mu wdeloczynowi zboku na ktéry spu-
szczona prostopadta przez odcinek przy-
legty katowi rozwartemu, fig. 111. -
ZAD. XIV. W troykacie, poprowadziw-
szy z wierzchotka linijg prostg na poto-
we podstawy, summa kwadratéw zbo-
kow kat w wierzchotku obeymuigcych,
iest rowna dwa razy wzietemu kwadra-
towi z linij na srzodek podstawy spro-
wadzoney, wiecey dwa razy kwadrat z
potowy podstawy, fig. 112. - -
ZAD. XV. W troykacie, linija réwnolegta
do podstawy, dzieli boki proporcyonal-
nie. fig. u 4. - -, - -
ZAD. XVI. Linija, przecinaigcabokitroy-
kata proporcyonalnie, iest rownolegta
do podstawy, fig. 116. - - -
ZAD. XVII. W tréykacie, linija dzielaca
kat na dwie czesci rowne, podzieli pod-
stawe na dwa odcinki proporcyonalne
bokom przylegtym, fig. 117. - -
ZAD. XVIIl. Dwa troykaty réwnokatne
maig boki odpowdadaigce proporcyonal-
ne, i sg podobne. fig. lig. - -
ZAD. XI1X. Dwa tréykaty maigce boki od-
powiadaigce proporcyonalne, sg rowno-
katne i podobne. fig. 120. - -
ZAD. XX. Dwa troykaty maigce kat ro-
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wny obiety bokami proporcyonalhemi,
sa podobne, fig. 122. - 117
ZAD. XXI. Dwa troykatymaigce boki od-
powiadaigce rownolegte, albo prosto-
padte, sg podobne. fig*123. - - 118
ZAD. XXII. Linije prowadzone od upodo-
bania przez wierzchotek tréoykata, dzie-
la podstawe, i linijg rownolegtg do pod-
stawy proporcyonalnie. fig. 125. - 120
ZAD. XXIIl. W tréykacie prostokgtnym,
spusciwszy prostopadiag z kata prostego
na przeciw-prostokatna: fig. 126. nno
Dwa troykaty czastkowe ztgd powstaig-
ce, sg podobne do siebie, i do troykata
catkowitego. 2do Kazdy z bokow kat
prosty obeymuigcych, iest srzednio-pro-
porcyonalny miedzy przeciw-prostokat-
ng, i odcinkiem iemu przylegtym. 5io
Prostopadta, iest srzednig- proporcyo-
nalng miedzy odcinkami przeciw - pro-
stokéitney - - - - - 121
ZAD. XXIV- Dwa troykaty maigce kat ro-
wny, sg iak prostokaty z bokéw kat ro-
wny obeymuigcycfi. fig. 128. - -125
ZAD. XXV. Dwa tréykaty podobne, sa
miedzy sobg iak kwadraty zbokéw od-
powiadajacych. fig. 122. - - - 124
ZAD. XXVL Dwa wieloboki podobne,
sktadaig sie z tey samey liczby troyka-
tow podobnych, i podobnie roztozo-
nych. fig. 129. - 225
ZAD. XXVII. Perymetra wielobokéw po-
dobnych, sa iak boki odpowiadajgce, %
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samych bokéw. fig. 129. wa - -

ZAD. XXVIII. CzeSci dwoch cienciw prze-
cinajacych sie wewnatrz obwodu kota,
sg odwrotnie proporeyonalne. fig. i5o.

ZAD. XXIX. Z punktu wzietego zewnatrz
obwodu kota, poprowadzone dwie sie-
czne konczace sie wewnatrz obwodu,
sg odwrotnie proporeyonalne do czesci
zewnetrznych, fig. 13.1. - - -

ZAD. XXX. Z punktu wzietego zewnatrz
obwodu kota, poprowadzone styczna,
i sieezna; styczna bedzie srzednig pro-
porcyonalng miedzy sieczng, i iey cze-
8cig zewnetrzng., fig. i3s. - -

ZAD. XXXI. W troykacie, podzieliwszy
kat linijg prosta na dwie czesci réwne,
prostokat z bokow ten kat obeymuiga-
cych, iest réwny prostokatowi z odcin-
kow boku trzeciego, wiecey kwadrato-
wi z linij kat dzielgcey. fig. i05. -

ZAD. XXXIIl. PrzepusSciwszy przez trzy
wierzchotki troykata obwod kota, pro-
stokat z dwéch bokow, iest réwny pro-
stokatowi ze srzednicy, przez prosto-
padtg spuszczong na bok trzeci troyka-
ta. fig. 134. - - - - -

ZAD. XXXIIl. W czworoboku wpisanym
w obwdd kota, prostokat zdwdch prze-
katnych, iest réwny summie prostoka-
tow z bokow przeciwlegtych. fig. i35.

ZAD. XXXIV. Obrawszy punktwewnatrz
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obwodu kofa, P, (fig. 156). iezeli Wez-

miemy drugi Q zewnqtrz na przedtuze-

niu promienia CA, tak ze CP:CA:: CA
;CQ; i iezeli z punktu jakiegokolwiek

M, wzietego na obwodzie, poprowa-

dzimy do tych punktow linijeMP, MQ,

te bedg w stosunku nastepmacym MP
:QMI:AP:AQ. - - - - i34

Zagadnieniawzgledne do Ksiegi trzeciey - i55
Zagad. |. Podzieli¢ linijg prostg dana na
tyle czesci rownych na ile bedziemy
chcieli, albo na czesci proporoyonalne

linijjom danym. fig. 137. - - - i35
Zagad. Il. Znale$¢ czwartg proporcyénal-

ng do trzech linij danych A,B,C. fig.isg. 36
Zagad. Ill. Znales¢ srzednig proporcyo-

nalng miedzy dwiema linijami danemi

A, B. fig. 140. - — - - i37

Zagad. IV. Podzieli¢ linijg dang AB, na
dwie czesci tak, aby cze$¢ naywieksza
byta srzednig proporcyonalng miedzy
calg linijg i czesdcig draga. fig. i4i. - 138

Zagad. V. W kacie BCU, przez punkt
dany A, poprowadzi¢ linijg prostg BD,
tym Sposobem azeby czeSci AB, AD,
obiete miedzy punktem danym A, i dwo-
ma ramionami kata danego B QD , by-
ty réwne. fig. i42. - - - 159

Zagad. VI. Zrobié kwadrat rowno -war-
tuigcy rownolegtobokowi, albo troyka-
towi danemu, fig. i143. - ~ ~
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wystawi¢ prostokat AD E X, rowno-
wartuigcy prostokgtowi danemu ABE C. 141
Zagad. VIII. Znalésé¢ w linijach stosunek
prostokatu z dwéch linij danych A, B;
do prostokatu z dwoéeh linij danych C,
D. fig. i48. - — — — — 41
Zagad. IX. Znales¢ w linijach stosunek
wieloczynu z trzech linij danych A, B, C,
do wieloczynu z trzech linij danych P,
Q, R. 149. - ida
Zagad. X. Wykreshctroykqtrowno war-
tuigcy wielobokowi danemu, lig. i46. 142
Zagad. XI. Woykresli¢ kwadrat réwny
summie, albo réznicy dwoch kwadratéw
danych, lig. 147. - - - - 143
Zagad. XIl. Wykresli¢ kwadrat, ktéry
bedzie do kwadratu danego ABCD,
iak linija M, do N. lig. i5o0. - - 144
Zagad. XIIl. Na boku FG, odpowiadaig-
cym bokowi AB, opisaé wielobok po-
dobny wielobokowi danemu AB CD E.
fig. 129. - - - 145
Zagad. XIV. Maigc dane dWle figury po-
dobne, wykresli¢ figure podobng réwna
ich summie, albo réznicy, fig. 129.bis. 45
Zagad. XV. Wykresli¢ figlre podobnag
figurze daney, w stosunku iak M do N. 46
Zagad. XVI. Wykresli¢ figure podobnag
figurze P, i rownowartuigca figurze Q.
fig. i 5i. i47
Zagad. XVII. Wykresli¢ prostokatréwno-
warta-
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Wartuigcy kwadratowi danemu C, i kt6-
regoby boki przylegte czynity summe
dang AB. fig. 15a. - idy
Zagad. XVIII. Wykreslié¢ prostokat rowno-
wartuigcy kwadratowi C,ktéregoby bo-
ki przylegte mialy miedzy sobg rézni-
ce dang AB. fig. 155. - - - i48
Zagad. XIX. Znale$¢ miare wspdlng iezeli
iest, miedzy przekatng i bokiem kwa-

dratu. fig. i54. - - - —\i4g
k siega V.

Opisanie - - - — - 162
ZAD. I. Dwa wieloboki foremne ztg sa-

ma liczbg bokéw, sg dwie figury po-

dobne. fig.i55. - - -, - 152
ZAD. Il. Kazdy wielobok foremny moze

bydz wpisany w obwdd kota, i obwodem

kota opisany fig. 156. - - - i53
ZAU. Ill. Wpisa¢ kwadrat w obwod ko—

ta dany. fig. 157.- - - - 155

ZAD. IV. Whpisa¢ szesciobok foremny i
troykat réwnoboczny w obwéd kota da-
ny. fig. i58. - - - - 1Iss
ZiYD. V. W koto dane, wpisac dziesiecio-
bok foremny, pieciobok, i pietnaslobok.
fig. i5g. - - - - - 157
ZAD. VI. Bedac dany wielobok foremny
ABCDEF, wpisany w obwdd kota,
opisa¢ na tymze samym obwodzie wie-"
lobok podobny danemu, fig. 160. - 169
ZAD. VII. Polewieloboku foremnego iest
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réwne iego perymetrowi rozmnozone-
mu przez potowe promienia kola wpi-
sanego. lig. 160. - - - - 162
ZAD. VIIl. Perymetrawielobokéw forem-
nych tejr samey liczby bokéw sgiak pro-
mienie k6t ©pisanych, i iak promienie
kot wpisanych j ich za$ powierzchnie iak
kwadraty z tych samych promieni, fig.
161.- ~ ~ - - 160
ZAD. IX. Kazda Imua krzywa, albo wie-
lobok, otaczaigce od iednego do dru-
giego konca linijg Wypuklsg AMB, sa
dtuzsze od linij otoczéney. fig. 162. — 64
ZAD. X. Maigc dane dwa obwody kot
odsrzodkowe, mozemy zawsze w ob-
wod kota wiekszy wpisa¢ wielobok fo-
remny , ktérego boki niedotkng sie ob-
wodu kota mnieyszego; na obwrodzie
zas kota mnieyszego opisa¢ wielobok io-
remny, ktérego boki niedotkng sie ob-
wodu kota wiekszegej tak, Zzewiednym
i drugim przypadku, wieloboki zam-
knigte bedg miedzy dwoma obwodami
kot. fig. 164. - - - 165
ZAD. XIl. Obw ody k6t sg iak promienie,
a ich powierzchnie iak kwadraty z pro-
mieni. fig. i65. - - - - 167
ZAD. XIl. Powierzchniakotaréownawie-
loczynowi zobw”odu przez potowe pro-
mienia fig. 167. - - - - 170
ZAD. XIIl. Maiac dane powierzchnie,
wieloboku foremnego wpisanego, i wie-
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loboku podobnego opisanego, wynalesc
powierzchnie wielobokéw foremnych
wpisanych i opisanych z podwoyna li-
czba bokow. fig. 169. - - -
ZAD. XI1V. Znale$¢ stosunek zblizony ob-
wodu koté do srzednicy. - -
ZAD. XV. Troéykat ACB, iestréwno-
wartuigcy tréykatowi D C F maiacemu
ten sam kat C, i ktérego bok CF réwny
CD, iestsrzednio-proporcyonalny mie-
dzy CAiCB. Nadto, iezeli kat CAB,
iest katem prostym, prostopadta CE,
spuszczona ha podstawe trdykata ro-
wnoramiennego, bedzie srzednig pro-
porcyonalng miedzy bokiem CA, i po-
towg summy z bokéw CA, CB. fig. 170.
ZAD. XVI. Znale$¢ obwdd kota réznici-
cy sie tak mato od wieloboku foremne-
go danego, iak bedziemy chcieli. fig. 171.

Dodatek do Ksiegi IV.
Opisania - - - -
ZAD. I. Miedzy wszystkiemi tréykatami
tey samey podstawy, i tego samego pe-
rymetru, troykat maximum iest ten, w
ktérym dwa boki sg réowne. fig. 172. -
ZAD. Il. Miedzy wszystkiemi wieloboka-
mi isoperymetrycznemi, i tey samey li-
czby bokow, wielobok maigcy boki ré-
wne iest maximum, fig. 173. - -
ZAD. lll. Ze wszystkich tréykatow po-
wstaiacycli z dwoch bokéw danych, ro-

170

i75

177

178

182

182

i85
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biac miedzy niemi kat od upodobania,
maximum iest ten, w ktérym dwa boki
dane czynig kat prosty. - - - 184
ZAD. IV. Zewszystkich wielobokéw zto-
zonych z bokéw danych i iednego boku,
od upodobania, wi -lobokmaximum be-
dzie ten, ktérego wszystkie katy sg wpi-
sane w p6t-obwod kota, w ktérym bok
niewiadomyr iest srzedmca. tig. 170. - i85
ZAD. V. Jeden tylko iest sposdb skiada-
nia wieloboku AB CD EF zbokéw da-
nych, iiednego od upodobaniabedace-
go srzednicg p6t - obwodu kota, w kté-
rém inne boki sg wpisane, fig. 17b. - 186
ZAD. VI. Ze wszystkich wielobokow zto-
zonych z bokow danych, maximum iest
ten, ktérego mozna wpisa¢ w obwaéd ko-
ta. lig. 177. .- - - - 187
ZAD. VII. Wielobok foremnyliest maxi-
mum , miedzy wszystkiemi wielobokami
isoperymetrycznemi, i tey samey liczby
bokéw. - - . - - 188
ZAD. VIII. W dwoch obwodach kot nie-
rownych, dwa katy w srzodku sg iak
tuki ie obeymuiace dzielone przez pro-
mienie. hg. 178. - - - -188
ZAD. IX. Z dwdch wielobokéw forem-
nych i isoperymetrycznych, wielobok
maigcy wiekszg liczbe bokow, iest wie-
lokokiem naywiekszym, lig. 179. - 189
ZAD. X. Koto iestwieksze od kazdego wie-
toboku isoperymetryczneg«?. hg. 180. - 191
Y K oui &c\
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