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P R Z E M O W A .

n  . . . ,
-■-'la iakich pobudek, i w  iakich chęciach o-’ 

¿mieliłem się w  roku zeszłym ogłosić dru­

kiem Początki Arytmetyki ; dta tych samych 

pobudek, i w tych samych chęciach dzisiay 

przy pomocy S z a n o w n y c h  R o d a k ó w  w y - 
daię na iaw obecne dzieło pod tytułem: P o­

czątki Geometryi. W  ogólnym iego rozkła­

dzie trzymałem się po naywiększey części sła­

wnego Geometry Francuzkiego Legendre (*) 

{którego*dzieła sprawiedliwie we Francyi i in­

nych Kraiach za elementarne uznano), od­

miany zaś i dodatki w nióm poczynione od­

dawszy pod Sąd Ł a s k a w y c h  C z y t e l n i ­

k ó w ,  kończę słowami B io ta , (**) „  Si les 

„  personnes qui se serviront de mon ouyrage 

„  veulent encore m’ honorer de leurs remar-

„  ques,

(*) A. M. Legendre membre de 1’ institut et de la lé­
gion d’ honneur, de la société royale de Lon­
dres, etc.

(**) Traité élémentaire <P Astronomie Phisique par 
J- B. B io t, membre de l ’ institut de Franee, etc.
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„  ques, je les recevrai avec reconnaissannce, 

„  persuadé qu’ un livre élémentaire ce devient 

„  jamais bon qu’ à force de le corriger. “

Pisafem w  Kielcach dnia 5o. Kwietnia 

roku 182?. j ,  s,

‘ Wincenty Karczewski, 
Prof. Pierw. Z. w  S. W .K ,

f
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P O C Z Ą T K I

G E O M E T R Y  I

CZĘSC P I E R WS Z A
O b e y m u i ą c a  f i g u r y  p ł a s k i e ,  c z y l i  

w y k r e ś l o n e  na  p ł a s z c z y ź n i e  >

k s i ę g a  p i e r w s z a .

, P o c z ą t k i.

O p i s a n i a .

k Przedm iotem  Geomełryi, iest wymiar roz-v 
ciągłości- rozciągłość ma trzy rozmiary; 
długość3 szerokość 3 i wysokość.

I. L in ija , iest długość bez szerokości. Os ta-* 
teczne końce linii nazywaią się punktanji: 
punkt zatem niema rozciągłości.

A ‘ HI. U -
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III. L inija  prosta  ie's.t drogą naykrótszą zie^ 
dnego punktu do drugiego.

IV. Każda linija, która nie iest prostą, ani zło­
żoną z linij prostych, iest łiniją krzywą. 
W  ięc A B  (fig. i . ) linija prosta; Ą C D B ,  po­
łamana, czyli złożona z linij prostych; zaś 
A E B  linija krzywa.

y .  Powierzchnia, iest to długość i szerokość, 
bez wysokości czyli grubości.

VI. Płaszczyzna , iest powierzchnią, na któ- 
rey biorąc od upodobania dwa punkta, i łą ­
cząc ie liniją prostą, ta linija całkiem leży na 
powierzchni.

VII. Każda powierzchnia, która nie iest p ła­
szczyzną, ani złożoną z powierzchni pła­
skich , iest powierzchnią krzywą.

VIII. B ry ła , albo ciało ? ma trzy rozmiary 
rozciągłości.

IX. Skoro dwie linije proste C A , B A , (fig. 2.) 
przetną się, ilość większa lub mnieysza o 
którą są oddalone iedna od drugiey, co do 
ich położenia nazywa się kątem; punkt prze­
cięcia się: A , wierzchołkiem kąta , linije zaś 
C A , B A  tego kąta ramionami.

K ąt oznacza się, albo przez literę wierz­
chołka A , albo przez trzy litery B A C ,  
C A B , stąraiąc się zawsze kłaść literę wierze 
chołka we srzodku. K ą ty , równie iak wszy­
stkie inne ilości, można dodawać, odcią­
gać, mnożyć, dzielić: kąt np. D C E  (fig.21). 
iest summą dwóch kątów U C B , B C E ; kąt
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D C B , iest różnicą dwóch kątów D  CEL 
B C E .

X. Gdy linija prosta B A , przetnie liniją pro­
stą C D , (fig. 3.) tym sposobem, źe kąty 
przylegle  B A C ,  B A D ,  będą miedzy sobą 
równe, każdy z tych kątów nazywa się ką­
tem prostym, linija zaś B A ,  prostopadłą 
na C D .

XI. Każdy kąt C A B ( fig, 4.) mnieyszy od ką­
ta prostego, nazywa się kątem ostrym', ka— 
dy kąt D D F ,  większy od kąta prostego, 
nazywa się kątem rozwartym.

XII. Dwie linije, położone na tey samey pła­
szczyźnie, i przedłużone w iakimkolwiek kie­
runku, i do iakieykolwiek długości, gdy nie— 
przecinani s ię , te dwie linije nazyw aią się 
rów/ioległemi (fig. 5). ' ,___ ^

XAI. - L̂8 ura p laska , iest płaszczyzną, ogra­
niczoną ze wszech #tron lihijami.

Jeżeli linije są proste, przestrzeń niemi 
zamknięta, nazywa się figurą prostokreslną, 
albo wielobokiem zaś linije same razem, 
wzięte, składaią perimetr wieloboku (fig. 6).

XIV. W iełobok, składaiący się z trzech boków 
iest nayprostszy ze wszystkich wieloboków,
1 nazywa się tróykątem y ze czterech zaś bo-, 
kow czworobokiem • z pięciu pięciobokiem 
1 t, d.

XV. iró y k ą t, maiący trzy boki równe, na-» 
żywa się tróykątem równobocznym (fig.7) ;  
trójkątem równo -r(imiennym, tróykąt, któ-

A 2 iego
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*\ego dwa tylko boki są równe (fig. 8.); tróy+ 
kątem zaś równobocznym, którego wszystkie 
trzy boki są nierówne ( fig. 9).

XVI. T róykąt, maiący ieden kąt prosty, na~ 
.zyw a się tróy kątem prostokątnym (fig. 10); 
bok przeciwległy kątowd prostemu, nazywa 
się przeciwpr ostek ątną. Tak w tróykącie 
prostokątnym B A C ,  kąt prosty iest A , zaś 
przeciwprostokątną B C .

XVII. Kwadratem , nazywa się czworobok, 
maiący boki równe i kąty proste (fig. 11).

Prostokątem, nazywa się czworobok 
maiący boki nierówne, lecz , kąty proste
(fig. 12). \ '— -----

Równoległobokiem, naZywa się czwo­
robok maiąc}r boki sobie przeciwległe, ró­
wnoległe ( fig. i 3 ).

Kwadratem ukośnym, czworobok, ma­
iący boki r.ówne, chociaż kąty nie są proste 
(f ig. i '4 ).

Nakoniec Trapezem, nazywa się czwo­
robok, którego dwa tylko boki są równole­
głe (fig. 15 ). *

XVIII. Przekątną , nazywa się linija prosta r 
łącząca wierzchołki d wóch kątów nieprzy- 
ległych. Naprzykład A C  ( fig. 45 b is) iest 
przekątną.

XIX. fPieiobok równoboczny iest ten, którego 
wszystkie boki są równe; zaś wielobok ró-  
wnokątny, którego wszystkie kąty są równe.

XX. D wa wieloboki są równoboczne między
SQ-
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sobą, skoro boki, umieszczone w  tym samym 
porządku, postępując ich perunetrami w  tym 
samym kierunku, iednego, są równe bo­
kom drugiego; to iest: bok pierwszy iedne­
go , iest równy bokowi pierwszemu drugie­
go, drugi bok pierwszego wieloboku, dru­
giemu bokowi drugiego, trzeci trzeciemu i 
t. d. A z tąd rozumiemy, co znaczą dwa. 
wieloboki równoką tjie między sobą.

W y li  ad wyrazów i znaków. /
A xiom a , iest to prawda niepotrzebuiąca 

dowodzenia; iest to zadanie samo przez się wi­
doczne.

Twierdzenie, iest to prawda; «taiąca się 
•widoczną za pomocą rozumowania, nazwane­
go dowodzeniem.

Zagadnienie? iest to pytanie wymagaią- 
ce rozwiązania.

Twierdzenie przybrane, iest to prawda 
używana do dowodzeń, lub rozwiązania zaga­
dnień.

Imie pospolite zadanie, rozciąga się bez 
różnicy do twierdzeń, zagadnień, i twierdzeń 
przybranych.

Winiosek; iest to wniosek w ypły walący 
z wielu zadań.

Uwaga; iest to uWaga nad iednem albo 
Wielu zadaniami poprżldzaiącemi, usiłująca po­
kazać ich związek, użyteczność, zwięzłość, lub
rozwlekłość.

P rzy
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Przypuszczenie; iest to przypuszczenie 
bądź w  wyrażeniu zadania, bądź w  ciągu do­
wodzenia. * .

Znak =  > iest znakiem równością więc w y­
rażenie A ”  B , znaczy, źe A iest równe B.

Dla wyrażenia że A iest większe od B , pi­
sze się A >  B.

Dla wyrażenia zaś źe A  iest mnieysze od 
B  piszę A  <  B.

Znak -f- wymawia się wiecey, i wskazu- 
iepodaw anie.

Znak — • wymawia się mniey, i wskazuie 
odciąganie: więc A -f- B , oznacza summę ilo­
ści A i B ; zaś A —  B , ich różnicę , czyli co 
pozostaie po odciągnieniu B od A. Podobnie 
A  —- B -f- C , albo - A  -f- C —  B , znaczy, że 
A  i C powinny bydź dodane razem, a od wszy­
stkiego B powinno bydź odciągniętem.

Prawdy niepotrzebuiące dowodzenia (Axioma)
1. D w ie ilości, równe trzeciey, są równe 

między sobą.
2. Całość iest większa od swoiey części.
5. Całość iest równa summie części na które 

została podzieloną.
4. Z iednego punktu do drugiego, iednę tyl­

ko liniję prostą prowadzić można.
5. Dwie wielkości, linija, powierzchnia, al­

bo bryła są równe; skoro przyłożone ie- 
dna do drugiey przystaią do. siebie w ca- 
łe y  swoiey rozciągłości.

Z A -
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Z A D A N I E  P I E R W S Z E

T w i e r  d z e n i  e.

Ttrszystkie kąty proste są równć. miedzy 
solą. (fig. 16).

Niech będzie linija prosta D C , prostopa­
dła na A B , i linija H  G , prostopadła na E F  ; 
powiadam ze kąty D C  A , H G E ,  będą rów­
ne między sobą.

W eźmijmy cztery odległości równe A C , 
C B , D p ?  G F ; odległość A B , będzie róania 
odległości E F ,  i liniją E F  można położyć na 
linij A B  tym sposobem, źe punkt E padnie 
na punkt A , punkt zaś F  na punkt B. T e  
dwie linije tak położone zbiegną się całkiem 
iedna z drugą, bez czego byłyby dwie linije 
proste z A do B , co bydź niemoże ( Axio. 4); 
więc punkt G , srzodelć linij E F ,  padnie na 
punkt C , srzodek linij A B . Gdy linija E G  
przystaie także do linij A C , mówię że linija 
H G , padnie i przystanie do linij D C ;  przy­
puśćmy, że pada na liniją K  C odmienną od li-
mj D C ;  ponieważ z przypuszczenia mamy że 
k ą t:

E G H  =  H G F  
potrzeba, ażebyśmy mieli kat 

K C A  —  K  C B
lecz kąt

K C A  >  D C A  
&adto kąt /

D C A  =  D C B
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źas kąt
D C B  >  K C B

więc kąt
K C A  >  K C B ,

a zatem linija H G niepadnie na linija K  C od­
mienną od linij D C , więc padnie na D C , i 
kąt H G E  na kąt D C A y więc wszystkie kąty 
proste są równe między sobą.

W  niosek. Przez ten sam punkt C , dany 
na linij A B , , niemożna wyprowadzić dwóch 
prostopadłych do tey linij: ponieważ gdyby 
C D , C K ,  b yły  temi 4wierna prostopadłemi, 
kąt D C B  byiby prostym równie iak kąt K C B ,, 
Cczęść byłaby równa całości.

Z A D A N I E  II.

T w i e r d z e n i e

Każda linija prosta, przecinaiąca dru­
gą liniją prostą , składa z/ą osia/nią dwa ką­
ty przylegle, k órych summa iest równa dwom 
kątom prostym, (fig. 17),

Z punktu C wyprowadźmy do A B  pro­
stopadłą C E ,  kąt

A C D  =  A C E  - f  E C D  
dodawszy z obu stron kąt D C B ,  będziemy 
mieli:

A C D - f - D C B  =  A C E - f  E C D + D C B
kąt zaś A C E  iest kątem prostym, kąty E C D \ 
D C B  składaią i są równe także kątowi pro­
stemu E  C B ; wiec summa dwóch katów

A C D
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A C D +  D C B ,  iest równa dwom kątom pro­
stym.

Wniosek I. Jeżeli kąt A C D iest prosty, 
kąt iernu przyległy D C B  będzie »także pi osty, 
i na odw rót.

Wniosek II. Jeżeli linija 'D E  (fig. 18). 
iest prostopadłą do linij A B ;  będzie także li­
nija A B prostopadłą do D E.

Z tad, źe D E  iest prostopadłą do A B , 
kat A C D  iest prosty i równy katowi przyle­
głemu D C B  także prostemu. Lecz gdy kąt 
A C D  iest kątem prostym, kąt i emu przyle­
g ły  A C E  będzie także kątem prostym; więc 
kąt A C E  =  A C D ,  a zatem linija A B  iest 
prostopadłą do linij D E .

M'niosek III. Wszystkie kąty (fig. 19). 
B Ą CL, C A D , D A E , E A F  tuż po sobie na­
stępujące z iedney strony linij prosley B F , 
wzięte razem składaią dwa kąty proste; po­
nieważ summa ich, iest ró^na summie ów och 
kątów przy legły eh B A C ,  C A F .  s

Wniosek IV. Cztery kąty ułożone oko­
ło  iednego punktu, powstające z przycięcia się 
dwóch linij prostych, razem wzięte składaią 
cztery katy proste; ponieważ dwa kąty A C E ,  
E C B  (fig. 22). wzięte razem, składaią dwa 
kąty prosie; dwa zaś kąty A C D , D C B  wzię­
te razem składaią także dwa kąty proste: a 
zatem w  ogólności, summa kątów, powstają­
cych z przecięcia się w iednym puiicie C (fig. 
2S). tylu linij prostych ile będziemy chcieli,

nP'
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np. kąty A C B , B C D ,  D C E ,  E C F , F  C A, 
będzie równa czterem kątom prostym. P o ­
nieważ , ieźeli około punktu C , ułożym y czte- 
ny kąty proste za pomocą dwóch linij do sie­
bie prostopadłych , te cztery kąty proste zay- 
mą tę sarnę przestrzeń, iaką przestrzeń zay- 
jtnuią kąty A C B ,  B C D ,  D C E ,  E C F ,  F C A .

Z A D A N I E  III.

Tw  i e r d z e ń  i e.

Dwie linije proste maiq.ce dwa punktu 
wpólrie ? zbiegną sig iedna z druga w catey 
swoiey rozciągłości , i złozą iedng tylko i tg 
sa/ng liniią prpstą. (fig. 20).

Niech będą dwie linije proste A B D ,  
P Q R ;  ieżeli przypuścimy, że A B  —  P Q , i 
ieżeli przeniesiemy liniją prostą P Q na liniją 
prostą iey równą A B ; te dwie linije proste 
składać będą iednę tylko liniję prostą A B , 
między punktami A i B. Poniewraż gdyby nie 
składały iedney linij prostey A B , w yszłyby 
z dwóch punktów A i B dwie linije proste co 
bydź niemoże ( Axiom 4 ). Przypuśćmy nastę­
pnie, że te dwie linije przedłuźaiąc się, za­
czynają się rozchodzić w  pukcie C , iedna w 
kierunku C D , druga w kierunku C E . W y ­
prowadźmy z punktu C liniją prostą jakąkol­
wiek C F ,  różniącą się od linij prostych C D , 
C E ;  liniją A C D  będąc liniją prostą będzie­
my m ieli:
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A C F - 4 - F C D = = 2  kątom prostym.
Linija A C E bedącj także liniją prostą 

będziemy m ieli:
A C F - f - F C E  =  2 kątom prostym.

W ięc potrzeba abyśmy mieli
A C F  +  F  C D  — A C F  +  F C E ,  

odiawszy z obu stron kat A C F , pozostanie kąt 
F C D  == F C E , 

co iest niepodobieństwem, ponieważ część; 
F C E  niemoże bydź równą miłości F C D .

W ięc linije proste, maiące dwa punkta 
wspólne A i B , niemoga rozdzielić się w ża­
dnym punkcie ich przedłużenia, więc w ca- 
łe y  swoiey rozciągłości składać będą iedne i 
te sarnę liniją prostą.

Z A D A N I E  IV.

T  iv i er d z e n i e .

Jeżeli dwa kąty przyległe razem wzięte 
składnią dwa kąty proste, dwa ramiona ze­
wnętrzne tych dwóch kątów są w limy pro-  
stey. (fig. 21).

Ponieważ gdyby linija C B , niebyła prze­
dłużeniem linij A C ;  niech będzie C E  tein 
przedłużeniem , naówczas linija A C E  będąc 
liniją prostą, bedziemy, m ieli:

A C D  -|-D C E  =  2 kątom prostjnn, 
mamy z przypuszczenia 
A C D - f . D C B  =  2 katom prostym,

"Więc
Ą C D
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A C D - f - D C E  —  A C D  +  D C B ,  
a odia wszy z obu stron kąt A C D ,  pozostałaby 
część D C 13, równa całości D C E , co ! iesfc 
'niepodobieństwem; więc C B ramie kąta 
D C B , iest przedłużeniem A C ramienia kąta 
A C D ,  więc z ramion kątów przyległych ACD ,, 
.D C  13, ramiona A C , C B , są w linij prostey.

Z A D A N I E  V.

T w i e r d z e n i e .

Kąty w wierzchołkach przeciwległe są so­
bie równe. ( lig. 22).

Ponieważ D E  iest liniją prostą.
D ć A - j - A C E —  2 kątom prostym; 

ponieważ A B iest liniją prostą
A C Ę - j - E C B =  2 kątom prostym

więc
D C A  +■ A C E  =  A C E  +  E C B ;

odiąwszy z obu stron ten sam kąt A C E ,  po-« 
zostaną kąty w wierzchołkach przeciwległe 
równe to iest: ,

D C A  === E C B ;  
podobnym sposobem dowiedlibyśmy ze :

A C E  =  D C B ,

Z A D A N I E  VI,

T  w i er d ż i n i e .

D  wa tróykąty są równe, iezeli dwa lo ­
ki w iednyrn łróykącie.? równe dwom bokom 

‘ w dvu~
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•w drugim tróykącie} obeyinuią miedzy sobą 
kąt równy. (fig. 2 4 ).

Niech będzie kąt A równy kątowi D ; bok 
A B  równy bokowi D E ;  bok A C  równy bo­
kowi D F , powiadam, że tróykąty B A C , 
E  D F  będą równe.

Położyw szy bok A B  na boku iemu ró­
wnym D E ,  punkt A padnie na punkt D , punkt 
B na punkt E : a ponieważ kąt A iest równy 
kątowi D , gdy bok A B  przystaie do boku D E , 
bok A C przystanie do bóku D F ; aże bok A C 
iest. równy bokowi D F , więc punkt C padnie 
na punkt F ,  i trzeci bok B C pokryie i przy­
stanie dokładnie do boku E F ; a zatem tróy- 
kąt B A C ,  iest równy tróykątowi E  D  F. 
(Axio. 5 ).

TU niosek. Dla tego że trzy rzeczy: w dwóch 
tróykątach są równe, to iest: A4= D , A B  =  
D E ,  A C ~ D F ;  można wnieść że trzy dru­
gie beda także rówme, lako to : B =  E , C =  F,
B C  =  E F .  , r/

Z A D A N I E  VII.

T w  i er d z e n i e .

TU dwóch tróykątach, iezeli dwa kąty 
w iednym tróy kącief są równe dwóm kątom 
■w drugim tróy kącie, i bok przyległy tym 
dwóm kątom w iednym tróy kącie, iest równy 
bokowi przyległem u dwom kątom w drugim

-
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* . ■ . : 
ir  6ykq.de te dwa tróykąty przystaną do sie­
bie. (fig. 2 4 ).

Niech będzie bok B C  równy bokowi E F , 
kąt B równy kątowi E , kąt C równy kątowi 
F , m ówię, ze tróykąt D E F ,  będzie równy 
tróy kątowi A B C .

Przyłożyw szy bok E  F  do boku iemu ró­
wnego B C , punkt E  padnie na punkt B , punkt 
F  na punkt C. Ponieważ kąt E  iest równy ką­
towi B , bok E D  póydzie w kierunku linij B A ; 
więc punkt D , znaydzie się na którymkolwiek 
punkcie tey linij; a gdy kąt F  iest także ró­
wny katowi C , bok F  D weźmie kierunek linij 
C A ,  i punkt D znaydzie się na którymkolwiek 
punkcie tey linij, więc punkt D będąc razem 
na dwóch liniach B A , C A  znaydzie się w ich 
spólnóm przecięciu się A ; więc dwa tróykąty 
D E F ,  i A B C  przystaną do siebie.

Tf'niosek. Dla tego źe trzy rzeczy w dwóch 
tróykątach są równe, to iest: B C  =  E F ,  
B =  E C —  F , wnieść można, że trzy dru­
gie są także równe, iako to. B A  =  E D ,  
C A  =  F D ,  Á =  D.

Z A D A N I E  VIII.

T  w ie  r d z e n i e .

T f  każdym tróy kącie, ieden bok który­
kolwiek iest nmieyszy od summy dwóch dru­
gich bokow, a większy od ich różnicy, (fig. 24).

^Ponieważ naprzykład linijii prosta B C ,
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iest naykrótszą drogą z punktu B do punktu O, 
więc mamy

B C  <  B A  - f  A C
mamy także

B C  - f  A C  >  A B , 
odiąwszy z obu stron A C będziemy mieli

B C  >  A B  —  A C

Z A D A N I E  IX.

T  w ie r  cl z e n i e .

Je-zeli z  punktu wziętego wewnątrz tróy- 
kątap op row ad zim y dwie linije do ostate­
cznych końcow iednego z boków tego tróy­
kąta , summa tych dwóch linij wewnętrznych 
będzie mnieysza od summy dwóch drugich 
bokow tróykąta te dwie linije obeymuiących. 
(fig. 25 ).

Jeżeli z punktu O wziętego wewnątrz 
tróykąta B A C ,  poprowadzimy dwie linije OB, 
O C , do ostatecznych końców boku B C , i le­
żeli B O  przedłużymy aż do spotkania się z 
bokiem A C w punkcie D , będziemy m ieli:

O C  <  O D  +  D C  
dodawszy z ‘obu stron B O ,  otrzymamy:

B O  +  O C  <  B O  +  O D  +  D C
'czyli

B O  +  O C  <  B D  +  D C  
podobnie

B D  <  D A  +  A B , 
dodawszy po obu stronach D C będziemy mieb

B D  f

Biblioteka Cyfrowa UJK 
http://dlibra.ujk.edu.pl



—  16»

... B D  +  D C  <  C D  +  D A  - f  A B
czyli

B D  4- D C  <  C A  +  A B  
lecz mamy w yźey

B O  +  O C  <  B D  4- D C
więc

B O  4 - O C  <  C A  4-  A B .

Z A D A N I E  X.

T  w ie r d z  e n i e.

Jeżeli dwct boki w iednym tr¿ykq.de , sqt 
równe dwom bokom w tr6yka.de drugim, i 
iezełi kąt obięty bokami tróykąta pierwszego 
iest większy od kąta obictego bokami Iróyką­
ta drugiego, bok trzeci tróykąta pierwszego, 
będzie większy od boku trzeciego tróykąta 
drugiego, (fig. 26).

Niech będą dwa tróykąty B A C ,  E D F ,  
w|których boki B A , A C  pierwszego, są ró­
wne bokom E D , D F  tróykąta drugiego, lecz 
kąt! B A C  pierwszego, iest większy od kąta 
E D F  drugiego, powiadam że bok trzeci B C  
tróykąta pierwszego, będzie większy od trze­
ciego boku E F  tróykąta drugiego.

Zróbmy kąt G A C  =  E D F ,  bok G A  
:—  E 1),  złączywszy G C , tróykąt G A C  bę­
dzie równy troykątow i.E D F , ponieważ z w y­
kreślenia maią ieden kąt równy obięty bokami 
równemi (Zad. V I), będziemy więc mieli 
G  C =  E F. T u  mogą bydż trzy przypadki,

PO-
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$ o dług tego: iak punkt G  pada zewnątrz, n£ 
śok B C , lub wewnątrz tróykąta B A C .

Pierwszy przypadek, ieźeli pada zewnątrz 
mamy: (lig .26).

A B  <  A l  4  I B  ,
lecz

A B  =  A l  4  I G
więc

A l  -f- I G  <  A l  - f  IB
azatem

I G  <  IB
lecz , .

G C  <  I G  4  IC
więc

G C  <  IB  4  IC  alb i
G C  <  B C

a ponieważ
G C  =  E F

azatem
E F  <  B Ć .

D r ugi przypadek. Jeżeli punkt G  pada 
ńa bok B C  (fig. 27).  widoczną iest rzeczą ż® 
bok G C  albo iemu równy bok E F  będzi® 
mnieyszy od boku B C.

Trzeci przypadek. Nakoniec, ieżeli punkt 
G  pada wewnątrz tróykąta B A C  (fig. 28). bę­
dziemy mieli podług twierdzenia poprzedzaią— 
eego A G  4  G C  <  A B  4  B C . Odiąwszy 
« iedney śtrony bok A G ,  z drugiey zaś stro­
f y  bok A B  =±= A G ,  pozostanie G C  <C BC* 
»żyli E F  <  B C ,

łi W w a -
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Uwaga. I naodwrót, ieżeli dwa boki A B , 
A C  w tróykącie A B C ,  są równe dwom bo­
kom D E , D F  w tróykącie D E F ;  i ieźeli trze­
ci bok C B  w pierwszym tróykącie, iest więk­
szy od boku trzeciego E F  w  drugim tróyką­
cie, kąt B A C  w tróykącie pierwszym, bę­
dzie większy od kąta E D F  w tróykącie dru­
gim. Ponieważ gdyby niebył większy, po- 
trzebaby by to ażeby kąt B A C  był równy 
albo mnieyszy od kątd E D F ,  więc w pierw­
szym przypadku bok C B byłby równy, w dru­
gim źaś przypadku byłby mnieyszy od boku 
E F  ; lecz gdy bok C B nie iest ani rów ny, ani 
mnieyszy od boku E F ,  lecz większy, azatem 
kąt B A C  będzie większy od kąta E D F .

Z A D A N I E  XI.

T w i e r d z e n i e .

Jeżeli trzy boki w iednym tróykącie, są 
równe trzem bokom w drugim tróykącie, te 
dwa tróykąty będą równe między sobą. (fig.241.

Niech będzie bok A B =  D E , bok 
A C  ■= D F ,  bok C B  =  F E ,  powiadam źe 
kąt A =  D , kąt B =  E , kąt C =  F.

Ponieważ przypuściwszy że kąty A i D 
nie są równe, np. kąt A >  D , gdy boki A B , 
A C  obeymuiące kąt A , są równe bokom D E , 
D F  obeymuiącym kąt D , podług twierdze­
nia poprzedzaiącego mielibyśmy B C  >  E F ,  
co iest przeciwko przypuszczeniu gdyż mamy
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B C  =  E F . W ięc gdy kąty A i D  są równej 
tróykąty A B C ,  D E F  maiące kąt równy w 
każdym obięty bokami równemi, będą równe.

Uwaga, y K ąty równe są przeciwległe 
bokom równym: więc kii ty równe A i D  są 
przeciwległe bokom równym B C ,  E F .

Z A D A N I E  XII.
T w  i er d z e n i e .

TU tr0yTq.de równo -  rarniennym, kąty 
przeciwległe bokom równym są równe. (fig. 29)»

Niech będzie bok A B  równy bokowi A C , 
powiadam, źe kąt C będzie równy kątowi B. 
Z wierzchołka kąta A poprowadźmy liniją pro­
stą A D  do punktu D srzodka podstawy B C ; 
gdy B D ~  D C ,  trzy boki w tęóykącie B A D , 
są równe trzem bokom w  tróykącie D A C ,  a 
zatem podług twierdzenia poprzedzającego kąt 
B iest równy kątowi C.

TUniosek. K ażdy tróykąt równoboczny 
iest razem równokątny.

Uwaga. Z równości tróykątów B A D ,  
D A C  w ypada, źe kąt B A D ,  iest równy ką­
towi D A C ,  więc kąt B A D  —  A D C ,  a oba 
będąc kątami prostemi; linija prosta prowa— 
dzoua z wierzchołka tróykątci równoramien- 
nego na srzodek podstawy, iest do iey pod­
stawy prostopadłą, i clziełi kąt w wierzchołku 
na clicie części równe.

W  tróykącie nierówno-rarniennym, za 
podstawę bierze się od upodobania bok który- 

B 2 kol-
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jkolwick W  trójkącie zaś równoramiennym, 
bok obięty bokami równemi.

Z A D A N I E  XIII.
T w i e r d z e n i e .

Jeżeli w Lr 6ykq.de dwa kąty są równe > 
bolci przedw legle tym kątom będą równe , i 
tróykąt bidzie równo-rarnienny (fig»3o).

Niecił będzie kąt A B C ,  równy kątowi 
A C B ,  powiadam, ze bok A C  będzie równy 
bokowi A B .

Gdyby te boki niebyły równe, niech bę­
dzie A B  >  AC. Na boku więc większym. 
A B  odetnijmy łiniją B D  =  A C , i złączm y 
D  C. K ąt D B C z przypuszczenia równy ką­
towi A C B ,  dwa boki D B , B C  obeymniące 
kąt D B C  w tróykącie D B C ? względnie bę­
dą równe dwóm bokom A C ,  C B , obeymuią- 
cym kąt A C B  w tróykącie A C B ;  więc dwa 
tróykąty D B C ,  A C B  powdnny bydź równej 
lako maiące w każdym ieden kąt równy obię­
ty bokami równemi (Zad. VI.)) więc potrze- 
baby, ażeby kąt D C B pierwszego tróykąta, 
przeciwległy bokowi D B , b y ł równy kątowi 
A B  C , drugi ego tróykąta przeciwległemu bo­
kowi A C , uważanemu iako równemu bokowi 
D B  ; gdy zaś z przypuszczenia kąt A B C ,  iest 
równy kątowi A C B ,  potrzebaby, ażeby kąt 
D C B b y ł równy kątowi A C B ,  co iest nie- 

. podobieństwem 3 więc bydź niemoże AB >  AC,
si za-
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aratem A B  =  A C ,  i tró)kąt będzie równo- 
ranuennym.

Z A D A N I E  XIV.

T w i e r d z e ń  ie.

TT łróykącie z dwóch boków nay większy, 
iest -przeciwległy kątowi nay większemu ; z  
dwóch zaś kątów nay większy, iest przeciw-  
legły bokowi nay większe mu. (fig. 5 i) .

1. Niech będzie kąt C większy od kąta B, 
powiadam, ze bok A B , przeciwległy kątowi 
C ,  iest większy od boku A C  przeciwległego 
kątowi B.

W eźm y kąt D C B  równy kątowy B ,  
w ięc w tróykącie D CB będziemy mieli BD —  D C  
(Z ad .X III). Lecz linija prosta A C  i* st krót­
sza od linij połamaney A D  -\- D C ,  zaś 
A D  - f  D C  —  A D  +  D B  =  A B ; więe 
A B  >  A C .

2. Niech będzie bok A B  większy od bo­
ku A C , powiadam, że kąt C przeciwległy 
bokowi A B , będzie wdększy od kąta B prze­
ciwległego bokowi A C .

Ponieważ gdyby kąt C niebył większy 
od kąta B , potrzeba , ażeby b ył rnnieyszy al­
bo równy kątowi B ;

Nciprzód, gdyby kąt C b y ł rnnieyszy od 
kąta B , bok A B  byłby rnnieyszy od boku AG 
co iest przeciwko założeniu;

Następnie, gdyby kąt C b ył równy ką­
towi
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towi B , bok A B  b yłb y równy bekowi AC> 
co iest także przeciwko załoźonui:

\Vięc kąt C niemogąc bydź ani mniey- 
szym , ani równym kątowi B , azatem  kąt C 
będzie większy od kąta B.

Z A D A N I E  X V.

T w i e r d z e n i e .

Z  punktu danego zewnątrz linij prostey, 
iednę tylko prostopadle na te linij ą spuścić 
można. (fig.32).

Przypuściwszy, źe z punktu danego A 
zewnątrz linij prostey D E  możemy spuścić 
dwie prostopadłe A B , A C ; przedłużmy iednę 
z nich np. A B . do odległości B F  ±= B A , i 
złączm y F  C. Tróykąt C B F  byłby równy 
tróykątowi A B C :  ponieważ kąt prosty FB C , 
iest równy kątowi prostemu C B A ,  bok B F  
=~ B A ,  bok B C  wspólny, więc te tróykąty 
iako mające ieden kąt w każdym równy,  ob­
jęty między bokami równemi przystaną do 
siebie, więc B C F —  B C A .  Z przypuszcze­
nia kąt B C A  iest kątem prostym, więc kąt 
B C F  będzie także kątem prostym; więc gdy 
dwa kąty przyległe B C A ,  B C F  wzięte ra­
zem składają dwa kąty proste, potrzeba, a- 
Źeby liwja A C F  byia liniją prostą (Zad.IV). 
z kąd wypadłoby, że między dwóma temi sa- 
memi punktami A i F  możnaby poprowadzić 
dwie linje proste A B F ,  A C F  co iest rzeczą
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niapodobna, (Axio 4 ), więc iest także rzeczą 
niepodobna, ażeby dwie prostopadłe z tego 
samego punktu, m ogły bydź spuszczone na tę 
sarnę liniją prostą.

Z A D A N I E  XVI.

T w i e r d z e  ni e
\

Jeżeli przez punkt dany zewnątrz limj 
p r o s te j , spuścimy prostopadłą natę liniją , 
i poprowadzimy linije pochyłe do różnych 
p u n k t ó w  linij prostey daney:

lmo Prostopadła będzie liniją najkrótszą„ 
sdo Dwie linije pochyłe w równey odleg­

łości z obu stron prostopadłej będą so­
bie równe.

5 . Z  dwóch linij pochyłych wziętych z któ­
r e j  kolwiek strony p ro sto p a d łej, nay- 

• dłuzsza , nay więcej od prostopadłej bę­
dzie oddaloną.
Przedłużywszy prostopadłą A B  (fig. 33). 

o odległość B F  —  B A , i przez punkt A po­
prowadziwszy linije pochyłe do punktowr D, C 
linij prostey daney, złączmy F C ,  F D .

* ' i. Tróykąt C B F  iest rów ny tróykotowi 
' C B A ,  ponieważ kąt prosty C B .F , iest rów-*, 
ny kątowi prostemu C B  A , bok C B  wspólny, 
bok B F  =  B A , więc tróykąty C B F ,  C B A  
będą równe iako maiące w każdym kąt rów - ( 
ny między bokami rówmemi (Zad. V I), trzeci, 
bok C F  będzie równy trzeciemu bokowi A C .

— s5 —
Biblioteka Cyfrowa UJK 

http://dlibra.ujk.edu.pl



jLdnija *aś prosta A B F  iest krótszą od łinif 
połamaney A C F ,  więc A B  połowa A|BF 
iest krótszą od A C  połowy A C F ,  więc

\mo Prostopadła iest krótsza od pochyłey«, 
2do Jeżeli weźmiemy B E  —  B C ,  i popro­

wadzimy pochyłą A E ;  kąt C B  A =  A B E , 
bok A B  wspólny, więc tróykąt C B  A , iest 
równy tróykątowi A B E ,  azatem boki A E , 
A C  są równe; więc 2do dwie pochyłe w ró - 
wney odległości zohu stron od prostopadłej 
są równe.

3. W  tróykącie D F A ,  summa lim*j A C , 
C F ,  iest mnieysza (Zad. IX). od summy bo­
ków A D , D F ; więc A C połowa linij A C F  
iest krótszą od A D  połow y linij A D F ;  więc 
5 tio linije pochyłe im bardziey oddałaią się od 
prostopadłej tem są dłuższe.

Wniosek I. Prostopadła, mierzy praw­
dziwą odległość punktu od linij, ponieważ iest 
ze wszystkich linij pochyłych naykrótszą.

Wniosek II. Z iednego punktu do tey sa- 
jney linij, niemoźemy poprowadzić trzech li­
nij prostych równych: ho z iedney strony pro— 
stopadłey, byłyby dwie linije pochyłe sobie 
¡¡równe, co bydż niemoże.

Z A D A N I E  XVII.
Tu> i e r d z  e>ji i e.

Jeżeli przez punkt wzięty na srzodku li
ni}
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tiij p r o s te j, podzielonej na dwie części ró­
wne ̂ ■wyprowadzimy do tey linij p rostej pro-  
stopadłą; imo każdy punkt tey prosi opad-r 

będzie w w równej odległości od dwóch 
ostatecznych końców Linij p r o s te j: każdy zaś 
punkt niebędący na prostop adłej, będzie w 
nierównej odległości od tychże ostatecznych 
końców linij. (fig. 34 ).

Ponieważ tiaprzćd mamy z przypuszcze­
nia A C  =  C B , linije pochyłe D A , D B ;  
B A ,  E B  j F  A , F B jj oddalone równie od pro- 
stopadley są sobie równe- więc \mo każdy 
punkt będący na prostopadłey F E  iest w ró ­
w n ej odległości od ostatecznych końców A i 
B ? linij prostey AB.

%do. Niech będzie punkt I. leżący z bo­
ku prostopadłej F E } ieżeli złączym y I A , IB , 
iedna z tych linij przetnie prostopadłą w punk­
cie D , z którego punktu poprowadziwszy li-  
niją D B  będziemy mieli B B  —  D A . Lecz 
linija prosta IB  iest krótszą od linij połama­
ńcy I D E ,  zaś I D B  =  I D A  ~  I A  więc 
IB  IA , azatem 52do każdy punkt niebędą- 
ey na prostopadłey iest w nierówney odległo­
ści od ostatecznych końców A , B , linij pro- 

A B .

Z A D A N I E  XVIII.

T w i e r d z e n i e .

'iezeli we dwóch trójkątach prostokąt-*
nych?
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n ych , przeciwprosiokątna i bok w iednym 
iroyhq.de, są równe przeciwprostókątney i bo­
kowi odpowiadającemu w drugim tróy kącie y 
te dwa tróykąty prostokątne b£dą równe mic- 

,  cizy sobą. fig. 5 5 ).
Niech będzie przeciw -  prostokątna A C  

równa przeciwprostókątney D F ,  i bok A B  
równy bokowi odpowiadahicemu D E , powia­
dam, ze tróykąt prostokątny A B C ,  będzie 
równy tróykątcwi prostokątnemu D E F.

Będą te dwa tróykąty widocznie równe, 
ieżeli trzeci bok B C ,  będzie rówmy trzecie­
mu bokowi E F . Przypuśćm y, ze te dwa osta­
tnie boki nie sa rów ne, i źe B C  >  E F ;  
wziąwszy B G  —  E F ,  złączmy A G . Tróykąt 
A B G  iest równy tróykćitowi D E F ,  ponieważ 
kąt prosty B iest równy kątowi prostemu E ,  
bok A B  =  D E , b o k B G —  E F ,  więc te dwa 
tróykąty będąc równe (Zad. Y I). bok A G  bę­
dzie równy bokowi D F ; lecz z założenia ma­
my D F  =  A C  więc A G  =  A C. Linija zaś 
pochyła A C , bardziey oddalona od prostopa- 
d łey A B  aniżeli linija pochyła A G ,  tey o - 
statniey równą bydź niemoże, więc B C  nie- 

. może bydź od E F , więc będzie ,̂ B C  =  
E F ;  azatem tróykąt A B C  iest równy tróy- 
kątowi D E F .

Uwaga. Można także dowieść sposobem 
prawie podobnym, źe dwa tróykąty prosto­
kątne są równe, ieźeli maią przeciwprosto- 
kątną i kąt równy. (fig .55.)

Niech
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Niech będzie przeciw -prostokątną A C  =  
K F ,  kąt A C B  równy kątowi B k  E , powia­
dam, że tróykąt prostokątny A B C ,  będzie 
równy trójkątowi prostokątnemu D E F .

Równość tych dwóch tróykątów będzie 
widoczną, ieźeli okażemy, źe bok R C , test 
równy bokowi E F ,  ponieważ naówczas owa 
trójkąty będą miały kat równy w f każdym, 
obięty bokami rów nenie (ZadrAI).  Przypuść­
my że boki B C ,  E F  nię są równe,  że B C 
>  E F ;  biorąc C H  —  F E ,  i łącząc A I i ;  tró j­
kąty A C H  D F E  byłyby równe iako ma i a™ 
ce kąt A C H  =  D F  E , i boki A C , C K ,  o - 
beymuiące kąt A C H ,  równe bokom E F ,  
F E  obeymuiącym kąt D F  E  (Zad. \ I . ) ; więe 
kąt prosty D E F  byłby równy kątowi A H C j  
lecz z założenia kąt D E F  =  A B C ;  więc 
kąt prosty A B C  byłby rów ny kątów i A H C, 
i z iednego punktu A , możnaby było spuścić 
dwie prostopadłe na tę samę liniję prostą B C, 
co iest rzeczą niepodobną (Zad. XV.), wdęc icst 
także rzeczą niepodobną, aźebjr bok B C  >  
E  F , wiec bok B C =  E F ; azatem dwa tróy- 
kąty prostokątne A B C ,  D E F  będą równe.

Z A D A N I E  XIX.

T w i e r d z e  nie.

Jeżeli dwie linije proste , są prostopad­
łe do trzeciey linij prostey? te dwie linije pro­
ste l)£dą równolegle miedzy sobą, to iest: iz

prze-
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przedłużone do iakieykolwiek odległości, ni-* 
gdy sig z sobą niepr zetną. ( Opis. 12 \ (fig. 5 6 ) 

Ponieważ, gdyby dwie linije C A , D B ;  
prostopadle do linij A B , mogły przeciąć się 
% iedney lub drugiey strony linij A B  w jakim­
kolwiek punkcie, więc z tego punktu mogliby­
śmy spuscic dwie prostopadłe na tę sarnę lini— 
ją A B ,  co iest rzeczą niepodobną- (Zad.XV)*

Z A D A N I E  XX*

Twierdzenie przybrane.

Jeżeli z dwóch linij prostych, iedna iest 
prostopadłą do trzeciey linij prostey dane y , 
druga zaś z tą trzecią linij ą daną składa kąt 
ostry, te dwie linije prosie dostatecznie prze— 
dłużone przetną się. (fig. 3 6 ).

Niecli b;dzie linija prosta A B , z którą 
linija E A  składa kąt ostry E A B ,  a do któ- 
rey linija D B  iest prostopadła, powiadam, że 
te dwie linije proste A E , B D  dostatecznie 
przedłużone, przetną się (*)

Z punktu jakiegokolwiek F ,  wziętego na 
kierunku linij A E , spuśćmy prostopadłą F  G, 
na linija A B ; punkt G , niepadnie w punkcie 
A , ponieważ kąt F  A B iest mnieyszy od kąta

pro-

(*) Czytać Geometrie par Lacroix, dixième 
édition ( 181 4). §. 4o.k. a3. Geometrie par
L  e gendre. Pierwsze wydania przed ra** 
kiem 1817.
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prostego ; niepadnie w punkcie H na przedłu­
żeniu. B A , bo naówczas w yszłyby dwie pro­
stopadłe K  A , K H , z iednego punktu K  na 
te same liniją prostą A H. Azatem. punkt fG  
padnie iak figura pokazuie w  kierunku A B.

Na linij A E  weźmy drugi punkt L ,  w  
odległości A L  większey od odległości A E , a 
spuściwszy na A B prostopadłą L  M, okażemy 
podobnie iak w yźey, że punkt M , niepadnie 
ani na punkt G , ani na punkta będące w kie­
runku G A , lecz w kierunku G B , tak, źe od­
ległość A M  będzie koniecznie większą od od­
ległości A G .

Jeżeli figurę dobrze wykreśliliśmy, wi­
dzieć będziemy, źe gdy linija A L  iest dwa 
razy większą od linij A F  , odległość A M , iest 
dwa razy większą od odległości A G ;  gdy A L  
iest trzy razy większą od A E \ odległość A M  
iest doskonale trzy razy większą ©d odległości 
A G ,  i t. d .; z tąd iasno widzimy, że nietylko 
linija prosta A E  dostatecznie przedłużona, 
przetnie się z liniją prostą B D  dostatecznie 
przedłużoną, lecz nadto oznaczyć będziemy 
inogli na linij A E  za pomocą prpporeyi, od­
ległość punktu, w którym te dwie linije prze-*; 
tną się.

Z A D A N I E  XXI.

T w i e r d z e n i e .

Jeżeli dwie linije proste spuszczone na
trze-
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trzecia li ni ją  prostą składnią z tą ostatnią 
dw a. kąty we wnHrzne których sum na iest 
równą dwó u kątom prostym , te dwie l in i je  
łydą r ó w n o le g le  mied/.y sobą. (fig.57. bis)

Jeżeli że srzodka G Linij daney A B  spu­
ścimy prostopadłą G E  na liniją prostą A D ;  
i prostopadłą G F  na liniją prostą F B C ,  po­
wiadam naprzód, że dwie prostopadle G E ,  
G F  będą w linij prostey.

Jakoż marny z przypuszczenia
D A B  +  A B C . =  ś kątom prostym, 

mamy także
A B F  -j- A B C  =  2 kątom prostym;

więc
D A B  =  A B F .

W ięc w  tróykątach prostokątnych G E  A, 
G F B ,  przeciwprostokątna G A  będąc równą 
przeciwprostokątney G B ; kąt G A E  == G B F  
dwa te tróykąty będą równe, więc kąt A G E  
będzie równy kątowi B G F .  Z przyczyny że 
limja A B  iest liniją prostą, mamy:

A G E  -f- E G B  == 2 kątom prostym 
mamy podobnie

B G F  -j- E G B  —  2 kątom prostym, 
więc boki E G ,  G F  bedą w linij prostey 
(Z ad .IV ). ^

A zatem linije proste A D , B C  będąc 
prostopadlemi do tey samey linij prostey F  E  
będą rownoieglemi między sobą (Z ad .XIX).
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- Z A D A N I E  XXII.

T  w i e r  d z e n i  e.

Jeżeli dwie linije proste składaią z trze­
cią, liniją prostą dwa kąty wewnętrzne któ­
rych su nnia będzie mnieyszą od dwóch ką­
tów prostych', te dwie Linije dostatecznie prze­
dłużone, przetną się. ( fig. 57).

Do linij daney A l i ,  poprowadźmy dwie 
linije C A , D H , tak, ażeby kąty C A B ,  A B H  
byty  równe; przez punkt G  srzodek linij A B  
poprowadźmy prostopadłą G E  i G F  na li- 
nije C A , D H , a miedzy te ostatnie i przez 
punkt A , poprowadźmy liniją prostą I L. Po­
nieważ kąt A E K  iest prosty, linij a A E  iako 
prostopadła iest liniją krótszą od linij pochy- 
łe y  A K ;  więc w tróykćicie A E K  (Zad.XIV). 
kąt A K E  A E K ;  więc kąt I K F  równy 
keltowi E K A  iest mnieyszy od kąta prostego. 
Azatem linije K I ,  F D , przedłużone dostate­
cznie przetną się (Zad.X X ).

Uwaga. Jeżeli linije M A , D B , składn­
ią z liniją A B  dwa kąty M A B ,  D B A ,  któ­
rych summa iest większą od dwócii kątów pro-< 
stych naówczas dwie linije Al A, D B  nieprze- 
tną się (nad liniją A B , lecz pod liniją A B , 
Ponieważ dwa kąty Al A B , B A N  składaią dwa 
kąty proste ; dwa zaś kąty A B  D , A B  F , skła­
daią także dwa kiity proste; więc te cztery, 
kąty razem wzięte składaią cztery kąty pro­
ste. Lecz summa dwóch kątów MAJB, DBA,

wy —
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wynosi więcey nad dwa kąty proste, wiec siim- 
ma pozostałych dwóch kątów B A N ,  A B F  
iest mnieyszą od dwóch kątów prostych, a 
zatem dwie linije proste A N , B F  przedłużo­
ne dostatecznie, przetną się pod liniją A B .

pp niosek. Przez punkt dany A , do linij 
daney B D , iednę tylko równoległe, poproś 
wadzić można. Ponieważ iedna tylko linija 
A C  robi summę dwóch kątów C A B  -j- D B A  
równą dwóm kątóm prostym, a ta linija iest 
równoległą żądaną: każda zaś inna linija ia- 
ko to: IA  albo M A  składaią summę kątów 
Wewnętrznych mnieyszą albo większą od dwóch 
kątów prostych; więc te linije dostecznie z li-  
niją B D  przedłużone przetną się nad, lub 
pod liniją A Bi

Z A D A N I E  XXIIL

T w i e t  d z e n i e .

Jeżeli dwie linije równolegle są przecie-  
ie od trzeciey linij prostey, summa kątów 
wewnętrznych iest równa dwóm kątom pro­
stym. ( lig. 5 8 ).

Niech będą dwie linije równoległe A B , 
C D , przecięte trzecią liniją prostą E l ,  po­
wiadam , że kąty wewnętrzne A G  O , G O C  
będą równe dwóm kątom prostym.

Ponieważ, gdyby summa dwóch kątów 
wewnętrznych A G O ,  G O C  była mnieyszą 
<od dwóch kątów prostych, linije B A  D C ,

prze-
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przecięłyby się ze strony A , O , co iest 
przeciwko założeniu. Gdyby summa dwóch 
kątów Wewnętrznych A G O , G O C była więk­
szą od dwóch kątów prostych, linije proste 
A B ,  C D  przecięłyby się ze strony B , D, 
co iest także przeciwko założeniu; więc gdy 
summa dwóch kątów wewnętrznych A G O ,  
G O C  iest ani mnieyszą ani większą od dwóch 
kątów prostych, więc summa dwóch kątów 
wewnętrznych A G O ,  G O C ,  będzie rówmą 
dwóm kątom prostym.

fUniosek. I. Jeżeli kąt G O C  iest pro­
sty , kąt A G O  będzie także prosty, więc ka­
żda linija skoro iest prostopadłą do iedney z 
równoległych, iest razem prostopadłą i do dru- 
giey.

W riiosek 11. K ąty  wewnętrzne z tey sa- 
iney strony 'nazyWaią się także kątami wn£- 
trznemi, iuź dowiedliśmy, że kąty wnętrz- 
ńe są równe dwóiri kątom próstym. Z kąd 
wmieść możemy źe: ź

i/no Summai kątów E G A ,  C O I ,  naz­
wany ch kątami zewnętrznetni *' iest równa 
dwóm kątom próstym. Jakoż summa kątów 
A G O  - f  A G E  - f  G O C  -f- C O  I —  4 kątohi 
prostym odiąwrszy summę kątów AG O  -f- G O C 
równą dwóm kątom prostym , pozostała sum- 
Kia A G E  -j- C O I  będzie także równa dwóm 
kątom prostym.

2do K ąty A G O ,  G O D  nazwane na 
przemian wnetrznebęćią równe. Mamy bowiem 

' e  A G O
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A G O - f  G O C  =s 2 kątom prostym 
G O D  -f" G O C  =  2 kątom prostym, 

azatem
A G O  =  G O D .

5 tio K ąty E G B ,  C O I ,  nazwane na  
p r z e m ia n  zewnętrzne będą równe. Ponieważ 
mamy

E G B  +  E G A  —  2 kątom prostym 
C O I  - f  E G  A =  2 kątom prostym,

więc
E G B  =  C O I . 

lita K ąty A G O ,  C O I ,  nazwane we~ 
Wnctrzno -  zewnętrzne ( niektórzy Autorowie 
nazywaia katami odpowiadaiącemi) są rownc. 
Gdyż

- f  G O C  =  2 kątom prostym, 
C O I  - f  G O C  =  2 kątom prostym , 

Więc będziemy mieli
A G O  =  C O I.

I  na odwrót'. 
i mo Jeżeli summa kątów zewnętrznych 

A  G E , C O I  iest równa dwóm kątom prostym, 
powiadam, źe linije A B , C D , będą równo­
ległe. Mamy bowiem

A G O - f  A G E - f G O C 4 - C O I  —  4 kątom 
p r o s t y m ,  odia wszy summę kątów AG E - f  COI, 
która z założenia iest rów ną dwóm kątom pro­
stym, pozostanie

A G O - f  G O C  == 2 kątom prostym 
W ięc (Żad.X X I). linije A B ,  C D  będą 

równoległe.
2do Je-r
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sdo Jeżeli katy na przemian -  i&nętrZńe 
A G O ,  G O D  będą równe linije, A B  , C D  będą 
równoległe. Jakoż, linija C D będąc liniją 
prostą, mamy

G O D  4- G O C  =  2 kątom prostym 
mamy zaś z założenia

G O D  =± A G O
więc będziemy mieli

A G O  -f- G O C  === 2 katom prostym 
W iec (Zad.X X I). linije A B ,  C D , będą 

równoległe; •
o tio Jeżeli katy na przemian zewnętrzna 

EG'J5 , C O l  będą rów ne, linije A B , C D, bę­
dą równoległe. Mamy bowiem kąt 

E G B = A G O  
Więc będziemy mieli

C D I  —  A G O
nadto

C O T  -|- G O C  —  2 katoni prostym 
więc będziemy mieli

A G O  -j- G O C  —  2 kątom prostym 
Azatem (Zad.XXI); linije A B , C D  bę­

dą równoległe;
4 to Jeżeli katy wneirzno -  zewnętrzne

a g o , c o i  są równe, linije A B , C D , bę­
dą równoległe. Linija E l  będąc linijąprostią 
maniy;

C O I  C O G  =  2 kątom prostym 
mamy zaś z założenia 
więc C O I  —  A G O

A G O  4 - C O G  —  2 kątom prostym,
. E % Ażą-
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Azatem (Zad.(XXI)* dwie linije A B , C D
będą równolegle.

Z A D A N I E  XXIV*

T w i e r  d z e n i e .

Jeżeli dwie linije są równoległe do linij 
trzeciey, te dwie linije są równoległe między 
sobą. ( lig .39).

Niech będą dwie linije A B , C D , równo-* 
ległe do linij trzeciey L I ,  powiadam, że te 
dwie linije A B , C D , będą równoległe między 
sobą.

Poprowadźmy P Q R  prostopadłą do L I, 
ponieważ A B  iest równoległą do L I ,  linija 
P R  będzie prostopadłą do linij A B  (Zad. 
X X III); podobnie, ponieważ C D  iest równo­
ległą do L I ,  linija P R  będzie prostopadłą do 
linij C D . Azatem A B , C D , będąc prosto- 
padłemi do tpy samey linij prostey P Q , będą 
Równoległe między sobą ( Zad. X IX ).

Z A D A N I E  X X V.

Tw  i er d z e n i e .
I ' ■

Dw ie równoległe, w hazdym punkcie są 
w równey od siebie odległości. ( fig. 4o ).

Maiąc dwie linije równoległe A B , C D , 
jeżeli przez dwa punfcta wcięte od upodobania 
na linij A B , wyniesiemy dwie prostopadłe FH , 
E G ,  te dwie prostopadłe będą także prosto-

pad-
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padłemi do drugiey linij równoległey C D  (Zad. 
X X III.); a nadto linije F H ,  E G  bedą równe 
między sobą.

Poprowadźmy liniją F G ,  kąty G F E ,  
F G H ,  odniesione do równoległych A B , C D  
będą równe iako na przemian- wewnętrzne (27— 
waga z Zad. X X III.); podobnie ponieważ linije 
proste F H ,  E G , prostopadłe do jedney i tey 
samey linij prostey A B , wiec są równoległe 
między sobą, więc kąty E G F ,  G F  FI, odnie­
sione do równoległych F  H , E G , będą równe 
iako na przemian -  wewnętrzne. W iec dwa 
tróykąty E F G ,  F  G H ,  maiące bok wspólny 
F G  przyległy dwóm kątom równym (Zad.
V II.) są równe ; azatem bok E G , który mie­
rzy odległość lhiij równoległych A B , C D , od 
punktu E , iest równy bokowi F  H mierzące­
mu odległość tych samych linij równoległych 
gd punktu F.

Z A D A N I E  XXVI.

T w i e r d z e  n i e

Jeżeli ramiona iednego kąta , są równo­
legle do ramion kąta drugiego, i lezą w tym 
■samym k i e r u n k u k ą t y  temi ramio nami obie- 
te bedą równe. (iig .4 i ). -

Niech będą dwakąty B A C, D E F, których 
ramiona B A , D E ; A C , Ę F , leżąc w tym sa­
mym kierunkn są równoległe, powiadam;, że 
kąt B A C  będzie równy kątowi D E F .

Prze-
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Przedłużmy ramie D E , aż do spotkanią 
się z ramieniem A C  w punkcie G ; kąt D E F  
iest równy kątowi D G C . ponieważ ramie E F  
iest równoległe do ramienia A C  (Zad.XXIII). 
kąt D G  C iest równy kątowi B A C ; ponieważ 
ramie D G  iest równoległe do ramienia B A ; 
więc kąt D E F ,  iest równy kątowi B A C . /

Uwaga. P rzyczyna, ażeby ramiona kąta 
B A C leżały wr iednym kierunku z ramionami 
kąta D E F ,  iest ta, iź przedłużywszy ramie 
F  E  ku H , kąt D E II  będzie miał ramiona 
równolegle do ramion kąta B A C , lecz w tym 
przypadku te dwa kąty niebędą sobie rów ne, 
składać tylko będą razem dwa kąty proste.

Z A D A N I E  X XVII.

T w i e r d z e n i e .

FFkaidym  fróy kącie summa trzech ką­
tów iest równa dwóm kątom prostym, (lig.
4k2 j.

W  trójkącie jakimkolwiek C B A ,  prze­
dłużywszy bok C A aż clo 1) , i poprowadziw­
szy z punktu A łimją prostą A E równoległą 
do buku C B ; kąty li C A , E A D ,  jako we— 
■wietrzno-zewnętrzne, odniesione do linij CAD 
będą równe; podobnie kąty C B A , B A E , i a -  
ko na przem ian- wewnętrzne odniesione do 
linij A B , będą równe; więc trzy kąty t r ó j­
kąt a C B A ,  składaią summę trzech kątów 
C A B  , B A E , E A  D równą dwóm keltompror
styąi [FF niostkiM>//ad.ll).
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I. Wniosek. W  tróykącie, poznamy kąt 
trzeci, odeymuiąc summę dwóch kątów zna­
nych od dwócli kątów prostych.

II. Jeżeli dwa kąty w  iednym tróykącie , 
są równe dwóm kątom w  tróykącie drugim, 
trzeci kąt w  pierwszym tróykącie, będzie ró­
wny trzeciemu kątowi w tróykącie drugim, i 
te dwa tróykąty będą równokątne miedzy 
sobą.

III. W  iednym tróykącie, ieden tylko kąt 
prosty bydź może, ponieważ gdyby b yły  dwa 
katy proste, trzeci kąt zniknąłby; w iednym 
także tróykącie więcey nad ieden kąt rozwar­
ty bydź niemoźe.

IV. W  każdym tróykącie prostokątnym, 
summa dwóch kątów' ostrych, iest. równa, ie- 
dneniu katowi prostemu.

V. Gdy każdy tróykąt równoboczny, iest 
razemłrównokątnym (Zad.X II,), więc każdy 
kąt w  tróykącie równobocznym iest równy 
trzecióy części dwóch kątów prostych; tak,  
iż ieźeli kąt prosty wyrazimy przez iedność, 
każdy kąt w tróykącie równobocznym wyrazi 
się przez §.

VI. W  każdym tróykącie C B A  (fig. 4ń). 
kąt zewnętrzny BAD iest równy summie dwóch, 
kątów wewnętrznych przeciwległych B  i G ; 
ponieważ A E  będąc linija równoległa do bo­
ku C B  , cześć B A E  iest równa kątowi B ,. 
druga zaś część E A D  iest równa kątowi C. •

Z A -
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Z A D A N I E  XXVIII,

T w i e r  d z e n i e .

W  każdym wieloboku summa ■wszystkich 
kątów wewnętrznych ięst równa tyle razy 
dwóm kątom prostym . ile iest iedności w li­
czbie. boków mniey dwoma. ( fig. 45 )T

Niech będzie A B C D E I G A  w ielobok; 
ieźeli z wierzchołka kąta A , poprowadzimy do 
wierzchołków wszystkich kątów przeciwleg­
łych  linije proste A C , A D , A E ,  A l ;  wi­
d zim y, ¿e wielobok maiący 7 boków został! 
podzielony na 5 tróykątów, azatem summa ie- 
go kątów wewnętrznych 2 ( 7  —  2) = 1 0  ką­
tom prostym.

Wielobok byłby podzielony na 6 tróyką­
tów gdyby m iał 8 boków, i w ogólności na 
tyle tróykątów, ile ięst boków mniey dwoma. 
W szystkie bowiem te tróykąty maią za wspól­
ny wierzchołek punkt A , a za podstawy różne 
boki wieloboku, wyiąwszy dwa,  obeymuiące
kąt A ."     J '

Wniosek I. Summa, kątów w czworobo-^ 
ku, ieat równa dwóm kątom prostym rozmno­
żonym przez 4— 2, co czyni 4 kąty proste; więc 
ieżeli wszystkie kąty czworoboku są równe, 
każdy z nich będzie kątem prostym, a w tym 
razie czworobok będzie prostokątem lub kwa­
dratem ( Opisa. XVII).

Wniosek II. Summa kątów w pięciobo- 
k u , iest równą dwóm kątóm prostym mnożo- 

< , 1 nym
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nym przez 5 —  2, co czyni 6 kątów prostych; 
więc skoro pięciobok iest rówuiokątny, każdy 
kąt iest równy piątey części 6 kątów prostych 
czyli  ̂ kąta prostego.

Wniosek III. Summa kątów sześcioboku 
iest 2 (6 —  2) czyli 8 kątów prostych; więc 
w  sześcioboku równokatnym, każdy kąt iest 
szóstą częścią ośmiu kątów prostych, czyli % 
kąta prostego. , •

Uwaga I. Gdybyśmy to zadanie chcieli 
przystosować do wielobojów maiących kąty 
wklęsłe ( lig. 4 4 ). należałoby uważać każdy kąt 
wklęsły większy od dwóch kątów prostych: 
Lecz dla uniknienia wszelkiego zamatwania, 
uważać będziemy wieloboki z kątami wy puk— 
tem i, czyli wieloboki wypukłe takie, iż iinija 
prosta prowadzona w nich podług upodobania, 
naywięcey w dwóch punktach może przeciąć 
perimetr tego wieloboku.

Uwaga II. Jeżeli przedłużymy w tym 
samym kierunku wszystkie boki wieloboku w y­
pukłego (fug. 4 5 ); summa kątów zewnętrznych 
złożonych z każdego boku wieloboku i z prze­
dłużenia boku iego dotykaiącego się iest ró­
wna czterem kątom prostym, iakakolwiek bę­
dzie liczba boków wieloboku. K ażdy bowiem 
kąt zewnętrzny b B A , z kątem w ew nętrznym - 
A B C  przyległym składaią dwa kąty proste , 
które się powtarzaią w  wheloboku tyle razy, 
ile iest boków czyli kątów; summa kątów tak 
zewnętrzny cli iak wewnętrznych, składać bę­

dzie
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dzie tyle razy dwa kąty proste, ile wielobok 
ma boków. Odeymuiąc od tey summy, sum­
mę katów wewnętrznych, równą tyle razy 
dwa kąty proste, ile wielobok ma boków 
mniey dwoma, pozostaną dwa razy dwa ką­
ty proste, czyli cztery kąty proste na summę 
kątów zewnętrznych.

Uwaga III, Dwa wieloboki są równe, 
skoro składaią się z tey samey liczby tróyka­
tów równych i podobnie rozłożonych, czyli 
zebranych tym samym sposobem, ponieważ 
naówczas widocznie położone ieden na dru­
gim, te dwa wieloboki całkiem pokryią się i 
przystaną do siebie,

Z A D  A ,N  I E XXIX,

T  w i er  d z e n i  e.

TU rownoległoboku, boli i kąty prze­
ciwległe są równe. (fig. 4 5 ).

Poprowadźmy przekątną D B , dwa tróy- 
kąty A D B , D B C maią bok wspólny B D, a 
dla równoległości boków A D , B C ,  kąt A D B  
=  D B C ( Z id. X X III.); dla równoległości zaś 
boków A B , D C ,  kąt A B D  —  B D C w i ę c  
dwa trójkąty są równe (Zad."VII.), zatem 
bok A B , przeciwległy kątowi A D B , iest ró­
wny bokowi D C , przeciwległemu kąto­
wi równemu D B G ,  i trzeci bok A D  iest ró—

I wny
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wny trzeciemu bokowi E C ; więc w  rówrnole«> 
globoku boki przeciwległe są "równe.

Z równości lyęb sarny eh Łróykątów w y­
pada, ze kąt A iest równy kątow i C , kąt AD C 
złożony z dwóch 'kątów À D B ,  B D C ,  iest ró­
wny kątowi A B C  złożonemu z dwóch kątów 
D B C ,  A B D  ; więc w równoległoboku kąty 
przeciwlzgie są równe,

PFniosek. W ięc dwrie równoległe AB, ÇD, 
obięte między dwiema drugicini równoległe- 
mi A D , B C  są ri w*ne.

Uwaga. Zadanie X X V . iest wnioskiem 
Badania poprzedzającego.

Z A D A N I E  XXX.

T w i e r d z e n i e .

Jeżeli w czworoboku, boki przeciwległe 
są równe, boki te będą miedzy sobą równo­
leg łe , a figura będzie równoleg Îotokiem 
(fig. £5 ).

Niech będzie czworobok A B  C D , w  któ­
rym boki A B  —  C D , A D  =  B C , powdadam, 
że boki równe w tym cworoboku będą rów­
noległe, a czworobok będzie równoległobo- 
kiem.

Poprowadźmy przekątną D B  ; w dwóch 
tróykątacli A B D ,  B D C  trzy boki w iednym 
tróykącie będą równe trzem bokom w drugim 
tróykacie, te*dwa w ięclróykaiy sa równe; w iec 
N < y A D B , D B C  przeciwległe bokom rów nym

A B ,
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A B , D C  będą równe; względem zaś boków 
A D , B C kąty te są na przemian zewnętrz­
ne (Zad.XXIII. W nios.II), więc boki A D , B C  
będą równoległe.

Podobnie, kąty na przemian-wewnętrz­
ne A B D , B D C będąc rów ne, boki A B , D C 
będą równoległe; więc czworobok A B  C D  
ięst równoległobokiem.

Z A D A N I E  XX X I.

T w i e r  d z e n i e .
/ . | '  / '  ' v

Jeżeli w czworoboku, dwa boki przeciw­
ległe są rów He i równoległe, drugie dwa bo­
ki tego czworoboku bcdq. równe i równoległe, 
i czworobok będzie równoległobokietn (fig. 45).

Nmch będzie czworobok A B C D ,  w któ­
rym dwa boki przeciwległe A B , C D  są ró­
wne i równoległe, powiadam, źe dwa drugie 
boki A D , B C , będą równe i równoległe, i 
czworobok będzie równoległobokiem.

Prowadźmy przekątną D B ; ponieważ 
bok [AB iest równoległy do boku D C , kąty 
na przemian -  wewnętrzne, A B 4D, B D C  są ró - 
wne (Zad,XXIII. Wnio. II). nadto bok A B  =  
D C , bok D B  wspólny, więc tróykąty A B  D, 
D  B C inaiące kąt równy w każdym obięty 
bokami równemi będą równe (Zad.V I.), aza- 
tem bek A D  =  B Ć ; zaś kały A D B ,  D B C  
względem linij prostych A D , B C  iako na prze­
mian wewnętrzne są równe, (Zad. XXIII. 
' iiios.

—- 44
Biblioteka Cyfrowa UJK 

http://dlibra.ujk.edu.pl



PPnios.II), linije AD * B C , będąc równoległy 
czworobok A B  C D  będzie równoległobokiem.

Z A D A N I E  XXXII.

Tu> i er d z eni e .

W  każdym równoległoboku, dwie prze- 
fcytne przecinały si£ na dwie czyści równe. (fig. 
45. b is).

W  równoległobokii A B  C D  poprowa­
dziwszy przekątne A C , D B ;  W dwóch tróy- 
kątach A D  O , C O B , bok A D  == C B , kąt 
A D O  =  C B O  ( Zad. XXIII, Wnios. II.); i kąt 
D  A O =  O C B  ; więc dwa tróykąty maiące w 
każdym bok równy prżyległy dwóm kątom ró - 
Wnym (Z ad .V ll). są równej więc A O ,  bok 
przeciwległy kątowi A D O ,  iest równy O C  
bokowi przeciwległemu kątowi O B C  więc tak­
że D O =  O B ,

Uwaga. W  przypadku, gdyby równole- 
głobok b ył kwadratem ukośnym, bok A B  
=  B C ,  tróykąt A O B  =  O B C  iako maiące 
W każdym po trzy boki rów ne, kąt A O B  =  
B O C ,  wiec dwie przekątne w kwadracie uko­
śnym , przecinaią się pod kątami prostemii

— 45 —
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K S I Ę G A  II. 
O kole, i o w ym iarze kątów*

' ' -**-'*■' -- 1

0  p  i s a n i a.

I. Obwodem koła, nazywa się linija krzy­
w a, którey wszystkie punkta są w  rowney od­
ległości od punktu wziętego wewnątrz obwo­
du , nazwanego srzodkiem.

Przestrzeń zakończona tą liniją krzywą 
nazywa się kołem.

N B . W  mówieniu bierze się niekiedy ko­
lo , za obwód k o ła , lecz zawsze pamiętać na­
leży, źe kolo iest to przestrzeń tnaiąca d łu ­
gość i szerokość , obwód zaś koła iest tylko li­
niją krzywą.

II. Każda linija prosta C A , C E ,  C D ,  
C B ,  i t.d: ( lig .46 ). prowadzona ze srzodka do 
obwo I u. koła nazywa się promieniem albo 
półsrzednicq. • k a ż d a  linija prosta A B  przecho­
dząca przez srzodek obwodu k o ła , i zakoń­
czona z obu stron tymże ©bwndem koła, na­
zywa, się srzednicę.

W ięc w obwodzie koła wszystkie promie­
nie s ą  równej wszystkie srzedniee dwa razy 
większe od promienia, są także równe.

III. Cząstka Obwodu F H G  nazywa się 
lukiem. Linija prosta F  G  dotykaiąca się o -

sta-:
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statecznych końców lu k u , nazywa się cienci- 
tego luku.

IV. Powierzchnia, albo część kol a obie­
la między lukiem i cieńciwą nazywa się od­
cinkiem.

N B . T ey  samey cieńciwi© odpowiadała 
dwa luki F H G ,  F E G ,  azatérn i dwa odcin— 
ki, lecz zawsze mówić będziemy o naymniey- 
szym.

V. Wycinek iest część koła zamknięta 
miedzy lukiem E D i dwoma promieniami C D, 
C E  prowadzoneini do ostatecznych końców 
tego luku.

VI. Nazywa się liniją wpisaną ( fig. 4y )« 
AB,  którey ostateczne końce są na obwodzie 
kola.

Kątem wpisanym , kąt B A C złożony s 
dwóch cieńciw B A , A C  którego wierzcho­
łek leży na obwodzie kola.

Tróykątem wpisanyin, tróykątB A C  któ­
rego trzech kątów wierzchołki leżą na obwo­
dzie koła.

W  ogólności nazywa się figurą wpisaną, 
figura, którey wszystkie kąty maią swoi® wierz­
chołki na obwodzie: w tym razie mówić mo- 
^na , źe obwód koła iest opisany na tey figu-» 
rze. ,

VII. Línija A.B (fig. 48 ). przecinaiąca ob- 
Wód kola w dwóch punktach, nazywa się sie~ 
*zną.

VIII. Styczną? línija- C D  maiąca ieden
punkt
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punkt wspólny z obwodem koła. Punkt zaś 
wspólny M ,' punkiem dotknięcia.

IX. Dwa obwody wzaiemnie są styczne- 
m i, ieźeli maią ieden punkt wspólny.

X, Jeżeli wszystkie boki wieloboku, są 
stycznemi do obwodu kola, wielobok iest opi­
sany na obwodzie kola, albo obwód koła w 
wieloboku wpisany. ( fig. i 60 ).

Z A D A N I E  I.

T w i e r d z e n i e .

Każda srzednica dzieli kolo i obwód ko­
ła na dwie części równe. ( fig. 4g ).

Przełaniawszy kolo w kierunku srzedni- 
cy A B , linija krzywa A E B ,  powinna przy­
stać doskonale do linij krzywey A F B ;  bez 
czego w iedney lub drugiey byłyby piinkta 
niebędace w równey odległości od szrodka C, 
fco iest przeciwko opisaniu koła.

Z A D A N I E  II.

T w i e r d z e n i  e.

K ażda cienciwa iest mnieyszą od śrzed- 
nicy. (iig. 4p ).

Jeżeli do ostatecznych końców cienciwy 
A D , poprowadzimy promienie C A , C D , bę­
dziemy mieli liniją prosta Ą D  <  A C  -j- C D /  
albo A D  <  AB. ,

— 48 —~

JVnio-
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. . .. 1Wniosel:. W ięc  naywiększa Iinija prostai
którą można wpisać w k o ł o ,  iest równa iego 
srzednicy.

Z A D A N I E  III.

T w i e r d z e n i e .
L in ija  prosta w dwóch tylko punktach 

przeciąć może obwód koła.
Gdyby linija prosta przecięła obwód ko­

ła  w trzech punktach, te trzy punkta b yłyb y 
w  równej7- odległości od srzodka, więc z ied— 
ncgo punktu do iedney i tey samey linij prostey 
byłyby prowadzone trzy łinije proste równe-, 
co iest rzeczą niepodobną (Z a d .X V I.K .I.)

Z A D A N I E  IV.

T w i e r  d z e n i e
tern samem kole albo w dwóch kołach 

równych, kąty ( których wierzchołki są we 
srzodku ko ła ) równe, obeymuią na obwodzie 
luki równe) i na odwrót, iezeli łuki na ob­
wodzie koła są równe, kąty we srzodku koła, 
bcdą także równe. (Fig. 61).

Ponieważ lmo Jeżeli kąt A C B  =  D C E ,  
te dwa kąty przystaną do siebie; a dla równo­
ści boków punkt A padnie na pukt D , punkt * 
zaś B na punkt E ;  naówczas łuk A B  padnie 
i przystanie do łuku D E ; ponieważ, gdyby 
te dwa łuki niezbiegły się z sobą, więc w ie- 
dnym lub drugim łuku byłyby punkta nieró- 

D  wnie
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wnie od srzodka oddalone, co bydż niemoże?
więc łuk A B = D E .

2do Jeżeli luk A B = D E ,  powiadam, 
że kąt A C B  będzie równy kątowi D C E ;  gdy­
by te kąty niebyły równe, niech będzie A C B 
większy, i niech będzie A C I  —  D C E ;  bę­
dziemy więc. mieli łuk A 1 =  łukowi D E :  lecs 
z założenia luk A B  =  B E ;  więc mielibyśmy 
A I = A B ,  całość równa części, co bydź nie- 
inoże, azatem kąt A C B — D C E .

Z A D A N I E  V.

T w i e r d z e n i e .

TV iednern kole , lub w dwóch kolach ró­
wnych, luki równe obeyniuią cieńciny równe; 
cieńciny zaś równe obeymuią luki równe. 
(  f ig .  5 ° ) . '  ^

Promień A C  będąc równy promieniowi 
E O ,  łuk A M D  równy łukowi E N G ,  po­
wiadam, źe cieńciwa A D  będzie równą cieii- 
ciwie E G .

Ponieważ, ieźeli poprowadzimy promie­
nie D C , G O , luki A M D ,  E N G  będąc ró- 
ne, kąty A C D , E O G  będą równe (Zad.IV); 
więc trójkąty A C D , E  O G  • maiące ieden kąt 
równy obięty między bokami równemi będą 
równe, więc trzeci bok A D  iednego tróykąta 
będzie równy trzeciemu bokowi F  G  drugiego 
tróykąta.

Naodwrgt, przypussczaiąc zawsze pro­
mień
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inień A C  =  E O ,  ieźeli cieńciwa A D  rówaft 
Henciwie E G ,  powiadam, ze łuk A M D  bę­
dzie równy łukowi E N G.

Poprowadziwszy promienie C D  O  G ; w  
<hvóch tróykątach A C D ,  E O G ,  trzy boki 
w iednym tróykącie, są równo trzem bokom 
w drugim tróykącie, więc te dwa tróykąty są 
równe ( Zad. XI. K . I.), więc kąt A C D == E O G; 
a  zatem łuki (Zad. IV .) A M D ,  E N G  obięte 
bokami tych kątów będą równe.

Z A D A N I  E VI.

T w i e r d z e n i e .

W  tern samem hole, albo w holach ró­
wnych , (biorąc łuki mnieysze od pótobwodit 
ko ła), luk większy iest obięty większą cien— 
ciwą, luk zaś mnieyszy obięty cieńciwą mniey— 
$zą. (fig. 5o).

Niech będzie łuk A H  większy od łuku 
A D ; poprowadziwszy cieńciwy A D , A H , i  
promienie C D‘, C H : dwra boki A C , C H fcróy— 
kąta A C H ,  są równe dwóm bokom A C , C D 
tróykąta A C D : kąt zaś A C H  iest większy od 
kąta A C D ;  w iec (Zad. X. K .I .)  trzeci bok 
A H w tróykącie Â C H , iest większy od boku 
trzeciego A D  w tróykącie A C D ;  azatem cień— 
ciwa obeyinuiąca łuk większy A H , iest w ięk- 
w a od cjeńeiwy obeymuiącey łuk mnieyszy

AYzaiemijie, iezeli cieńpiwa. AH^iestwięk^
D 2 m
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sea od cieńciwy E G ,  powiadam ; że łuk A H  
będzie większy od łuku E  G.

Ponieważ, gdyby łuk A H  niebył więk­
szy od łuku E  G , potrzeba, aby łuk A H b y ł 
mnieyszy od łuku E G ,  albo równy łukowi 
E G . Jeżeli przypuścimy naprzód, że łuk A H  
będzie mnieyszy od łuku E G ,  podług zada­
nia poprzedzaiącego cieńciwa A H , będzie 
ninieyszą od cieńciwy E  G , c© iest przeciw­
ko założeniu. Jeżeli przypuścimy następnie, 
że łiik A H  iest równy łukowi E G ,  potrze­
ba (Z ad .V .) ażeby cieńciwa A H  była równą 
cieńciwie E G , co iest także przeciwko zało­
żeniu, więc łuk A H  niebędąc ani mnieyszy 
od łuku E  G , ani równy łukowi E G  ; azatem 
łuk A H  będzie większy od łuku E G .

Twaga. Gdyby łuki b y ły  większe od 
pół-obw odu koła, wtym razie łuku większe­
go cieńciwa iest ninieyszą3 łuku zaś mniey- 
szego cieńciwa większa. Naprzykład łuku 
A K B D  większego od łuku A K B H  cieńci­
wa A D  iest ninieyszą od cieńciwy A H .

Z A D A N I E  VII.

T  wi er  d z e n i e .

Promień, prostopadły go cieńciwy? dzie­
li te cieńciwę i łuk tą cieńciwą obięty na dwie 
części równe. (fig. 5 i).

Niech będzie srzodek koła C , cieńciwa 
A B ; powiadam, że promień C G  dzieli cień­

ciwę
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ciwc Ą B  i łuk tą cieńciwą obięty A G B  na. 
dwie części równe.

Poprowadziwszy promienie . C A ,  CB*  
trójkąty prostokątne C D  A , C D B  będą mia­
ły  przeciwprostokćitną C A =  C B ,  bok C D  
wspólny; więc te dwa tróykąty iako maiące 
przeciwprostokątną równą, i ieden bok równy 
( Z ad .X V III.K .i.) będą równe, więc A D  =  
D B .

W  drugim przypadku, pomewaź A D  =  
D B , linija C G  iest prostopadłą do srzodka 
linij A B ; w ięc (Zad. XVII. K .I). wszystkie 
punkta tey prostopadłey będąc w  równey od­
ległości od ostatecznych końców A i B , linij 
A B , punkt G  będąc iednym z tych punktów, 
odległość A G  — B G. G dy więc cieńciwą A G  
iest równa cieńciwie G B , łuk A G iest równy 
łukowi G B  (Z ad .V .); azatern promień C G  
prostopadły do cieńciwy A B , dzieli łuk. w 
punkcie G , obięty cieńciwą A B y na dwie czę­
ści, równe.

u . aga. Srzodek C k o ła ; srzodekD cień­
ciwy A B , i srzodek SG  łuku obietego tą cień­
ciwą, leżą na tey samey linij prostey C G  
prostopadłey do cieńciwy A B . Gdy dwa 
punkta są dostateczne do oznaczenia połoze- 
żenia linij prostey; więc linija prosta C G  prze­
chodząca przez dwra {punkta C , G , przeyidzie 
koniecznie przez punkt trzeci D , i będzie pro­
stopadłą do cieńciwy A B .

Zkąd także wypada, że prostopadła wy~
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niesiona n a  połowie cieńciwy, przechodzi przez  
srzodek kota ? i przez potowe tuku obie te go %  
eieńciwą.

Z A D A N I E  VIII.
T w i e r d z e n i e .

Przez trzy punkta dane nieleiące na ie~ 
dney linij prostey, ieden tylko obwód kota 
poprowadził można. (fig .52-).

Niech będą trzy punkta A , B , C ; złączmy 
punkt A z punktem B , punkt B z punktem C,. 
a ̂ podzieliwszy dwie linije'proste A B , B C, każ­
da na dwie części równe, wyprowadźmy z ich 
srzodków dwie prostopadłe D E , F G , powia­
dam naprzód, źe te dwie prostopadłe zbiegną- 
się w  punkcie O.

Mogą tu bydź dwa przypadki, albo kąt 
A B  C nie iest prostym, albo kąt A B C  iest ką­
tem prostym»

imo Jeżeli kąt A B C  nie iest kątem pro­
stym, summa kątów wewnętrznych G F B ,. 
A B F ,  będąc większą lub innieyszą od dwóch 
kątów prostych, linije A B , G F ,  przetną się 
( Zad. XXII. K .L  ); niech przetną się naprzy— 
kład w punkcie K ; w tróykącie prostokątnym 
B F R ,  kąt K  będąc kątem ostrym, summa 
kątów wewnętrznych E D K , G R D ,  będąc 
mnieyszą od dwóch kątów prostych, linije D E , 
K  G , dostatecznie przędłuźone przetnąsię w  
punkcie O.

%do Je-
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id o  Jeżeli kat A TJ€ iesfc kątem prostym, 
linija I ) E  prostopadła do linij A B , będzie ró^ 
wnoległą do linij B C ; : więc linija prosta D E , 
prostopadła do srzodkąjinij A B , spotka się 
z liniją F G .  prostopadłą do srzodka linij B O , 
w  punkcie O. Ponieważ przez punkt F , ie- 
dnę tylko równoległę B C , do linij D E , p»- 
prowadzić można. ( Zad. XXII. K. I. wniosek.)

Punkt zatem O , leżący na prostopadłej 
D E, iest w rovfney odległości od dwóch punk­
tów A , B , ( Zad. XVIL K. L ) 5 ten sam punkt O, 
leżąc na prostopadłey F G ,  iest wrów iiey od­
ległości od dwóch punktów B , C ; więc trzy* 
odległości O A , O B , Ofc), są równe. A za­
tem obwód koła opisany ze srzodka O , pro­
mieniem O B , przeyidzie koniecznie przez trzy 
punkta dane A , B , C .

Możemy więc zawsze poprowadzić obwód 
koła przez trzy punkta dane niebędąee w li— 
nij prostey , lecz niewięcey nad ieden; ponie­
waż gdyby b y ł drugi obwód przechodzący 
przez trzy punkta dane A , B , C , lego srzodek 
niemogłby leżeć zewnątrz linij D E  (Zad. XVII. 
K: I .) bo niebyłby w rów nej odległości od 
punktów A , B ; dla podobney przyczyny ten­
że srzodek niemogłby leżeć zewnątrz linij F  G , 
więc leżałby razem na dwóch linijach D E , 
F G . Gdy zaś dwie linij@ proste w  iednym 
tylko punkcie przeciąć się mogą, a zatem prze» 
trzy punkta dane ieden tylko obwód koła p o - 

rowadzić można*
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PfTiiosek. D wa obwody k ó ł, naywięcey 
w  dwóch punktach przeciąć się m ogą, bo gdy­
by miały trzy punkta "wspólne, miałyby ten 
sam srzodek, i składałyby ieden tylko i ten 
sam obwód.

Z A D A N I E  IX.

T - w i e r d z e n i e .

Dwie cieńciwy równe są w równey od­
ległości od srzodka koła • z dwóch zaś cień— 
ciw nierównych, naymnieysza, iest od srzod­
ka koła nayodlegleysza. (fig..5 5 ).

i;no Niech będzie cieńciwa A B ,  równa 
cieńciwie D E j podzieliwszy te dwie cieńciwy 
w punktach G ,F , na dwie części równe, spuść­
my na' te punkta ze srzodka koła C dwie pro­
stopadłe C G ,  C F ,  i poprawadźmy promie­
nie C A , C D .

Trókąty prostokątne C F A ,  C G D ,  maią 
przeciwprostokątne C A ,  C D  równej nadto 
bok A F  połowa cieńciwy A B , iest równy bo­
kowi D G  połowie cieńciwey D E , więc te dwa 
tróykąty będąc równe (’Zad. XVIII. K . I . ) trze­
ci bok C F  iest równy trzeciemu bokowi C G , 
azateni inw. Dwie cieńciwy równą A B , D E , 
są w równey odległości od srzodka koła C. 
2do Niech będzie cieńciwa A H  większa od 
cieńciwy D E , luk A N K B H  będzie większy 
©d ł u k u D M E  (Zad. VI.) na łuku A N K B H  
weźmy część A N K B  =  D M E ,  apoprowa-

dziw-
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dziwszy eieńciwę A B , spuśćmy^CFprostopadłą 
na tę eieńciw ę, i C I prostopadłą na cień - 
ciwę A H j widoczna iest rzeczą źe C F ^ C O ^  
zaś C O  >  C I  ( Z a d .X V I .R .I .) azatém C F >  
C I ,  lecz C F = C G  ponieważ cieńciw y A B  
D E  są rów ne, w ięc C G ^ >  C I, azatém zdw och 
cieńciw nierównych, naym nieyszaiestodsrzod- 
ka koła nayodlegleysza.

Z A D A N I E  X.

T w i e r d z e n i e .

Prostopadła prowadzona do ostateczne­
go końca promienia będącego na obwodzie ¿o- 
ta , iest styczną do tego obwodu, (fig.54.)

Jeżeli do ostatecznego końca promienia 
C A :przez punkt A na obwodzie, poprowadzi­
my prostopadłą B D , powiadam, że ta pro­
stopadła będzie styczną do obwodu koła.

Ponieważ linija pochyła C E  iest dłuższą 
od linij prostopadłey C A  ( Zad. XVI. K . I .) , 
punkt E  leży zewnątrz obwodu koła; więc 
linija B D  ma tylko ieden punkt A wspólny z 
obwodem ; a zatém B D  iest styczna (Opisa­
nie VIII).

Uwaga. Gdyby można było poprowa­
dzić drugą styczne np. A F ,  ta styczna nieby- 
łaby iuż prostopadłą do promienia C A , więc 
spuściwszy źe srzodka obwodu koła C pro­
stopadłą C G  na tę nową stycznę A F ,  linija 
C A ,  będąc liniją pochyła względem linij C G ,

hę-
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będziemy mieli C G <  C A y więc pukt G  na­
leżący do stycznej A F , będąc bliźey srzodka 
obwodu koła C , aniżeli punkt A , punkt z zało­
żenia będący na obwodzie k o ła , azatém punkt 
G tey  mniemaney styczney AF, byłby wewnarz 
obwodu koła. (*)

Z A D A N I E

T w i e r  d z e n ie .

Dwie linije równolegle, odcinają na ob­
wodzie kota luki równe. (fig. 55. i fig. 5 6 ). 

Mogą bydź trzy przypadki: 
i/no Jeżeli dwie równoległe są siecznemi, 

poprowadziwszy promień C H  prostopadły do 
eieńciwy M P , aktorzy razem będzie prosto­
padły i do iey równoległey N Q  (Zad.XXÍIL 
K .I .) ; punkt H będzie na połowie łuku M I I P ,  
i na połowie łuku N-H Q ( Zad. V II.); więc łuk 

i łuk N H = H Q :  z tad 
M H — H N — H P '— H Q  

taiest łuk
M N = P Q -

sdo Je—

(*) Podobnym sposobem dowieść można, że 
miedzy styczną A D , i obwodem koła A O 
żadney inney linij iaką iest np. linija A F  po­
prowadzić niemożna, i że styczna A D , po­
prowadzona do punktu A , ma tę szczegól­
ną własność, iż między wszystkiemi linija—

mi
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2y£o Jeżeli z dwóch równoległych A B ,  
D E (fig.56.) iedna iest sieczną, druga zaś 
styczna do punktu dotknięcia H, poprowadziw­
szy promień O H , ten będzie prostopadły do 
styczney D E  (Zad. X ). i do iey równoległey 
M P. Lecz promień C H  będąc prostopadłym 
do cieńciwy M P , punkt H  iest na połowie lu ­
ku M H P ,  więc luki M H , H P  obięte mię­
dzy równoległemu A B , D E  są równe.

5 tio Nakoniec, ieżeli dwie równoległe 
D E , I L  (fig. 56.) sąstycznemi, iedna w  punk­
cie H , druga w  punkcie K ,  poprowadziwszy

sie-
  i

mi prostemi prowadzonemi przez punkt A , 
naybardziey do linij krzywey iest zbliżoną.

Jakoż, ieżeli przypuścimy że linija prosta 
7ip. A F  może bydż poprowadzoną między 
styczną A D  i liniją krzj^wa A G , spuściw­
szy prostopadłą C G  na liniją prostą A F ,  
będziemy mieli C G < C A ,  więc punkt G  
bjdby wewnątrz obwodu koła, azaićm linka 
prosta A F  niemoże bydż położoną między 
A D  i A O iakieśmy wyźey przypuścili. Ztey 
okoliczności przytoczmy tu wyrazy Lagran— 
ici (fonctions analytiques/). 117 ). „  podług
„  dawnych Geometrów, linija prosta iest sty- 
,, czną do linij krzyw ey, skoro maiąc i eden 
„  punkt wspólny z liniją krzyw ą, żadney iii— 
„  ney linij prostey przez ten punkt miedzy 
„  nią i liniją krzywą poprowadzić niemożna

—  5g —
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sieczną A B  równoległą do tych stycznych9 

mamy M H =  H  P , M K = K P ;  wiec cały łuk 
H M K  —  H P K , i  każdy z tych łuków iest pół 
obwodem koła.

Z A D A N I B XII.

T w i er  d z e  nie*

Jeżeli dwa obwody kół przecinają sic w 
dwóch punktach , linija przechodząca przez  
srzodki tych dwóch obwodów, będzie prosto­
padłą do cien ci w y , łączącey punkt a ich prze­
ciec , i dzielić będzie tę cieńciwę na dwie części 
równe. ( fig. 67 , i fig. 5 8 ).

Ponieważ linija A B  łącząca punkta prze­
cięć dwóch k ó ł, iest wspólną cieńeiwą tych 
dwóch kół j  wyprowadziwszy ze srzodka tey 
cieńciwy prostopadłą, ta prostopadła przeyść 
powinna przez każdy z dwóch srzodków C , i 
D  (Zad. VII). Gdy zaś przez dwa punkta dane

iednę

„  i t.d. “  I na tern to staróźytnem opisaniu 
styczney, La'grani w dziele wyżey wspom- 
nionćm, ustanowił teoryą dotknięć źe ści­
słością i pięknością które są właściwe temu 
wielkiemu Geometrze.

Lecz dowieść należy na odwrót, iż ieżeli 
linija prosta D E  (fig.56 ). iest styczną do 
punktu H obwodu koła M H P , promień C H 
łączący srzodek obwodu koła ’ C  z punktem

dot-
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iednę tylko liniję prostą poprowadzić może­
m y, więc linija prosta przechodząca przez 
srzodki dwóch obwodów kó ł, będzie prosto­
padłą do połow y ich wspólney cienćiwy.

Z A D A N I E  XIII.

%• T u > i e r d z e h i a .

Jeżeli odległość dwóch srźodków' iest 
mnieysza od summy prom ieni, i iezeli pro­
mień naywiększy iest mnieyszy od summy z  
promienia naymnieyszego i odległości srzod- 
kówj dwa kołaprzetnąsig. (fig. 57.58).

Do przecięcia się dwóch kół potrzeba, 
ażeby t r ó y k ą t C A D  miał mieysce; więc nie- 
tylko ażeby odiegłość srźodków C D była  
< C A C - ( - A D ,  lecz ażeby promień naywięk­
szy A D b y ł A C -f" C D. W  każdym więc 
razie, skoro tróykąt C A D może bydź złożo­
ny, obwody opisane ze srźodków C ,D , przet­
ną się w punktach A , B.

Z A -

dotknięcia H, będzie prostopadły do tey sty- 
czney.

Jakoż gdyby promień C H  niebył pro­
stopadłym do D E , z punktu C moźnaby spu­
ścić na D E inną prostopadłą C O odmien­
ną od C H , i mielibyśmy C Ó <C C H , więc 
punkt O , będąc bliźey srzodka aniżeli punkt 
H , linija prosta D E  byłaby sieczną a «0 iest 
przeciwko założeniu.
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Z A D A N I E  XIV.

T w i e r  d z ę n i  e.

Jeżeli odległość srzodków dwóch hol iest 
równa summie ich promieni, te dwa hola zet­
kną sig zewngtrznie. (fig. 5g).

\Vidocznie, iż tbędą miały punkt A wspól­
n y , lecz tylko ten ¿eden punkt A , ponieważ, 
aby miały dwa punkta wspólne, potrzeba, 
ażeby odległość srzodków była nraieyszą od 
summy ich promieni.

Z A D A N I E  XV.
T  w ie r  d ze  n i e .

Jeżeli odległość srzodków dwóch k ó ł, iest 
równa różnicy ich promieni, te dwa koła 
zetkną sig wewngirzjue. (fig. 60).

Naprzód widoczną iest rzeczą , że maią 
punkt wspólny A ,' i że drugiego punktu wspól­
nego mieć niemogą, bo nato potrzeba, aby 
promień naywiększy A D, b y ł mnieyszy od 
summy z promienia mnieyszego A C , i odleg­
łości srzodków C D  .(Zad.XIII.), co niema 
mieysca.

JVniosek. W ięcieżeli dwa koła ztykaią- 
się bydź wewnętrznie, bądź zewnętrznie, ich 
srzodki i punkt zetknięcia leżą nateyże śamey 
łinij prostey.

Uwaga. Wszystkie koła niaiące srzodki 
a a  linij prostey C D , i. których obwody prze-

cho-
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ehodzią przez punkt A  ('fig. 59, 60). marąc tyl­
ko między sobą ten iedeu punkt wspólny, są 
stycznemi iedne do drugich.

I ieźeli przez punkt A , poprowadzimy li-  
niją A E  prostopadłą do linij A D , linija pro­
sta A E  będzie styczną wspólną obu tym koT 
łom.

Z A D A N I E  XVI.
T w  i er  d z e n i e .  „

JV  iedne/n kole , lub w Tcolacli równy cĥ  
ieźeli dwa kąty we srzodku dwóma promie­
niami obięte tak są między sobą, iak dwie 
liczby cal kie , luki na obwodzie kola temi 
promieniami odcięte, będą tak między sobą, 
iak tez same liczby calkie. (fig. 62).

Niech kąt M będzie wspólną miarą dwóch 
kątów A C B ,  D C E ,  i niech tenże kąt M bę­
dzie zamknięty sicdm razy w  kącie A C B .  
a cztery razy w  kącie D C E .  K ąty czą­
stkowe A C m, m C n, n G p , i t. d. D C x ,  
x C y ,  y C z  i t.d. będąc równe między sobą, 
łnki cząstkowe A m , m n , np i t d .  D ł , x y , 
y  z i t. d. będą także równe między sobą (Zad.
IV .); więc cały łuk\ A B  będzie do całego lu ­
ku D E  iak 7 do 4 . W idoczną iest rzeczą że 
to samo rozumowanie miałoby mieysce, gdy­
by zamiast liczk 7 i 4 b yły  iakiekolwiek inne 
liczby. W ięc ieźeli stosunek kątów A C B ,  
l^ C E  może bydź wyrażony w  liczbach cał­

y c h *
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kich], luki A B , D E  będą między sobą iak 
kąty A C B ,  D C E .

Uwaga. Wzaiemnie, ieżeli luki A B , DE. 
będą między sobą iak dwie liczby całkie, kąty 
A C B ,  D C E  będą między sobą iak te same 
liczby, i będziemy mieli zawsze proporeyą: 
K ąt  A C B :  kąta D C E :  : łuk A B : do lu ­
ku D E ; ponieważ luki cząstkowe A m , m n i 
t.d. D x ,  x y  it.d. będąc równe, kąty cząstko­
we A C m , m C n  it.d. D C x ,  x C y  it. d. bę­
dą także równe.

Z A D A N I E  X VII,

Tw  ier  d z e n i e .
> ■ ' • . i

Jakikolwiek be dzie stosunek dwóch kąt ów, 
te zawsze będą miedzy sobą, iak łuki obicte 
między ich ramionami, i opisane z ich wierz­
chołków iako srzodków, promieniami równe- 
mi. (fig. 6 3 ).

Niech będą te dwa kąty A C B ,  A C D ,  
powiadam, że będziemy mieli zawsze pro- 
p o rcy ą :

kąt A C B  : k ą ta \C  D : : łuk A B  : tuku A D .
Położm y kąt naymnieyszy na kącie nay- 

większym; ieżeli proporcya w yźey wzmian­
kowana niema mieysca, kąt A C B  będzie do 
kąta A C D  iak luk A B  do luku większego lub 
mnieyszego od luku AD . Przypuśćmy źe do 
Żuku większego od luku A D , a wyraziwsszy ten 
luk większy przez A O będziemy mieli pro-

por-
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porcyą: kąt ACB : kąta A C D :: luk A B : luku  AO.' 
W ystawm y teraz źe łuk A B iest podzielony 
na części równe, z których każda będzie mniey- 
Szą od D O , więc przynaymniey ieden punkt 
fcnaydzie się między, D i O , niech tym punk­
tem będzie I , złączm y C I ; łuki A B ,  A l  bę­
dą między sobą iak dwie liczby całkie, i bę­
dziemy mieli podług twierdzenia poprzedzaią- 
cego proporcyą następuiącą;

kąt A C B : kąta A C I  :: luk A B : luku A l ;  
porównywaiąc te dwie pfoporcye, gdy poprzed­
niki są te same, następniki złożą proporcyą 

kąt A C D ;  kąta A CI  :; tuk A O : luku A I.
Lecz łuk A O iest większy od łuku A l ,  

więc gdyby ta proporcyą była prawdziwą, po­
trzeba ażeby kąt A C D  b ył większy od kąta 
A C I ,  gdy przeciwnie iest mmeyszy, azatem 
proporcyą iest fałszywą. Lecz ta proporcyą 
wypadła z dwóch proporcyy;

Kąt A C B :  kąta A C D : : luk A B  : luku A O , 
K ą t \  kąta A C I  ;: tuk A B  : kuku A l ,  

i gdy ostatnia z tych dwóch proporcyy została 
doskonale dowiedzioną (Zad. X  VL), więc pierw -  
sza z tych dwóch proporcyy iest fałszywą; a-» 
zatem bydź nieinoże, ażeby kąt A C B ,  b y ł do 
kąta A C D  iak łuk A B  do łuku większego od 
łuku A D .

Przez rozumowanie zupełnie podobne do­
wiedlibyśmy, że czwarty wyraz proporcyi, nie- 
nioźe bydź mnieyszy od łuku A D , więc ten. 
czwarty wyraz będąc doskonale równy łuko­
wi A D , azatem będziemy mieli proporcyą:

E  Kąt
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. Kąt A C B  : kąt a A  C D :: iu l  K B  : tu lu  A D .
Wniosek. Z tey proporcyi wypada, źe 

gdybyśmy szukali liczby razy, którą luk A B , 
obeymuie luk A D , ta liczba będzie liczbą w y - 
raźaiącą iak wiele razy kąt A C B ,  obeymuie 
kąt A C D ; ieźeli obierzemy za iednostkę kip- 
tów , to iest za kąt, do którego odnoszą się, 
i z którym porpwnywaią się wszystkie inne 
k aty i kąt A C  D : liczba razy którą kąt A C B ,  
obeymować będzie kąt A C D ,  wyrazi miarę 
liczebną kata A C B .  I ieźeli w tym samym 
czasie, weźmiemy kuk A D za iednostkę kuków, 
liczba razy, którą kuk A B , obeymować bę­
dzie łuk A D , będzie miarą liczebną kuku A B . 
Azatem miara liczebna kąta A C B ,  będzie tą 
samą, co miara luku A B . W ięc gdy pospo­
licie dla skrócenia mówimy, że kąta A C B  
miarą iest kuk AB, obięty między iegcęramio- 
nam i, i opisany z iego wiezcliolka iako srzod- 
ka, nigdy zapomnieć nienaleźy, źe to tylko wów ­
czas ma mieysce, skoro weźmiemy za iedno­
stkę kątów, kąt obeymuiący między swoiemi 
ramionami kuk obrany za iednostkę luków , i 
opisany tym samym promieniem co luk pierw­
szy. ,

Uwaga I. Jeżeli dla większey prostoty, 
obierzemy kąt prosty za iednostkę kątów, na- 
ówczas czwarta część obwodu kola, odcięta 
ramionami kąta prostego, będzie iednostką lu ­
ków ; porównywaiąc z tą iednostką łuków , luk

mie-
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mierzący kąt dany, będziemy mieli stosunek 
kąta danego do kąta prostego.

Uwaga II. Wszystko cośmy w yłożyli w 
poprzedzaiących zadaniach względem porów­
nania kątów z lukam i, równie ma mieysce 
Względem porównania wycinków z lukami; 
ponieważ, skoro kąty są równe, wycinki są ró­
wne, i w ogólności proporcyonałne kątom • icięc 
dwa wycinki A C B ,  A C D  ( fig.65. ) ,  wzięte 
w tem samem kole, lub w dwóch kołach ró­
wnych, są między sobą iak luki A B , A D ,  
podstawy tych wycinków. Ztąd widzimy, że 
luki kola służąc do wymiaru kątów, słu­
żyć także mogą do wymiaru różnych wycin­
ków tego samego k o ła , albo kół równych. (*)

Z A D A N I E  XVIIL
T  w i e r d z  e n i e.

Miarą kąta wpisanego w obwód kola, iesl 
połowa tuku obicie go ramionami tego kąta* 
(fig. 6 4 , i fig. 65 ).

Niech będzie kąt wpisany B A D ,  powia­
dam, że miarą iego będzie połowa luku B D .

Załóżm y naprzód, ¿esrzodek koła iest we­
wnątrz kąta B Ą D ;  poprowadziwszy srzedni— 
cę A E , i promienie C B , Ć D , kąt B C E , iay 

E  2 ko

(*) Kia łatwieyszego obięcia Zad. X V I., iX V I i  
należy dobrze odczytać w Arytmetyce §. §. 1 44, 
*5 i. i t d .
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ko zewnętrzny, iest równy summie wewnętrz­
nych B A C ,  A B C  ( Zad.X X III.K .I.): ‘ lecz 
tróykąt B A C , będąc tróykątem równoramien­
nym , kąt B A C  =  A B C ;  więc kąt B C E , iest 
dwa razy większy od kąta B A C .  K ąt B C E , 
iako kąt we srzodku koła ma za miarę łuk B E; 
więc kąt B A C ,  będzie miał za miarę połowę 
łuku B E. Dla podobney przyczyny kąt C A D, 
będzie miał za miarę połowę łuku E D ;  azatem 
summa kątów B A C -j- C A D , albo kąt B A D ,  
będzie miał za miarę połow ę summy łuków 
B E - f - E D ,  albo połowę łuku B D .

Załóżmy powtóre, źe srzodek koła C , 
znayduie się zewnątrz kąta B A D  (fig. 65.); na- 
ówczas poprowadziwszy srzednicę A E , kąt 
B A E , będzie miał za miarę połowę łuku B E, 
kąt zaś D A E ,  połowę łuku D E  • więc ich 
różnica B A D ,  będzie miała za miarę połowę 
łuku B E ,  zmnieyszonego połową łuku E D  j 
czyli połowę łukn B D .

W ięc każdy kąt wpisany ma za miarę po­
łow ę łuku obiętego między iego ramionami.

IVniosek /. Wszystkie kąty B A C , B D C, 
B E C , wpisane w  tym samym odcinku BAD EC 
(fig .66), są równe; poniewmź inaią za miarę 
połow ę tego samego łuku B O C .

lVriiosek II. K ażdy kąt B A D  ( fig. 67.), 
wpisany Wpółkole, iest kątem prostym, po­
nieważ ma za miarę połowę pół-obw odu kota 
B O D ,  czyli czwartą część obwodu koła.

Chcąc dowieść tę prawdę innym sposo­
bem ,

Biblioteka Cyfrowa UJK 
http://dlibra.ujk.edu.pl



bem , poprowadźmy promień C A ; tróykat
B A C ,  iest tróykątem równoramiennym , więc 
kąt B A C =  A B Ć ; tróykąt C A D ,  iest także 
tróykątem równoramiennym; więc kat C A D  =  
A D C ,  więc, B A C  +  C A D ,  czyli kąt B A D  =  
A B D - f  A D B .  Gdy dwa kąty B ,i D , w tróy— 
kącie A B D ,  są równe kątowi trzeciemu B A D ,  
i gdy trzy kąty wtróykącie składaią dwa ką­
ty proste, więc kąt B A D  iest kątem prostym.

Wniosek III. K ażdy kąt wpisany B A C  
(fig. 66). w odcinku większym od półkoła, iest 
kątem ostrym , ponieważ ma za miarę połowę 
łuku B O Ć ,  mniejszego od pół -  obwodu ko­
ła. Każdy zaś kąt B O C ,  wpisany w odci­
nek mnieyszy od półkoła, iest kątem rozwar­
ty /n, ponieważ ma za miarę połowę łuku B A C ,  
większego od półobwodu koła.

Wniosek IV . W  czworoboku wpisanym 
B A D C (fig. 68). kąty przeciwległe A , C ,  skła- 
daią razem dw a kąty proste; ponieważ kąt
B A D ,  ma za miarę połowę łuku B C D ,  kąt 
B C D  połowę łuku B A D ;  więc dwa kąty 
B A D , B C D, razem wzięte maią za miarę po­
łowię obwodu kola; więc ich summa wynosi 
dwra kąty proste.

Z A D A N I E  XIX.

Tw  i  er  d z e n i e .
K ą t z ł ozony ze styczney i ceń ciw y , ma 

za miarę połowę łuku obietego miedzy stycz- 
llci  cieńciwą. (fig. 69).

Niech
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Niech będzie styczna B A , i cieńciwa A C, 
powiadam, źe kąt B A C ,  będzie miał za mia­
rę połow ę luku A M D  C.

Z punktu dotknięcia A , wyprowadźmy 
srzednicę A D ; kat B A D  prosty (Z ad .X .),. 
ma za m iarę połowę obwodu koła A M D ,  kąt 
D A C ,  ma za miarę połowę łuku D C ; wiec 
kąty B A D —j- D A C, albo kąt B A C ,  ma za mia­
rę połow ę łuku A M D ,  nadto połowę łukit 
D C ,  albo połowę łuku A M D  C. Tym  sa­
mym sposobem dowiedlibyśmy, źe k ą t C A F ,  
ma za miarę połowę łuku A C , obiętego mię­
dzy styczną A F , i cieńciwą A C.

Zagadnienia względne do dwóch pierwszych 

książek części pierwszey.

Z a g a d n i e n i e  P i e r w s z e .
Podzielić linijąprostą daną A B ,  na dwie 

części równe. (fig. 70).
Z punktów A i B , iako ze srzodków, pro­

mieniem większym od połow y linij daney A B , 
opiszmy dw a iuczki przecinaiace się w punk­
cie D j punkt D , będzie w rowney od egłośći 
od punktów A , B : n zn czmy podobnie nad 
albo pod liniją A B , drugi punkt E , równo 
oddalony od punktów A , B ; przez dwa punk- 
ta D , E , poprowadziwszy liniją D E , ta prze­
tnie liniją daną A B  w punkcie C , na dwie 
części równe. Poniewąż z dwóch punktów D ,Ę ,

kaź-
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każdy iest w  równey odległości od ostatecz­
nych końców A , B , linij daney A B ; więc o - 
ł>a leżeć będą na prosiopadłey; wyniesioney 
na połowie linij A B. Gdy przez dwa punk- 
ta iednę tylko linij# prostą poprowadzić moż­
na; azatem linija D E , będzie prostopadły, któ­
ra w punkcie C , podzieli liniją daną A B , na 
dwie części równe.

Z a g a d n i e n i e  II.
Przez -punkt A,  dany na linij prostey  

B C ,  wyprowadzić prostopadła do tey linii.

W eźm y punkta B , C ; w równey od­
ległości od punktu A , z których iako ze srzod- 
ków i promieniem nieco większym od B A , 
opiszmy dwa łuczki przecinaiące się w  punk­
cie D ; poprowadziwszy liniją prostą A D , ta 
będzie prostopadłą żądaną. Ponieważ punkt 
D , będąc w równey odległości od punktów 
B ? C , leży na prostopadłej wyniesionej z po­
łow y linij daney B C ;  więc A D , iest tą pro­
stopadłą.

Uwaga. T o samo wykreślenie służy na 
złożenie kąta prostego B A D ,  w  punkcie da­
nym A , linij prostey B C.

Z a  g a d n i e n i e III.

Z  punktu A , danego zewnątrz linij pro­
stey B D ; spuścić prostopadłą na t£ linij e.

y Z punk-
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Z punktu A , iako ze srzodka promień i em 
dostatecznym opiszmy łuk który przetnie !iui- 
ją daną B D , w dwpch punktach B , D ; na­
znaczmy następnie punkt E , równie odległy 
od punktów B ,  D ,  a poprowadziwszy liniją 
prostą A E , ta będzie prostopadłą żądaną. Po­
nieważ dwa punkta A , E , są w równey od­
ległości od punktów B , D ; linija A E , iest 
prostopadłą do połowy linij daney B D .

Z a g a d n i e n i e  IV.

W  punkcie A ,  linij dąney A B ,  {zrobić 
kąt równy kątowi danemu K . (fig.75).

Z wierzchołka kąta danego K ,  iako ze 
srzodka i promieniem od upodobania, opisz - 
rny łuk odcięty dwoma ramionami kąta da­
rtego K ;  z punktu A , iako ze srzodka i pro­
mieniem A B , równym promieniowi K I ,  o- 
piszmy łuk nieograniczony B D ; weźmy na­
stępnie promień równy cień ciw ieL I, i zpunk- 
tu 13, iako ze srzodka tym promieniem opisz­
my łuk,  który przetnie w punkcie D ,  łuk 
nieograniczony B O ; poprowadźmy A D ; kąt 
D A B ,  będzie równy kątowi danemu K . Po­
nieważ dwa łuki B D , L I ,  promieni i cieńciw 
równych są równe (Zad. V .K .II.)  kąt B A D ,  
iest równy kątowi I K L .

Z a g a d n i e n i e  V.

Podzielić kąź albo luk dany na dwie 
¿zesci równe. ( fig. 7 4 ).

ma Je-
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l ino Jeżeli chcemy podzielić Juk A B , na 
dwie części równe, z punktów A , B , tego Ju­
ku iako ze srzodków, i tym samym promieniem 
opiszmy dwa łuczki przecinaiące się w punk­
cie D ; przez punkt D , i przez srzodek luku 
danego C , poprowadziwszy liniją C D , ta po­
dzieli Juk dany A B , na dwie części równe w  
punkcie E. Ponieważ dwa punkta C , D , każ­
dy iest w równey odległości od ostatecznych 
końców A , B , cieńciwy A B ,  obeynmiącey 
Juk dany A B ;  więc linija C D , będąc prosto­
padłą do połow y tey cieńciwy, podzieli w 
punkcie* E , Juk A B , na dwie części równe 
( Zad. \ II .K . II).

2do Jeżeli chcemy podzielić kąt A C B ,  na 
dwie części równe, z wierzchołka tego kąta 
C , iako ze srzodka opisawszy łuk A B , reszta 
wykonywa się iak wyźey.

Uwaga. Jakim sposobem podzieliliśmy 
kąt A C B ,  lub łuk A B ,  na dwie części równe, 
tym sposobem podzielimy połow ę tego kąta 
A C E , lub połowę łuku E A , na dwie części 
równe; więc przez poddziały następne może­
my podzielić kąt albo łuk dany na 4 , 8, 16 
i t. d. części równe.

Z a g a d n i e n i e  VI.
Przez punkt dany A , poprowadzić lini- 

ją  równoległą do-linij daney B C. (fig. 76).
Z punktu A , iako ze srzodka, i promie­

niem dostateczney w ielkości, opiszrpy łuk nie-
°Sru- .
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ograniczony E O ; z punktu E  iako ze srzodka, 
i tym samym promieniem opiszmy łuk A F  : 
weźmy E D : = A F ,  i poprowadźmy A D , któ­
ra będzie równoległą żądaną. ,

Ponieważ złączywszy A E , kąty A E F , 
E A D  są równe, więc linije A D , É F  są ró­
wnoległe. ( Zad. XXIII. K J }„

Z a g a d n i e n i e  VIL

TF tróy kącie maiąc znane dwa kąty, np. 
A , B , wyualeść kąt trzeci, (fig. 76).

W ykreśliwszy liniją nieograniczonej wiel­
kości D E F , złóżmy w punkcie E kąt D E  C 
A , i kąt C E H — B ,  pozostały kąt H E F  bę­
dzie] trzecim kątem żądanym.

Ponieważ te trzy kąty razem wzięt-e skła­
dają" dwa kąty proste.

Z a g a d n i e n i e  VIII.
Maicie dany kąt A , i dwa ramiona ten 

kąt obeymuiące 13, C, wykreflić tróykąt. (lig. 77).
W ykresliwszyr liniją nieograniczonej dłu­

gości D E , złóżm y w  punkcie D kąt E D F  ró­
wny kątowi danemu A ; weźmy następnie 
D G = 13, D H  —  C , a złączywszy pnnkla G , 
H , liniją prostą G H , tróykąt G D H  będzie 
trójkątem żądanym.

Z a g a d n i e n i e  IX.

Maiąc bok i dwa kąty wykreflić tróykąt:

Z dwóch
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Z dwóch kątów danych, albo oba będą 
przyiegłe bokowi dapemu, albo ieden będzie 
przyległy a drugi przeciwległy: W tym ostat­
nim przypadku znalazłszy kąt trzeci (Zagad.
V II.), będziemy mieli dwa kąty przyległe. 
W ykreśliwszy wiec łiniją prostą D E równą 
bokowi danemu, złóżmy w punktach D , E , 
kąty, równe dwóm kątom przyległym ; dwie 
linije D F ,  E G  składaiące z bokiem danym 
te kąty, przedłużone, przetną się w punkcie 
H , a tróykąt z tąd‘ powstaiący U D  E A będzie 
trójkątem żądanym.

Z a g a d n i e n i e  X.

Maicgc dane trzy boki A ,  B , C wykreślić 
tróykąt. ( fig. 79 ) . ...............

W ykreślmy liniją D E  równą bokowi A, 
z punktu E iako ze srzodka i promieniem ró­
wnym drugiemu bokowi B, opiszmy łuczek; z 
punkt u D , iako ze srzodka i promieniem ró­
wnym trzeciemu bokowi C , opiszmy drugi łu -  
czek, te dwa łuczki przetną się w punkcie F ;  
poprowadziwszy linije D F, E F, tróykąt D E F, 
będzie trójkątem żądąnym.

Uwaga. Gdyby ieden z boków b y ł więk­
szy od summy dwóch boków drugich, albo 
mniejszy od ich różnicy, łuczki nieprzecięłyby- 
się. Lecz ieżeli summa dwóch boków wzię­
tych od upodobania iest w iększą od boku trze­
ciego, rozwiązanie zaw sze będzie miało miey­
sce.

Z t? g a d-
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Z a g a d n i e n i e  XI.

Maiąc dane dwa boki A ,  Ï3, z kątem C, 
przeciwległym bokowi B ,  wykreślić tróy— 
kąt. (lig. 80). (fig.81). (fig. 82).

Dwa tu zachodzą przypadki, 1 mo albo 
bok dany B , przeciwległy keltowi danemu C, 
iest mmeyszy od boku drugiego danego A ; 
2do albo bok przeciwległy B , iest większy od 
boku A. fVpierwszym  przypadku  skoro B <C 
A (fig.83.). Złóżm y kąt E l ) F , równy kąto­
wi danej nu C , weźmy liniją D E ,  równą bo­
kowi danemu A , a z punktu E , iako ze srzod— 
ka i promieniem równym bokowi danemn B , 
mnieyszym od boku A , opiszmy łuk koła 
G F , który przetnie bok D F  dostatecznie prze­
dłużony, w dwócli punktach G , F ,  złączyw ­
szy E G , E F ;  lini je proste E G , E F ,  będąc 
dwiema linijami pochyłcirii równemi i mnie,y — 
szemi od linij E D , będą mniey oddalone od 
prostopadłey E H , aniżeli linija E D ;  więc li- 
nije pochyłe E F ,  E G ,  leżąc z iedney strony 
linij pochyłey E D ,  składać będą dwa tróy- 
kąty E F D ,  E G D ,  w których kąt E D F ~  
C,  należeć będzie do obu tych trójkątów ; 
nadto te dwa tróykąty maiąc boki E F , E D ,  
i E G , E D , równe bokom B i A , ieden tróy- 
kat i drugi zadosyć uczynią zagadnieniu; aza- 
tem w (ym przypadku zagadnienie będzie mia­
ło  dwa rozwiązania. W  drugim przypadku  
skoro bok B >  A (fig.go. 81, j ,  wziąwszy iak

w przy-
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w  przypadku poprzedzającym kąt E D F  —  C , 
E  D =  A , z punktu zaś E iako ze srzodka pro­
mieniem E F =  B opisawszy łuk koła, ten ie- 
szcze przetnie lilii ją D F  w dwóch punktach, lecz 
te punkta nie będą iuź leżeć z tey samey stro­
ny boku E D iak w przypadku poprzedzają­
cym (fig. 82 ). Z kąd wnosimy że w tym dru­
gim przypadku tróykąt D E F  (fig.80. 81 ). iest 
tróykątem iedynyin mogącym rozwiązać za- 
gadnieniej

Z a g a d n i e n i e  XII.

Maiąo boki przyległe  A , B równoległo-  
boku, z kątem C który obeymuią, wykreślić 
równoległobok. (fig. 8 3 ).

Poprowadźmy liniją D E — A,  złóżmy w 
punkcie D k ą t F D E  — C ,  weźmy D F  — B , 
opiszmy dwa łuczki ieden z punktu F ,  iako 
ze .srzodka i promieniem E G  — .DE; drugi 
z punktu E , iako ze srzodka i promieniem 
E G  =  D F : przez punkt G , w którym te dwa 
łuczki przetną się, poprowadziwszy F  G , E G; 
czworobok D E G F ,  będzie równoległobokieni 
żądanym. Ponieważ z wykreślenia boki prze­
ciwległe są równe, więc figura wykreślona iest 
równoległobokieni (Zad. X XX. K .I .) , azatern 
równoległobok iest złożony z boków danych 
i kąta danego.

Ti^niosek. Jeżeli kąt dany iest prosty, 
figura będzie prostokątem, nadto ieźeli boki 
są rów ne, figura będzie kwadratem.

Z a g a d -
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Z a g a d n i e n i e  XIII.

Znale/ć srzodek kota albo tuku dartego, 
(fig.8 4 ): ^

W eźm y podług upodobania na obwodzie 
koła danym, albo na łuku danym, trzy punk- 
ta A , 13, C ; złączmy punkt A z punktem B, 
linija A B ; punkt B , z punktem C , liniją B C; 
podzielmy te dwie linije na dwie części równe 
przez prostopadłe D E , F G ;  punkt O , w któ­
rym te prostopadłe spotkaią się , będzie srzod- 
kiem szukanym.

Uwaga. T o  samo wykreślenie służy 
chcąc poprowadzić obówd koła przez trzy 
puiikta dane, lub wykreślić obwód w którym 
tróykąt dany A B C ,  będzie wpisany.

Z a g a d n i e n i e  XIV.

Przez punkt dany poprowadzić\ styczną 
do kota danego, (fig. 8 5 ).

Jeżeli punkt dany A , iest na obwodzie 
koła , poprowadziwszy promień C A , i liniją 
D A  prostopadłą do promienia C A , ta linija 
D A  będzie styczną żądaną ( Z ad .X .K II). Je­
żeli puąjd, A,.«iest zewnątrz obwodu koła (fig. 
■86.); złączmy srzodekkoła z punktem danym 
A liniją prostą C A ; podzielmy C A  na dwie 
części równe w  punkcie O ; z punktu O , ia­
ko ze srzodka i promieniem O C , opiszmy ob­
wód koła który przetnie obwód koła dany w 
punkcie B ; poprowadziwszy zpunktu danegoA,
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do punktu B , liniją prostą A B , ta będzie sty­
czną żądaną. Ponieważ prowadząc C B , kćjt 
CBA^ wpisany Wpółobwód kola iest kątem 
prostym (Zad. XVIII. K .I I .), więc A B , będąc 
prostopadłą do ostatecznego końca promienia 
C B , iest styczną do koła danego.

Uwaga. Przez punkt dany A , będący ze­
wnątrz koła, dwie styczne równe A B , A D , 
poprowadzić można. Ponieważ tróykąty pro­
stokątne C B  A , C D A ,  maią przeciwprostokat- 
ną C A  wspólną, bok C B  =  C D , więc te dwa 
tróykąty będąc równe (Zad. XVIII. K .I). Ą D  =  
A B , i kąt C A D  =  C A B .

Z a g a d n i e n i e  XV.

TU tróyJcq.t dany wpisać obwód hola. 
( fig- 87).

Podzielmy kąty A i B , każdy na dwa ką­
ty równe przez linije A O , B O ,  które zbie­
gną się w punkcie O ; z punktu O spuśćmy 
prostopadłe O D , O E , O F , n a  trzy boki da­
nego tróy kąta; powiadam, źe te trzy prosto­
padłe będą równe między sobą. Ponieważ z 
wykreślenia kat D A O  =  O A F ,  kat A D O  =  
A F  O , więc trzeci kąt A O D , iest-równy trze­
ciemu kątowi A O F. Krom boku A O , spól- 
nego dwom tróy kątom A O D , A O F ,  kąty 
przyległe bokowi równemu są równe, więc 
te dwa tróykąty przystaną do siebie, więc 
O O —  O F. Podobnym sposobem dowiedzie­
my , źe dwa tróykąty B O D ,  B O E , są ró­

wne
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wne między sobą, i O D = = O E ;  więc trzy 
prostopadłe O D , O f i ,  O F ,  będąc równe, 
ieźeli z punktu O , iako ze srzodka, i promie­
niem O D , opiszemy obwód koła, widoczną 
iest rzeczą, źe ten obwód będzie wpisany w  
tróykćit dany A B C ;  ponieważ bok A B , pro­
stopadły do ostatecznego końca promienia 
O D  iest styczną, równie iak boki B C ,  A C ,  
są stycznemi do ostatecznych końców pro­
mieni O E , O F .

Uwaga. T rzy  linije dzielące na dwa ró­
wne kąty każdy z trzech kątów tróykąta, zbie­
gną się w iednym i tym samym punkcie.

Z a g a d n i e n i e  XVI.

Na linijprosiey daney A B , opisać od­
cinek oh ey mulący kąt dany C ; to iest odci-  
jiek któryby obeymowal wszystkie kąty we\*
1wpisane, równe kątowi danemu C. (fig.88. 
i s 9 >

Przedłużywszy liniją dana A B , wr kie­
runku A B  do D ; złóżmy w punkcie B , kąt 
E B D  =  C ; poprowadźmy B O , prostopad tą 
do B E ,  i G O  prostopadłą do połowy linij 
daney A B ; z punktu O iako ze srzodka, i 
promieniem O B  opiszmy półobwód koła, od­
cinek żądany będzie A M B. Ponieważ B F  
iako prostopadła do ostatecznego końca pro­
mienia O B , iest styczną; kąt zas A B F ,  ma 
za miarę połowę łuku A K  B ( Zad. XIX. K . II.), 
nadto kąt A M B , iako kąt wpisany, ma także

za
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za miarę połowę łuku A K B , więc kąt AMB±=f 
A B F  —  E B D  =  C ; więc wszystkie kąty wpi-* 
sane w odcinek A M B, Są równe kątowi dane­
mu C.

Uwaga. Gdyby kąt dany b y ł prosty, od­
cinek szukany byłby półobwodem koła opisać 
tiym na linij daney A B  w tym razie śrzedn»cy 
obwodu koła.

Z a g a d n i e n i e  XVII.

Znaleść stosunek liczebny dwóch linij 
prostych danych A B , C D , maiących mię­
dzy sobą miarę wspólną., (figi go )t

Przeniośiszy liniją daną naymnieyszą C D, 
ila linij a daną nay większą A B , powtarzaiąc 
to przen;esienie tyle razy, ile razy linija nay- 
Większa A B , obeyrnowac będzie liniją nay- 
nmieyszą C D , na przykład dwa razy z resztą 
B E , będziemy mieli

A B  =  2 C D  +  B E .
Przeniósłszy resztę B E  na liniją daną C D  

tyle razy, ile ta ostatnia obeymować będzie 
pierwszą, naprzykiad ieden raz z resztą D F , 
■Więc

C D  =s B E  -f- D I\
Przeniósłszy drugą resztę D F ,  na resztę 

pierwszą B E ,  tyle razy, ile może bydź obię- 
tą , naprzykład raz ieden z resztą B G • aza- 
tein

B E  == D F  - f  B G .
Przeniósłszy trzecią resztę B G , ńśL drti^ 

F  ' , git:
4
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gą resztę D F ,  tyle razy, ile będzie obiętą, 
powtarzaiąc te przenoszenia z iedney reszty na 
drugą, aź znaydziemy resztę zamykaiącą sie 
liczbę razy spełna w reszcie poprzedzaiącey.

Naówczas ta ostatnia reszta będąc wspól­
ną miarą linij zadanych, łatwo znaydziemy 
wartości reszt poprzedzaiących, a nakoniec 
wartości dwóch linij zadanych-, wyciągaiąc ich 
stosunek w  liczbach. Ńaprzykład , przypuść­
my że B G , iest obiętą razy dwa spełna w re­
szcie D F , będziemy mieli D  F  —  2 B G ; z kąd 
wyciągniemy następnie:

B E  =  D F 4 - B G  =  2 B G  +  B G  =  5 B G ;  
C D  =  D E + D F  =  5 B G  +  2 B G = : 5 B G ;  

A B  — 2 C D  -j-B E r=  io B G -f-  5 B G =  i 5 BG;
azatem

A B  : C D  : : i 3 B G  : 5 B G ,
albo

A B  : C D  : : 10 : 5.
Niech będzie np. C D — 1. stopie.
Będziemy m ieli:

AB —  1f  C D —  If  stop == 2 stop, 7 cali, 2 f  linij 
ztąd widziem}^, iź zawsze będziemy mogli zna- 
łeść długość przedmiotu A B , wyrażoną w sto­
pach, calach, linijach it.d ., chociaż miara C D, 
którey używamy niema poddziałów na stopy, 
cale linije i t. d., byleby tylko długość całko­
wita C D , była wiadomą.

Uwaga. Sposób któryśiny teraz dopie­
ro w yło żyli, iest ten sam który przepisuie 
Arytmetyka ($. 86). na znalezienie wspól­

nego
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négo dzielnika dwóch liczb, więc innego do-ć 
wodzenia ańemamy potrzeby.

Zdarza się , iż ciągnąc iak n^ daley dzia­
łanie, reszta któraby była zamkniętą liczbę 
razy spełna w reszcie poprzedzaiącey nieznay- 
duie się. Naówczas dwie linije proste niema- 
iąc wspólney m iary, nazywaią się niewspół­
mierne/m : czego widzieć będziemy przykład 
w  stosunku przekątney do boku kwadratu. 
W ięc naówczas stosunku dokładnego w  li­
czbach oznaczyć niemożna: lecz zaniedbawszy 
ostatnią resztę, znaydziemy stosunek mniey 
wiecey zbliżony, podług tego, iak działanie 
mniey więcey daley posunionćm będzie.

Z a g a d n i e n i e  XVIII.
Dwa kąty A , B ,  będąc dane, wynaleU 

ich wspólną miare 3 iezeli ią nudą, a ztąd 
ich stosunek w liczbach, (lig. q i ).

Promieniami równemi A C  =  B E , opi­
szmy dwa łuki C D , E F , które są miarą tych 
kątów ; w porównaniu zaś łuków C D , E F ,  
postępować będziemy iak w zagadnieniu po- 
przedzaiącćm; ponieważ łuk tak może bydż 
przeniesionym na łuk tego samego promienia, 
iak linija prosta, na liniją prostą. Przyidziemy 
więc do wspólney miary łuków C D , E F y  ie- 
żeli ią maią tym samym sposobem, iakim 
przyszliśmy do wspólney miary dwóch linij da­
nych, i do ich stosunku w liczbach. Lecz ten sto­
sunek dwóch łuków będzie teii sam, co stosii- 

F  a uek
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aek kątów (Z a d .X \ II.K .II .) ;  i ieżeli D O , 
iest wspólną miarą łuków C D , E F , k ą t  D A O, 
będzie miarą wspólną kątów C A l ) ,  E B P .

Uwaga. Można więc znaleść wartość 
bezwzględną kąta, porównywaiąc łuk który 
mu służy za miarę, z całym obwodem koła. 
Naprzykład, ieżeli łuk C D , iest do obwodu 
koła, iak 3 do 2 5 ; kąt A , będ ie czterech 
kątów prostych, albo -§f kąta prostego.

Przytrafić się może, że iuki porówny­
wane niebędą miały wspólney miary , naow- 
ćzas będziemy mieli na kąty stosunki w licz­
bach mniey więcey zbliżone, podług tego iak 
działanie mniey więcey daley posumonem bę­
dzie.

— 84 —
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K S I Ę G A  I I I .

O p roporcjonalności figur.
  '(■;

O p i s a n i a .  ,

I. Nazywać będziemy figury równo-war- 
tuiq.ce, których powierzchnie są równe.

Dwde figury mogą bydź równo - wartu- 
iące chociaż w  cale do siebie niepodobne: np. 
koło może równo- wartować kwadratowi? 
tróykąt prostokątowi, i t. d.

Nazwanie figur równych służyć będzie 
figurom przystaiącytn do siebe, i zbiegaiącym 
się we wszystkich punktach: np. dwa tróy- 
kąiy w których trzy boki w iednym są równe 
trzem bokom w drugim, dwa kola których 
promienie są równe, i t.d.

II. Dwie figury są podobne, skoro ką­
ty w iedney są równe kątom w drugiey, i bo­
ki odpowiadaiqpe proporcyonalne. Przez bo­
ki odpowiadaiace rozumieć będziemy maiące 
to samo położenie w dwóch figurach, albo 
przyległe dwom kątóm równym. Które kąty 
nazywaią się także kątami odpowiadaiącemi. 
Dwie figury równe są zawsze podobne, lecz 
dwie figury podobne mogą bydź bardzo nie*» 
równe.

IIL W  dwóch kołach nierównych, luki.
wy-
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wycinki, i odcinki podobne , odpcwiadaią ką~ 
om we śrzodku równym.

Tąk kąt A (fig- 92), hedąc równy kąto­
w i O , łuk B C iest podobny łukowi D E , w y­
cinek B A C ,  wycinkowi D O E i t . d .

IV. Wysokość równolégloboku, iest pro­
stopadła E F  (fig.96), mierząca odległość 
dwoch boków przeciwległych A B , D C , wzię­
tych za podstawy.

V. Wysokość tróykata, iest prostopadła 
A D  (fig.g4 ) , spuszczona z wierzchołka kąta 
A ,  na bok ieinu przeciwległy B C , wzięty za 
podstawę.

VI. Wysokość trapeza, iest prostopadła 
E F  (fig.95), poprowadzona między iego dwo­
ma bokami równoległemi A B , D C .

V II  P o le , albo powierzchnia figury, są 
wyrazy prawie iedno znaczące. Pole ozna­
cza szczególnie część powierzchowną figury, 
mierząc albo porównywaiąc z innemi po­
wierzchniami.

Znak X , oznacza mnożenie; íak A X Bj, 
wyraża wieloczyn z A, rozmnożonego przez B, 
Zamiast znaku X ? używa się niekiedy punkt; 
A. B , tosamo znaczy, co A X B. Oznacza 
się także ten sam wieloczyn bez żadnego po­
przedniego znaku, npx przez A B ; lecz wt ym 
ra d e , używać ńięnaleźy wyrażenia linij A B , 
to iest: odległości dwóch punktów A i B.

Wyrażenie A X ( B - f - C  —  D ) ,  oznacza 
w iehO T« 3 A B +  C - D .  Gdybyśmy

chcie-
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chcieli mnożyć A - f - B  przez A — B -f- C , o- 
znaczylibyśmy ten wieloczyn- następuiącym 
sposobem: ( A - f - B )  X (A —  B - f - C ) ;  wszy­
stko, co iest zamkniętem między nawiasami, 
uważa się za iednę ilość.

Liczba, położona przed linija lub ilością, 
służy za czynnika tey linii lub ilości; tak 
chcąc wyrazić że linija A B , iest wziętą trzy 
razy, napisalibyśmy 3 A B ; połowa kąta A , 
wyraża się przez -§ A.

Kwadrat z linij A B , oznacza się przez 
A B 2 ; sześcian, przez A B . 3 W yłoźem y na 
swoiem mieyscu, co oznaczaią dokładnie kwa­
drat i sześcian linij.

Znak y/ , wskazuie pierwiastek do w y - 
ciągnienia; y/ 2 , iest pierwiastek kwadratowy 
z dwóch; y/ A. B , pierwiastek z wieloczynu 
A. B , czyli srzednia Geometryczna proporcy- 
onalna między A i B. ( A r y t. §. i 5o). (*)

Z A D A N I E  P I E R W S  Z tE.

T w i e r  d z e n i e .

Równolegloboki maiące podstawy ró­
wne i wysokości równe, są równo -  wartujące.

Niech będzie linija A B  (lig.96.), wspól-
ną

(*) Dla dokładnego obięcia tey księgi trzeciey, 
równie iak innych ksiąg1 następuiących, po­

trze-;
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I

pa podstawa dwóch równoległoboków ABCD, 
A B E F ; ponieważ z założenia, tś dwa równole- 
głoboki mają tę samę wysokość, ich podstawy 
wyższe D C ,  F E ,  będą na tey samey linij 
D E ,  równoległey do A B .

Z natury równoległoboków, bok A D  iest 
yówny i równoległy do boku B C ;  bok A F  
iest równy i równoległy do boku B E , w ęc 
( Zad* XXVI. K. I.) kąt D A F =  C B E • azatern 
Iróykąty D A F , C B E , będą równe ( Zad. XI. 
K .I). Jeżeli od czworoboku A B E D ,  odey- 
jniemy tróykąt A D F ,  zostanie równoległo- 
bok AJ3E F ;  od tego samego czworoboku, 
pdiąwszy tróykąt C B E ,  pozostanie równole- 
głobok A B  C D. W ięc dwa równoległoboki 
A B C D ,  A B E F ,  niąiąee tę samę podstawę, 
i tę samę wysokość, są równo - wartuiące.

I V f i i u -

trzeba mieć przytomne wszystkie prawdy 
któreśmy zebrali w Arytmetyce (§. 15 4 ,. 
177).  Zróbmy tu tylko iednę uwagę: ma- 
iąc proporcyą, A ; B : : C : D , wierny, źe 
wieloczyn ze skraynych, A X D , iest ró­
wny wieloczynwwi ze srzednich, B X C. 
( A r y t . f  i 5o), T ą prawda iest widoczna na 
liczbach, lecz nią będzie także naiakiclikol- 
wiek ilościach, byleby te były  wyrażone 
liczbami. Jeżeli np, A , B , C , D , są lini- 
iąmi, można wziąść iednę z tycli czterech 
follij za jednostkę, albo obrać piątą, służą­

cą ‘
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TVniosek. Każdy równoległobok A B C D 
(fig. 97.) j iest równo-wartujący prostokątowi 
Á B É F ,  tey samey podstawy, i tey samey 
Wysokości.

Z A D A N I E  II.

T w i e r dzei t i  ę.
1 s •

K ażdy tróykąt iest połowa równoległo-  
boku t e y  .samey podstaw y. i tey samey wy­
sokości. (fig. 98. fig. 98. bis).

Niecli będzie tróykąt B A C , przez punkt 
C ,  poprowadźmy równoległą C D ,  do boku 
B A ; przez punkt A , równoległą A D , do bo­
ku- B C ;  boki C D , D A ,  równoli gioboku 
A B  C D , będąc równe bokom A B , B  C , (/ ad. 
XXIX. K . I .) 5 tróykąt B A C =  C A D ( Zad. 
X L K .I.). Prostopadła A O ,  spuszczona z 
wierzchołka A , tróykąta B AC* (fig.98.); na

pod-

cą wszystkim tym liniją za wspólną miarę ; 
naów^czas każda linija A , B ,  C,  D ,  w y ra -  

t źać będzie pewną liczbę iednostek; liczbę 
całka lub ułamkowa, wymierną albo nie­
wym ierna, a proporcya między linijami A, 
B , C , D , stanie się proporcyą liczb.

W ieloczyn więc z lijnj A i D ,  który 
nazywa się także ich prostokątem ,  iest li­
czbą iednostek linijowych zamkniętych w A, 
mnożoną przez liczbę iednostek linijowych

zanv*
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podstawę B C ;  albo na przedłużenie tey pod~ 
stawy (fig. 98. bis), iest razem wysokością tróy- 
kąta B A C ,  i równoległoboku A B  CD . W ięc 
tróykąt iest połow ą rownoległoboku tey sa- 
mey podstawy, i tey sanjey wysokości.

niosek. Wszystkie tróykąty podstaw 
i w ysokości równych, sa równo -  wartuiace.

'Naprzód: Tróykąty B A C ,  B D C  (fig. 
98.) j maiące podstawę wspólną B C , i wierz­
chołki lezące na tey sainey linij prostey F  D, 
równoległey do B C , są równo-wartuiace. 
jJakoź widoczną iest rzeczą, źe ieden i drugi 
z tych tróy kątów iest połową równoległobo- 
ku A B  C D , tey sainey podstawy, i tey samey 
wysokości.

Pow ióre: Tróykąty B A E ,  E A C  (fig.
112.),  maiące ten sam wierzchołek A , i pod­
stawy B E ,  E C równe, będą rów no -  wartu- 
iące, iako tey samey wysokości AD .

Z A D A -

zamkniętych w D ; z tąd.łatwo poymuiemy, 
ze ten wieloczyn może i powinien bydź ró­
wny wieloczynowi z linij B i  C.

Ilości A i B ,  mogći bydź naprzykład 
linijami, zaś C , D , powierzchniami; zawsze 
iednak uważać ie należy iako liczby: A i B ,  
iako liczby powstaiące z iednostek linijo- 
wych; C i D ,  z iednostek powierzchni; a 
wieloczyny A X D ’, B X C , będą liczbami.

W  ogólności, we wszystkich działaniach
kto-
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Z A D A N I E  III/

^ T w i e r d z e n i e .

Dwa prostokąty 1 ey samey wysokością 
mą miedzy sobą iak podstawy. ( lig- 99)*

Niech będą dwa prostokąty A B  C D , 
A E F D ,  maiące tę same wysokość A D ; po­
wiadam, źe są miedzy sobą iak ich podsta­
wy A i i ,  A E .

Załóżmy naprzód: że podstawy A B , 
A E ; będą współmierne, i źe będą naprzy- 
kiad iak liczby 7, i 4 ; ieźeli podzielimy A B , 
na 7 części równych; A E  zamykać będzie 4 , 
takich części; wyprowadziwszy z każdego punk­
tu podziału prostopadłe do podstawy, z io - 
źemy 7 prostokątów cząstkowych równych 
między sobą,, iako maiące tę sarnę podstawę, 
i tę! sarnę wysokość. Prostokąt A B  C D , za-

m y-

które wykonywać będziemy zapomocą pro- 
porcyy, pamiętajmy uważać wyrazy tych 
proporcyy, iako liczby każda swoiego ga­
tunku, a w poymowauiu tych działań, i 
we wnioskach z nich wypadaiących, źadney 
trudności mieć niebedziemy.

Ostrzedz także powinniśmy, że nie­
które dowodzenia oprzemy na nayprostszych 
prawidłach jilg ieb ry ; tak maiac

A =  B C , 
ieźeli rozmnożymy obie strony tego równa­

nia
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inykeć będzie 7 prostokątów cząstkowych,, 
gdy pro stokąt A E F D ,  zamykać ich będzie 4; 
więc prostokąt A B C D , iest do prostokąta 
A E F D ,  iak 7 do 4 ; albo iak A B  do A JE. 
T o  samo rozumowanie ma mieysce w każdym 
innym stosunku, i Jakikolwiek on będzie, by­
leby współmierny, będziemy mieli:

A B C D  : A E F D  : : A B  : A E .
Zaiożm y powióre: źe podstawy A B , 

A E  (fig. 100.), są niewspółmiernej powiadam, 
Że będziemy ieszcze mieli:

' A B C D  : A E F D  : : A B  : AE.
Ponieważ, ieżeli ta proporcya nie iest 

prawdziwą, trzy pierwsze wyrazy zosiaiąc te 
sam e, czwarty będzie większy albo mniey- 
szy od A E. Przypuśćmy że będzie większy, 
i  że marny

A B C  D : A E F D  :: A B  : A 0 .
- Podzieliwszy linija A B , na części równe 

mniey ze od E O ,  przynaymniey ieden punkt 
podziału I, padnie między E i O :  przez ten 
punkt wyprowadziwszy prostopadłą 1K.,  do 
podstawy A l ;  podstawy A B , A l ,  będąc współ-

mier-

nia przez tę samę ilość M , będziemy mieli 
A X M = B  X M-f- C X M.

Maiąc dwa równania:
A  == B +  C 

D —  E —  C ,
Jeżeli ie dodamy do siebie otrzymamy f

A -j~ ^  ^ -f* F , i t . d .
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miernemi mamy
A B  C D  : A T K D  :: A B  : A l ;

lecz z przypuszczenia '
A B  C D  : A E F D  :: A B  : A O ,

gdy w tych dwóch proporcyach poprzedniki 
są rów ne, następniki złożą proporcya 

A I K D  : A E F D  : : A l  ; AO.
Linija A O >  A l ,  potrzeba by prostokąt 
A E F D > A 1K .D , gdy przeciwnie iest mnie y -  
szy więc ta ostatnia proporcya iest iałśzywą; 
i gdy została wyprowadzoną z dwóch pro- 
porcyy poprzedzaiących, z których gdy pierw­
sza iest prawdziwą, drugi koniecznie fałszy­
wą bydź musi. W iec A B  C D  nienioźe bydź 
do A E F D ,  iak A B „ do wyrazu większego 
od A E , więc czwarty wyraz iest równy A b .

Przez rozumowanie zupełnie podobne 
dowiedlibyśmy, źe czwrar(y wyraz proporcyi 
niemoźe bydź mnieyszy od A E , więc iest ró­
wny A E . Azafem iakikolwiek będzie stosu­
nek podstaw, dwa prostokąty tey samey wy~ 
sokości, są między sobą iak ich podstawy,

Z A D A N I E  IV.

T w i e r d z e n i e .

Dw a iakiekotwUk prostokąty f są mie­
dzy sobą, iak wieloczyny z podstaw , przez  
wysokości. ( fig. i © i ).

Niech będu dw a prostokąty A B C D ? 
a e g f , powiadam ¿e bedzieiny mieli:

A B  C D
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A B  C D : A E G F :: A B  x  A D . A E  X AF ,  
Ułożyw szy dwa prostokąty tak, ażeby 

kąty A , b yły  w wierzchołku przeciwległe; 
przedłużmy boki G E , C D , aż do spotkania 
się w  punkcie H ; dwa prostokćity A B C D ,  
A E H B ?  njaiące tę $arne wysokość A D , są 
między sobą iak podstawy A B , A E ; dla po- 
dobńey przycayny dwa prostokąty A E H D ,  
A E G U ,  sa. iak podstawy A D , A F ; zkąd: 

A B  C D : A E H D :: A B : A E ,
A E H D ;  A E G  F  A D : A F ,  

Alnożae porządkiem te proporcye, i u - 
ważaiąc,’ że wyraz A E H D ,  może bydź w y­
mazany (y lryC  § . i 4ia.), iako wspólny czyn­
nik poprzednika i następnika będziemy mieli: 

A B C D : A E G F :: A B  X A D : A E X A F . 
Uwaga. Z poprzedzatącey proporcyi na- 

stepuiaee wypada równanie,
A B C D  A B  X A p
A E  G F “  A E  X A F  

Pierwsza strona wyraża liczbę razy, którą 
prostokąt A B C D , obeymuie prostokąta AEG F; 
tę liczbę razy odkryie nam druga strona, gdy 
wyraziemy w liczbach, za pomocą iakieykoł- 
wiek iednostki liuijowey, wartość boków A B , 
A D ,  A E , AF.; i następnie szukać będziemy, 
ile razy liczba oderwana wyrażaiąca wielo- 
czyn A B  X A D , zamykać będzie liczbę oder­
waną wyrażającą wieloczyn A E  X A F . Je­
żeli np. wysokość A D =  o obranym jedno­
stkom linijowym, podstawa A B  =  5, A E = 2 ,
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A F = 3 ;więc A B  X A D =  i 5 , A E  x  A F  =  6. 
azateni

A  ̂ ^ —  1 £ —  i  —  2 4 - to iest: 
A E G F  a 7
że prostokąt A B C D ,  składać się będzie z dwa 
razy i pół wziętego prostokąta A E G F .  Po­
wierzchnia mierzy się porównywaiąc z iedno- 
stką iey gatunku, nazwaną kwadratem; ieże- 
li A E  G  F będzie kwadratem, A E =  A  F. Bio­
rąc Pazem bok tego kwadratu za iednostkę 
linijową, będziemy mieli A E x  A F = i .  Ztćid 

A B C D
A E G F  ~~ X A D *

Pierwsza strona wyraźaiąca rzetelnie liczbę 
razy, którą prostokąt A B C D ,  zamyka ied­
nostkę powierzchni, będzie wyrażeniem licze­
bne m miary tego prostokąta, więc oznaczyw­
szy dla skrócenia wyrażenie liczebne o którem 
mowa, tym samym prostokątem, będziemy 
mieli

A B C D  =  A B x A D .
I w tern to zdarzeniu można mówię, ze pro­
stokąt ma za miarę wieloczyn z podstawy 
przez wysokość. Niech podstawa A B , pro­
stokąta A B C D  (fig. 102.), obeynuiie i o razy 
iednostkę linijową, zaś wysokość A D , 5 razy. 
Prostokąt zatem A B C D ,  powinien zamykać 
iednostkę powierzchni liczbę razy oznaczoną 
przez A B  X A D , czyli 10 X o , albo oo. Co 
łatwo sprawdzimy, wynosząc z podstawy AB?

i w y-

-  g 5 -

A
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i wysokości A D , w  punktach ich podziału 
prostopadłe, które przećiąwszy sie, zioża 5o 
kwadratów równych, iak to iigura pokaźnie.

Jeżeli rap. wysokość A D , składa się z 5 |  
jednostek, czyli z ł | • podstawa A B , z 5-1 —  
^• wieloczyii A B  X A D , czyli |  X J| =  7|  
{slrytĄ . 99). albo nakoniec 3f (A ryt. 8 3 ). 
będąc ziożony z i 1 1 iednostek, prostokąt ACBD, 
iest rowno-wartuiący n | r a z y  wziętemu kwa­
dra to wi A E G  F*

AJieszaią często w Geometryi wieloczvil 
dwóch linij z ich prostokątem, a to wyraże­
nie przeszło nawet aż do niektórych Arytme­
tyk,  dla oznaczenia wieloczynu dwóch liczb 
nierównych, iak kwadrat na oznaczenie wie­
loczynu liczby sanaey przez ssę mnożoney.

Kwadraty liczb J , 2, 5 , i t d ,  są 1 ,  4 , 
9,  i t. d. (Ai ył . § .  106). Jakoż widz emy, że 
kwadrat zrobiony na linij podwóyney (lig. 
100). iest poczwórny, na potróyney, dzie­
więć razy większy, it*d*

Z A D A N I E  V.

T w i e r  d z e  nie.

Pole iakiegokotwiek równoległoboku, iest 
równe wieloczynowi z podstawy przez wy­
sokość. (fig. 97)*

Ponieważ równoległobok A B  C D , iest 
równowartuiąćy prostokątowi A B E F ,  rnaią- 
lemit tę sarnę podstawę A B , i wysokość B E

(Zach

— 96 —'
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(Ząd.I. TTrniosły zaś prostokąt A B E F , ma za 
hliare A B x B E  (Zad.IYA;  więc pole ró- 
Wnolegioboku A B C D =  A B X B E .

JTniosek. W yraziwszy przez Hi, li., w y­
sokości dwócli równolegloboków'; przez B , b ,  
podstawy- przez P , p ,  powierzchnie; będzie­
my mieli: P — H X B ,  p —  h X b; z kąd nami 
wypada następuiąca proporcya:

P : p ; : H  X B : h X b.
Jeżeli w  dwóch równoleglobokach pod­

stawy są równe, będziemy mieli {.Aryt. §. 142). 
P  : p : : H  : li.

Jeżeli wysokości są równe, otrzymamy 
P : p : : B : b 

Wiec równoległoboki tey samey poctsłd-  
Uy są luk wysokości, tey zaś scuney wyso~ 
kości, lak podstawy.

Z A D A N I E  VI.
T w i e  r d ż e n i e .

Pole fróykąta iest równe wieloczynowi 
z podstawy przez potowe wysokości, (lig. 101 )« 

Ponieważ troykąt B A Ć ,  iest połową ró~ 
wnolegloboku B A.E C , maiacego tę sarnę wy­
sokość A D , i podstawę B C  (Zad.II.), zaś po­
wierzchnia równolegioboku BAEC— BC X AD’ 
(Zad. V .); więc powierzchnia iróykata B A G =  
|  B C X A D , albo —  B C X |  A D

W  niosek. W yraziwszy przez H ,h , w y­
sokości dwóch tróykątów3 przez B , b , pod- 

O- stawy}

— 97 —
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—  98 —
y

stawy; p r z e z  T , t ,  powierzchnie; będziemy
mieli T  == |  ( H X ' B ) , t = { ( h X  b ztiid: 

T  : t : : i  (H  X B ) : |  (li X b).
1ino Jeżeli B =  b, będziemy mieli

T  : t :: H : h ;
2do Jeżeli H — h,  otrzymamy (slryt. i 42.)

T  : t : : B : b.
Wi£c dwa tróykąty tey samey podsta­

wy, są lak wysokości, tey zaś samey wyso­
kości, tak podstawy.

z a d a n i e  t u .  %,
T w i e r d z e n i e .  *

Pole trapeza , iest równe wysokości, mno- 
zoney przez potowe summy podstaw równo-  
ległych, (lig. io 5 ). T o  iest: że pole trapeza 
A U C D —  E F  X \ (A B  +  D C ) .

Przez punkt I , na połowie boku C B , po­
prowadźmy hniją K L ,  równoległą do boku 
przeciwnego trapeza A D , i przedłużmy D C  
aż do spotkania się zlmiją K L . W  tróyką- 
tach IB  L , IC  K , bok IB  —  I C z wykreślenia; 
ponieważ C K  , B L  sa równoległe mi, kąt L  IB 
—  C I K ,  kąt I B L  =  I C K  (Zad. XXIII. K, I.); 
więc te dwa t óykąty są równe ( Zad. V II.K I). 
Jeżeli do tróykąta IB  L , dodamy ligurę LA D CI, 
będziemy mieli trapez B A D C ; ieżeli do tróy- 
kata l K C = r I B L ,  dodamy tę sarnę ligurę 
C D  A L I ,  otrzymamy równoległobok K D A L .  
"Więc trapez A B  C D , iest rowno-wartuiący

ró-
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4'óWnoległobokowi A L K D ;  zaś teri ostatni ma 
za miarę wielo czyn z wysokości E F  (która 
iest razem wysokością trapeza), przez podsta­
wę A L ;  więc trapez A B  C D , będzie miał 
także za miarę E F  X A L . Lecz A L ” D R ,  
L B  == C K ; więc AB - f  D C = A L - f  LB  +  D C 
=  A L  +  C R  +  D C ,  albo A B  - f  D C  =  A L  
+  D R  =  2 A L , a ztąd A L  s= |  ( A B  - f  D C ; 
a zatem E F  X A L  —  E F  X 1 ( A B - f - D C ) .  
W ięc nakonięc pole trapeza

A B C D  =  E F  X |  ( A B - f - D C ) ;
Uwaga. Jeżeli przez punkt I ,  srzodek 

boku B C  trapeza, poprowadzimy liniją 1H , 
równoległą do podstawy A B ; punkt H , bę­
dzie także na połowie boku trapeza A D : po­
nieważ figury A H I L ,  H D K I ,  rnaiące boki 
przeciwległe równoległe są rówmoległoboka- 
mi, A II =  I L , H D —  IK  ; poniewaź tróykąt. 
331L  == C i K , I L . =  I łk;  więc A H =  H D . 
Uważać zatemmoźna H I— A L  == | (A B -f CD); 
więc pole trapeza wyrazić się także może przez 
E F  X H I , to iest: wysokość mnożoną przez 
liniją łączącą . połowy boków nierównóle- 
głych. (*)

G  s Z A -

(*) Wymierzając równoległobok, tróykąt, al­
bo trapez, zawsze iest łatwo mieć długość 
ich boków, i wielkość kątów; lecz niekie­
dy bardzo trudno spuścić prosi opadłe słu­
żące do wymiaru icii wysokości, Kaowczas

usu-

\
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Z A D A N I E  VIII.

T w  i e r d z e n i  e.

Podzieliwszy liniją. na dwie części, kwa­
drat z caley Uwij, obeymować bidzie kwa­
draty z iedney części, więcey kwadrat zczę- 
/ci drugiey) więcey dwa razy wzięty jjro-  
stdkcęt z dwóch części linij podzieluney. To 
iest (fig. 106). ź e :
AĆ 2 =  (AB +  BC) 2= A B  »4-BC 2 - f  2 AB X BC

Wykreśliwszy kwadrat AC^DE, weźmy 
A F  =  A B , i poprowadźmy liniją F  G  równo­
ległą do A G , i B H  równoległa do A E .

A CD E  =  ABIF -f-IG D H  +  B CG I +  IHEF.
Rozebrawszy oddzielnie cztery części z 

których kwadrat A C D E  składa się, widzieć 
będziemy ź e :

1 mo A B I F  iest kwadratem zrobionym na 
A B , ponieważ wzięliśmy A F  — A B ,  więc

A B I F  =  A B  x A F  — A B 2
2 do źe

usuwa się ta trudność za pomocą Trygono- 
jnetryi.

Jeżeli chcemy wymierzyć równoległobok 
A B  C E  (fig. io 4. ), będziemy inieli naprzód 

' ł: (Z ad .V .) A B C E  =  J3 C X  A D ;  następnie 
tróykąt prostokątny A D B ; daie proporcyą 
{Tryg. C zęści.§.32). R : TPst. B :: A B : AD 
z ląd A D  = f m t .  B X AB

R
aza-
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2do ze I G D H  iest kwadratem na B C ,  
gdyż maiąc A C —  A E , A  B =  A F , będziemy 
mieli

A C — A B  —  A E - A F  
albo B C  =  E F ,  z przyczyny zaś linij TÓwno*- 
ległych gdy I G  =  I H , azatem I G D H  =  
K ^ t H — R C *

5 tio źe B C G I  będąc prostokątem zła* 
żonym na B I i B C , mamy

B C G I  =  B I x lB C
azatem

B C G I  =  A B  X B C
4to źe I H E F  =  I F  X F E = a A B  X B C ,

W ięc podstawuiąc na mieyscu czterech por- 
wierzchni A B I F ,  I G D H ,  B C G I ,  I H E F  
z których składa się kwadrat A C  D E , w y ę

kre-r

azatem pole równoległoboku 1
A B C E  =  ( B C  X A B )  X B.

R
Jeżeli dla większey prostoty weżmiymy R  

=  i ,  i gdy dwa boki równoległoboku w y* 
razimy przez a? c, będziemy mieli na w y­
rażenie iego powierzchni a c. B.

Z kąd widzimy, że pole równoległoboku, 
iest równe wieloczynowi z dwóch iego bo­
ków, przez wstawę kąta tern i bokami obię-f 
tego.

2do Jeżli idzie o tróykąt A B C  (fig. io 4 ), 
którego boki niecli będą wyrażone przez

ci f 1? f c f

  1 0 1  »—
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kreślony na A C , albo na A B  -f- B C, ich war-* 
tpści teraz dopiero znalezione otrzymamy 
AC 2albo(A B +B C )2 = A B  2 - f  BC 2 - f  2 AB X BC

Uwaga. TT sllgiebrze podnosząc do kw a- 
dratu dwó — wyraz a - y b y mamy 

{ a - ^b ) *  ==«* -(-ó2 -f- 2 ab. (A r y l. §. 108).

Z A D A N I E  IX.

T w i e r d z e n i e .

Jeżeli linija iest różnicą d wóch drugich % 
kwadra! wyniesiony na różnicy , obeymowac 
będzie kwadrat z iedney lin ij, więcey kwa­
drat z drugiey t innięy dwa razy wzięty pro­
stokąt z dwóch linij danych. To iest: ze (fig.
1̂ 7)- __  ___
AC “albo (AB -  CB)2 = . AB “ + C£ 2 - ii AB X CB.

W ystawiwszy kwadrat A B I F ,  weźmy 
A E ~  A C , poprowadźmy lin i ją C G , równo­
ległą do B i j  H K , równoległą do A B : i do­
pełnijm y kwadratu E F L K .

A C D E

a> b, c, zaś kąty iyin bokom przeciwległe przez 
A , B , C j  ponieważ tróykąt A B C ,  iest po­
łową równoległoboku A B C E *  więc mamy:

A B  C =  -  a c. TF si. B
B A C —  dcb.  JUst. 4 .
A C  B =  {ab.  TUst. C.

Azatem pole Iróykąta iest równe połowie 
wieloczjmu z dwóch iego boków, przez wsta­
j ę  kątą temi bokami obiętego.

- w  1 0 2  —

/

Biblioteka Cyfrowa UJK 
http://dlibra.ujk.edu.pl



A C D E «  ABIF 4 - E F L K  —  CB IG  —  D G L K . 
Uwaźaiąc oddzielnie cztery części shiadaiąee
kwadrat A C  D E , mamy: _

i mo A B I F  —  A B  X A F  =  A B 2
2do E F L K = B C 2 
5ho C B I G  iest prostokątem którego 

bok G C —  A B , azatetn C B I G  —  A B X B C.
ąto D G L K  iest prostokątem którego 

bok K D  -  A B , K L  =  B C , więc D G L K  =
A B  X B C .

Podstawiwszy te wartości kwadratu ACDE 
wystawionego na A C ,  albo na A B  —  C B , bę- 
dziemi mieli:
AC 2 albo(AB - C B ) 2 -r  AB2 4 -B C 2 — 2 AB x  B C 

Uwaga. To Zadanie odpowiada wzoro­
wi w Algiebrze

(a  —  b ) 2 =  a 2 -f- b 2 —  2 ab.
ZA~

5tio Gdybyśmy chcieli wyrazić powierz— 
nią trap ezaĄ B C D  (fig. ioó). zapornoca bo­
ków i iednego z katów, unikaiać działania 
mechanicznego spuszczania prostopadiey E F; 
nwazaymy że równoległobok A L K D  =  AD 
X A L . fUst. A,  więc trapez 
A B C D  =  A D X 1 ( A B 4- D C l  f f s t . k .  

Podobnym sposobem znaleźlibyśmy, iż 
miarę tego samego trapeza można wyrazić 
za pomocą wieloczynu

B C  X |  ( A B  -j- D C ). Wst. B.
Czytać takzę Gęomętryą B e z o u t Nr o. 155« 
»56.
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Z A D A N I  E X.

T w i e r d z e n i e .

Prostotą? zrobiony na summie i róż­
nicy dwóch Upij3 iest równy różnicy kwa-  
gratów tych dwocli linij. f̂ig. 108).

Tu iest: -
( A B  -4- C U ) X ( A B  —  C B )  ~  A B 2 —  c T l2

Wystawmy na A B i A C kwadraty A B I F ,  
A C D E ; przedłużmy A B  o ilość B K  =  C B , 
i dopełnijmy prostokąta A K L E .

Podstawa tego prostokąta A K ,  iest sum­
ma dwóch linij A B ,  C B ; iego zaś wysokość 
A E  iest różnicą tych samych linij A B , C B j
więc prostokąt

A K L E — ( A B - L - C B )  x  ( A B  — CB).
Lecz tenże sam prostokąt iest złożony z dwóch 
części Ą B H E  y -B  !yL H  ; część zaś B K L H  
i« t  równa -prostokąfowi E D G F ,  ponieważ 
B H —  D E, B K  =  E F; więc A K L E — ABHE 
4 - E D G F . Te zaś dwie części składaią kwa­
drat AB  I F ,  mniey kwadrat D l i i G  , a ten o- 
statni iest kwadratem wyniesionym na BO, więc 

(A B  4 - C B )  X ( A B —  C B ) ~ A B 2 —  C B a
Uwaga. W  Algiefcrze mamy w zór’ odpo-» 

Tviadaiąey ( a - f - 6 )  ( a  —  ó ) = a 2 :— b z.

Z A D A N I E  XI.

T  w.ier d z eni e .

Kwadrat z przeciw -prosfokątney, iest 
. ró-

—■* i o ł —
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fóumy summie kwadratów z beków kąt pro 
sty obeyrn uiących. (fig. i o 9).

W  tro)kacie prostokątnym przy A :w y ­
niósłszy kwadraty na trzech bokach, spuśćmy 
z wierzchołka kąta prostego na przeciw - pro­
stokątną prostopadłą A D , przedłużając do 
punktu E , i prowadząc linije'A«F, H C .

K ąt A B F  składa się z kata A B C ,  w ię- 
ce-y kąta prostego C B F ; kąt H B C ,  składa się 
z tego samego kąta A B C ,  więcey z kąta pro­
stego A B H ;  więc kąt A B F  —  Ii  B C. (idy 
A B  — B H ,  iako boki tego samego kwadratu, 
dla tey samey przyczyny B F —  B C; więc tróy- 
kąty A B F ,  H B C ,  maiące kąt równy obięty 
fiokami równemi są równe (Zad. V I,K .I.)

Tróykąt A B F ,  maiący tę salnę podsta­
wę B F ,  i wysokość B D  (Zad. IŁ), iest po­
łow ą prostokąt a B D E F  (albo dlakrótkościBE).

Tróykąt H B C ,  iest także połową kwa­
dratu A H ; dla kątów prostych B A C ,  B A L ,  
finije A C , A L ,  składaią iednę liniją prosta 
C L ,  równoległą do H B  (Zad. IV. K. I.); więc 
tróykąt H B C ,  iest połową kwadratu A H , 
maiącego tę sarnę podstawę i wysokość.

Gdy tróykąt A B F  — H B C ;  prostokąt 
B D E F  dwa razy większy od tróykąta A B F ,  
iest równo -  wartuiący kwadratowi A B H L  
dwa razy większemu od tróykąta H B  C. Do­
wiedlibyśmy podobnym sposobem, że prosto­
kąt C D E G ,  iest rów no wartuiący kwadrato­
wi A C I K ; i  gdy razem dwa prostokąty BDEF,

C D E G
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C D  E G , składnią kwadrat B C G F; wię» fcwa-
d ra t  z p rz e c iw p ro s to k ą tn ey  , ies t ró w n y  sum — 
m ie  k w a d ra tó w , z b o ków  k a t p ro s ty  o b e y -  
m u iący ch . T °  iest • 3  C z A B 2 - |-  A C 2.

" ifr niosek I  Kwadrat z boku obeymuia- 
cego kąt prosty, iest równy kwadratowi z 
przeciw -  prostokątnej mniey kwadratem z bo­
ku drugiego, czyli: A B 2 =  B C 2— AC*.

Wniosek II. W  kwadracie A B  C D  (fig. 
118.), poprowadziwszy przekątną A C , w tróy- 
kącie równoramiennym A B C ,  mamy:

A C 2 —  A B 2 4- B C  2 -= a A B  2 ,•
W iec kwadrat z przekątney, iest dwa razy 
-większy od kwadratu z boku. Jakoż, po­
prowadziwszy przez punkta A , C ,  równoległe
do B D ; przez B , D , do A C : kwadrat EFG H , 
bedac kwadratem z A C ,  obeymuie 8 tróykei— 
tów równych tróykątowi A E B ,  i gdy kwa­
drat A B  C D , obeymuie ich tylko 4 ; więc kwa­
drat E F G H ,  iest dwa razy większy od kwa­
dratu A B C D. Czy li: A C 2: A B 2 :: 2: j  , w y­
ciągnąwszy pierwiastek kwadratowy mamy: 
A C  : A B  :: y/"2 : 1 ;  to iest: ze przekątna
kwadratu iest niewymierną względem boku 
( J ry tĄ . 107.) j oczem na inuem mieyscu mó­
wić nain wypadnie.

Wniosek I I I  Dowiedliśmy (fig* I09.), ź© 
kwadrat A II , iest równo - wartuiący prosto­
kątowi B E ; z przyczyny zaś wspólney wyso­
kości B F ,  kwadrat B C G F ,  iest do prosto­

kąta
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kąta B D E F ,  iak podstawa B C , do podsta­
w y B D , więc B C 2 : AlT2 :: B C : B D . T o 
iest: ze kwadrat z przeciw - prostokatney iest 
do kwadratu z buka kąt prosty obęyniuiące— 
go, iak przeciw-prostokątna do odcinka przy­
ległego temu bokowi. Nazywamy tu odcin­
kiem część przeciw-prostokatney odciętą-pro­
stopadłą spuszczoną z wierzchołka kąta pro­
stego ; tak B D iest odcinkiem przyległym bo- 
kowi A B ,  zaś D C  bokowi A C .

niosek IV . Prostokąty BD EF, D CG E, 
maiące tę sarnę wysokość, są iak podstawy 
B D , CD . Gdy zaś te prostokąty są równo- 
Wartuiące kwadratom z A B , i A C , więc 

A B 2 : A C 2 : : B D  : D C .
Azatem, kwadraty z dwóch boków kąt pro­
sty obeyniuiących} są miedzy sobą, iak od­
cinki przeciw -prostokątriey przy legie tym bo­
kom.

Z A D A N I E  XII.
T w i e r  d z  enie.

W  tróykąnie biorąc kąt ostry, kwadrat 
zprzeciw - ostroką tney, iest mnieyszy od sum­
my kwadratów z boków ten kąt obeymuią- 
cych • i iezeli spuścimy prostopadłą na ieden 
z boków kąt ostry obeyniuiących, różnica bi­
dzie równą podwóynemu wieloczynowi z bo­
ku na który spuszczona prostopadła, przez 
odcinek przyległy kątowi ostremu. ( fig. n o )..
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Toi est :  A B 2 ~ A C 2 + B C 2 —  s B C  X C-D*
Dwa s ą  przypadki i mo Jeżeli prostopa­

dła pada wewnątrz t róykataABC,  będziemy 
mieli: B D 4 B C  — C D ,  więc (Zad.IX).

B D *  =  BC* 4  C D 2 — 2b c  x  CD
dodaiąe_p° obu stronach A D 2, otrzymamy

B p i =  B C 2 4 C D 2~ 2 B C  X C D
. + A D 2 _ _  4 A D 2  ______  _____

gdy B U 2 4  A p 2 =  A J p 7C D 24 - A D 2= A C 2 
więc A B 2 — B Ć 2 4  A C 2 — 2 B C X C D .

2do Jeżeli prostopadła pada zewnątrz 
tróykata A B C  (fig. 1 i o. bis) będziemy mieli 
B D — C D  —  C C )  więc (Zad.IX).

B D 2 =  C D 4 4 B C 2 —  2 Ć D  X  B C _  
dodaiąc po obu stronach tego równania A D 2, 
otrzymamy iak Wyźey:

A B 2 =  A C 2 4  B c 2 —  2 B C 4  CD .

Z A D A N I  E XIII.

T w i e r d z e n i e .

W  tróykącie iezeli weźmiemy kąt roz­
warty, kwadrat z przeciw - rozwartokątney 
iest większy od summy kwadratów z boków 
ten kąt obeymuiących; i iezeli spuścimy pro­
stopadłą na i eden z boków kąt rozwarty o— 
beymuiących , różnica będzie równa podwóy-  
nemu wieloczynowi z boku na który spuszczo­
na prostopadła, przez odcinek przyległy ką­
tkowi rozwartemu, (lig, 111).

Biblioteka Cyfrowa UJK 
http://dlibra.ujk.edu.pl



T o iest: A B 2= A C 2 - f B C 2 +  s B C x  C D .
Prostopadła wewnątrz tróykąta paść nie- 

może; ponieważ gdyby naprzykł d padła w 
punkcie E , tróykąt A C E , miałby razem kąt 
prosty i rozwarty, co ie-st rzeczą niepodo- 
ną ( Zad. X X V IIK . I .) , więc padnie zewnątrz 
tróykąta, azatem będziemy mieli:

^ = S C 4 - C D ,  wiec ( Zad..VIII). 
BD.-2= B C 2'+ C l) »  +  a B C x  C D  

dodaiąc po obu stronach A D 2 , otrzymamy 
BD2 = B  C2 -J-CD2 -f 2BCX CD 
A D 2 A l ) 2

Gdy B1T 2- f  Ą D 2^ A B 2, C D 2 -]-A D 2 A C 2, 
więc A B 2 =  B C  2 - f  A C 2 2 B Ć ' X  CD,

Ż Ą D A N I  E XIV.

T w i e r d z e n i e .

JV tróy kącie, poprowadziwszy zw ierz-* 
ehołka liniją prostą nu połowę podstawy > 
summa kwadratów z boków kąt w wierzchołku 
obeymulących, iest ró-wnci dwa razy wzię ­
temu kwadratowi z linii na srzodek podsta­
wy sprowadzoney, wiecey dwa razy kwa­
drat z połowy podstawy, (fig. 112). T o  iest:

A B 2 +  A C 2s . 2 A E 2 +  2B E 2. 
Spuściwszy prostopadłą A D  na podstawę 

B C ;  w tróykącie A E G  ( Zad.XII). mamy
* A C 4«  A E Z +  E C *  —  2 E C X E D ;

z Mroy—
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z tróykata zaś A B  E ( Zad. XIII.) mamy 
- AB2 — A E2 +  B K2 A  2 EB X ED 

gdy B E "  E C , więc dodawszy do siebie te 
dwa równania<wypada:

A b 2 +  A C 2 ~ 2" a 1 2 4 - 2 B E 2. 
rrniosek. w  równolegiobokiL A E C D

( fig-11 o .), przekątne A C , ii D , przecinanie 
się wzaiórnnie w punkcie F ,  na dwie części 
równe (Zad. XXXI. K .i .); tróykąt A B C  daie

A B 2 + B C ^ 2 A F 2-}- 21I f ' 2,
'W trój kącie A O C marny:

A D 2 + D C 2 =  2A F 4 +  2 D F 2 .
Dodaiąc stronę do strony, i uważaiąc ż© 

B F ~ D i '4 będziemy mieli:
A B 2 +  A i) 2 + B C 2 - f  H Ć 2 ™_4_AF2 + 4 DF*

Lecz 4 A F 2 ==(2 A F )2 ~  A C 2;za ś4 U F 2
==(2 .D F )“ =  B D Ł- w i ęc u> ró wnolegtobokii 
summa kdrcidratów z boków, iest równa sum•— 
mie kwadratów z przekątnych.

Z A I) A N I F  XV*
Tw  i er d z e n i  e.

fi
J F  trójkącie, litują równoległa do pod­

stawy, dzieli boki proporcjonalnie, ( lig. 114). 
T ak, źe mamy

A D  : D B  : ; A E  : E C .
Złączmy B E ,  D C ;  dwa tróykaty BDEj 

D E C  , maiące tę sarnę podstawę D E ,  i w y­
sokość; ponieważ wierzchołki ii ? C , lezą na

hm]
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linij równoległej do podstawy; są równo- 
wartuiące (Zad.Ii).

T rójkąty A D E , D E B ,  maiace wierz­
chołek spoiny w E , są iak podstawy A D , 
D B  (Zad. VI.), więc

A D E : D E B : :  A D : D B .
W  tróykąty A D E , E D C ,  niaiące także 

wierzchołek w spólny w D, są iak podstawy AE, 
E C , wiec

* A D E : E D C :: A E : E C.
Lecz tróykąt DEB =  E D C ,  więc z przy­

czyny stosunku spólnegó w  tych dwóch pro- 
porcyach, będziemy mieli

A D  : D B  :: A E  : E C .
IVniosek I, Z tad wypada że {Aryt. §. 156.);

A D - f D B  : A D  . ;  AE 4 - E C  : A E
albo A B  : A D  :: A C  ; A E
azatem AB : D B  :: A C  : E C .

IVniosek II. Jeżeli mlgdzy dwiema li—
nijand prosie/ni A B , C D  (fig. n 5 ). Popro­
wadzimy tyle równoległych ile będziemy 
chcieli Np A C , E F ,  O H , B D , i t.d. litu­
je  proste A B , C D , przez te równolegle be— 
dej. przecięte pruporeyorudnie3 i będziemi mie­
li A E : C E : :E G :F i i : ' : G B :H D .

Niech linije proste A B , -CD, przetną się 
w  punkcie O ; w trójkącie O E F ,  dla linij 
A C , równoległej do podstawy E F ,  mamy: 
O E ; A E : : O F : Ć F ,  aibo

O E  : O F  : : A E  : C F .
W  tróy-

•— 111 —*
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W  trójkącie O G  H , mamy podobńid 
0 E : E G ; : O F : F I i ;  albo

O E  : O F  : : E G  : F H ;
wiec z przyczyny stosunku wspólnego OE: OF, 
te dwie proporcje daią

A E  : C F  :: E G  : F E  
T ym  samym Sposobem dowiedziemy że: 

E G  : F H  : : G B  : H D , i. t.d.
•więc liiiije A B , C D , są przecięte proporcy- 
upalnie przeż równoległe E F ,  G H  i t. d.

z a d  a  n  i  E XVI.

T w i e r d z e n i e

L in ij a przecinaiąca boki tróykąta pró- 
porćyo,ruinie, iest równoległą do podstawy ̂ 

Poniew aż  g dy by  linij a D F  (fig. 116. )  ? 
niebyła ró wnoległą  do BO, niech będzie li­
nii a D O ; naówczas podług Zadania poprze- 
dzaiacego będziemy mieli

' A D  : D B  :: A O  : O C .
Lecz z założenia -

A D . :  D B  : : A F  : F C ,  więc 
A O  : O C  : : A F  : F C ;

proporcja fałszywa, ponieważ z iedney strony 
poprzednik A E >  A O ,  z drugiej następnik 
E C  <  O C ; więc równoległa prowadzona do 
podstawy B C  przez punkt D, niemoże różnić 
się od linij D F j  więc linija 13 F  iest równo- 
ległą.

Uwaga. rPo samo rozwiązanie miałoby
nuey-
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inieysce, gdybyśmy założyli proporcyą
A B  : A D  : : A C  : A E .

Ponieważ z tey proporcyi mielibyśmy 
A B — A D  : A D  :: A C  — A E  : A E ,  

albo B D   ̂ A D  :: C E  : A E .

Z A D A N I E  XVII.
T w i e r d z e n i e .

tróykącie, linija dzieląca kąt na dwie 
Części ró-wne, podzieli podstawę na dwa od­
cinki proporcyonalne bokom przyległym.

Tak że będziemy mieli ( im. 117.)
B D  : D C  :: A B  ; A C .

Przez punkt C , poprowadźmy linija C E  ró­
wnoległą do D A , az do spotkania się w punk­
cie E , z przedłużonym bokiem B A . W  tróy- 
kacie B C E ,  linija A D , będąc równoległą dq 
podstawy E C ,  mamy (Zad. X V ).

B D  : D C  : : B A  : A E .
Eecz z przyczyny linij równoległych AD, EC, 
kąt A C E  =  C A D ,  kąt A E C = B A D  (Zad. 
XXIII. K. I ). Z założenia zaś mamy kąt C A D 
=  B A D , więc kąt A C E —  A E G; azatern AE 
=  A C (Z ad. XIII. K. I.); Pod staw i wszy w pro­
porcyi poprzedzaiącey, A p  na mieyscu A E y  
otrzymamy >

B D  : D C  : : A B  : A C ,

Z A D A N I E  XVIII.
T w i e r d z e n i e .

Dwa tróykąty równokąine maią boki od­
ki p o -
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powiadaiq.ee proporcjonalne, i są podobne,
Jeżeli we dwóch tróykątach (fig. n g ) .  

B A C ,  C D E ,  kąt B A C ^ C D E ,  A C B  =  
D E C ,  A B C = D C E ;,p o w ia d a m  źeboki od- 
p o w i a d a i ą c e  będą proporcyonalne, to iest:

B C : C E ;: A B  : D C :: A C : D E.
Ułożywszy boki odpowiaclaiące B C, C E , 

w  tym samym kierunku, przedłużmy boki B A, 
E  D , aż do przecięcia się w punkcie F.

Ponieważ B C E  iest linija prosta, a kąt 
B C  A — C E D ,  więc bok A C iest równole­
g ły  do boku D E  ( Z ad .X X III.K .l). Dla tey 
samey przyczyny bok A B , iest rów noległy do 
boku D C ; więc figura A  C D F  , iest równo- 
łegłobokiem.

W  tróykącie B F E ,  linija A C  będąc ró­
wnoległa. do podstawy F E ,  mamy (Zad.XV).

, B C  : C E  : : B A  : A F ,  
na mieyscu A F , położywszy C D , będziemy 
mieli

B C  : C E  :: B A  : C D .
W  tym samym tróykącie B F E ,  linija 

C D  będąc równoległą do podstawy BF, mamy 
k B C  : Ć E  ! : F D  : D E , 

zamiast F D ,  położywszy A C , otrzymąmy 
B C  : C E  : : A C  : D E .

Nakoniec z dwóch proporcyy zamykaią- 
cych ten sam stosunek B C :  C E , wypada 

A C  : D E  : : B A  : C D .
W iec tróykąty równokątne maią boki od- 

powiadaiące proporcyoname. Podług zaś O pi-
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¿sania II. dwie figury są podobne, skoro ma-* 
ią kąty równe, a boki odpowiadaiące pro- 
porcyoualne; więc tróykąty równokątnef sąr 
figury podobne.

fUniosek i Ażeby dwa tróykąty b yły  po­
dobne, dosyć aby dw a kąty w iednym , b yły  
równe dw óm kątom w drugim, naówczas trze­
ci będzie r wity trzeciemu, i dwa tróykćdy 
będą równokątne.

Uwaga. W  tróykątach podobnych, bo­
ki odpowiadaiące są przeciwdegłe kątom ró­
wnym ; więc kąt A C B ,  będąc równy kątowi 
D E C ,  bok A B ', iest odpowiadającym boko­
wi D C ; podobnie A C  i D E  są odpowiadaią- 
cemi, iako przeciwległe kątom równym ABC# 
D C E ;  znaiąc boki odpowiadaiące składaią się 
natychmiast proporce e

B C :  C E  :: A C : DE :: B A ;  CD .

Z A D A N I E  XIX.

T w i e r d z e n i e

Dwa tróykąty jnaiące boki odpowiada-  
iące proporcyonalne, są równokątne i 'podo­
bne. (fig. 120).

Przypuśćmy źe
B C  : E F  :; B A : E D  :: A C  ; D F ,  

powiadam, źe tróykąty A B C ,  D E F ,  będą 
miały kąty równe, to iest:

A =  D , B =  E , C — F.
Złóżm y w punkcie E , kąt F E G = B f 

t t  2 w punk-
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w punkcie F , kąt E F  G =  C , trzeci kąt G, bę­
dzie równy trzeciemu katowi A , i dwa tróy- 
kąty A B C ,  E F  G , będą równokątne ; więc 
podług Zadania poprzedzałacego

B C  : E P  :: A B  : E G ,
lecz z założenia

B C  : E F  : : A B  : D E ; 
a zatem E G =  D E. Będziemy ieszcze mieli 

B C  : E F  :: A C  : F  G ,
B C  : E F  r: A C  : DF^ 

więc F G  =  D F ; azatem tróykąty E G F ,  
D E F ,  maiace trzy boki w iednym, równe 
trzem bokom w  drugim, są równe (Zad.XI. 
K . I ). Lecz z wykreślenia tróykąt E G F ,  iest 

i równokątny z tróykątem A B C ,  więc tróyką­
ty D E F ,  A B C ,  są także równokątne i po­
dobne.

Uwaga I. Widziemy z tych dwóch osta­
tnich proporcyy, że w tróykatach równość ką­
tów wypada zproporcyonalności boków, i w za- 
iemnie; więc dla zapewmienia się o podobień­
stwie tróykątów, ieden z tych warunków do­
statecznym bydź może. Lecz nie iest to sa­
mo z figurami więcey boków inaiącemi; po­
nieważ gdyby szło tylko o czworoboki; bez 
odmiany kątów można odmienić proporcyą 
boków, bez odmiany zaś boków, proporcyą 
kątów: więc proporcjonalność boków niemo- 
że bydź wypadkiem równości kątów, ani na 
odwrót. W idziemy ua przykład (fig. 12 i . ) ,  
że prowadząc E  F , równolegle do B  C , kąty

cz\yo—
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czworoboku A E F D ,  są równe kątom" czwo­
roboku A B  C D ;  lecz proporcya boków iest 
Wcale różna : podobnie bez odmiany czterech 
boków A B , B C ,  C D , A D , możemy zbli­
żyć *lub oddalić punkta B i D, co odmieni kąty.

Uwaga II. Dwa zadania poprzedzaiące, łą ­
cznie z zadaniem kwadratu z przeciw -  prosto- 
kątney, są Zadaniami nayważnieyszemi i nay- 
obiitszemi w Geometry i ; wszystkie bowiem 
figury mogą się dzielić na tróykąty, a każdy 
tróykąt na dwa tróykąty prostokątne. W ięc 
ogólne własności tró.ykątów, zamykaią wyra­
źnie własności wszystkich figur.

Z A D A N I E  XX.

T w i e r d z e n i e .

Dwa tróykąty maiące kąt równy obi ety 
bokami proporcyonalnemi} są podobnej fig. 12 2).

Niech będzie kąt A =  D , i boki 
A B  : D E  :: A C  : D F ;  

powiadam, źe tróykąt B A C ,  iest podobny 
tróykątowi E D F.

W eźm y A G = D E ,  i poprowadźmy li-  
niją G H  równoległa do B C ;  kat A G H  —  
A B C  (Zad.XXIII. K .I .) ,  a tróykąt A G I I ,  
będąc równokatny z tróykatem A B C ,  mamy: 

A B  : A G  : : A Ć  : A H ; 
lecz założenia

A B  : D E  : : A C  : D F ,  
zaś z wykreślenia A G=?= D E wiec A H = DF,

Dwa
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D wa trójkąty G A H ,  E D F  m iirce kąt ró­
wny obi ęty bokami równemi, są równe. Lecz 
tróykąt G A H  iest podobny tróykątowi B A C ;  
azatem tróykąt E D F , iest także podpbny tróy­
kątowi B A  C.

Z A D A N I E  XXL 

T w i e r d z e n i e .

D w a tróyhąty maiq.ce bohi odpowiada-  
iq.ce równoległe 3 albo prostopadłe, sq podo-  
bne. (fig. j 2o ).

Ponieważ imo Jeżeli bok A B , iest ró­
wnoległy do boku D E , B C do E F , kąt A B C 
iest równy kątowi D E F  (Z a d .X X V I.K .I.) • 
dla tey samey przyczyny kąt A C B ± = D F E ,
B A C  — E D F ;  więc tróykąty A B C ,  D E F  bę­
dąc równokątne, są podobne.

2do Niech będzie bok D E  (fig. 124).pro­
stopadły na bok A B , . D F  na A C ;  w czwo­
roboku A ID H , cztery kąty razem wzięte war- 
tuią cztery kąty proste (Zad. XXVIII. K , I .); 
gdy dwa z nich I, H , są proste, więc dwa po- ‘ 
zostałe I A H ,  I D H  warluią dwa kąty pro­
ste. Lecz dwa kąty E D F ,  E D H  w ar tui ą 
także de a kąty proste; więc kąt E D F  — IA H , 
albo A. Podobnie dowiedziemy ieźeli bok E F , 
iest prostopadły na bok B C , F D  na A C , kąt 
D F E  — C , kąt D E F  — B ; więc dwa tróy­
kąty B A C ,  D E i " , w których boki iednego

są
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są prostopadłe do boków drugiego, są równo- 
kątne i podobne.

Uwaga. W  przypadku boków równo­
ległych, bokami odpowiadaiącemi są boki ró­
wnoległe; w przypadku zaś boków prostopa­
dłych , bokami odpowiadaiącemi są boki pro­
stopadłe. Tak w tym ostatnim przypadku, 
D E iest. bokiem odpowiadającym bokowi A B , 
F U  bokowi A C , zaś E F bokowi CB. W  przy­
padku boków prostopadłych względne poło­
żenie dwóch tróykątów, może bydź odmien­
ne od położenia na figurze 124; lecz równość 
kątów względnych dowiedłaby się zawsze, bądź 
przez czworoboki, bądź przez porównanie, 
dwóch tróykątów, które z kątami w wierzchoł­
ku przeciwległemu składaią kąty proste: naprzy- 
k ia d , niech będą dwa tróy kąty B A C , E D F  
(fig. 124.bis),  których boki są prostopadłemi 
to iest: D E na A B , D F  na A C , F E  n a B C ;  
powiadam naprzód źe kąt F  =  kątowi C. Ja­
koż ieżeli do kąta D K  F , dodamy kąt F ,  bę­
dziemy mieli kąt prosty; ieżeli do kąta G K C  
=  D K F , dodamy kąt C , będziemy mieli tak­
że kąt prosty , więc kąt F  — kątowi C.

Następnie obwiodę że kąt F  D E  =  kąto­
wi C A B. Jakoż ID  A -j- ł  D F  =  i kąt pro­
sty ; w tróy kącie prostokątnym A I D ,  mamy 
ID  A - F I  A D —  i kąt prosty, więc I D F  =  
I A D ; lecz mamy

I D F - | - F D E  —  2 kąty proste 
I A D - f - C A B  —  2 kąty proste,

więc
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więc kąt F D E  =  kątowi C A B . Nakoniec o-r 
każe, źe kąt D E  F  =  kątowi A li C. Jakoż ma­
my I E G - f - D E F  — 2 kąty proste. W  czwo­
roboku B G E I ,  w  którym summa kątów ró­
wna czterem kątom prostym, i w którym ką­
ty G , I ,  są prostemi, mamy IE G -{- A B  C —  
2 kąty proste; więc kąt D E F = k ą to w i A B  C*

Z A D A N I E  XXII.
T w i e r d z e n i e .

L/inije prowadzone od upodobania przez 
wierzchołek trójkąta 3 dzielą podstawę 3 i li-  
niją równoległą do podstawy proporcjonal­
nie. (fig. 125). To iest że będziemy mieli: 

DI:BF::IK:FG::KL:GH::LE:HC.
Ponieważ linija D I , iest równoległa dó 

B F ,  tróykaty A D  i ,  A B F  równokatńe daią 
( Zad. X V III). D I : B F :: A I : A F.

Ponieważ lini;a I K ,  iest równoległą do 
F G, mamy i K : F G:: AI: A F ; z ty cli dwóch 
proporcyy maiąeyeh wspólny stosunek Al: AF, 
otrzymamy DI: B F :: IR : F G.

Podobnym sposobem dowiedlibyśmy źe: 
IR : FG : : RL : GH 
RL : GH :: LE : HC,

złączywszy te stosunki będziemy mieli 
D I : B F  •: I R : F G ::K  L : G H ::L E :HC .

Uwaga. W  przypadku figury ( 125. bis ),. 
wyprowadzilibyśmy podobnie szereg stosunków 

D I : H C ; : I R : G H : : R L : G F : : L E : B F .
ązą-
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- azatem, ieźeli ostateczne końce dwóch linij 
równoległych D E , B C ,  połączymy dwiema 
linijami prostemi D C , E B , dwa punkta ia- 
kiekolwiek L , F , przecinaiące proporcyonal- 
nie linije równoległe, będą zawsze na linij pro- 
stey L  F, przechodząeey przez punkt A , wspól­
nego przecięcia się linij D C , E B.

Wniosek. W ięc ieźeli linija B C ,  będzie 
podzieloną na części równe w punktach F , G ,  
FI; linija do niey równoległa D F ,  będzie ta­
kże podzielona na części równe w punktach 
l ,  K ,  L.

Z A D A N I E  XXIII.
T w i e r d z e n i e ,

. W  tróylpącie prostokąt/¿yttz, spuściwszy 
prostopadłą z kąta prostego na przeciw — 
prostokątną : (fig. 126 ),

imo Dwa tróykąty cząstkowe z tąd po-  
wstaiące, są podobne cło siebie, i do troyką­
ta całkowitego.

2do Każdy z boków kąt prosty óbeymu- 
iących, iest srzednio - proporcyonalny mie­
dzy przeciw - prostokątną, i odcinkiem iemu 
przyległym,

otio Prostopadła , iest srzednią- pr&- 
porcyonalną miedzy odcinkami przeciw -  pro­
sto kątney.

Ponieważ imo Tróykąty prostokątne 
U D  A , B A C , maią kąt wspólny B ; trzeci

kąt
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kąt B A D ,  pierwszego tróykąta, iest równy 
trzeciemu katowi C , drugiego; więc te dwa 
ti/óykąty są rówriokątne i podobne. Podobnie 
dowiedziemy, ze tróykąt A D C ,  iest podobny 
troykatowi B A C ; azatem trzy tróykąty są ró- 
wnokatne i podobne.

a do Z podobieństwa tróy kątów B D A ,  
B A C ; A D C ,  B A C , mamy 

PA B D  : A B  : B C .
t t  D C  . A C  : B C . (A ryt.% . i 46. i 5o). 

otio Nakoniec, z podobieństwa trójką­
tów AJ3 B , A I ) C ,  otrzymuiemJ: 

w  B D  : A D  : D C .
Uwaga. Z wyższych proporcyy 

Ar B D  : A B  : B C  
PA D C  : A C  : B C ,  

następuiące wyciągamy równania:
A B * =  B D  X B C  

' A (ł l  =  D C  X B C ,  więc 
A B 2 + A C 2—  B D X B C 4- D C  X B C  

=  B C X  ( B D  +  D C )
=  B C X B C —  B C 2,

azatem A B 2 4- A C 2 =  B C 2; to iest: kwadrat 
z przeciw-prostokątney , równy summie kwa­
dratów z boków kąt prosty obeymuiących. 
Wpadamy więc na Zadanie kwadratu z prze­
ciw - prostokątne y drogą wcale odmienną od 
tey którąśmy wyżey postępowali.

Wniosek. Jeżeli z pmiktu A (fig. 127). na 
obwodzie koia f poprowadzimy dwie cienciwy

AB
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A B , A C , do ostatecznych końców srzednicy 
B C ;  tróykat B A C , będąc prostokątnym przy 
A ( Zad. X VIII.R. I i.): więc 1/no prostopadła 
A D , iest srzednią proporcjonalną miedzy 
odcinkami B D , D C , srzednicy; albo co iest
to samo A D 2 —  B D  X D C .

2 do Cień dwa  A B  iest srzednią propor- 
cyonalną miedzy srzednicą B C , i przyle­
głym  odcinkiem B D , to iest:

A B 2 =  B D  X B C , 
mamy także A C 2 — C D  X B C ; więc 

A B * : A C 2 :: B D  : C D .
Jeżeli-porównamy A B , z B C ,  będziemy 

mieli A B 2 : B C 2 :: B D  : B C ,  otrzymamy 
także A Ć 2 : B C 2 :: D C  : B C. T e  stosun­
ki kwadratów z boków bądź między sobą, 
bądź z kwadratem przeciw -  prostokątaey iuż 
są dane we Wnioskach III. i IV. Zadania XI*

Z A D A N I E  XXIV.

T w i e r d z e n i e .

Dwa iróykąty maiące kąt równy, są 
iak prostokąty z boków kąt równy obey/nu­
żących. (fig. 128). To iest:

V A B  C : A D E  A B  X A C :  A D  X AE.
Poprowadziwszy BE; dwa tróykaty ABE, 

A D E , maiące wierzchołek wspólny E ,  są 
iak podstawy ( Zad. AT.), więc

A B E
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A B E  : A D E  :: A B  : A D , 
mamy także

A B C  : A B E  :: A C  : A E .
Mnożąc porządkiem te dwie próporcye, i o- 
puszczaiąc wspólny wyraz A B E ,  będziemy 
mieli

A B C : A D E : : A B  X A C .  A D  X  A E .

T'Vtlioselc. W ięc dwa tróykąty byłyby ró­
wno - wartuiące, gdyby prostokąt A B x A C ,  
b y ł równy prostokątowi A D  X A E ; gdybyś­
my zaś mieli A B : A B : :  A C : A E ,  linija D E , 
byłaby równoległą do boku B C.

Z A D A N I E  XXV.
T w i e r  d z e n i e .

Dwa tróykąty podobne, są miedzy sobą 
iak kwadraty z boków odpowiadaiących. (lig. 
122). ,

Niech będzie kąt A =  D , kąt B =  E ; z 
przyczyny kątów równych A i D , podług Za­
duma poprzedzaiącego będziemy mieli 

A B C k D E F : :  A B  X A C : D E  X D F ,  
dla podobieństwa zaś tych samych tróykatów 

A B  : D E  :: A C  : D F . 
Rozmnożywszy tę proporcyą wyraz z wyra­
zem przez proporcyą następuiąeą iedną zna­
czącą A C  : D F  :: A C  : D F ,  
otrzymamy AB X A C :DE X D F :: A C 2 :D F S, 
^yięc A B  C .* D E F :; A C 2 : D F *. Azatem dwą
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tróykąty podobne, s£i iak kwadraty z boków 
odpowiadaiąeycla.

Z A D A N I E  XXVI.

T w i e r d z e n i e .  

D  wa wielobóki podobne, składnią sie 
tey samey liczby trbykątów podobnych, i po­
dobnie rozłożonych, (lig. 129).

W  wielobokach A B C  D E , F G H J K ,  
poprowadziwszy z kątów A i F, przekątne AC, 
A D , F H , F I ;  ponieważ te wie!oboki są po­
dobne, kąt A B C ,  iest równy kątowi odpo- 
wiadaiącemu F G H  (O pis.II.); a nadto boki 
A B ;  B C ,  są proporcyonaine bokom 1' G , 
G H , więc

A B  : F G  : : B C  : G H .
Tróykąty A B  C , F G H ,  maiące kąt równy , 
obiety bokami proporcyonalnemi, są podobne 
(Zad.X X .); więc kąt B C A  =  G H F . T e ką­
ty równe, odięte od kątów równych B C D , 
G U I ,  reszty A C D , F H I  f będą równe : lecz 
ponieważ tróykąty A B C ,  F G H ,  sći podo­
bne mamy

A C  : F H  : c B C  : G H , 
z przyczyny zaś podobieństwa wielobokó w marny 

B C  : G H  :: C D  : H I ,
więc

A C  : F H  :: C D  : H I ;  
lecz iu.ź widzieliśmy, że kąt A C D  =  F H I y 
azatem tróykąty A C  13, F i l i ,  maiące kąt ró— 

- wny
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wny óbięty bokami proporcyonalnemi, są po­
dobne. Tym  sposobem postępując w dowo­
dzeniu podobieństwa trójkątów nastepuiących, 
iakabykolwiek była liczba boków wieloboków 
zadanych, przekonywamy się, źe dwa wie­
loboki podobne, składaią się z tey sainey li­
czby Iróyktitów podobnych, i podobnie roz­
łożonych.

U  waga. Zadanie odwrotne równie iest 
praw dziwem: Jeżeli dwa wieloboki składaią 
sig z tey samey liczby tróykątów podobnych 
i podobnie rozłożonychr te dwa wieloboki są 
podobne. Ponieważ z podobieństwa trójką­
tów względnych mamy : kat A B  C =  i ' G H , 
B C A —  G H F , A C I) - -  F  H I j więc B C D —  
G i i  I ; podobnie C D .E i i  I iv i t. d. Nadto 
A B : F G  :: B C : G H :: A C : F  H :: C O : i i i  i t. d. 
więc dwa wieloboki inaiące kąty równe, i bo­
ki proporcjonalne, są podobne'.

i

Z A D A N I F  XXVII.

Tw i er d z eni e .

Perymelrą wieloboków podobnych, są 
iak boki odpowiadaiq.ee, a ich powierzchnie, 
iak kwadraty z tych samych boków. (lig. imj).

l/no Ponieważ z natury figur podobnych 
mamy AB : F G :: B C : G U :: C D : H I:: D E : i t. d. 
więc summa poprzedników A B  - f  B C - f C D  
it. d. peryntetru pierwszej figury, iest do sum­
my następników F G - f  G H - f  H I i t. d. pery-

metru
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metru figury drugiey, iak poprzednik do na­
stępni ka, czyli A B : F  G. ( A  ryt. §.157).

2du Ponieważ tróykąty A B C ,  i G I I ; 
A C D , 4 r  H I, są podobne mamy ( Zad. X X V ). 

A B C  : F G H  : : T Ć 2 : F i l 2 ,
A C D  : F H I  :: A C 2 : F H %  

w ięc z przyczyny stosunku wspólnego otrzy­
mamy A ii C : F  G H :; A C D : F  FI I j przez po­
dobne rozumowanie znaleźlibyśmy A C D  FH I 
:: A D E  : F I K .  W ięc summa poprzedni­
ków A B C  -j- A C D  4 - A D E ,  czyli wielóbok 
A B C D E ,  iest do summy następników F G H  
- f  F H I- j-  F 1K , czyli do wie; o boku F G H IK , 
iak poprzednik A B C ,  iest do następnika F G H , 
albo A B 2 : F G 2 ; więc powierzchnie wielo- 
boków podobnych, są iak kwadraty z boków 
odpowiadaiących.

Uwaga. Gdybyśmy wykreślili trzy figu­
ry podobne, którychby odpowiadaiące boki 
b y ły  równe trzem bokorn tróykąta prostokąt­
nego, figura wykreślona na przeciw - prosto- 
kątney, będzie równa summie dwóch drugich 
figur. Niech będą naprzykład trzy figury po­
dobne P , Q , Ii (fig. 129, bis ) , wykreślone na 
bokach A B , A C , B  C, tróykąta prostokątne­
go, powiadam, źe będziemy mieli:

R  —  P  4 - Q.
Jakoż, ponieważ figury P , Q , R , są po­

dobne mamy
P : Q
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p  : Q :: AB_2 : A C 2 
R  : Q :: B C 2 : A C 2,

następnie z pierwszej proporcji wyciągamy 
p  _}_ Q ; Q :: A B 2 A C 2 : A C 2 (slryt §. i 5 6 ). 
gdy A B  2 4" A C 2 =i.JS C 2, w ięc trz j wyrazy 
tey ostatniey proporcyy, będąc równe trzem 
ostatnim wyrazom proporcyi poprzedzaiącey f
azatem R  —  P -j- Q.

Z A D A N I E  XXVIII, 

rl  w i e r cl Z e n i e.

C zęści d w ó c h  cień c i w  p r z e c in a ia c y c h  s iż  
W e w n ą trz  o b w o d u  k o ł a , są  o d w ro tn ie  p r o -  
p o rc y o n c d n e .  (fig, ino). Po iest i

A O  : D O  :: C O  : O B .
Złączywszy CA, B D : w iróykątach AOCy 

B O D ,  kąty przy O , są równe iaka w wierz­
chołku przeciw ległe; kąt Ą = .D j  iako obey- 
muiące swemi ramionami ten sam łuk B C ; 
dla tey samey przyczyny kąt C = B ;  więc 
poro wny waląc w tych dwóch tróy kątach po­
dobnych boki odpowiadaiące, będziemy mie­
li A O : D O :: C O : O B.

Uwaga. Z iad wypada (jlryt. §. lóo).
AO  X Ó B = : i ) 0  X C O ;  _ 

to iest: ze  p r o s to k ą t  z d w ó c h  części ieclney  
c ie ń c iw y , ie s t  r ó w n y  p r o s to k ą to w i z  d w ó c h  
częśc i c ie ń c iw y  d r u g ie y ,

Z A D A -
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Z A D A N I E  X X I X ,  

T w i e r d z e n i e .

Z  punktu -wziętego zewnątrz obwodu ko-  
ta , poprowadzone dwie sieczne kończące się 
wewnątrz obwodu, są odwrotnie proporcyo-  
ncdne do części zewnętrznych, (fig. xi5 i).

T o  iest: O B : O C :; O D  : O  A.
Złączyw szy  D B ,  A C ;  w  tróykątach O D B ,  
O A C , podobnych iako maiących kąt O, wspól­
ny , kąt B —  C ( Zad. XVIII. K . II.),  azatem i 
kąt trzeci O D B =  O A  C ; porównywaiąe bo­
ki odpowiadaiące, będziemy mieli:

O B  ; O C  :: O D  : O A.
TFniosek. W ię c  prostokąt O B  X  O  A =  

O C  X  o D .

Z A D A N I E  X X X .

T w i e r d z e n i e .

Z  punktu wziętego zewnątrz obwodu ko­
ta , poprowadzone styczna , i sieczna; sty­
czna będzie srzednią proporcyonaluą między 
sieczną, i iey częścią zewnętrzną, (fig. i 52-)./

T o  iest: O C : O A :: O A : O D.
Z łączyw szy  A D ,  A C ;  w  tróykątach O A D ,  
O A C ,  podobnych iako raaiacych kat wspól­
ny  O ,  kąt O A D  =  C  ( Z a d .X I X .K .I I .) ,  aza 
tein i trzeci kąt O A C  =  O D A ;  porównywa- 
iąc boki odpowiadaiace otrzymamy:

O C  : O A  :: O A  : O D .
I v " '* FTw o-
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Wniosek. W ięc równaiąc wieloczyn z® 
srzednich, z wieloczynem ze skraynych mamy: 

T Ć )a =  O C x  O D .
TJwaga. To zadanie iest szczególnym 

przypadkiem poprzedzaiącego; ponieważ, gdy 
sieczna O A B  (fig. i 3 i . ) ,  obraca się około 
punktu O , a kąt JBOC powiększa się, punk- 
ta A , B ,  zbliżaiąc się, zbiegną się w iednym 
punkcie A , linija prosta O A B , z sieczney sta­
nie się styczną (fig. 132). Naówczas, odległo­
ści O A , O B  (fig. i 3 i.) , będąc rów ne, w p ro- 
Aorcyi dowiedzioney (Zad.XXIX),

O D  : O A  : : O B  : O C , 
kładąc na mieyscu O B , ilość równą O A , o- 
trzymamy proporcyą Zadania X X X ., to iest: 

O D  : O A  :: O A  : OG.

Z A D A N I E  XXXI.

T w  i er  d z  e n i e.

W  tr6ykq.de, podzieliwszy kąt liniją 
prostą na dwie części równe, prostokąt zbu­
ków ten kąt obeymuiącycht iest równy pro­
stokątowi z odcinków boku trzeciego, wigcey 
kwadratowi z linij kąt dzielącey. (fig. 13 3 ).

T o  iest: B A  X A C = A D 4 +  B D  X D C . 
przez trzy punkta A , B ,  C,  poprowadziwszy 
obwód kota, i przedłużywszy liniją A D , dzie­
lącą kąt B A C na dwie części równe, aż do 
obwodu, złączmy C E .

Tróykąt BAD,  iest podobny tróykątowi
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A  E C; ponieważ z założenia kąt B A E = E  A C, 
kąt B = E ,  iako maiące za miarę połowę łu -  
ku A C , azatem kąt trzeci A D B  =  A C E ;  więc 
W  tycli tróykątach podobnych, boki odpowia- 
daiące daią proporcyą

B A  : A E  :: A D  : A C ,  z tąd 
B A X  A C  =  A E x  A D ; lecz 

A F — A D  - f  D E ,
rozmnożywszy obie strony przez A D , otrzy- 
mamy: A E  X A D = A D 2 - f  A D  X D E ;  
lecz gdy A D  X D E  =  B D  X D C  (Zad. 
XX VIII ) , azatem

B A x A C - l D 2 + B D x D C .  

Z A D A N I E  XXXII.

T  w i e r d z e n i e .

Przepuściwszy przez trzy wierzchołki 
tróykąta obwód koła, prostokąt z  dwóch bo-̂  
ków} iest równy prostokątowi ze srzednicy, 
przez prostopadłą spuszczoną na bok trzeci 
tróykąta. (fig. i 5 4 ). To iest:

A B  X A C = E C  X AD .
Złączyw szy A E ; w  tróykątach A D B ,  

E  A C, kąt prosty D =  A , kąt B =  E ; azatem 
B A i) =  A C E , więc tróykąty podobne, daią 
proporcyą następuiacą:

A B  : E Ć  :: A D  : A C ,  
a z tąd A B  X A C  — E C  X A D .

niosek. Rozmnożywszy obie strony 
przez tę sarnę ilość B C , będziemy mieli:

I 2 AB

—  i 3 i  —
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A B  X A C  X B C = Ę C  X A D  X B C ;
wieloczyn A D  X B ,C, iest równy dwa razy 
wziętey powierzchni tróykąta ( Zad. V I.), aza- 
tem wieloczyn z trzech boków tróykąta, iest 
równy iego powierzchni, mnozoney przez dwa 
razy wziętą srzednicę obwodu koła opisanego.

Uwaga. Dowiedziemy także, że powierz­
chnia tróykąta, iest równa iego p  ery metro­
wi, rozmnożonemu przez połowę promienia ko­
ta wpisanego, (fig.87).

Ponieważ tróykąty A O B , B O  C , A O C ? 
maią wysokość wspólną promień kola wpi­
sanego, i wierzchołek O j ich summa będzie 
równa summie podstaw A B , B C ,  A C ,  inno- 
żoney przez połowę promienia O D ; azatem 
powierzchnia tróykąta A B C ,  iest równa iego 
peryrnetrowi, mnożonemu przez połowę pro­
mienia koła wpisanego.

Z A D A N I E  XXXIII.

T w i e r  d z e n i  e.

W  czworoboku wpisanym w obwód koła. 
prostokąt z dwóch przekątnych, iest równy 
summie prostokątów z boków przeciwległych. 
(fig. 13 5 ). T o  iest :

A C  X B D — AB x  C D - f A D  X B C .
Odciąwszy łuk C O  =  A D , poprowadź­

my liniją B O , spotykaiącą przekątną A C , w 
punkcie L  Ponieważ łuk A D  —  O C ,  kąt 
A B D ^ C B I ,  kąt A D B  =  B C I  iako wpi-

, sane
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sane w  ten sam odcinek, azatem kąt B A D = e 
B I C ;  więc tróykąty podobne A B D ,  C B I ,  
daią proporcyą następuiącą

A D  : C I  : i B D  : B C ,  
z tąd A D X B C  =  C I X B D .

Tróykąt A B I ,  iest podobny tróykątowi 
D B C ;  ponieważ luk A D  =  O C , dodawszy 
po obu stronach O D , będziemy mieli A O —  
D  C , więc kąt A B I = : D B C ,  nadto kat B A l 
=  B D C  iako wpisane w  ten sam odcinek, a -  
zatem kąt B I  A —  B C D j  więc w  tróykątach 
podobnych A B I ,  D B C ,  boki odpowiadaiąc© 
daią proporcyą

A B  : B D  :: A l  : C D , 
ż tąd A B  X C D  =  A I X B D .
Łącząc te dwa wypadki, i uważaiąc ze'
A l x B D  +  C I X B D  =  ( A l - f C I )  X B D  =  
A C X B D , będziemy mieli

A D  X B C  - f  A B  X C D = A C  X B D .
Uwaga. Dowiedziemy także, ze w czwo­

roboku wpisanym dwie przekątne są mitdzy so­
bą , iak sUmma prostokątów z boków dotyka— 
iących sig ostatecznych ich końców. T o iest: 
B D : A C : : A B  X B C + A D X  D C : A B  X A D  

- f B C  X C D .
W yraziw szy przez O srzodek, przez A E  

srzednicę kola ©pisanego, podług wniosku za­
dania XXXII. będziemy mieli:
A B  X B C  X A C = powierzchnia ABC X 2 AE 
AD X D C X  A C —  powierzchnia ADC X  2 AĘ 
dodawszy te dwa równania otrzymamy

A B
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A B X B C X  A C  +  A D x D C X  A C =
powierzchnia A B C D X  2 A E ,  

czyli ( A B X B C  +  A D X D C )  A C  =  
powierzchnia A B C D x a A E .

Mamy także:
A B X  AD X  BD =  powierzchnia ABD X  2 AE 
B C X  CD X  B D t=  powierzchniaBCD  X  2 AE 
z t ąd ( A B X A D  +  B C X C D } B D  =  

powierzchnia A B C D X 2 A E .
G dy dwie ilości równe trzeciey równe miedzy 
sobą, więc

(A B  X B C  +  A D X  D C )  A C  =  
( A B X  A D  +  B C x  C D )  B D

rozebrawszy to równanie na proporcyą ,N bę­
dziemy mieli:
B D : A C : : A B  X B C  + A D X D C : A B X  AD 

+  B C X C D .
Za pomocą tych dwóch zadań, maiąc znane 
boki, znaydziemy przekątne.

Z A D A N I E  X X X IV .
T w i e r d z e n i e .

Obrawszy punkt wewnątrz obwodu koła} 
P ,  ( fig i 5 6 ). iezeli weźmiemy drugi ze­
wnątrz na przedłużeniu promienia C A , tak 
ze C P : C A :: C A : C Q ; i iezeli z  punktu ia -  
kiegokolwiek M , wziętego na obwodzie, po­
prowadzimy do tych punktów linije MP, MQ, 
te będą w stosunku nastgpuiącym: ,

M P  : Q M  :: A P  : A Q .
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Ponieważ z założenia
C P  : C A  :: C A  : C Q ? 

zaś C M = C A ,  więc
C P  : C M  :: C M  : C Q ;

Azatem tróykąty P C M ,  Q C M ,  maiące kąt 
C ,  obięty bokami C P ,  C M , pierwszego tróy- 
kąta, proporcyonalnemi do boków C M , C Q  
drugiego, będąc podobne mamy:

P M C =  C Q M .  
Poprowadziwszy cieńciwę A M , kąt zewnętrz*-;
ny M A C  =  C Q M - f  A M Q  gdy

M A C = A M C = P M C  - j - A M P ,  więe 
P M C - f  A M P  =  C Q M  -ł- A M Q ;  

odeymuiąc z iedney strony kąt P M C ,  z dru- 
gziey iemu równy C Q M ,  pozostanie kąt AM P’ 
ć= A M Q . Z kąd podług Zadania X Y H ., o -  
trzymamy:

M P : M Q  :: A P  : A Q .

_  i 5 5  —

Zagadnienia względne do Księgi trzeciey,

Z a g a d n i e n i e  P i e r w s z e .

Podzielić liniją prostą daną na tyle częfci 
równych na ile będziemy chcieli, albo na 
częfci proporcyonalne linijom danym. (fig.

l 3 7 )- ; .

i7?zo Niecli będzie linija AB, do podzielenia 
na pięć części równych. Przez ostateczny ko­
niec A , poprowadźmy liniją prostą nieogra- 
*ięzoney długości A G , a biorąc A C wielko­

ści
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ści iakiey kolwiek, połoźmy pięć razy na A G ; 
Złączyw szy ostatni punkt podziału, z ostate­
cznym koncern linij A B , poprowadźmy C I ;  
równoległą do G B ; powiadam, źe A l  będzie 
piątą częścią linij A B , i że kładąc A l  pięc 
razy na A B , ta będzie podzieloną na pięc czę­
ści równych. Ponieważ linija C I , iest równo­
ległą do G B , boki A G , A B , są pocięte pro- 
porcyonalnie w punktach C, I (Zad. XV). Gdy 
A C  iest piątą częścią A G , więc A l  iest pią­
tą częścią A B.

2do. Niech będzie linija A B  (fig. 108.), 
do podzielenia na części proporcyonalne lini— 
jom danym P , Q , R. Przez ostateczny koniec 
A , poprowadźmy liniją nieograniczoną À G ; 
weźmy na nicy A C = : P , C D  =  Q,  D E  =  R; 
złączywszy punkt E , z ostatecznym końcem 
lińij daney A B , przez punkta C , D , popro­
wadziwszy CI, D K , równoległe do E B  ; ma­
my (Z ad .X V ).

A I : A C  ; : I K : C D : : K B : D E ;  
gdy z wykreślenia A C , C D , D E ,  są rówse 
linijom danym P , Q , R ; więc

A l  : P :: I K  : Q  :: K B  : R.

Z a g a d n i e n i e  II.)

Znale!¿czwartą proporcjonalną do trzech 
Unij  danych A , B , C. (fig. 109).

Pod iakimkolwiek kątem poprowadziwszy 
dwie linije D E , D F  nieogranczoney długości, 
ireźmy na pierwsżey DA=ćA , D B =  B; zaś

na

' — i36 —
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ba cłrugiey D C =  C ; złączywszy A C , i przez 
punkt B , poprowadziwszy liniją B X , równo­
ległą do A C , mamy:

D A  : D B  :: D C  : D X ;  
gdy trzy pierwsze wyrazy są równe trzem li— 
iiijom danym A , B , C ; D X , iest czwartą pro-; 
porcyonalną żądaną.

Z a g a d n i e n i a  III.

Znaleść srzednią proporcy onalną mie­
dzy dwiema linijmni dahemi A, B. (fig. i 4o).

imo Na linij nieograniczoney, weźmy 
D  E =  A , E F  =  B ; na całey zaś linij D F  =  
A - f - B ,  iako na srzednicy, opisawszy póiob- 
wód kota , D G F ; z punktu E, wynieśmy pro­
stopadłą E G ,  która iest srzednią proporcjo­
nalną między dwoma odcinkami srzednicy D E, 
E F  ( Zad.X X III.K .III.): te zaś odcinki są ró­
wne linijom danym A i B.

2do Znaydziemy tę sarnę srzednią pro- 
porcyonałną opisuiąc na linij nayw iększey~  
B , półobwód E K .F , i biorąc E H  — A ; a w y­
prowadziwszy H K ,  prostopadłą do E F ,  i 
złączywszy punkta E , K , liniją prostą, bę­
dziemy mieli (Zad. XXIII. K . III.):

E l i  czyli A : E K  :: E R  : E F  czyli B.
5 tio- Rozwiążemy ieszcze to zagadnienie, 

opisuiąc półobwódkoła na linij H F ,  różnicy 
dwóch linij danych; a następnie poprowadziw­
szy liniją prostą E l ,  styczną do tego półob- 
wodu koła, otrzymamy (Zad.XXX. K .III.);

— iZy —5
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E F  czyli B : E l E l  :E H  czyli A.
Z poprzedzających wykreśleń widziemy 

że E G ~ E K  =  E l ;  azatem trzy punkta G , 
K ,  I ,  lezą na tym samym obwodzie koda • -  
pisanym z punktu E , iako ze srzodka.

Z a g a d n i e n i e  IV.
Podzielić litują daną. A B , na dwie czę­

ści t a l , aby część największa byt a srzednią 
proporcjonalną między cala litują i częścią 
drugą. 1^1).

Z ostatecznego końca B , linij daney, w y­
prowadźmy prostopadłą B C , równą połowi© 
linij daney A B ; z punktu C , iako ze srzodka 
promieniem C B , opisawszy obwód koła, i po­
prowadziwszy liniją A C , przecinaiącą obwód 
w  punkcie D , weźmy A F  =  A D ; powiadam* 
że będziemy mieli

A B  : A F  :: A F  : F B .
Linija A B , prostopadła do ostatecznego 

końca promienia C B , iest styczną ( Zad. X f 
•K.II.); przedłużywszy A C , do przecięcia 
się z obwodem koła w punkcie E , będziemy 
mieli A E : A B :: A B : A D ; z kad (jdryt. 156). 

A E  — A B :  AB: :  A B - * - A D : A D ;
p r o m i e ń  B C , iest połową linij daney A B ; 
więc srzedniea D E  — A B ,  azatem A E  — A B  
= A D ~  A F ;  A B  —  A D  —  A B — A F  =  FB; 
więc A  F : A B :: F  B : A X) albo : A F , z kąd 

A B  : A F  :: A F  : F B .
Uwaga. Ten gatunek dzielenia linij AJB,
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nazywa się dzieleniem na stosunek srzedni i  
skrayny: którego użycie niźey widzieć bę­
dziemy,

Sieczną A E , uważać można podzieloną 
w  punkcie D , na stosunek srzedni i skrayny; 
ponieważ A B = D E ,  mamy

A E  : D E  :: D E  : A D .
Z  tąd, ieźeli weźmymy _ A G = A E ,  odległość 
punktu G , od ostatecznego końca A , linij 
prostey A B , będzie także srzednią propor- 
cyonalną między odległością tego samego punk­
tu, od drugiego ostatecznego końca B , linij 
prostey A B ; iakoż, z wyższey proporcyi w y­
ciągami nastepuiącą

A E  +  D E : A E :  : D E - j - A D  :D E , 
z którey mamy

G B  : G A  :: G A  : A B .

Z a g a d n i e n i e  V.
JU kącie B C D ,  przez punkt dany A ,  

poprowadzić linij ą prostą B D ,  tym sposo­
bem ażeby części A B ,  A D ,  obi p/e między 
punktem danym K , i dwoma ramionami ką­
ta danego B C D ,  były równe. ( fig. 1.4 2 ).

Przez punkt dany A , poprowadźmy li- 
niją prostą A E , równoległą do C D , i w eź­
my C E — E B ;  przez punkta zaś B ,  A , po­
prowadziwszy liniją prostą B A D ,  mamy

B E  : E C  :: B A  : A D ; 
gdy B E  =  E C , azatem B A = A D .

Uwaga. Jeżeli chcemy, aby linija pro-"
*ta
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sta B A D ,  przez punkt dany A , była podzie­
loną na dwie części A B , A D , proporcyonal- 
ne linijom danym M , N. Na boku C D , weź­
my liniją C M = M ,  M N  — N; przez punkt 
dany A , poprowadziwszy A E , równoległą do 
C D , złączm y M E ; przez punkt N , popro­
wadziwszy N B , równoległą do M E , złączm y 
p u n k t a B , A ,  liniją prostą B A D ;  ponieważ 
E M , iest równoległą d© B N , mamy 

M N : C M : :  albo N: M ::B E  : E C ,  
iinija A E , będąc także równoległą do C D ;  
mamy B E : E C : : A B : A D ,  
a z tąd A B : A D :: N : M.

Jeżeli chcemy aby dwie części A B  , A D ; 
były  równe, uczyniwszy M = N , azatem 
C E = E B ;  więc poprowadziw szy E A , otrzy*- 
mamy A B t= A D .

Z a g a d n i e n i e  VI.
Zrobić kwadrat równo -  wartu jący rów- 

iioleglobokowi f albo tróyJcątowi danemu, (fig. 
i 45 ).

imo. Niech będzie A B  C D  równoległo- 
bok, którego A B  podstawa, D E  wysokość; 
między A B  i D E , niech będzie srzednio-pro- 
porcyonalna np. X Y ; wiec

A B ^ X Y  :: X Y  : D E ,  
z  tąd X Y 2 =  A B X D E ;
gdy A B x D E  iest miarą równoległoboku 
AB C D , zaś X Y 2 miarą kwadratu, więc kwa­
drat iest równo - war tui ący równoległobokowE

i 2 do
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2c?o Niech będzie tróykąt A B C  (fig. i 44.:), 
którego podstawa B C , wysokość A D ; weź­
my srzednią-proporcyonalną między B C ,  i 
połow ą A D , niech nia będzie np. X Y :  więc 

B C  : 1 Y  X Y  : |  A D , 
z tąd X Y 2 ” B C X  f  A D ;  
azatćm kwadrat wyniesiony n a X Y ,  iest ró­
wno - wnrtuiący tróykątowi A B C .

I
Z a g a d n i e n i e  VII.

Na linij daney A D  (fig. i 45.),  wystawić 
prostokąt A D E X j  równo -  wartuiący prosto­
kątowi danemu A B  E C .

Szukaj^my czwartey proporcyonalney do 
Irzech linij A D , A B , A C , i niech nią będzie 
np. A X ;  więc

A D  : A B  :: A C  : A X , 
z tąd A D x A X = A B x A C ;  
azatém prostokąt A D E X ,  iest rów no-w ar- 
tuiący prostokątowi A B Ę C .

Z a g a d n i e n i e  VIII.

Znaleść w linijach stosunek prostokąta, 
z dwóch linij danych A , B • do prostokąta z 
dwóch linij danych C , D. (fig. i 48 ).

Niech będzie X , czwartą proporcycnal- 
ną do trzech linij B , C , D ;  powiadani, źe sto­
sunek z dwóch linij A i X , będzie równy sto­
sunkowi ż dwóch prostokątów A x B ,  C x D .

Ponieważ B : C :: D ;X , z tąd C x D ^ =  
B X X ;  ązatem

A X B
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A X B : C X D : : A x B : B X X : : A : X .
Wniosek. W iec dla otrzymania stosun­

ku kwadratów zrobionych na linijach danych 
A , C ; znalazłszy trzecią proporcjonalną X , 
otrzymamy A : C :: C : X , i będziemy mieli

A 2 : C 2 A : X.

Z a g a d n i e n i e  IX.

Znalefć w linijach stosunek wieloczynu 
Z trzech linij danych A , B , C , do wieloczy- 
riLi z  trzech linij danych P , Q , R. ( lig. 14g ).

* Do trzech linij danych P , A , B , niech 
będzie czwarta proporcyonalna X ;  do trzech 
linij C , Q , R ,  czwarta proporcyonalna Y . Dwie 
linije X , Y ,  będą między sobą, iak wieloczyn 
z A , B , C , do wieloczynu z P , Q , R.

Ponieważ P : A :: B : X  , mamy A X B =s 
P  X X ,  a mnożąc obie strony przez C , otrzy­
mamy A X  B X  C —  C X P X X.

Ponieważ C : Q : : R : Y ,  mamy Q X  R ==s 
C X Y ,  a mnożąc obie strony przez P ,  bę­
dziemy mieli P x Q X R = P  X C X  Y . W ięo 

A X B X C: P jx  Q  X R : : C X P x X :
C x  P X Y :: X : Y,

Z a g a d n i e n i e  X.

Tt^ykreślić tróykąt równo -  u> dr t uiący 
wielobokowi danemu. (lig. 14 6 ).

W  wiełoboku ABCDE, poprowadźmy prze­
kątne C E , C A , odcinaiące tróykąty C E D , 
C B A ;  przez punkt D , poprowadziwszy D E

ró -
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równoległą do C E , aż do spotkania się z prze­
dłużonym bokiem A E w punkcie F , złączm y 
C F ; tróykąty C E D ,  C E F , maiące podsta­
w ę C E , i wysokość wspólną, gdyż wierz­
chołki D , F ,  leżą na linij D F ,  równoległej 
do podstawy ; są równo -  wartuiące. Dodaiąę 
do pierwszego tróykąta figurę A B C E , bę­
dziemy mieli wielobok A B C  D E ;  tę sarnę fi­
gurę dodawszy do drugiego, otrzymamy wie­
lobok A B C F ,  równo -  wartuiący pierwsze­
mu. Następnie, za tróykąt C B  A , biorąc ie -  
mn równo-wartuiący C G A ;  pięeiobok dany 
A B C D E ,  zamieni się na tróykąt równo -  
wartuiący G C F .

Ten sam sposób służy na każdą inną figu­
rę; ponieważ zmnieyszaiąc każdego razu po 
iednym boku, Wpadniemy zawsze na tróykąt 
równo -  wartuiący.

Uwaga. Widzieliśmy (Zagad. V I.), źe 
każdy tróykąt zamienionym bydźm ożena kwa­
drat równo -  ’wartuiący; więc zaw sze znay- 
dziemy kwadrat równo-wartuiący figurzepro- 
stokreślney daney; co się nftzywa kwadrowa& 
figurę prostokreślną, albo znaleść iey kwa­
draturę. Zagadnienie o kwadraturze kota, 
zależy na znalezieniu kwadratu równo -  war— 
tuiącego, maiąc daną srzednicę.

Z a g a d n i e n i e  XI.

fUykreślić kwadrat równy cumnde, albo 
różnicy dwóch kwadratów danych, (lig. 147)^

Niecfi

—  i 4 5  —
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'Niech będą A i B , boki kwadratów da­
nych. i mo Jeżeli chcęmy znalesć kwadrat ró­
w ny summie kwadratów, poprowadźmy dwie 
linije nieograniczonej długości E D , E F ,  pod 
kątem prostym; wziąwszy E D = . A , E G  —  
B ; złączm y puakta G , D , liniją prostą, któ­
ra będzie bokiem kwadratu szukanego. Po­
nieważ kwadrat z przeciw -  prostokątney G D , 
jest równy summie kwadratów z boków E D , 
E G ,  kąt prosty obeymuiących.

2do Chcąc otrzymać kwadrat równy ró­
żnicy kwadratów, złóżm y podobnie kąt profe- 
sty F E H ,  weźmy liniją G E = B ,  i z punktu 
G , iako ze srzodka promieniem G H =  A , o - 
juszmy łuk przecinaiący liniją E H , w punk­
cie 11; w tróykącie prostokątnym G E H ,  ma­
my : HE a^ G l i a-~ G E 2 ezyliH E 2 == A 2— B 2

Z a g a d n i e n i e  XIL
W ykreślić kwadrat, który bedzie clo 

kwadratu danego A B  C D ,  iak lini ja  M , do 
N. (fig. i 5o).

Na linij nieograniczoney, weźmy E F  =  
M , F G = - N ;  na E G r=r M 4- N , iako srzed * 
nicy opiszmy pólobwód koła; z punktu F , w y­
prowadźmy do srzednicy prostopadłą F H , z 
punktu zaś I ł ,  cieńciwy H G , H E  , przedłu­
żając nieograniczenie: na pierwszey wziąw­
szy H K  — A B ,  zaś przez punkt K ,  popro­
wadziwszy liniją K i ,  równoległą do srzedni­
cy E G ;  w tróykącie K H I  ( Zad.X V .K .III .);
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1 4 5  —

mamy H I : H K : : H E : H G ,  więc
H P  : H P  :: H E 2 : H G *  

lecz w tróykącie prostokątnym G H E  (Zadi. 
XXIII.), mamy H E * : ¿TG* : : E F : F G  albo 
:: M : N ,  więc H _ P :H J P  : :M : N ,  i gdy H R  
=  A B ,  azatein H I 2:A B * ::M :N .

Zagadnienie XIII.
Na boku F G ,  odpowiadaiącym bokowi 

A B , opisać wieloóok podobny wielobokowi 
danemu A B  C D  E. (fig. 129).

W  wiełoboku A B C  D E , poprowadziw­
szy przekątne A C ,  A D ,  złóżmy w punkcie F , 
kąt G F H  —  B A C ;  w punkcie zas G , kąt 
F G H  =  A B C ;; li ni je F  H , G H  , przeciąwszy 
się złożą kąt H = :C  j i tróykąt F G H ,  bidzie 
podobny tróy kątowi A B C .  Na boku F H ,  
odpowiadaiącym bokowi A C , wystawmy tróy­
kąt F I H ,  podobny tróy kątowi A D  C ; na bo­
ku zaś F I , odpowiadaiącym bokowi A D ,tr ó y ­
kąt F I K ,  podobny tróy kątowi A D E. AY ie -  
l o b o k F G H I R ,  będzie wielobokiem podob­
nym do wiełoboku danego A B C D E ,  ponie­
waż składaią się z ley samey liczby tróy katów 
podobnych, i podobnie ułożony eh (Zad. XXYŁ).

Zagadnienie XIV. 
M aiąc dane dwie fiigury podobne? wy~* 

kreflić figurę podobną równą ich summie, al~  
S& różnicy. l% fi.gv 12 ty bis )..

Mk, Chcą«
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Chcąc mieć summę dwóch figur podob­
nych P , Q j na ramionach A B , A C , kąta pro­
stego B A C , weźmy części A B , A C , równe 
bokom podobnym dwóch figur danych P ? Q ; 
złączywszy B C ,  i na tey linij uwaźaney iako 
na boku odpowiadaiącym A C , wykreśliwszy 
figurę R? podobną figurze Q , będziemy mie­
li ^Zud. XXVII. Uwaga).

R  =  P +  Q.
Jeżeli idzie o znalezienie różnicy dw óch 

figur podobnych R , Q • wyprowadziwszy z o - 
statecznego końca boku A C ,  fignry Q , pro­
stopadłą A B ;  z punktu z a ś C ,  iako ze srzod- 
ka promieniem C B , równym  bokowi, C B ,  
figury R , podobnym do boku A C , figury Q, 
opisawszy Juk koła przecinaiący prostopadłą 
A B  w punkcie B , linija A B  będąc bokiem po­
dobnym figury źądaney P , możemy na niey 
wykreślić figurę podobną do R. Dowiedliśmy 
(.Zad. XXVII» Uwaga) źe

F +  Q =  R , 
odciągnąwszy z obu stron tę sarnę figurę Q , 
otrzymamy P —  R  —  Q.

Z a g a d n i e n i e  X V.

JUylcreHić figurę, podobną figurze d a -  
ney y w stosunku iah M do N.

Niech będzie A , bok figury daney; X , 
bok odpowiac|aiący figury szukaney; potrzeba 
ażeby kwadrat z X , b y ł do kwadratu z A , iak 
M ięst do N (Zad.XXVII). Znaydzieiny X ,
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Ka pomocą Zagadnienia X II., a znaiąc X , re®* 
szlę dokończymy podług Zagadnienia XIII*

Z a g a d n i e n i e  XVI*
JVykreilić figurę podobną figurze  P , i 

równowartuiącą figurze Q. (fig. i 5 i ).
Szukaymy boku M kwadratu równowar- 

tuiącego figurze P , i boku N kwadratu równo-* 
wartuiącego figurze Q. Niech X , będzie czwar­
tą proporcyonalnći do trzech finij danych M , 
N , A 13; na boku X odpowiadaiącym bokowi 
A B , wykreśliwszy figurę podobną figurze P ,  
ta będzie także równowartuiącą figurze Q.

W yraziwszy bowiem przez Y ,  figurę 
wykreśloną na boku X , będziemy mieli

P  : Y  :: A B * : X *
lecz z wykreślenia

A B  : X  :: M : N albo 
A B 2 : X 2 :: M 2 : N 2 wie«

P : Y  :: M 2 : N 2.
Mamy także z wykreślenia

M 2 — P , N 2 =  Q więę 
P  : Y  p ; Q ?

¿zatem Y = Q ;  więc figura Y ,  iest podobną 
do figury P ,  i równowartuiącą figurze Q.

Z a g a d n i e n i e  XVII.

Tf^ykreślić prostokąt rbwno-wartuiący 
kwadratowi danemu C, i któregoby boki przy*  
legie czyniły summę daną A B . ( fig. 152 ). i '

K  2 Na

—  147  —
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Na A B , iako' srzednicy opiszmy półob^* 
wód ko ła , i poprowadźmy liniją równoległą do 
srzednicy D E , w odległości A D , równey bo­
kowi kwadratu danego C. Z punktu E , w 
którym równoległa przecina obwód koła, spuść­
my na srzednicę prostopadłą E F ;  powiadam, 
że A F ,  F B ,  będą bokami przyległemi pro­
stokąta szukanego. Ponieważ ich summa ró­
wna A B , zaś prostokąt A F  X F B ,  rów ny 
kwadratowi z E F  ( Zad.XXIII.) , albo kwa­
dratowi z A D ;  azatem iest rów n o-w artu­
jący kwadratowi danemu C.

Uwaga. Ażeby zagadnienie było podo­
iłem do rozwiązania, odległość A D , niepo- 
winna przechodzić promienia, to iest: bok kwa­
dratu C , niepowinien przewyższać połowy li­
nij A B .

Zagadnienie  XVIII.
TUykreslić prostokąt równowartulący kwa­

dratowi C , któregoby boki przyległe miały 
między sobą różnicę daną A B. ( fig. 155 ).

Na A B ,  iako srzednicy, opiszmy obwód 
k o ła ; z ostatecznego końca A , wyprowadźmy 
styczną A D , równą bokowi kwadratu C ; przez 
punkt D , i srzodek koła O , poprowadźmy 
sieczną b F ,  powiadam, że b E  i D F ,  bę­
dą bokami przyległemi prostokąta żądanego.

Ponieważ imo różnica tych boków ró­
wna srzednicy E F  albo- A B ; 2do prostokąt

D E  X B F
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D E  X D F  iest równy A D 2 (Z ad .X X X .); a*■ 
zatem równowartuiący kwadratowi danemu G,

Z a g a d n i e n i e  XIX.
Znaleść miarę wspólną ieieli iest, mię­

dzy przekątną i bokiem kwadratu, (lig. 15 i ) .
Niech będzie A B C G  kwadrat, którego 

A C  przekątna. Przeniósłszy bok kwadratu 
C B ,  na przekątną C A  ile razy obiąć może 
( Z a g a d .  X V I I .  K . I I . ) ; opiszmy ze srzodka C , 
promieniem C B  półobwód koła D B E :  w i-  
dziemy, źe C B  mieści się w  A C  raz ieden 
z resztą A D , którą trzeba porównać z bokieitt 
C B ,  albo A B .

Powtóre, kąt A B C  będąc prosty, A B  
iest styczną, A E  sieczną, wychodzące z tego 
samego punktu A , więc (Zad.X X X ) .

A D  : A B  A B  : Ą E , 
zamiast A D : A B ,  możemy brać A B : A E ;  li-  
ni)a zas A B  =  C D , zamyka się dwa razy w  
A  E z resztą A D , którą trzeba porównać z 
A B . Z tąd widziemy, źe działanie będąc nie- 
skończonem, przekątna z bokiem kwadratu 
wspólney miary niema (Zad.XI).

Uwaga. Równie iest rzeczą niepodobną 
znaleść dokładny stosunek w liczbach prze- 
kątney do boku kwadratu; lecz będziemy mow 
gli do niego zbliżyć się tak, iak sami będzie­
my chcieli za pomocą ułamku ciągłego. Ja­
koż, ieźeli dla większey prostoty uczynimy 
A B = . i ,  proporcya A D : A B :: A B  : A E ,  w y -

żey

—  i 4 g  <—
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źey dowiedziona stanie się A D : i : : i : A E  a 
ztąd A D —  i__

~ A E
L ecz mamy A E  —  E D -j- A D =  2 F  A D ,
więc będziemy mieli 

A D -  1
2 4- A D

Azatem przekątna A C = D C  +  A D  albo 
A Ć = i +  1

2 A D
Jeżeli w tey wartości na A C , podstawimy za 
A D  wartość 1 będziemy mieli 

2 + A D  
•4 A C —- 1 —J— 1

2 -f- 1
2 4 - AD

Podstawuiąc ciągle za A D  wartość wyżeyzna­
lezioną otrzymamy

A C  —  .1 -j~ 1
2 + j ________

2 -j- 1

3 4 ~ 1______
2 -}- 1 • • • nie-,

skończenie.

Dla otrzymania pierwszego zbliżenia, weź­
my, dwa wyrazy z ciągłego ułamku, i będzie­
my mieli

A C  —  1 +■§— ! ;
Dla otrzymania drugiego zbliżenia, weźmy' 
trzy wyrazy
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Ze czterech wyrazów będziemy mieli 
A C r = H ;  , r 

zaś z wyrazów pięciu znaydziemy
A C  =  4 ł ;

z tego zaś ostatniego zbliżenia wyciągamy prcn 
porcyą następuiącą '

A C  : i  :: 4 i : 29
albo

A C  : A B  :: 4 i : 29, 
tak, że stosunek zbliżony przekątney do boku 
kwadratu iest iak 4 i d® 29. Znaleźlibyśmy 
stosunek bardziey zbliżony, rachuiąc większą 
liczbę wyrazów.

KS IĘ GA
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E S I Ę G A IV.
O w i e l o b o k a c h  f o r e m n y c h

i  o w y m i a r z e  koią.

—  j 5 2  —

O p i  s a n i e,

W ielobok, razem równokątny i  równo­
boczny , nazywa się wieloboklem foremnym. 
Wieloboki foremne składać się mogą z nie- 
skoiiczoeey liczby boków. Tróykąt równo­
boczny j iest wielobokiem trzybocznym kwa-* 
drat czworobocznym i i. d.

Z A D A N I A  P I E R W S Z E .

T w i e r d z e n i e

Dwa wiełoboki foremne z ią samą liczbą 
boków , są dwie f i  gary podobne. (fig. i 55 ).

Niech będą dwa sześcioboki A B C D E F ,  
a b c d e f ; summa kątów w iednym i drugim, 
równa ośmiu kątoin prostym (Zad. XXVIII. 
K , I). K ąty A, a ,  będąc każdy szóstą częścią 
tey summy., są równe ; dia podobney przyczy­
ny kąt B ~ ó ,  C —  c , i f.d, z natury zaś wie- 
loboków foremnych, boki A B = B C  =  C D  v 
i  t.d.. ah =  b c — c d , i td . azatem

A B : a b :;B C : bc :: C D : c d  i t. d. 
więc dwie figury maiące kąty równe i boki od-

pO—
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powiadaiace proporcyonalne, są podobne {Opis, 
IL K . III).

Wniosek. Perymetra dwóch wieloboków 
foremnych z tą samą liczbą boków, są iak bo­
ki odpowiadaiące, ich zaś powierzchnie, iak 
kwadraty z tych samych boków* (Zad. XXVII. 
K . i i i  .

Z A D A N I E  II.

T w i e r d z e  n i e .

K ażdy wielobok foremny może by d i wpi­
sany w obwód kola, i obwodem kota opi­
sany (fig. 15 6 ).

Niech będ/ ie wielobok A B C D E F G H ;  
przez trzy iego wierzchołki A , B , C , obwód 
koła poprowadzić można (Zad. VIII. K .II.) j 
niech O , będzie srzodkiem tego koła, zaś O P  
prostopadłą na połowę boku B C ;  złączm y
A O ,  O D .

Czworoboki O P C D ,  O P B A ,  przysta­
ną do siebie, iako maiące bok O P  wspólny, 
kat prosty O P C “  O P B ; więc bok P C po­
krywszy bok P B , pukt C padnie na punkt B. 
Gdy z natury wieloboku foremnego kąt P C D  
=  P B A , C D  weźmie kierunek B A , ponie­
waż C D  =  B A , pnnkt D , padnie na punkt 
A , i dwa czworoboki zbiegną się całkiem ie- 
den z drugim. Gdy odległość O D  =  A O , 
obwód koła przechodzący przez wierzchołki 
A , B , C ,  przeyidzie także przez D: przez po-r 

i  ’ do-
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dobne rozumowanie dowiedziemy, źe obwódt 
koła przechodzący przez trzy wierzchołki B , 
C ,  D , przeyidzie przez wierzchołek następu— 
iący E , i tak następnie.* więc ten sam obwód 
koła, który przechodzi przez wierzchołki A , 
B , C , przeyidzie przez wszystkie wierzchołki 
kątów wieloboku foremnego, a wielobok bę­
dzie wpisany W obwód koła.

W  drugim przypadku , wszystkie boki AB, 
B C ,  C D  it.d. są cieńeiwami równemi, więc 
są w. równey odległości od srzodka (Zad.IX . 
3ŚL. II.); azatem ieżełi ze srzodka O , promie­
niem O P ,  opiszemy obwód koła ten wszy­
stkich boków wieloboku dotknąwszy się w po­
ło w ie , będzie wpisany w wielobok , czyli ob- 
wódkoła wielobokiein opisany,

Uwaga I. Punkt O , wspólny srzodek 
©bwodu koła wpisanego i opisanego, może 
bydź także uważany za srzodek wieloboku, i 
dla tey przyczyny nazywa się Icąt we srzoclfru, 
kąt A O B  , powstaiący z dwóch promieni pro­
wadzonych do ostatecznych końców tego sa­
mego boku A B .

Ponieważ wszystkie cieńciwy A B , B C  
i t. d. są rów ne, więc wszystkie kąty we srzod- 
ku będąc równe, wartość każdego znaydui® 
się , dzieląc 4 kąty proste przez liczbę boków 
wieloboku.

Uwaga II- Chcąc wpisać wielobok fo­
remny o pewney liczbie boków w obwód ko­
ła dany, dosyć iest podzielić ten obwód na

tyle
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tyle części równych, ile wielobok ma boków; 
ponieważ ‘ luki równe obeymnią cieńciwy A B, 
B C , C D  i t. d. równe ; ( Zad. V. K. II.), tróy- 
kąty A O B ,  B O C ,  C O D  i t. cl. będą także 
równe (Z ad .X I.K .I). azatepi w s z y s t k ie  kąty 
A B C ,  B C D , C D  E i t. cl. będąp równe, fi­
gura A B  C D E F G H ,  będzie wielobokiem lo -  
rernnym.

z a d a n i e  i i i .

Z c i g a d n  i e n i e .

W  pisać kwadrat w obwód, kola dany„ 
(fig. 157).

Poprowadziwszy dwie srzednice A C ,  BD , 
przecinaiące się pod kątem prostym, złączm y 
ostateczne końce A , B , C , D ; ponieważ kąty 
A O B ,  B O C ,  C O D ,  D O  A równe, cieńci- 
wry A B , B C ,  C D , D A  są równe, nadto ką­
ty A B C ,  B C D  i t.d. sa proste, iako v. pisa­
ne'wpółob wód koła (Zad.XVIII. K. II.), wiec 
figura A B  C D , iest kwadratem wpisanym.

Uwagai W  tróykącie B O C ,  prostokąt­
nym i równoramiennym mamy B C z = 2  ii O 2 
z tąd B C : B O :: y/ 2 : 1 ,  (Zad. XI. K. III). Aza- 
tem, bok kwadratu wpisanego iest do pro­
mienia, iak pierwiastek kwadratowy z 2, do 
iedności.

Z A D A N I E  I V .

Z a  g a d n i e n i e .
W pisać sześciobok foremny i tróykąt

ró-
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równoboczny w obwód hola dany. (fig. 158% 
Przypuściwszy ź e A B ,  iest iednym z bo­

ków sześcioboku wpisanego, poprowadźmy 
promienie A O , O B ; kąt A O B , iest szóstą 
częścią czterech kątów prostych; więc biorąc 
kąt prosty za iedność, będziemy mieli A O B  
e= f  =  §:dw a drugie kątjr A B O , B A O , w ar- 
tuią razem 2 — albo f , a że lezą na prze­
ciwko boków równych ( Zad. XII. K. I. ), każ­
dy z nich = ! j  więc tróykąt A B  O równo- 
kątny, iest równobo zny, a bok sześcioboku 
wpisanego równy promieniowi. Azatem prze­
niósłszy promień sześć razy na obwód koła, 
otrzymamy szesciobok foremny wpisany.

Maiąc szesciobok A B C D E F  wpisany, 
ieżeli złączym y wierzchołki kątów A , C , E , 
złożym y tróykąt równoboczny A C E .

Uwaga. K ąt A C  D , iako wpisany w p ó ł- 
obwód koła , będąc prosty, w  tróykącie pro­
stokątnym A C D  mamy:

A C  2 =  A D 2 — C D *  albo_
A C 2 — (2 A O ) 2 —  A O 2 = 5  A O 2, 

z kąd wypada proporcya
A C 2 : A O 2 ::3  :1 

wyciągnąwszy pierwiastek kwadratowy mamy 
A C  : A O :: y/ 3  : 1.

W ięc bok trójkąta równobocznego} iest do 
promienia kota opisuiącego } iak pierwiastek 
kwadratowy z liczby 5 } do lednolci.
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Z A D A N I E  Y .

Z a g a d n i e n i e .

JF koło  dane, wpisać dziesigcioboh f o ­
remny, pigciobok, i pietnastobok. (fig. tóg). 

Podzielmy promień AO na stosunek srze- 
dni i skrayny w punkcie M ( Zag. IV. K-. III )i 
(*) wziąwszy cieńciwę A B , równą naywięk- 
szemu odcinkowi O M , złączmy M B ; z w y­
kreślenia mamy

A O  : O M  :: O M  : A M ;
gdy A B ~  OM  ,

A O  : A B  :: A B  : A M ;
tróykąty A O B ,  A B M  maiące kąt wspólny A , 
obięty bokami proporcyonalnemi, są podobne 
( Zad. XX. K. III). Tróykąt A O B  iest tró\ką- 
terri równoramiennym, więc tróykąt A B M  bę­
dąc nim także, i mamy A B  =  M B , gdy A B
=  O M , więc M B =  M O , a tróykąt B M O
będąc tróykątem równoramiennym, z iedney 
strony mamy kćit A B M  — A O B ,  z drugiey 
M B O  =  A O B , więc A B O albo A B M A M B O  
będzie podwóynym A O B ;kątB AO  będzie także 
pod wóy ny m A O B, więc śumma A B O - j - B A O  
»f A O B w a żą c  dwa kąty proste i wartuiącpięc 
razy kąt A O B ,  ten ostatni będzie piątą czę­

ścią

(*) Zagadnienie dzielenia lini; daney na stosu-r 
nek srzedni i skrayny rozwiążmy ieszcze spo­
sobem analitycznym.Liniją daną A B . (figa 41)*

w y -
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śeią dwóch katów prostych albo dziesiątą czę­
ścią czterech kątów prostych, azatem tuk A B  
iest dziesićitą częścią obwodu koła- zaś cień— 
ciwa A B  bokiem dziesięcioboku foremnego, 
którą przeniósłszy razy dziesięć na obwód ko­
ła  otrzymamy dziesięciobok foremny wpisany.

ff7niosek L Łącząc po dwa wierzchołki 
dziesięcioboku foremnego, złoźemy pięciobok 
foremny A C E GI.

'Wniosek H  A B  będćic bokiem dziesię­
cioboku, niech A L  będzie bokiem sześcmbo- 
kuj naówczas łuk B L  będzie w stosunku do 
obwodu kola |  —  T| } albo ; więc cieńciwa 
B L ,  będzie bokiem piętnastoboku, foremnego.

< ‘ — 5 o 3 o 3 o   3 0 7
azatćm cieńciwa tuku C L, będzie bokiem w ie- 
loboku składaiącego się z 5o boków.

Uwaga. Maiąc wielo bok foremny wpi­
sany, ieżeli podzielimy łuki obięte iego bo­
kami na dwie części równe, i poprowadzimy 
cieńciwy po tłuków , te ostatnie złożą nowy 
wielobok foremny z liczbą boków podwóyną:

wiec

wyraziwszy przes a , odległość punktu F ,  
od ostatecznego końca A , przez x y będzie­
my mieli:

B F — A B ^ - A F  =  « — * 
gdy podług zagadnienia linije A B , A F , F B  
składać powinny proporeya

A B  : A F  :: A F :  B F
wktó-
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więc kwadrat posłuży do wpisania wieloboków 
foremnych o 8, i6 , 52 i t. d. bokach. Sze— 
Ściobok, o 12, 2 4 , 48 i t. d. bokach. Dziesię- 
ciobok,, 020,  4.o, 8o i t. d. Pietnastobok, o 
5o, Go, 120 it .d.  bokach.

Z A -

wktórey podstawiwszy litery zamiast linij 
któremi te ostatnie zgodziliśmy się oznaczać 
otrzymamy a : x  :: x : a —•x , zkąd x 2=z 
a [ a — x ). Abyśmy z tego równania po­
dług wiadomych prawideł Algiebry wycią­
gnęli wartość na ilość niewiadomą #, ułóż­
m y  go pod kształtem x z ~\-ax-=za'i . Do­
dawszy po obu stronach ilość a z , i w y -

ciągnąwszy pierwiastek kwadratowy będzie­
my ,mieli a; -j- a  =  dt \/ a 2 -j- a 2 ,

2 4
równanie to daie nam dwie różne wartości 
na ilość niewiadomą ar, to iest: 

x —  —- a~\- a 2, -j- a %
2  4

—  a — ■ V  d L -f- 
2 4

e których każda wyraża odległość punktu F , 
od ostatecznego konca A , łinij daney A B . 
Chcąc z pierwszey wartości oznaczyć geo­
metrycznie położenie punktu F ,  z punktu

B , w y-
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Z A D A N I E  V I .

Z  a g  a d n i e  ni  e.

Będąc dany wielobok forem ny  AB CDE F y 
wpisany w ob wód kota ,, opisać na tymże sa­
mym obwodzie wielobok podobny danemu,

W  punkcie T  ( iig. 160.) ,n a  połowie łu — 
ku A 13 y poprowadźmy styczną G H , która bę­

dzie1
B, wyprowadziwszy prostopadłą B C  —  f  AB 
=-: |  a , złączmy A C. W  tróykącie prosto­
kątny mamy A C —  \ć A B Z ą - B C ł
=  y/ a L a 2. Z  punktu C , iako ze srzod—

' i  4

ka promieniem B C , opisawszy obwód ko­
ła  będziemy mieli

A D  A C  —  D C  =  \/a z -f- a 2- — a y
4 2

linija A D  będąc równą pierwszey wartości 
na a;, z punktu A, iako srzodka promieniem 
A D , opisawszy łuk D F , otrzymamy AF =.x..

Zastanowiwszy się nad drugą wartością na 
x , gdy C E = « ,  A C  =  y / a !Ł -f- a 'Ł, więc 

2 4

-— C E  —  A C  —  —  A E r azatem x  =  —  A E , 
G dy pierwsza wartość na x3 d o d a t n a  prze­
niesioną została od A do F ; drugą o d j e m -  
n a, przeniesioną bydź powinna od A do G  ̂
linija zaś G A , iest srzednią proporcyonalną 
między G B  i A B  (Zagad.IVkR.Ill, Uwaga).

— i6a —Biblioteka Cyfrowa UJK 
http://dlibra.ujk.edu.pl



«Izie rów noległą do A B  (Zad.X .K .II.), uczy­
niwszy to samo na połowie każdego łuku B C * 
C D  i.t. d.x; te styczne po przecięciu się złożą 
wielobok podobny wielobokowi wpisanemu.

Tróykąty prostokątneO TH , O X H  ma­
jące przeciWr-  prostokątną O H  wspólna, i bok 
O T —  O X  są równe ( Zad.XVIII. K .I .) ,  więć 
kąt T O H = H O X j  linija O H  przechodząc 
przez trzy punkta 0 , B , H ,  przeyidżie przez 
połowę łuku I X  • dla tey samey przyczyny 
punkt I, iest na przedłużeniu O C  it.d. Lini- 
je G H , H I , bedac równolegle do A B , B C , 
kąt G I i  I =  A B C (Zad. XXVI. K . I.); kąt H IK 
—  B C D  it.d. Nakoniec z przyczyny linij ró­
wnoległych mamy

G H  : A B  :: O H  : O B ,
HI : B C  OH : OB wiec
G H  : AB :: I i i  : BĆ

Lecz AB —  B C ,  azatem G H -  HI. Dla tey 
samey przyczyny H I =  IK $ i t. d, ' J

XX ięc wielobok opisany iest wielóbokiem 
foremnym i podobnym do wielóboku wpisa­
nego*

PfTniosek. L W zaiem ńie, inaiąc wielobok 
opisany na'obwod/ie koła G H J K  it.d; może­
my za iego pomocą wykreślić wielobok wpisa­
ny A B  C D  it.d ;; iakoż poprowadziwszy dd 
Wierzchołków G , H j I , K  it.d., łinije O G ,  
O H j O l j  O K ,  i t.d;, te przetną obwód ko­
ła  w punktach A , B , C , D it.d ., które połą­
czywszy cieńciwami A B , B C , C D  it.d. po- 

L  wsta™

"śi ■ ' V ' / ;

— -  i  6  i  ~
■ X / '
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■wstanie wielobok wpisany. W  tymże samym 
przypadku połączywszy punkta dotknięcia T ,  
X , P , Q złożym y także wielobok wpisany po­
dobny wielobokowi opisanemu.

Wniosek II. W ięc na kole daném mo­
żemy opisać wszystkie wieloboki foremne któ­
re umiemy wpisać, i na odwrót.

Z A D A N I E  VII.

T  w ie r d z e n i e .

Pole wieloboku foremnego fest róume te­
go p e r y  metr owi rozmnożonemu przez połowę 
promienia koła wpisanego, (lig. 160).

Niech będzie wielobok foremny G H I K  
it. d. tróykąt G O El ma za iniarę G H  X •§ O T , 
tróykąt H O I  ma za miarę H I X | 0 X : aźe 
O X z = ( ) T ,  więc dwa tróykąty razem wzięte 
maią za miarę ( G H - f - H I )  X |  O T .

Postępuiąc tak co do innych tróykątów wi­
dzieć będziemy, że summa wszystkich tróy— 
kątów, aibo cały wielobok, ma za miarę sum­
mę podstaw G H , H I, I K . i t . d. czyli pery- 
metr wieloboku, mnożony przez ~ O jT , po­
łow ę promienia koła wpisanego.

Uwaga. Promień koła wpisanego O T , 
czyli prostopadła spuszczona ze srzodka na ie~ 
den z boków, nazywa się niekiedy prostopa­
dłą wieloboku.

Z A D A -
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Z A D A N I E  VIII.
T w i e r d z e n i e  

Perymetr a wieloboków foremnych ley 
samey liczby boków są iak promienie koi opi­
sanych, Hak promienie kol wpisanych \ ich 
zaś powierzchnie iak kwadraty z tych samych 
promieni. (fig. 161 ).

Niech A B , będzie bokiem iednego wielo- 
boku, O iego srzodkiem, O A promieniem ko­
ła  opisanego, O D  promieniem koła wpisa­
nego. Niech a b będzie bokiem drugiego wie— 
loboku foremnego podobnego, o iego srzod­
kiem, o a i o d  promieniami kół opisanego i wpi­
sanego. Pery.metra tych dwóch wieloboków 
są między sobą iak boki A B i n ó  (Zad. XXVII. 
K .III .); lecz kąty A , « ,  każdy będąc połową 
kąta wieloboku foremnego są równe, dla tey 
samey przyczyny kat B —  b? a zatem tróykaty 
A B O, a ó 05 A D O, a d o, będąc podobne, m am y: 

A B  : ab :: A O  : ao :: D O  : d o , 
perymetra więc wieloboków foremnych , są iak 
promienie kół opisanych, i iak promienie kół 
wpisanych.

Gdy powierzchnie tych samych wielobo­
ków są iak kwadraty z boków odpowiadaią- 
cych, azatem iak kwadraty z promieni kół 
opisanych, i iak kwadraty z promieni kół wpi­
sanych.

Z A D A N I E  IX.
T w i e r d z e n i e  p r  z y  b r a n e .

Każda Linija krzywa, albo wielobok, o- 
L  a tacza-
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taczaiq.ee ód iednego do drugiego końca lini-  
ją  wypukłą A M B , są dłuzsze od linij oioczo- 
mey. (fig. 162).

Przez liniją w ypukłą, rozumiemy liniją 
krzywą albo wielobok, albo w części liniją krzy­
wą w  części wielobok, którą linija prosta we 
dwóch tylko punktach przeciąć może. Ponie­
waż gdyby linija A M B, szła wężykowato nie- 
byłaby wypukłą, gdyż linija prosta przecięła­
by ią wiecey aniżeli w dwóch punktach. Ł u ­
ki koła są wyraźnie w ypukiem i, lecz zadanie 
rozciąga się do kaźdey byleby podług opisa­
nia wypukłey linij. Gdyby linij a wypukła A MB 
niebyła naykrótszą od wszystkich iu otaćzaią- 
cycii, przypuśćmy niech linije otaczające bę­
dą krótsze albo równe otoczoney A M B. W  tern 
przypuszczeniu linije otaczające przechodząc 
przez te same ostateczne końce A , B , linij o- 
toczoney A M B, niemogą wzrastać nieskoń­
czenie; więc aby przypuszczenie miało micy- 
sce, potrzeba także aby miedzy samemi lini- 
jami otaczaiącemi, krótszemi lub równemi o- 
toczoney, była iedna naykrótsza od wszystkich 
innych; niechże tą liniją otaczaiącą naykrót­
szą będzie A C D E B ;  między dwiema linija— 
mi poprowadźmy iak tylko będziemy chcieli 
liniją prostą P Q , która tylko w iednym punk­
cie dotknie się A M B , linija prosta P Q j iest 
krótszą od połamaney P C D E Q, ieźeli za część 
P  C D E Q podstawiemy liniją prostą P Q , bę­
dziemy mieli liniją otaczaiącą A P Q B , krótszą
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od A P D Q B , z założenia między otaczaią- 
cerni naykrótszą, więc przypuszczenie, aby li- 
nije otaczaiące b yły  równe lub krótsze od o - 
toczoney, mieysca mieć niemoźe, azatem wszy­
stkie linije otaczaiące są dłuższe od otoczo- 
ney. ' »

Uwaga. Dowiedlibyśmy zupełnie tym 
samym sposobem, że linija wypukła i zam­
knięta A M B  ( fig. 1 63. ) ,  iest krótszą od wszy­
stkich linij otaczaiących ią ze wszech stron; 
bądź, źe linija otaczaiąca F H G ,  dotyka się 
linij wypukłey A M B , w iednyin lub w wielu 
punktach, bądź ią otacza bez dotknięcia się.

Z A D A N I E  X.

T w i e r d z e n i e  p r  z y b r  ane.

Maiąc dane dwa obwody kół odsrzod-  
kowe f możemy zawsze w obwód hola większy 
wpisać wielobok forem ny, którego boki nie-* 
dotkną się obwodu koła mnieyszego■ na obwo­
dzie zaś koła mnieyszego opisać wielobok f o ­
remny, którego boki nie dotkną się obwodu ko­
ła  większego; takr ze w iednym i drugim p rzy - 
padku, wieloboki zamknięte będą między dwo­
ma obwodami kół. (fig. 16 4 ). 4

Niech będą C A , C B ,  promienie dwóch 
obwodów kół odsrzodkowyoh. W  punkcie A, 
poprowadziwszy styczną D E , przecinaiącą 
większy obwód koła w  punktach D , E ; i za- 
pomocą zadań poprzedzaiticych w większy ob­

wód
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tvód koła wpisawszy wiełobok foremny, po­
dzielmy luki obięte iego bokami na dwie czę­
ści równe; nakoniec poprowadziwszy cieńci- 
w y p ó ł- łu k ó w , otrzymamy wiełobok forem­
ny z liczbą boków podwóyną. Ciągnąc pod­
działy łuków na połow ę, przyidziemy do łu -  
ku miyeyszego od D B E ,  którego niech bę­
dzie B M  połow ą; przenieśmy tę połowę od 
B ku W, a M B N będzie lukiem źadanym, bę­
dącym na obwodzie koła którego C B  pro­
mień. Cieneiwa M N , będąc nmieyszą od 
cieńciwy I) K E , i razem do niey rówmoległą, 
iest od srzodka C odlegleyszą; azatem wie­
łobok foremny, którego M N iest bokiem , nie— 
dotknie się obwodu koła promienia C A .

Poprowadźmy C M . C N , spotykające 
styczną D E ,  w punktach P ,  Q ; P Q  będzie 
bokiem wieloboku opisanego na mnieyszym ob­
wodzie koła, podobiijni do wieloboku wpi­
sanego'w obwód koła większy. Bok P Q , nie- 
dotknie się obwodu kola większego, ponieważ 
C P  <  CM . Tym  sposobem wpisany wieło­
bok foremny o iakieykołwiek liczbie boków w 
większy obwód koła, i wiełobok podobny o- 
pisany na mnieyszym obwodzie, zamknięte bę­
dą między dwoma obwodami łych kół.

Uwaga. Maiąc dwa wycinki odsrżod- 
kowe I ' C G ,  I C H ,  możemy także w wyci­
nek w iększy w pisać cześć wieloboku foremne-' 
g o , lub częścią wieloboku foremnego podob­
nego wycinek mnieyszy opisać, lak, że ślady

dwóch
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d^óch wieloboków będą obięte między dwo­
ma łukami, dzieląc łuk F  B G  na 2 , 4 , 8, i t. d. 
części równych, dochodząc do części mniey- 
szey od D B E .  Nazywamy częścią wieloboku 
foremnego figurę, zakończona szeregic m cień- 
ciw równych wpisanych w łuk F G ,  z iedne— 
go końca w drugi. Część ta ma własności 
główne wieloboków foremnych, m,a kąty ró­
wne i boki równe, iest razem wpisuiącą się i 
opisuiącą koło; iednak stanowi część wielo- 
boku foremnego w tenczas, kiedy łuk obięty 
przez ieden z iey boków będzie częścią sp eł- 
ną obwodu koła.

Z A D A N I  E XI.

T w  i e r d z e n i  e.

Obwody ból -są iak promienie, a ich po-? 
wierzchnie iak k wadraty z promieni, (fig. 165).

Dla skrócenia oznaczmy przez oh. C A ,  
ob. O B ,  obwody kół pro mieni C A , O B , po­
wiadam źe

C A  : O B  :: ob. C A  : oh. O B .
Gdyby ta proporcya niemiała mieysca, trzy 
pierwsze wyrazy zostaiąc te same, czwarty 
byłby większy albo innieyszy; przypuśćmy 
mnieyszy, i niech będzie

C A  : O B  •: ob. C A  : ob. O D .
W  obwód koła promienia O B , wpiszmy w ie- 
lobok foremny E F G R I E , którego boki nie- 
dolkną się obwodu koła promienia OD (Zad.X).

w  ob-
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W obwód koła'promienia C A , wpiszmy wi*-* 
Jobok podobny M N P S I M ;  ponieważ te wie-r- 
|oboki są podobne, ich p ery metra są iak'pro-* 
mienie kół opisanych (Zad. VIII. ), to i est :

'  M N  P S I M  : Ę F G K I E  :: C A  : O B ,
lecz z założenia

Ç A  : O B  :: ob, C A  : ob. O D , 
więc mielibyśmy

M N P S 1M : Ę F G K I E : : o A C  Ar o J OD.
W  tey proporcyi widzierny, że pierwszy po­
przednik iest mn eys.?y od poprzednika dru­
gi ego ; więc aby tą proporcya była prawrdzi­
w a, potrzeba aby pierwszy następnik był 
mnicyszy od następnika drugiego, co gdy nie 
iest, więc proporcya iest fałszywą. I gdy zo­
stała wyprowadzoną z dwóch poprzedzających, 
Z których pierwsza została dowiedzioną (Zad. 
VIII.), druga koniecznie fałszywą bydż musi; 
więc iest rzerzuj niepodobna abyśmy mieli 

C A  : O B  :: ob, C A  : ob. O D , 
to iest: ążeby promień był do drugiego
promienia, iak obwód kolą pierwszego pro­
mienia, do obwodu koła m niejszego, od ob­
wodu kołą opisanego promieni m drugim. D o- 
wiedbb) Śmy także, źe bydź niemoże, ażeby 
promień b y ł do drugiego promienia, iak ob-. 
wód koła promienia pierwszego, do obwrodu 
kola większego} od obw odu koła opisanego 
promieniem drugim; azatern obwody kół są 
iąk promienie.

Przez rozumowanie i wykreślenie całki cną
po-
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podobne okazalibyśmy, że powierzchnie kot 
są iak kwadraty z promieni; co l< ź we wnio-r 
¡sku zadania następuiącego obaozemy.

fFniosek I  Łuki podobne A B ,  D E , 
(fig. r6G.) są iak promienie A C , D O ; wycinki 
zaś podobne A C B ,  D O  E , iak kwadraty 
z tych promieni. Ponieważ łuki są podobne 
kąt C —  O ( Opis, III. K .III); w proporcyi zaś 
kąt C : 4 kątów prostych : : tuk A B  : ob. C A  
kąt O ’ 4 kątów prostych :: luk D E  : ob. OD 
gdy pierwsze dwa stosunki są rów ne, drugie 
dwa złoża proporcyą następuiącą ■

tuk A B  : tuku D E  ob C Ą  : ob. O D  
lecz mamy

C A  : O D  :: ob  C Ą  : ob O D
w iec będziemy mieli

tuk A B : tuku D E  :: C A  : O D , 
Powtóre wycinki A C B ,  D O Ę  są iak całe 
koła, a te ostatnie iak kwadraty z promieni; 
więc wycinak Ą C B : wycinka D O E :: C A * O U 2.

iin iosek II. Chcąc mieć obwód koła 
rów ny summie albo różnicy dwóch obwodów 
kó ł, których C A  i O B  (fig. 10 5 ). są promie­
niami; na linij prostey C B  (fig. 16 r). w zią­
wszy dwde części A C , A B  równe promieniom 
danym, z punktu C , iako srzodka promieniem 
C B , wykreśletny ofiwód koła żądany, ponie-  ̂
waż

C A  : O B  :: ob. C A  : ob. O B  
wiec (Arytm. §. 156 ).

O A : C A -f- O B ;; oó. C A : oó. C A -f- ob. O B
ma-

—  169  —
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mamy także C A : C B :: ob. C A : ob. C B, i gdy 
C B  =  C A  -f- O B , więc w dwóch ostatnich 
proporcyach, trzy wyrazy w pierwszey będąc 
równe trzem wyrazom w drugiey, czwarty, 
będzie równy czwartemu, to ie s t:

ob. C B  =  ob. C A  O B .

Z A D A N I E  XII.

T w i e r d z e n i e .

Powierzchnia hola równa wieloczynowi 
z obwodu przez połowę promienia, ę fig. 167)-.

Oznaczywszy powierzchnią kola promie­
nia C A , przez pow. C A , będziemy mieli 

poW. C A =  -? C A X ob. C A.
Gdyby ilość \ C A X ob. G A, niebyła mia­

rą kola promienia C A , więc byłaby miarą 
koła większego lub mnieyszego. Załoźrny że 
iest miarą koła większego, i niech

| C A  X ob.C A  =  pow. C B .
Na kole promienia C A , opiszmy wielo- 

bok foremny D E F  G i t. d. którego boki nie- 
dotkną się obwodu koła promienia C B  (Zad. 
X .) ; powierzchnia tego yueloboku będzie ró­
wna iego perymetrowi mnożonemu przez ¿ A C  
(Zad.V II.), to iest:
¿ CA X (jjerym.D EFG  i t.d.)=wielo. D EFG it.d. 
porównywaiąc ten wypadek z poprzedzaiącym 
widziemy, źe czynnik C A  będąc wspólny, 
perymetr D E P  G  i t. d. ob. C A więc 

C A X {peryui. D E P G  i t.d.) |  CA X ob. CA;
aza-

—  170  — *
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azatem, gdy pierwsza strona drugiego równa­
nia, większa od strony pierwszej równania 
pierwszego, strona druga drugiego, większą 
bydź powinna od.strony drugiey pierwszego, to 
iest: wielobok D E F G  i.t.d. p o w .  C B , co 
bydź niemoźe ; azatem ilość \ C A X ob. C A , 
niemoźe bydź miarą koda większego od p o w .  
C A , więc p o w .  C A  =  i  C A X ob. C A.

Podobnym sposobem okazalibyśmy źe ilość 
-§ C B  X  ob. C B , niemoźe bydź miarą koda 
mnieyszego, naprzykdad p o w .  A C , i że p o w .  
B C  =  f  C B  X oó.CB. Azatem obwód koda 
mnożony przez połowę promienia, iest miarą 
powierzchni tego samego koda.

i n i o s e k  /. Powierzchnia wycinka ró­
wna iego łukowi mnożonemu przez połowę 
promionia (fig. 168). Ponieważ 
w y c in e k  A C B  : p o w .  C A : ;  tu k  A M B : ob. C A ,  
rozmnożywszy oba wyrazy drugiego stosunku 
przez |  CA, będziemy mieli w y  ci. ACB : p o w .  CA 
:: tu k  A M B X C A : ob. C A X ¿ C A ;  gdy 

p o w .  C A =■ ob. C.A X •§ C A ,* więc 
w y c in e k  A C  13=  lu k o w i  A M B X -|CA.

W  niosek II, Nazwawszy obwód koda, 
którego srzednica iest iednością, przez J I ; po­
nieważ obwody są iak promienie albo iaksrzed— 
nice, więc będziemy mieli (fig, 1 6 5 ).

i : TT:: 2 CA  : ob. C A , z tąd 
ob. C A  =  2 JT X CA.

Rozmnożywszy obie strony przez ¿ C A ,  otrzyj 
mamy |  C A X ob. C A =  JT X C i i 2, czyli

P°~

—  1 7 1 —
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powierznia C A =  J1 XfC A 2. To iest: ję)o- 
■wierznia kola iest równw. wieloczynowi z kwa­
dratu promienia, przez liczbę stateczną -wy- 
raząiącą stosunek obwodu kota do srzednicy.

Gdy po w. O B  =  j I x  Ó B 2, więc 
J1 X  C A 2 : JT X  O B 2 :: C A 2 : O B 2; azatem 

powierzchnie kół są między sobą iak kwadra­
ty z promieni} co się tez zgadza z twierdzeniem 
poprzedzaiącern.

Uwaga. Powiedzieliśmy iuź (Zagad. X. 
K .III .) , ze zagadnienie o kwadraturze koła, 
zależy na znalezieniu kwadratu równo -  wTartu— 
iącego, maiąc daną srzednieę albo promień. 
Powierzchnia koła równo-wartuie prostokąto­
wi z obwodu przez połowę promienia, ten 
prostokąt zamienić możemy na kwadrat (Zagad, 
V I.K .III.): więc zagadnienie o kwadraturze 
koła przyprowadza się do znalezienia stosun­
ku obwodu koła do promienia albo srzednicy. 
Stosunek ten oznaczyć się tylko może przez przy­
bliżenie; Archymedes znalazł 5 } ,  Metyus 4 || . 
Nakonieć wartość przybliżona na J 1, rozwinię­
ta do l^o decymalnych, z których tu 16 w y - 
pisuiemy

5 , 1  4 1 5 9 2 6 5 3 5 3 9 7 9 5 2  i t d .  
iuż ledwo niedochodzi prawdy. ,

W  zagadnieniach następuiących podamy 
dwa bardzo proste sposoby otrzymania tych 
przybliżeń.

Z A I )  A-
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Maicie dane powierzchnie, wieloboku f o ­
remnego wpisanego, i wieloboku podobnego 
opisanego> wynaleść powierzchnie wielobuków 
foremnych wpisanych i opisanych z podwóy- 
n% liczbą boków. (lig. 169).

Niech będzie A B , bok wieloboku wpisa­
nego, E F równoległy do AB, bok wieloboku po­
dobnego opisanego, C srzodek k o la ; ieźeli 
poprowadzimy cieńciwę A M , i styczne A P ,  
B Q  , cieńciwa A M , będzie bokiem wielobo­
ku wpisanego z podwóyną liczbą boków, zaś 
P Q ,  dwa razy większy od P M , bokiem wie­
loboku podobnego opisanego (Zad.V I). W y ­
raźmy przez A , powierzchnią wieloboku wpi— 
sańego którego A B  iest bokiem, przez B , po- 
wierznią wieloboku podobnego opisanego; przez 
A’ powierzchnią wieloboku którego bokiem iest 
A M , zaś przez B ’ powierzclnmi wieloboku po­
dobnego opisanego ; maiąc A i B , znaydzie- 
my A’ i B ’ , uwaźaiąc

1 mo Tróykąty A C  D , A C M ,  maiące ten 
sam wierzchołek A , s¿̂  iak podstawy (Zad. 
VI. K . III. kVniosek) azatem

A C D  : A C M  :: C D  : C M ; 
z tróykątów A C M ,  E C M  maiących ten sam 
wierzchołek M , mamy

A C M  : E C M  :: C A  : C E , 
ponieważ linija A D  iest równoległą do E M

w ię c
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więc ( Zad.X V .K .III). C D  : C M : :  C A  : C E ,  
azatem A C D : A C M  :: A C M  : E C M.

Oznaczywszy przez N, liczbę boków w ie- 
lobów wpisanych i opisanych których powierz­
chnie są wyrażone przez A i przez B , naów- 
czas 2 N wyrażać będzie liczbę boków wie— 
łoboków z podwóyną liczbą boków. Tróykąt 
A C D ,  iest zamknięty w  powierzchni A , liczbę 
razy oznaczoną przez 2 N , więc 
A C D —  A , A C M rr: A’, E C M =  B ,  B ’ =

2 N  2 N 2 N
P»C Q albo 2 P C M . Podstawiwszy te w yra­
żenia w proporcyi poprzedzaiącey otrzymamy

A : _A’_ : : V  B ,
2 N 2 N 2 N 2 N 

czyli A : A’ :: A’ : B , ztąd A7 *±=A  X B , azatem
Ał = = v / X ”x  B....

2do Tróykąty C P A ,  C P E ,  maiące tę 
sarnę wysokość, są iak podstawy (Zad. V I.K . 
l\l. Wniosek.) azatćm C P A :  C P E : :  C A :  C E , 
mamy także A  C D  : A C M  :: C D  : C M , zaś 
C A : C E : :  C D  : C M ,  azatem C P A  : C P E : :  
A C  O: A C M ,  więc (slryt. §. i 56. )
C P A - f  b P Ę :C P A  : : A C D A C M :A C D j
gdy tróykat C P A  =  C P M ,  azatćm C P A  -f- 
C i 1E =  C EM,  więc

C E M : C P M :: A G D  +  A C M : A C D , 
zamiast tróykątów C E M , C P M , A C D , 
A C M ,  poiożywszy ich wartości otrzymamy

B : B’ : A +  A’ : A ,
2Af ' "4 N " 2 F  aN  aN

— iy4 —
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«. * 
rozmnożywszy wyrazy pierwszego stosunku 
przez 4 N , drugiego przez 2 N , będziemy mie­
li 2 B : B ’ : A -f- A’ : A , z tąd.

B ’ =  2A  X B.
A —[** A’

Z A D A N I E  XIV, 

Z a g a d n i e n i e .

Znalefó stosunek zblizony obwodu koła  
do srzednicy.

Niech będzie promień koła =  1, bok kwa­
dratu wpisanego iest y/ 2 (Zad. III.), bok 
kwadratu opisanego równy srzednicy — 25 
więc powierzchnia kwadratu wpisanego = 2 ,  
kwadratu opisanego —  4. Uczyniwszy A — 2,  
B  =  4 , znaydziemy za pomocą zadania poprze- 
dzaiącego ośmiobok wpisany ,

A’ =  y/ 8  =  2 , 8 2 8 4 2 7 1  
i ośmiobok opisany

B ’ =   16 ~ 5 t 3 i 5 y o 8  5 .
2 - \ - y s

' Poznawszy ośrtiioboki wpisane i opisane 
za ich.pomocą znaydziemy ibsloboki, uczy­
niwszy A — 2 , 8 2 8 4 2 7  i , B ~ 5 , 5 1 3 7 0 8  5. 
lbstoboki posłużą do znalezienia 52 boków i 
t. d. aż nim różnica między wielobokami wpi­
sanym i opisanym niezniknie przynaymniey w  
decymalney na którey zatrzymamy się, iak to 
W następującym rachunku widziemy.

—  i 7 5
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Liczba boków. JVielo. wpisany* PPielo. opisarty
4 2,0000000 

2,8284271
4,pjaopoop

8 5,6/57086
16 5,0614674 Cy1826979 -

' 52 5 , i 2 i 445i 5, 1617249 ■ . 
1 4:4 1 l 84 >64 5,1565485 5>*

128 5 ,1400011 5 , [422256
256 5,1412772 3 , l4 l 75o4
5 l 2 3 , i 4 i 5 i 58 \ 3?14 165 2 i

i 024 3 ,1416729 5, 1416o25
2  0^8 5,1415877 S, 1415951
4oy6 5 , i 4 i 59 i 4 3, 1 4.16933
8192 5,1416923 5 , 1416928

i 6584 5 ,i 415926
' 5 1416927 '

52768 3,1415926 3)1415926*
Ponieważ powierzchnia kola równa p ół-

obwodowi mnożonemu przez promień, pro- 
łiiień będąc jednością półobwóa— ójik  16926; 
srzednica będćtc iednościći, obwód =  5,14 15926* 
więc stosunek obwodu kola do srzedniey ozna­
czony przez J1  = =  3,1416926* .

Z A D A N I E  X V /

T w i e r d z e n i e  p r z y b r a n e .

Tróykąt A C  B , iest równo- war1tnący 
tróykąt owi D C F  maiącemu ten sarniąt  C , 
i, którego bok C F  r ówny C D , iest srzednio— 
proporcyanalny miedzy C A  i CB* JSadto3 

iezeli kąt C A  i i ,  iest kątem prostym 3 pro­
stopadła C E , spuszczona na podstawę tróy-

Biblioteka Cyfrowa UJK 
http://dlibra.ujk.edu.pl



— 177

kąta równoramiennego, będzie srzednią pro- 
porcyanalną między bokiem C A , i potową 
summy zbotów "C A , C B . (fig. 170)..

iw o Z przyczyny kata wspólnego C , m a­
my A C B : D C F :: A C  X C B : D C  X C F  albo 
: D C 2 (Zad. XXIV. K. III.); więe te dwa tróy- 
katy będą równo - wartuiące ieźeli D C 2 =p 
A C  X C B , ajbo ieźeli D C , icst srzednią pro- 
porcyonalną między A C  i CB.

2 do Prostopadła C G E , przecinaiąc kąt 
A C B ,  na dwie części równe marny (Zad.XVII. 
K .III). A G : G B : :  A C : C B ,  zkad

A G  : A G  4 - G B  :: A C  : A C  +  C B  
A G  : AiB :: A C  : AC +  C B

lecz A G  : A B :: A C G  : A C B  a l b o 2 D C E ;  
nadto ieźeli kąt A , iest kątem prostym, tróy- 
kąty prostokątne C A G ,  C E D  będąc podo­
bne, dadzą proporcyą:

A C G :  C D E :: A C *  : C E 2, więc 
A Ć 2 : 2 C E 2 :: A C  : A C  +  CB. 

Rozmnożywszy drugi stosunek przez A C po­
przedniki stcpią się równe i będziemy mieli 

2 C E 2 =*■ A C  X (A C  +  C B )  albo 
C E 2 —  A C  X ( A C  +  C B );

2
W ięc 2do ieźeli kąt A iest kątem prostym, pro­
stopadła C E  będzie srzednio-proporcyonal- 
na miedzy bokiem A C ,  i połową summy bo­
ków A C , CB .

*
U  Z A D A -
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Z A D A N I E  XVI.

Z  ag  a d  7i ie  n i ć.

Znaleśó obwód bola różniący sie tak ma­
ło od ■wieloboku foremnego danego, iak bę­
dziemy chcieli. ( fig. 171),

Niech będzie kwadrat M B  P N ; ze srzod- 
ka C , spuściwszy1 prostopadłą C A na bok MB, 
złączm y C B . Obwód koła opisany promie­
niem C A , będzie obwodem wpisanym w kwa­
drat; obwód zaś koła opisany promieniem C B , 
będzie obwodem koła opisanym na tym sa­
mym kwadracie: pierwszy obwód koła będzie 
mnieyszy od kwadratu, drugi zaś większy, 
lecz idzie o ¿ciśnienie tych granic.

W eźm y linije C D , C E , z których każda 
ięst równą srzedniey proporcyonalney miedzy 
C A ,  i C B ,  i złączmy D E . Tróykąt równo­
ramienny E C D , iest równo -  wartuiaey tróy- 
kątowi B C A ( Zad. X V .); uczyńmy to samo 
s  każdym z ośmiu tróykątów z których kwa­
drat składa się, a tym sposobem złożym y o- 
¿m io-bok foremny równo -  wartuiący kwa­
dratowi M B  P N . Obwód koła opisany pro­
mieniem C F  srzednio -  proporcyonalnyrn mie­
dzy C A i C A 4 - C B  będzie w ośmiobok w pi-

sany, obwodem zaś koła wykreślonego pro­
mieniem C D , ten sam ośmiobok będzie opisa­
ny. W ięc pierwszy obwód koła będzie mniey- 
*zy od kwadratu danego, drugi zaś obwód ko-
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ła  będzie większy od tego samego kwadratu. 
Jeżeli tym samym sposobem zamienimy tróy- 
kąt.prostokątny C F D , na tróykąt równo - ra- 
mienny rów no-w artujący, złożym y wielobok 
foremny od 16 boków, równo - wartuiący kwa- 
dratowi danemu. Obwód koła wpisany w ten 
wielobok będzie mnieyszy od kwadratu dane­
go , będzie zaś większy od tego samego kwa­
dratu obwód koła opisany na tym wiełoboku.

Tym  sposobem daley postępując, stosu­
nek między promieniem obwodu koła wpi­
sanego, i promieniem obwodu koła opisane­
go , różnić się będzie tak mało iak sami będzie­
my chcieli. JNaówczas ieden i drugi obwód 
koła mogą bydź uważane iako rów no-w artu­
jące kwadratowi danemu.

U  w aga. Niech będzie «promień obwo­
du koła wpisanego W wielobok znaleziony, ó, 
promień obwodu koła opisującego tenże sam 
wielobok, niech będą I? promienie podo­
bne wiełoboku następującego mąiącego li­
czbę boków podwóyną. Podług tego cośmy 
dowiedli, b’ iest srzednio- proporcyonahiynl 
między a i b , zaś «’ iest srzednio -  proporeyo- 
nalnym między a i a -f- b\ także będziemy mieli

b’ =  \ / « X Ó ,  a’ = .\ /  a X a bj
2 ' *

z kąd znaiąc promienie a , i b wiełoboku zna - 
lezionego, łatwo poznamy promienie a? i ]?

M s  wie** -
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wieloboku następuiącego : apostępuiąc tak cią­
gle różnica miedzy dwoma promieniami stanie 
sic nieznaczną; naówczas ieden albo drugi z 
tych promieni będzie promieniem koła równo- 
wartuiącego kwadratowi albo wielobokowi da­
nemu.

Sposób ten z łatwością wykonywaiący się 
na linijach, szukaiąc srzednich proporcyonal- 
nych następnych między linijairii znanemi; ła -  
twiey się ieszcze wykonywa na liczbach, i iest 
iednym z naywygodnieyszych sposobów któ­
rego Geometrya początkowa dostarczyć może 
do prętkiego wynalezienia stosunku zbliżone­
go obwodu koła do srzednicy. Niech będzie 
bok kwadratu =  2, pierwszy promień wpisa­
ny C A będzie 1 , pierwszy promień opisany 
C B  będzie \ / 2 albo i ,4 i 42 i 56. Uczyniwszy 
więc i? b —  i ,4 i 42 i 5 6 , znaydziemy ¿’ =  
1,1892071,  «’ =  1,0986841. T e  liczby po­
służą do rachowania liczb następnych podług 
praw a ciągłości.

promie, koi opisanych Promie, kol wpisanych 
i , 4 i 42 i 36 1,0000000
1,1892071 1,0986841
i , i 45o5oo x,1210865

Gdy iuż pierwsza połowa cyfr z obu stron 
iest ta sama, zamiast srzednich geometrycznych

i , i 52o i4g
1,1292862
1,1286063

1,1265609
1?12792.^7
1,1282667.
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możemy użyć srzednich arytmetycznych róż­
niących się tylko od siebie w ostatnich liczbach 
decymalnych, tym sposobem skróciwszy zna­
cznie działanie wypadki będą następujące:

Azatem 1,1285792 iest promieniem przy­
bliżonym obwodu koła równego wpowierz- 
chni kwadratowi, którego bok iest 2. Zkąd 
łatwo wynaleść stosunek obwodu koła do 
srzednicy; ponieważ dowiedliśmy w yżey, że 
powierzchnia koła iest równa kwadratowi 
z promienia tego koła mnożonemu przez li­
czbę J l ;  więc ieżeli podzielimy powierzeh— 
nią 4 , przez kwadrat z l , 1285792, wykonaw­
szy rachunek będziemy mieli na wartość JI 
iak wyżey 3, i 4 i 5g26 i t. d.

i , i 28436o
1,1283934
1,1286827
1,1285801
1,1286794
1,1283792

1 ,1 2 855o8 
1,1283721 
1,1286774 
1,1286787 
1,1283791
1,1285792.

D O D A -
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D O D A T E K
d o  K s i ę g i  IV.

3 82 -----------

O p i s a n i a .

J. Nazywamy maximum, ilość nay większą mię­
dzy wszystkiemi ilościami tego samego ga­
tunku; minimum zaś ilość naymnieyszą.

Srzednica, iest maximum między wszy- 
stkiemi linijami łąezącemi dwa punkta ob­
wodu k o fa ; prostopadła zaś iest minimum, 
między wszystkierni linijami prostem ipro- 
wadzonemi z iednego punktu danego na li-, 
nijć| prostą daną.

II. Figurami Isoperymetrycznemi nazywać bę­
dziemy figury maiące perymetra równe,

Z A D A  N I E P I E K W S Z  E ,

rl  wi e  r d z ę  ni  e.

M iedzy wszystkiemi tróykąiarni tey sa-  
iney podstawy, i lego samego perymetru 
tróykąt maximum iest ten, w którym dwa bo­
ki są równe. (fig. 172).

Niech będzie A C —  C B , A M -f- M B  —  
A C 4 - C B ;  powiadam, ze tróykąt równora­
mienny A C B ,  iest większy od Ir óy kąta A M B , 
iiiaiąeego tę sarnę podstawę, i ten sam pery- 
me.tr. Z punktu C iako srzodka, promieniem
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C A  =  C B , opisawszy obwód koła przecina- 
iący bok przedłużony A C w punkcie D , złą­
czmy B D ; kąt D B A  wpisany wpół -  obwód 
koła będzie kątem prostym. Przedłużywszy 
prostopadłą D B  do N, i uczyniwszy M N  =  
M B , złączmy AN . Z punktów M i C , spuść­
my na D N  prostopadłe M P , C G ; C B  =  
C D , M N  =  M B , A C  +  C B ^ A D ,  A M Ą -  
M B = A M  +  M N ;  gdy A C  +  CJł " A M 4 - 
M B ,  więc A D = A M - f  M N ;  azatem A D >  
A N : linija pochyla A D  większa od pochyłey 
A N , iest od prostopadłey A B  odległeyszą, 
więc D B  > B N ;  azatem linija B G ,  połowa 
B D ( Zad. XII. K. L ) , będzie większą od B P 
połow y B N. Lecz tróykąty A B C ,  A M B , 
maiące tę sarnę podstawę, są iak wysokości 
B G , B P  5 gdy B G > B P ,  więc tróykąt ró­
wnoramienny A C B , iest większy od tróyką- 
ta nierównoramiennego A M B , tey samey pod­
stawy, i tego samego perymetru.

Z A D A N I  E II.

T w i e r d z e n i e , ,

M iędzy wszystkie/ni wielohobami Isope- 
rymetrycznemi, i ley samey liczby boków, 

, wielohok maiący boki równe iest maximum.
Niech będzie A B C D E F  ( fig. 175). w ie- 

lobok maximum; ieżeli bok B C ., nie iest ró­
wny C D , wynieśmy na podstawie B D  tróy­
kąt równo-ramienny B O D ,  który niech bę­

dzie
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dzie iśoperyraetrycznym z tróykątem B C D ;  
tróykąt B O D  będąc większy od tróykąta BCD  
(Zad. I.), wielobok A B O D E F  będzie więk­
szy od wieloboku A B C D E F ;  więc ten osta­
tni niebyłby maximum między wszystkiemi 
wielobokami maiącemi ten sam perymetr i tę 
sarnę liczbę boków, ćo iest przeciwko zało— 
zeniii. Azatem B C - C D ,  C D  =  D E ,  D E  
• =  E F  it .  d.; wiec wszystkie boki wieloboku 
maximum są między sobą równe.

Z A D A N I E  III.

Tw  i e r d z e n i e .

Ze wszystkich tróykątów powstaiących 
z dwóch boków danychr robiąc miedzy niemi 
kąt od upodobania3 maximum iest ten , w któ­
rym dwa boki dane czynią kąt prosty.

Niech będą dwa tróykąty B A C ,  B A D  
(.fig. 174,),  maiąee bok A B  wspólny, i bok 
A C —  A l) ;  ieżeli kąt BA C iest prosty, tróy­
kąt B A C  będzie większy od tróykąta B A D ,  
w którym kąt A iest ostry lub rozwarty. Pod­
stawa B A będąc wspólną, dwa tróykąty B A  C, 
B A D  są iak wysokości A Ć , E D ;  aźe pro­
stopadła E D ,  iest krótszą od poeliyłey A D , 
albo iey równey A C , więc tróykąt B A D ,  
iest mnieyszy od tróykąta B A C .

Z A D A -
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Z A D A N I E  IV.

Tw  i e r d z  en i e.

Ze wszystkich wiel&bcków złożonych z  
boków danych i iednego boku od upodobania, 
wieloboje maximum łydzie ten , którego wszy­
stkie kąty są wpisane w p ó ł-  ob wód koła , w 
którym bok niewiadomy iest srzednicą.

Niech będzie A B C D E F  (fig. 175). nay- 
większy z wieloboków ułożony* z boków da­
nych A B , B O , C D , D E ,  E F ,  i A F  od 
upodobania; poprowadźmy przekątne A D , 
D F . Gdyby kąt A D F  niebył prostym, za- 
chowuiąe części A B  C D , D E F  iakiemi są, 
powiększaiąc tróykąt A D F ,  powiększy liby- 
śmy cały wielobok, czyniąc kąt A D F  pro­
sami podług zadania poprzedzaiącegó ; lecz ten 
wielobok powiększonym bydź niemoźe z przy­
czyny, źe podług przypuszczenia iuż doszedł 
maximurn ’, więc kąt A D F  iuż iest kątem pro­
stym. Co iest to samo z kątami A B F ,  
A C F , A E F ; wiec wszystkie kąty A , B , C, 
D , E , F ,  wieloboku maximum są wpisane 
wpóiobwód kola,  w którem bok nieoznaczo­
ny A.F iest srzednicą.

Uwaga. Na okazanie ile iest sposobów 
składania wieloboku z boków danych, i ie­
dnego od upodobania będącego srzednicą p ó ł-’ 
obwodu koła,  w którem inne boki są wpisa­
ne uwaźaym y, że ieźeli ta sama cieneiwa A B  
( fig. 76.) ,  obeymuie łnki wykreślone różneini

pro-

— i85 —
Biblioteka Cyfrowa UJK 

http://dlibra.ujk.edu.pl



promieniami A C , A D , kąt we srzodku opar­
ły  lia tey cieńciwie będzie mnieyszy w  kole 
którego promień iest większy. Jakoż kat A D O  
=  A C D  4- C A D  ( Z ad .X X V II.K .I.),' azatćm 
A C D <  A D O ,  podwoiwszy obie strony o- 
trzymamy A C B * < A D B ,

Z A D A N I E  V.

T w i e r d z e n i e .

Jeden tylko iest sposób składania wielo-  
boku A B  C D E F  z boków danych, i iednego 
od upodobania będącego srzednicą p o i-o b ­
wodu kota , w którem inne boki są wpisane.

Przypuśćmy (fig. 17A). obwód koła za- 
dosyć czyniący pytaniu * wziąwszy obwód ko­
ła  większy, cieńciwy A B , B C ,  C D  i t . d .  
odpowiadaiąc we srzodku obwodu koła ką­
tom mnieyszym; tych ostatnich summa będąc 
mnieyszą od summy dwóch kątów prostych, 
ostateczne końce boków danych, niedosięgną 
ostatecznych końców srzednicy: przeyclą ie , 
gdy obwód koła weźmiemy mnieyszy; więc 
wielobok ó który idzie, w ieden tylko obwód 
koła wpisanym bydź może.

U w a g a .  Odmieniwszy od upodobania po­
rządek boków A B , B C ,  C D  i t . d .  srzedni- 
ca i powierzchnia wieloboku zostaną te same; 
jakikolwiek bowiem będzie porządek łuków 
A B , B C  i t . d .  byleby ich summa składała 
pół-obw ód kola, wielobok będzie zawsze tęy

sa-
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samey powierzchni, gdyż będzie równy p ó ł- 
obwodowi koła mniey odcinki A B , B C i t. d. 
których summa zawsze iest ta sama.

Z A D A N I E  VI.

T w i e r d z e n i e .

Ze wszystkich wielohoków złożonych z bo­
lców danych, maximum iest ten, którego mo­
żna wpisać w obwód koła. (fig. 177).

Niech będzie A 13 C D E F  G  wielobok wpi­
sany , zaś a o c d e f g  wielobok niewpisany zło ­
żony z boków rów nych, tak, że A B  — «0,  
B C  =  oc i t. d. powiadam, że wielobok wpi­
sany iest większy od wieloboku niewpisanego.

Poprowadziwszy srzednicę E M , złączm y 
A AT, M B ; na a o = A B , wy kreśliwszy tróy- 
kąt a mo —  A  M B , złączmy e m. Podług za­
dania IV , wielobok E F G A M ,  iest większy 
od wieloboku e f g a m , przynaymniey że ten 
ostatni niemoźe bydź podobnie wpisany w p ół- 
obwód koła, w  którym bok era byłby srze- 
dnicą, gdyż w tym przypadku ( Zad. V ). dwra 
wieloboki byłyby równe. Dla tey samey przy­
czyny wielobok E D C B M ,  iest większy od 
wieloboku e d c o m ; więc cały wielobok wpi­
sany E F G A M B  C D E ,  iest większy od ca­
łego wieloboku niewpisanego e j g a m o c d e .  
Odeymuiąc z obu stron tróykąty równe A M B , 
a m o r pozostanie wielobok A B C D Ę F G ,  
większy od wieloboku niewpisanego a o c d e f g •

Uwa-
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Uwaga. Dowiedlibyśmy tu iafc W zada­
niu V , że ieden tylko obwód koła mieć mo­
żna, azatém źe ieden tylko jest wielobok ma­
ximum  zadosyć czyniący pytaniu ; a ten wie­
lobok byłby ieszcze tey samey powierzchni 
zmieniwszy iakimkolwiek sposobem porządek 
iego boków.

z a d a n i e  VII.
T w i e r d z e n i e .

JUielobok foremny iest maximum, mię­
dzy wszystkiemi wielobokami isop erymetry -  
cznemi, i ley samey liczby bolców.

Ponieważ podług twierdzenia II. wielo­
bok maximum ma wszystkie boki równe, zaś /  
podług twierdzenia poprzedzaiącego daie się 
wpisać w  obwód koła, więc ten wielobok iest 
wielobokiem foremnym.

Z A D A N I E  VIII.
T w i e r d z e n i e  p r z y b r a n e .

kfr dwóch obwodach Icol nierównych t 
dwa kąty w srzodku są iak luki ie obey mu— 
iq.ce dzielone przez promienie, (fig-178 )•

T o iest: kąt C : O , : : _AB : D E.
A C  D Ó

Promieniem O F  =  A C  opisawszy łukF£r 
obiety ramionami przedłuźonemi O D , O E ,  
będziemy mieli ( Zad. XVII. K . II).

C : O : : A B  : F  G  
albo C : O :: A B : F  G  -

T C  F O

—  a .  8 8  —
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z przyczyny zaś łuków podobnych F  G , D E  
( Zad. XI. K . IV).

F G  : D E  : : F O  : D O ;  
wiec stosunek F  G —  D E 

F O  U O
azatem C : O : : A B  : D E .

A C  1 )0

Z A D A N I E  IX.
T w i e r d z e n i e .

Z  dwóch wieloboków foremnych iisoperyme­
trycznych, wielobok mctiący większą liczbę bo­
ków, iest wielobokie/n nety większym, (fig. 179).

Niech będzie połowa boku iednego w ie- 
loboku D E , O, iego srzodek, O E  prostopadła; 
A B  połowa drugiego boku, C srzodek, C B  
prostopadła. Srzodki O i C , leżąc w odleg­
łości iakieykol wiek O C , prostopadłe O E , C B 
niech idą w kierunku linij O C : wiec D O E ,  
A C B  będą półkatami we srzodku wieloboków, 
i gdy te kąty nie są równe,' linije O D , C A , 
przedłużone zbiegną się w punkcie F ; z punk­
tu F  spuściwszy na przedłużoną liniją O C  pro­
stopadłą F G ;  z punktów zaś O i C iako ze 
srzodków opisawszy łuki G I , G H  kończące 
się na bokach O F ,  C F . Podług twierdzenia 
poprzedzaiacego mamy

Ó : C : : G I  : G H ;
O G  C G  

lecz DE iest do perymetru pierwszego wielobo- 
ku, iak kąt O do 4 kątów prostych; A B  iest do

p r y -
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perymetru drugiego wieiobokti, iak kąt C do 4 
kątów prostych; gdy perymetra wieloboków 
sa równe, więc

D E  : A B  :: O : C albo
D E  : A B  : • G I  : G IL

O G  C G  
Mnożąc poprzedniki przez O G , następni­

ki przez C G , będziemy mieli
D E  X O G  : A B  X C G  :: G I  : G H ; 

lecz trpykąty podobne D O E , F O G  daią.
O E  : O G  :: D É  : F G  

z ką d D E X O G - - O E  X F G ,  
marny także A B  X C G — C B  X F  G , azatem 

O E  X F G  : C B - X F G  :: G I  : GF1,
albo O Ę  : C B  :: G I  : G H .

W ięc ieżeli pokażemy , ze luk G I  iest więk­
szy od luku G H , prostopadła wiełoboku O E  
będzie większą od prostopadíey C B.

Wykreślmy z drugiey strony linlj C F fi­
gurę C R *  równą figurze C G  a; tak, że C K  —  
C G , kąt H C K. ~  H C G , luk K ,x = rc  G ; linija 
krzywa ik x  G otaczaiac luk K i IG będzie więk­
szą od luku R H G  (Zad IX .K .IV ). W ięc x G  
połowa iinij krzywey K a;G  iest większą od IIG  
połowy Inku K H G , więc luk G I  iest większy 
od luku GH. Azatém prostopadła OE iest więk­
sza od prostopadíey C B : dwa zaś wieloboki ma- 
iące ten sam perymetc są między sobą iak ich 
prostopadle (Zad. VIL ív'. tVk) 5 więc wielobok 
maiący zapołowę boku DE .iest większy od wie­
łoboku maiącegoza połowę boku AB, pierwszy 
wielo bok ma większą liczbę boków, gdyż iego kąt
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we srzodku iest innieyszy; więc z dwóch wielobo- 
ków foremnych i isoperymetrycznych, wielobok 
maiacy większiiliczbę boków iest nay większy.

Z A D  A N I E X.
Tu> i e r cl z e n i e  

Kolo iest większe od kazclego wielohoktt iso-  
perymetrycznego. (fig. 180).

Juźeśmy dowiedli, ze ze wszystkich wielobo- 
ków isoperymetrycznych, i teysamey liczby bo­
ków,  wielobok foremny iest naywiększy; więc 
idzie tylko o porównanie kofa z wielobokiem 
foremnym iakimkolwiek isoperymetrycznym. 
Niech będzie A l  połowa boku tego wieloboku, 
C iego srzodek. Niech będzie w  kole isopery- 
metrycznem kat D G E  — A C l, luk DE równy 
AI. Wielobok Q iest do koła 11, iak tróykąt 
A C I  do wycinka D O E ;  wiec będziemy mieli

Q : R : : | A I X  C I : | D E  X O E : : C I : O E .
Poprowadziwszy w punkcie E , styczną E G  
przeeinaiącą O D w punkcie G ; tróykąty po­
dobne A C I ,  G  O E d ai ą proporcyą

C I : O E :: A I albo D E : G E , więc 
Q,„ R :: DE : GE a lb o : D E X \ OE : G E  X i  OE 
gdy D E  X | O E ,  iest miarą wycinka D O E ,  
zaś G E  X | O E ,  iest miarą tróykąta G O E , i 
gdy wycinek D O E  iest mnieyszy od. tróykąta 
G O E • więc Q R, azatem kofo iest większe 
©d każdego wieloboku isoperymetrycznego.

— 191  *—
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O m y ł k i .

Kar. 9 W~. 2 5 z przycięcia śiep. z przecięcia sie
—  1 9 —  s S B A O ^ . B D A
—  22 —  2 załoźoniu p. założenia
— ' 5o —  8 B E  D E
-— 5o —  i 4 cieńciny p. cieńciwy
-—  5 o —  27 F G  p . E G
  52   25 go p. do
—  5 6 — 21 cieńciwey p. cieńciwy
-—  64 często zamienić 11 na n
—  89 —  18 liniją p. linijom
—  g 5 —  8 A C B D  p .  A B  C D
—  10 1--- 19 weźmiymy p. weźmy
—  111 — ■ 7 W  tróykaty p. Tróykąty
  x l 2 w.calem Zad. XVI. E zamienić na F

w F  i g u r a c h

(fig.67.bis) namieyseii D położyć C , namiey-' 
sen zaś C , literę i).

(fig.64. i 65.) zamiast A F  p .  A E
(fig. 128.) zamiast F p.  E
(fig. i 45.) złączyć liniją punkta A i D
(fig. 174.) zamiast F  p. E
(fig. 178.) zamiast O G  p. O E G .
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R E J E S T R  R Z E C Z Y
w Części Pierwszey zawartych.

K S I Ę G A  P I E R W S Z A .
Karta,

Opisania -<■ -  -  -  -  i
W ykład wyrazów i znaków -  - 5
Prawdy niepotrzebuiące dowodzenia -  6
ZAD. I. Wszystkie kąty proste są równe 

między sobą fig. 16. -  -  -  q
ZAD. II. Każda linija prosta przecinaiąca 

drugą liniją prostą, składa z tą ostatnią 
dwa kąty przyległe, których summa iest 
równa dwóm kątom prostym, fig. 17. -  8

ZAD. III. Dwie linije proste maiące dwa 
punkta wspólne, zbiegną się iedna z dru­
gą w eałey swoiey rozciągłości, i złożą 
iednę tylko i tę same liniją prostą, fig. 20. 10 

ZAD. IV. Jeżeli dwa kąty przyległe ra­
zem wzięte składaią dwa kąty proste, 
dwa ramiona zewnętrzne tych dwóch ką- 
tów są w linij prostey. fig. 21. -  -  11

ZAD. V. K ąty w wierzchołkach przeciw­
ległe są sobie równe. fig. 22. -  -  12

ZAD. VI. Dwa tróykąty są równe, , ieżeli 
dwa boki w iednym tróykącie, równe 
dwóm bokom w drugim tróykącie obey- 
muią między sobą kąt równy. fig. 24. -  19

ZAD. VII. W  dwóch tróykątach, ieżeli 
dwa kąty w iednym tróykącie, są równe 
dw óm kątom w drugim tróykącie. i bok

\
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przylęgły tym dwóm kątom wiednym  
tróykącie, iest równy bokowi przyległe­
mu dwóm kątom w  drugim tróykącie, 
te dwa tróykąty przystaną do siebie, 
fig. 24. -  — -  -  — i 3>

ZAD. VIII. W  każdym tróykącie, ieden 
bok którykolwiek iest mnieyszy od sum­
my dwóch drugich boków, a większy 
ód ich różnicy, fig. 24. -  -  -  l 4

ZAD. IX. Jeżeli z punktu wziętego we­
wnątrz tróykąta, poprowadzimy dwie 
linije do ostatecznych końców iednego z 
boków tego tróykąta, summa tych dwóch 
linij wewnętrznąch będzie mnieysza od 
summy dwóch drugich boków tróykąta 
te dwie linije obeymuiących. fig. 25. -

ZAD. X. Jeżeli dwa boki w iednym tróy­
kącie, są równe dwóm bokom w tróy­
kącie drugim, i ieżeli kąt obięty bokami 
tróykąta pierwszego iest większy od ką­
ta obiętego bokami tróykąta drugiego, 
bok trzeci tróykąta pierwszego będzie 
większy od boku trzeciego trókąta dru­
giego. fig. 26.27.28. -  -  -  lfi

ZAD. XI. Jeżeli trzy boki w iednym tróy­
kącie , są równe trzem bokom w drugim 
tróykącie, te dwa tróykąty będą równe 
między sobą. fig. 24. -  -  -  18

ZAD. XII. W  tróykącie równo -  ramien- 
1 nym,> kąty przeciwległe bokom równym 

są równe. fig. 29. -  -  ~ " 19
ZAD. XIII. Jeżeli w tróykącie dwa kąty są
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równe, boki przeciwległe tym kątom bę­
dą równe, i tróykąt będzie ró w n o -ra - 
mienny. fig. 3o. -  -  -  -  20

ZAD. XIV. W  tróykącie z dwóch boków 
naywiększy, iest przeciwległy kątowi 
nay większemu; z dwóch zaś kątów nay- 
większy, iest przeciwległy bokowi nay- 
większemu. fig. 3 i .  -  -  -  S i

ZAD. XV. Z punktu danego zewnątrz li­
nij prostey, iednę tylko prostopadłę na 
tę liniją spuścić można. fig. 32. -  -  22

ZAD. XVI. Jeżeli przez punkt dany ze­
wnątrz linij prostey, spuścimy prostopa­
dłą na tę iiniją, i poprowadź my linije 
pochyłe do różnych punktów linij pro­
stey daney: 1/720 Prostopadła będzie li-  
niją naykrólszą 2do Dwie linije pochy­
łe  wrrówney odległości z obo stron pro- 
stopadłey będą sobie równe.3ńo Z dwóch 
linij pochyłych wziętych z którey kol- 
wdek strony prostopadłey, naydłuższa, 
naywięcey od prostopadłey będzie od­
daloną. fig. 33* -  -  -

ZAD. XVII. Jeżeli przez punkt Wzięty na 
srzodku linij prostey, podzieloney na 
dwie części równe, wyprowadzimy do 
tey linij prostey prostopadłą • imo ka­
żdy punkt tey prostopadłey będzie w 
równey odległości od dwóch ostate- 
cznych końców linij prostey: ¿dokażdy 
zaś punkt niebędący na prostopadłey f 
będzie w nierówney odległości od tych-
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że ostatecznych końców linij. fig. 34. 24

ZAD. XVIII. Jeżeli we dwóch tróykątach 
prostokątnych, przeciwprostokątna i bok 
w  iednym tróykącie, są równe przeciw- 
prostokątney i bokowi odpowiadaiące- 
mu w drugim tróykącie, te dwa tróy- 
kąty prostokątne będą równe między 
sobą. lig-35. -< -  -  -  25

ZAD. XIX. Jeżeli dwie linije proste, są
prostopadłe do trzeciey linij prostey, te
dwie linije proste będą równolegle mię­
dzy sobą, to iest: iż przedłużone do ia~ 
kieykolvyiek odległości, nigdy się z sobą 
nieprzetną. (Opis. 12). fig. 36. -  -  27

ZAD. XX. Jeżeli z dwóch linij prostych, 
iedna iest prostopadłą do trzeciey linij 
prostey daney, druga zaś z tą . trzecią 
liniją daną składa kąt ostry, te dwie li­
nije proste dostatecznie przedłużone 
przetną się. fig.36. -  -  -  28

ZAD. XXI. Jeżeli dwie linije proste spu­
szczone na trzecią liniją prostą składaią 
z tą ostatnią dwa kąty wewnętrzne któ­
rych summa iest równa dwóm kątom 
prostym, te dwie linije będą równoległe 
między sobą. fig.37.bis. -  -  -  29

ZAD. XXII. Jeżeli dwie linije proste skła­
daią z trzecią liniją prostą dwa kąty we­
wnętrzne których summa będzie tnniey- 
szą od dwóch kątów prostych; te dwie 
linije dostatecznie przedłużone, przetną 
się. fig.37, -  -  -  -  -  5 i

Biblioteka Cyfrowa UJK 
http://dlibra.ujk.edu.pl



K arta
ZAD. XXIII. Jeżeli dwie linije równole­

głe  są przecięte od trzeciey linij prostey, 
summa kątów wewnętrznych iest równa 
dwóm kątom prostym, fig. 38. -  -  32

ZAD. X X IV . Jeżeli dwie linije są równole­
głe do linij trzeciey, te dwie linije są 
równoległe między sobą. fig. 3g. -  36

ZAD. X X V . Dwie równoległe, w każdym 
punkcie są wrówney od siebie odległo­
ści. fig. 4o. -  -  -  -  -  36

ZAD. XXVI. Jeżeli ramiona iednego ką­
ta , są równoległe do ramion kąta dru­
giego, i leżą w tym samym kierunku, ką­
ty temi ramionami obięte będą równe.
fig. 4 i. _ -  -  -  ■ -  3 7

ZAD. XXVII. W  każdym tróykącie sum­
ma trzech kątów iest równa dwóm ką­
tom prostym, fig. 42 . -  — -  38

ZAD. XXVIII. W  każdym wieloboku sum*- 
ma wszystkich kątów wewnętrznych iest 
równa tyle razy dwóm kątom prostym, 
ile iest iednostek w liczbie boków mniey 
dwóma. fig. 43. -  -  -  -  4o

ZAD. XXIX. W  równoległoboku, boki i 
kąty przeciwległe są równe. fig. 45. — 42

ZAD. X X X . Jeżeli w czworoboku, boki 
przeciwległe są równe, boki te będą mię­
dzy sobą równoległe, a figura będzie 
równoległobokiem. fig. 45. - ’ -  43

ZAD. XXXI. Jeżeli w czworoboku, dwa 
boki przeciwległe są równe i równole­
g łe, drugie dwa boki tego czworoboku

Biblioteka Cyfrowa UJK 
http://dlibra.ujk.edu.pl



Karta
będą równe i równoległe, i czworobok 
będzie równoległobokiem. fig. ± >• -  44

ZAD. XXXII. W  każdym równoległobo- 
ku, dwie przekątne przecinaią się na 
dwie części równe. fig. 4:5, bis. -  -  45

k s i ę g a  i i .

Opisania -  -  -  -  -  46
ZAD. I. Każda srzednica dzieli kolo i ob­

wód koła na dwie części równe. fig. 4g. 48
ZAD. II. Każda cieńciwa iest mnieyszą od 

srzednicy. fig. 49. -  _ 1 -  48
ZAD. III. Linija prosta w dwóch tylko 

punktach przeciąć może obwód koła N -  4g 
ZAD. IV. W  tem samem kole albo w dwóch 

kołach równych, kąty (których wierz­
chołki są we srzodku koła) równe, obey- 
muią na obwodzie łuki równe; i na od­
wrót, ieżeli łuki na obwodzie koła są 
równe kąty we srzodku koła będą także 
równe. fig. 61. -  ~ -  -  4g

ZAD. V. W  iednem kole, lub w dwóch ko­
łach równych, łuki równe obcymuią 
cieńciwy równe; cieńciwy zaś równe o- 
beymuią łuki równe. fig. 5o. -  -  5o

ZAD. VI. W  tem samem kole, albow ko- 
łach równych, (biorącłukimnieyszeod 
półobwodu koła), łuk większy iest obję­
ty większą cieńciwa, łuk zaś mnieyszy 
obięty cieńciwa mnieyszą. fig. 5o. -  5 i

ZAD. VII. Promień, prostopadły do cień­
ciwy, dzieli tę cieńciwę i łnk tą cieńciwą 
obięty na dwie części równe. fig.5 i. -  5 2
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ZAD- VIII. Przez trzy punkta dane niele-

żące na iedney linij prostey, ieden tyl­
ko obwód koła poprowadzić można 
fig . 5 2 . ‘ ”  “  ~ -  5 4

ZAD. IX. Dwie cieńciwy równe są w ró- 
wney odległości od srzodka koła;z dwóch 
zaś cieńciw nierównych, naymnieysza, 
iest od srzodka koła nayodległeysza. 
fig . 5 3 . -  -  -  -  r  5 6

ZAD. X. Prostopadła prowadzona do o- 
statecznego końca promienia będącego 
na obwodzie koła, iest styczną do tego 
obwodu, fig. 5 4 . -  -  -  -  5y

ZAD. XI. Dwie linije równoległe, odci- 
naią na obwodzie koła luki równe. fig.
55. i fig. 56. -  -  -  -  -  58

ZAD XII Jeżeli dwa obwody kół przeci- 
naią się w dwóch punktach, linij a prze­
chodząca przez srzodki tych dwóbh ob­
w odów , będzie prostopadłą do. cieńci­
w y, łączącey punkta ich przecięć, i dzie­
lić będzie tę cieńciwę na dwie części 
równe. fig. 5y> i fig. 5 8 . -  -  -  6o

ZAD. XIII, Jeżeli odległość dwóch srzod- 
ków iest mnieysza od summy promieni, 
i ieżeli promień nay większy iest mniey- 
szy od summy z promienia liaymniey- 
szego i odległości srzodków, dwa koła 
przetną się. fig. 5 j .  58 . -  -  -  6i

ZAD. XIV. Jeżeli odległość srzodków 
dwóch kół iest równa summie ichpro- 
mieni, te dwa koła zetkną się zewnę­
trznie. fig. óg. -  -  -  -  6®
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to iest odcinek któryby obeymował wszy 
stkie kąty w  weń wpisane, równe kąto­
wi danemu C. fig- 88. i 8g. -  -  go

Zagad. £VII. Znaleść stosunek liczebny 
dwóch linij prostych danych, maiąeych 
między sobą miarę wspólną, fig. 90. -  81

Zagad. XVIII. Dwa kąty będąc dane, w y -  
naleść ich wspólną miarę, a z tąd ich
stosunek w liczbach, fig. 91. -  -  83

K S I Ę G A  i i i .
Opisania -  -  , -  -  85
ZAD. I. Równoległoboki maiące podsta­

wy równe i wy sokości równe, sąrówno- 
wartuiące. fig. 96. -  -  -  -  87

ZAD. II. K ażdy tróykąt iest połową ró- 
wnoległoboku tey samey podstawy, i tey 
samey wysokości, fig. 98.98. bis -  89

ZAD. III. Dwa prostokąty tey samey w y­
sokości, są między sobą iak podstawy.

%  99* “  . “  “  91
ZAD. IV* Dwa iakiekolwiek prostokąty,

Sci między sobą, iak wieloczyny z pod­
staw przez wysokości, fig. 101. -  -  93

ZAD. V. Pole iakiegokolwiek równole- 
głoboku, iest równe wieloczynowi z pod - 
stawy przez wysokość, fig. 97- ~ - 9 6

ZAD. VI. Pole tróykąta iest równe wie­
loczynowi z podstawy przez połowę wy- 

t sokości. fig. io 4 . -  -  ~ -  97.
ZAD. VII. Pole trapeza, iest równe w y­

sokości, mnożoney przez połowę sum-
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my podstaw równoległych, fig. io 5. -  98

ZAD. VIII. Podzieliwszy liniją na dwie 
części, kwadrat z całey linij, obeymo- 
wać będzie kwadrat z iedney części, w ię- 
cey kwadrat z części drugiey, więcey dwa 
razy wzięty prostokąt z dwóch części li­
nij podzieloney. fig. 106. -  -  -  1 0 0

ZAD. IX. Jeżeli linija iest różnicą dwóch 
drugich, kwadrat wyniesiony na różni­
cy , obeymować będzie kwadrat z iedney 
linij, więcey kwadrat z drugiey, mniey 
dwa razy wzięty prostokąt z dwóch linij 
danych, fig. 107. -  -  -  -  1 0 2

ZAD. X. Prostokąt zrobiony na summie 
i różnicy dwóch linij, iest równy różni­
cy kwadratów tych dwóch linij. fig. 108. io 4 

ZAD. XI. Kwadrat z przeciw-prostokąt- 
ney, iest równy summie kwadratów z 
boków kąt prosty obeymuiących. fig. 109. i ©4 

ZAD. XII. W  tróykącie biorąc kąt ostry, 
kwadrat z przeciw -ostrokątney, iest 
mnieyszy od summy kwadratów z boków 
ten kąt obeymuiących; i ieżeli spuścimy 
prostopadłą na ieden z boków kąt ostry 
obeymuiących, różnica będzie równą 
podwóynemu wieloczynowi z boku na 
który spuszczona prostopadła, przez 
odcinek przyległy kątowi ostremu, 
fig. 110. - - - - -  j  0 7 ,

ZAD. XIII. W  tróykącie ieżeli weźmiemy 
kąt rozw arty, kwadrat z przeciw -  roz- 
Wartokątney iest większy od summy
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kwadratów z boków ten kąt obeymuią- 
cych j i ieżeli spuścimy prostopadłą na 
ieden z boków kąt rozwarty obeymuią- 
cych, różnica będzie równa podwóyne- 
mu wdeloczynowi z boku na który spu­
szczona prostopadła przez odcinek przy­
legły kątowi rozwartemu, fig. 111.  -  108

ZAD. XIV. W  tróykącie, poprowadziw­
szy z wierzchołka liniją prostą na poło­
wę podstawy, summa kwadratów z bo­
ków kąt w wierzchołku obeymuiących, 
iest równa dwa razy wziętemu kwadra­
towi z linij na srzodek podstawy spro- 
wadzoney, więcey dwa razy kwadrat z ' 
połowy podstawy, fig. 112. -  -  109

ZAD. XV. W  tróykącie, linija równoległa 
do podstawy, dzieli boki proporcyonal- 
nie. fig. u  4. -  -  , -  -  110

ZAD. XVI. Linija, przecinaiącabokitróy- 
kąta proporcyonalnie, iest równoległą 
do podstawy, fig. 116. -  -  -  112

ZAD. XVII. W  tróykącie, linija dzieląca 
kąt na dwie części równe, podzieli pod­
stawę na dwa odcinki proporcyonalne 
bokom przyległym, fig. 117. -  -  i i 3

ZAD. XVIII. Dwa tróykąty równokątne 
maią boki odpowdadaiące proporcyonal­
n e , i są podobne. fig. l i g .  -  -  l l 5

ZAD. XIX. Dwa tróykąty maiące boki od- 
powiadaiące proporcyonalne, są równo­
kątne i podobne. fig. 120. -  -  l l 5

ZAD. XX. D wa tróykąty maiące kąt ró-
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wny obięty bokami proporcyonalńemi, . 
są podobne, fig. 122. -  117

ZAD. XXI. Dwa tróykątymaiące boki od- 
powiadaiące równoległe, albo prosto­
padłe, są podobne. fig*123. -  -  118

ZAD. XXII. Linije prowadzone od upodo­
bania przez wierzchołek tróykąta, dzie­
lą podstawę, i liniją równoległą do pod­
stawy proporcyonalnie. fig. 125. -  120

ZAD. XXIII. W  tróykącie prostokątnym, 
spuściwszy prostopadłą z kąta prostego 
na przeciw-prostokątną: fig. 126. nno 
Dwa tróykąty cząstkowe z tąd powstaią- 
ce, są podobne do siebie, i do tróykąta 
całkowitego. 2do Każdy z boków kąt 
prosty obeymuiących, iest srzednio-pro- 
porcyonalny między przeciw-prostokąt- 
ną, i odcinkiem iemu przyległym. 5io 
Prostopadła, iest srzednią- proporcyo- 
nalną między odcinkami przeciw -  pro- 
stokćitney -  -  -  -  -  121

ZAD. XXIV- Dwa tróykąty maiące kąt ró­
wny , są iak prostokąty z boków kąt ró­
wny obeymuiącycfi. fig. 128. -  - 1 2 5

ZAD. XXV. Dwa tróykąty podobne, są 
między sobą iak kwadraty z boków od­
powiadających. fig'. 122. -  -  -  12 4

ZAD. X X V L  Dwa wieloboki podobne, 
składaią się z tey samey liczby tróyką- 
tów podobnych, i podobnie rozłożo­
nych. fig. 129. -  225

ZAD. XXVII. Perymetra wieloboków po­
dobnych, są iak boki odpowiadające, %
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ich powierźchnie, iak kwadraty z tych 
samych boków. fig. 129. ■*- -  -  126

ZAD. XXVIII. Części dwóch cieńciw prze­
cinających się wewnątrz obwodu koła, 
są odwrotnie proporeyonalne. fig. i 5o. 128 

ZAD. XXIX. Z punktu wziętego zewnątrz 
obwodu ko ła , poprowadzone dwie sie­
czne kończące się wewnątrz obwodu, 
są odwrotnie proporeyonalne do części 
zewnętrznych, fig. 13.1. -  -  -  129

ZAD. X XX. Z punktu wziętego zewnątrz 
obwodu koła, poprowadzone styczna, 
i sieeżna; styczna będzie srzednią pro- 
porcyonalną między sieczną, i iey czę- ' 
ścią zewnętrzną., fig. i 3 s. -  -  129

ZAD. XXXI. W  tróykącie, podzieliwszy 
kat liniją prostą na dwie części równe, 
prostokąt z boków ten kąt obeymuią- 
cych, iest równy prostokątowi z odcin­
ków boku trzeciego, więcey kwadrato­
wi z linij kąt dzielącey. fig. io 5. -  i 3o 

ZAD. XXXII. Przepuściwszy przez trzy 
wierzchołki tróykąta obwód koła, pro­
stokąt z dwóch boków, iest równy pro­
stokątowi ze srzednicy, przez prosto­
padłą spuszczoną na bok trzeci tróyką­
ta. fig. i 34. -  -  -  -  -  i 3 i  .

ZAD. XXXIII. W  czworoboku wpisanym 
w obwód koła, prostokąt z dwóch prze­
kątnych, iest równy summie prostoką­
tów z boków przeciwległych. fig. i 35. i 3$

ZAD. XXXIV. Obrawszy punkt wewnątrz
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obwodu koła, P ,  (fig. 15 6 ). ieźeli weź­
miemy drugi Q, zewnątrz na przedłuże­
niu promienia C A, tak źe C P : C A :: C A 
; C Q ; i ieźeli z punktu jakiegokolwiek 
M , wziętego na obwodzie, poprowa­
dzimy do tych punktów linijeM P, M Q , 
te będą w stosunku następuiacym: M P 
: Q M : : A P : A Q .  -  -  ‘ -  -  i 34

Zagadnienia względne do Księgi trzeciey -  i 55 
Zagad. I. Podzielić liniją prostą daną na 

tyle części równych na ile będziemy 
chcieli, albo na części proporoyonalne 
linijom danym. fig. 137. -  -  -  i 35

Zagad. II. Znaleść czwartą proporcyónal- 
ną do trzech linij danych A, B ,C . fig. i 5 g. i 36 

Zagad. III. Znaleść srzednią proporcyo- 
nalną między dwiema linij ami danemi 
A, B. fig. 140. -  — -  -  i 37

Zagad. IV. Podzielić liniją daną A B , na 
dwie części tak, aby część naywiększa 
była srzednią proporcyonalną między 
całą liniją i częścią draga. fig. i 4 i. -  i 38 

Zagad. V. W  kącie B C U ,  przez punkt 
dany A , poprowadzić liniją prostą BD, 
tym Sposobem ażeby części A B ,  A D , 
obięte między punktem danym A, i dwo­
ma ramionami kąta danego B Q D , by­
ły  równe. fig. i 42. -  -  -  159

Zagad. VI. Zrobić kwadrat równo -w a r -  
tuiący równoległobokowi, albo tróyką- 
towi danemu, fig. i 43. -  ~ ~
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Zagad. VII. Na linij daney A D  (fig. i 45). 

wystawić prostokąt A D  E X , równo- 
wartuiący prostokątowi danemu A B E C. 141 

Zagad. VIII. Znalćść w linijach stosunek 
prostokątu z dwóch linij danych A , B ; 
do prostokątu z dwóęh linij danych C ,
D. fig. i48. -  — — — — jl 4 1

Zagad. IX. Znaleść w linijach stosunek 
wieloczynu z trzech linij danych A, B, C, 
do wieloczynu z trzech linij danych P ,
Q , R. 149. _ -  i 4a

Zagad. X. W ykreśłićtróykątrówno-war- 
tuiący wielobokowi danemu, lig. i 46. i 42

Zagad. XI. Wykreślić kwadrat równy 
summie, albo różnicy dwóch kwadratów 
danych, lig. 147. -  -  -  -  i 43

Zagad. XII. Wykreślić kwadrat, który 
będzie do kwadratu danego A B C D , 
iak linija M , do N. lig. i 5o. -  -  i 44

Zagad. XIII. Na boku F G , odpowiadaią- 
cym bokowi A B , opisać wielobok po­
dobny wielobokowi danemu A B  C D E. 
fig. 129. -  -  -  -  -  i 45

Zagad. XIV. Maiąc dane dwie figury po­
dobne, wykreślić figurę podobną równą 
ich summie, albo różnicy, fig. 129.bis. i 45 

Zagad. XV. Wykreślić figlrę podobną 
figurze daney, w stosunku iak M do N. i 46 

Zagad. XVI. Wykreślić figurę podobną 
figurze P , i równowartuiącą figurze Q. 
fig. i 5 i. i 47

Zagad. XVII. W ykreślić prostokąt równo­
warta-
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Wartuiący kwadratowi danemu C, i któ- 
regoby boki przyległe czyniły summę 
daną A B . fig. 15a. -  i 4y

Zagad. XVIII. W ykreślić prostokąt równo- 
wartuiący kwadratowi C,któregoby bo­
ki przyległe miały miedzy sobą różni­
cę daną A B . fig. i55. - -  -  i 48

Zagad. XIX. Znaleść miarę wspólną ieźeli 
iest, między przekątną i bokiem kwa­
dratu. fig. i 54. -  -  -  — \ i 4g

k s i ę g a  IV.

Opisanie -  -  -  — -  162
ZAD. I. Dwa wieloboki foremne z tą sa­

mą liczbą boków, są dwie figury po­
dobne. fig. i 55. -  -  -, -  1 52

ZAD. II. Każdy wielobok foremny może 
bydź wpisany w obwód koła, i obwodem 
koła opisany fig. 156. -  -  . -  i53

ZAü.  III. W pisać kwadrat w obwód ko­
ła  dany. fig. 1 5 7 . -  -  -  -  155

ZAD. IV. Wpisać sześciobok foremny i 
tróykąt równoboczny w  obwód koła da­
ny. fig. i 58. -  -  -  -  1 5 5

ZiYD. V. W  koło dane, wpisać dziesiecio- 
bok foremny, pięciobok, i pietnaslobok. 
fig. i 5g. -  -  -  -  -  1 57

ZAD. VI. Będąc dany wielobok foremny 
A B C D E F ,  wpisany w obwód k o ła , 
opisać na tymże samym obwodzie wie-  ̂
lobok podobny danemu, fig. 160. -  169

ZAD. VII. Pole wieloboku foremnego iest
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równe iego perymetrowi rozmnożone­
mu przez połowę promienia kola wpi­
sanego. lig. 160. -  -  -  -  162

ZAD. VIII. Perymetra wieloboków forem­
nych tejr samey liczby boków są iak pro­
mienie kół ©pisanych, i iak promienie 
kół wpisanych j ich zaś powierzchnie iak 
kwadraty z tych samych promieni, fig. 
1 6 1 . -  ~ ; ~ -  -  -  160

ZAD. IX. Każda linija krzyw a, albo w ie- 
lobok, otaczaiące od iednego do dru­
giego końca liniją Wypukłą A M B ,  są 
dłuższe od linij otoczóney. fig. 162. — i 64

ZAD. X. Maiąc dane dwa obwody kół 
odsrzodkowe, możemy zawsze w  ob­
wód koła większy w pisać wielobok fo­
remny , którego boki niedotkną się ob­
wodu koła mnieyszego; na obwrodzie 
zaś koła mnieyszego opisać wielobok io- 
remny, którego boki niedotkną się ob­
wodu koła większegej tak, źewiednym  
i drugim przypadku, wieloboki zam­
knięte będą między dw oma obwodami
kół. fig. i 64. - - - - i 65

ZAD. XI. Obw ody kół są iak promienie, 
a ich powierzchnie iak kwadraty z pro­
mieni. fig. ió 5. -  -  -  -  167

ZAD. XII. Powierzchnia koła równa w ie- 
loczynowi zobw^odu przez połowę pro­
mienia fig. 167. -  -  -  -  170

ZAD. XIII. Maiąc dane powierzchnie, 
wieloboku foremnego wpisanego, i w ie-
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loboku podobnego opisanego, wynaleśc 
powierzchnie wieloboków foremnych 
wpisanych i opisanych z podwóyną li­
czbą boków. fig. 169. -  -  -  170

ZAD. XIV. Znaleść stosunek zbliżony ob­
wodu kotó do srzednicy. -  -  i ?5

ZAD. X V. Tróykąt A C B , iest równo- 
wartuiący tróykątowi D C F  maiącemu 
ten sam kąt C, i którego bok CF równy 
C D , iest srzednio-proporcyonalny mię­
dzy C A i C B .  Nadto, ieżeli kąt C A B ,  
iest kątem prostym, prostopadła C E ,  
spuszczona na podstawę tróykąta ró­
wnoramiennego, będzie srzednią pro- 
porcyonalną między bokiem C A , i po­
łow ą summy z boków C A , CB . fig. 170. 177 

ZAD. XVI. Znaleść obw ód koła róźnići- 
cy się tak mało od wieloboku foremne­
go danego, iak będziemy chcieli. fig. 171. 178

Dodatek do Księgi IV.

Opisania -  -  ' -  * -  -  182
ZAD. I. Między wszystkiemi tróykątami 

tey samey podstawy, i tego samego pe- 
rymetru, tróykąt maximum iest ten, w  
którym dwa boki są równe. fig. 172. -  182

ZAD. II. Między wszystkiemi wieloboka- 
mi isoperymetrycznemi, i tey samey li­
czby boków, wielobok maiący boki ró­
wne iest maximum, fig. 173. -  -  i 85

ZAD. III. Ze wszystkich tróykątów po- 
wstaiącycli z dwóch boków danych, ro-
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biac między niemi kąt od upodobania, 
maximum iest ten, w którym dwa boki 
dane czynią kąt prosty. -  -  -  i 84

ZAD. IV. Ze wszystkich wieloboków z ło ­
żonych z boków danych i iednego boku, 
od upodobania, wi -lobokmaximúm bę­
dzie ten, którego wszystkie kąty są wpi­
sane w p ó ł-o b w ó d  koła, w którym bok 
niewiadomyr iest srzedmcą. tig. 17Ó. -  i 85

ZAD. V. Jeden tylko iest sposób składa­
nia wieloboku A B  C D  E F  z boków da­
nych, i iednego od upodobania będące­
go srzednicą pół -  obwodu k o ła , w któ- 
rém inne boki są wpisane, fig. 17b. -  186

ZAD. VI. Ze wszystkich wieloboków z ło ­
żonych z boków danych, maximum iest 
ten, którego można wpisać w obwód ko­
ła. lig. 177. . -  -  -  -  187

ZAD. VII. W ielobok foremny1 iest m axi­
mum , między wszystkiemi wielobokami 
isoperymetrycznemi, i tey samey liczby 
boków. -  -  _ -  -  188

ZAD. VIII. W  dwóch obwodach kół nie­
równych, dwa kąty w  srzodku są iak 
łuki ie obeymuiące dzielone przez pro­
mienie. hg. 178. -  -  -  - 1 8 8

ZAD. IX. Z dwóch wieloboków forem - 
nych i isoperymetrycznych, wielobok 
maiący większą liczbę boków, iest w ie- 
lokokiem naywiększym, lig. 179. -  189

ZAD. X. K oło iest większe od każdego wie- 
toboku isoperymetryczneg«?. hg. 180. -  191 

.V K  o u i & c\
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