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P R Z E D M O W A

przepisany plan nauk dla szkół w y
działowych , oddawna czuć daw ał po- 

ebę elemenlarney Jeomeiryi, któraby 
"teoryi łączyła praktykę, i tak była  

'tką, izby w tych szkołach zupełni* 
mczyć się mogła.
Tey potrzebie, żadne zd z ie l w ięzyku 
skini, iak np. Jeometrya ,Euklidesa, 
landra i Lacroix zaradzić dotąd nie• 
gło, naprzód dlatego', ze d z ie ła  te 
ymuią sa m ą  tylko teoryą ; po wtóre, 
każde z nich, pomimo zalet sobie włd- 
vycltf zawieraiąc niektóre praw dy tru- 
nn i długim sposobem dowiedzione, inne 

nie niaiące prawie żadnego p rzy  sto
rn ni a , tak iest obszerne, i i  w szkołach 
działowych, choćby nawet od klassy 
"wszey zaczynane , wyłozyćby się cał- 
vicie nie dało.
eometrya praktyczna X . Zaborowskie- 
me odpowiada także zamiarowi tych 
i ł , iuz ze względu na obszernoić dzie- 
iuz dlatego , ze nie obeymuie wylda- 

teoryi.
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Z  tych powodów, wziąwszy w pomoc 
dzieła wspomnianych autorów tudzież 
Bezouta , Lemoina, Ozanama , Bclaver 
n a, i Lefcvra , ułożyłem ninieysze dziełof 
zawieraiące wszystkie główne praw dy ele 
mentarney ieometryi, ściśle, i nayprościey 
ile być może dowiedzione, i  do prąkty  
ki zastosowane. Dzieło to , iak mnie 
m ani, zdoła dostatecznie usposobić ucz 
niów szkół wydziałowych do słuchanie 
wyższych części matematyki, • przygoto
wać ich do wszelkich powołań technicz
nych , iakieby sobie po ukończeniu tych 
szkół, obrać chcieli.

W ypadało mi wykład teoryi przedzie  
lać zastosowaniami dlatego, aby z nich 
korzystać mogli i tacy uczniowie, którzy 
zawód szkolny częstokroć w klassie l i i  
hończyć zwykli. Starałem się przytem , 
w całym ciągu dzieła utrzymać związei 
między praw dam i, i dowodzenia ich o- 
pierać na poprzedzaiących: żeby uczący 
sięf p rzy  nabywaniu praktycznych wia
domości, idąc w teoryi za pasmem po  
rządnych i ścisłych rozumowań, mogl 
przez riie stopniowo rozwuuć swoie po  
ięcief i  kształcie władze umysłowe•
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POCZĄTKI JEOMETRYI
C

X I E G A I.O

R O Z D Z I A Ł  I.

O p i s a n i a  ( definieye).

I . Wszystkie rzeczy podpadaiące pod 
zmysły są rozc iąg łe; toicst maią trzy 
w ym iary: długość\ szerokość i wysokość.

Przedmiotem Jeometryi iest mierzenie 
rozciągłości.

Luóo rozciągłość ma zaw sze trzy w spo
mniane wymiary, można iednak uważać  
w niey ieden tylko z nich, albo dwa razem.

II. Długość uważana bez szerokości na  ̂
ży w a  się l in i ią ; taka np. iest długość dro
gi, sznura, i t*. d.

Końce linii zow ią się punktami. Punkt 
nie ma żadney rozciągłości.

III. Liniia prosta, iestto naykrótsza odle
głość iednego punktu od drugiego. TaH.i

IV. Wszelka liniia AEB, która nie iestFSg. i. 
prosta, iak liniia AB, ani złożona z liniy  
prostych czyli łamana, iak liniia ĄCDB, 
nazyw a się liniią krzywa.

Z opisania linii prostey wypada: 
lód ze liniia krzyw a AEB, albo liniia łamana 
ACDB, iest dłuższa od linii prostey  A B ;
2re ze miara praw dziw ą  odległości dwóch

l
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punktów iest liniia prosta, która ta łą c z y ; 
x 3 ci u, ze od iednego punktu do drugiego,  

ie dna tylko liniią próstą  poprowadzić mo
żna; 4te ze dwa punktu oznaczała położenie 
Unii p rostey , a zatem dwie liniie p r o s te , 
gdy maią dwa końce Spo ln e , przysta ła  do 
siebie.

V. Powierzchnia  iestto rozciągłość, 
maiąca długość i szerokość, bez wysoko- 
ści czyli grubości; taką powierzchnią iest 
np: pole, plac ogrodu, »t. d.

VI. Płaszczyzna  nazywa się ta powierzch
nia, na którey położona liniia prosta, i 
\v różne strony obracana , zawsze dotyka 
się tey powierzchi wc wszystkich sw o
ich punktach. Do takiey powierzchni zbli- 
za się np. powierzchnia dobrze wygładzo- 
ney tablicy , zwierciadła wypolorowane- 
g o , i t. d.

VII. Wszelka powierzchnia która nie-  
iest płaska, ani złozonaz powierzchni pła
skich, zowie się powierzchnią krzywą) taka 
iest np. powierzchnia góry, ltuli, it.“d.

VIIL B ry tą  nazywa się to , co ma t r z y  
wymiary rozciągłości; i tak kamień , góra, 
stó i, i t. d-, są bryłami. Bryły iedne są 
ograniczone powierzchniami płaskiem i, 
drugie krzyw em i, inne iednemi i drugiemi 
razem. Można zatem uważać powierzchnie 
zagranice brył, l'niie za granice powierzch
ni , a punkt a za granice limy.

IX. Liniia prosta iest miarą wszelkich liniy.
Mierzyć liniią, iestto dochodzić ile razy 

mieści się w  niey liniia prosta wzięta  
za iedność, czyli za miarę, iaką iest np. 
łokieć. Miary liniiowe używane pospoli
cie są: sznur, sążeń, łokieć i t. d. "

— 2 —
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X. Okrąg kota, iestto 1-iniia krzywa Fig. 
ADBfcA, maiąca na tcy samey płaszczyź
nie, wszystkie nunkta równo < (hlalone od

Płaszczyzna tą łiniią krzywą zamknię
ta nazyw a się kotem .

XI. Część jakakolwiek okręgu kola zo
w ie  się tukiem .

Można uważać okrąg kola iako zakre
ślony końcem linii prostey CB, obracaią- 
cey się na tcy samey płaszczyźnie około 
punktu C, póki nic powróci na mieysce 
z którego rozpoczęła sw óy obrót.

XII. Każda z limy prostych CA, CD, i t  d- 
ze środka C do okręgu koła poprowadzonych’ 
zowie się 'promieniem .

Wszelka Jiniia prosta AB, przechodząca 
przez śi-owk koła, i wspierająca się dwo
ma końcami na iego okręgu, nazywa się 
średnica.

Z opisania XI. wypada, ze wszystkie  
promienie koła są równe sobie; i ze w sz y 
stkie iego średnice są dwa razy większe  
od promienia, a przeto są równe między  
sobą.

XIII. Kąt)  iesttó nachylen ie  się ku sobieFig.  
dwóch lin iy  prostych AB, AC, spotykają
cych się w  iednym punkcie A; ten punkt 
zow ie s i% wierzchołkiem  kąta,  a l i m i e  AB,
AC są iego ramionami.

Kąt czyta się iedną głoską A, przy wierz
chołku iego położona, albo trzema głoska
mi BAC, lub CAB,!b acząc na to, aby gło
ska położona przy wierzchołku w ym ów io
ną w e środku.
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F«y.\. XIV. jGłly liniia prosta AB, spoty kaią« 
drugą liniia prostą OD , czyni z nią kąty 
przyległo BAC, BAD, równe, każdy ztj  
kątów zow ie się p ro s tym ,  a liniia 
prostopadła  do linii CD.

Fig'5* XV. liazdy kąt BAC mnieyszy od kąta 
prostego, nazywa się katem o s tr y m ; a 
każdy kąt D E F w iększy od kąta proste
go, zow ie  się katem rozwartym.

XVI. Figura p la s k a , iestto płaszczyzna 
ze wszech stron liniiami zamknięta.

I. D wie ilości równe trzeciey , są równe 
sobie.

II. Gdy do równych ilości dodane będą 
iloś«i równe, wypadną stąd summy równe.

dą ilości równe, wypadną summy nierówne.
V. Gdy od nierównyduiJości odięte bę

dą ilości równe, wypadną różnice nierówne.
VI. D w ie liniia, albo dwie powierzchnie, 

są równe sobie, gdy przeniesione iedna 
na drtigą, przystaią we. wszystkich punk
tach do siebie.

VII. Wszystkie kąty proste są równe sobie.
Uwaga. Dla skrócenia, używać tu nie

kiedy będziemy znaków arytmetycznych, 
których znaczenie obiaśniamy. 1 tak:

A = B  znaczy ze A.test równe B.
A < B  wyraża ze Ayiest mnieysze od B.
A > B  znaczy ze A większe od B.

Znak -f-skaznie dodawanie i czyta się wiec ty.

Ftwniki.
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Znak — wyraz» odciąganie i czyta się 
mniey\ i tak A -j-C  wyraża summę ilości 
A i B, zaś A — B oznacza różnicę ilości 
A i B, czyli resztę, która zoslaie po odcią- 
gnieniu B od A.

Znak X skazuie mnożenie ; i tak A X B 
wyraża iloczyn z A pomnożonego przez B,

Wyrażenie A X ( B-j-C— D) oznacza ilo
czyn z A przez ilość B - f  C — I). Gdyby 
zaś wypadło mnożyć A-j-B przez A—B-j-C, 
oznaczylibyśmy wypadły stąd iloczyn przez 
(A-j-B) X — B +  C ); w szystko, co iest
W nawiasie zamknięte uważa się za iedną 
ilość.

W  trzech pierwszych Xięgack zastanawiać 
Stę będziemy nad figurami płaskie mi, czyli na* 
kresionemi na powierzchni płaskiey.

1. Twierdzenie.
Wszelka liniią A prosta  CI), spotykciiąc^1 

droga  linii a prostą AB, czyni z nią dwa 
kąty  przylegle  AVD, DCB, których summa 
iest równa dwóm kątom prostym.

Bo z punktu € ,  w ystaw iw szy  sobie po
prowadzoną inną liniią prostą CE, czynią
cą z liniią AB, kąty przyległe ACE, ECB, 
rów ne, każdy z tych kątów będzie pro
sty (opis. XIV); a że kąt ACD— ACE-f-ECD, 
więc, dodawszy do obu stron kąt DCB,  
Będzie ACD +  D C B =A C E  +  ECD-fDCB, 
(pew. II); iest. zaś kąt ACE prosty, a dwa  
kąty ECD, DCB składaią drugi kąt prosty, 
w ięc  summa kątów A C D , DCB równa 
le st dwóm kątom prostym.

Wniosek  I. Gdy dwa kąty przyległe ACD, 
^CB, razem wzięte czynią dwa kąty pro
ste, wtedy ramiona ich zewnętrzne AC,CB, 
składają iedną i też samą liniią prosta AB.
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i. Wniosek 14, Wszystkie kąly po sobie 
idące, RAC, CAD, DAE, EA F, utworzono 
z ierfney strony linii prostey B F ,  razem 
wzięte, czyni i dwa kąty prcste; gdyż sum- 
ma ich równa sie summie dwóch kątów  
przyległych RAC,' CAF.

2. Twierdzenie. 
s. Dwie lim ie proste  A B , DE, przecinała - 
ce sie z sobą w iakimkolwiek punkcie C, 
czynią k ą ty  w wierzchołku przeciwległe  
równe sobie) to iest , bedzie kat A ( J ) = E C B  
i  ka t A C E = D  CB. *

Bo kąt I)CA-f-ACE= 2 kątóm prostym 
(tw ier. 1); kąt ACE-j-ĘCB— 2 kątom pro
stym: więc DCA -f- ACE = A C E  -j-ECB 
( pe»v. 13; odiąwszy spoinie kąt ACE, po
zostanie kąt DCA— ECB ( pew. III). Po
dobnie dowieśdź można, ze kąt ACE— OCR.

Wniosek. Gdy każdy z dwóch kątów 
DCA, ECB, z kątem trzecim ACE, czyni 
summę równą dwóm kątóm prostym; dwa 
kąty DCA, ECB %p równe sobie.

Uwaga. D w ie  liiiiie proste AB, DE,przc- 
cinaiące się w  punkcie C , tworzą przy 
tym punkcie 4 kąty , których summa w a
zy 4 kąty proste; bo dwa kąty ACE, BCE 
razem w zięte ,  w azą dwa kąty proste; i 
dwa drugie ACD, DCB tyleż wazą.

W ogólności, gdy ilekolwiek liniy pro
stych CA, CB, i t. d. /  fig. 8 bis), spotyka 
się z sobą w iednytn punkcie C; summa 
wszystkich po sobie idących kątów ACB, 
BCD, DCE, ECF, FCA, będzie rów na4 ką
tóm prostym. Bo poprowadziwszy przez 
punkt C dw ie limie do siebie prostopadle, 
utworzą się 4 kąty proste, zaymuiące tęz 
samą przestrzeń co i kąty ACB, BCD, i tal
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F. O Z D Z I A Ł  li. •
O R O W N 0 SCJ T R O t K Ą T Ó W .

O p  i s a n i a.

I. Płaszczyzna wierna liniiami zumknię- 
fa, zowie się tróykątem .

II. Tróykąt, uważany co do- boków, na
zywa się równoboczny, gdy ma trzy boki 
równe (fig. 10); równoramienny , gdy ma 
dwu boki równe (fig. 9 ) ;  róznoboczny 
gdy ma trzy boki nierówne (fig. 1 1 ).

Uli Tróykąt, uważany co do kątów, na
zywa się prostokątny  gdy ma kąt ieden 
prosty; ostrokątny , gdy ma trzy kąty ostre; 
rozu artoką tny ,  gdy ma kąt ieden rozwarty.

W tróykącie prostokątnym, bok AC prze- 
cjwlegty k ątow i prostemu zow ie się prze-  
ciwprostokątną  (fig. )■

3. Twierdzenie.
D wa tróykąty  ABC, J)E F  są równe so-Figyi 

< bie, gdy  maią dwa boki odpowiednie równe , 
i ką ty  zaw arte  te  mi bokami rów ne; to iest , 
g d y  bok Alhz=.DE, AC==DF, i ką t A ~ D , 
będzie tróyWnt ABC— DEF.

Jakoż w ystaw i w szy sobie tróykąt ABC 
położony na trókącie D EF, tak, aby punkt 
A padł na punkt D, i bok AB poszedł po 
boku D E, padnie i punkt B na punkt E, 
gdyż bok A B = D E  z założenia; i bok AC 
padnie na bok D F, gdyż kąt A = D ;  nad
to, ponieważ bok D F — AC, więc punkt C 
padnie na pllnkt F, a zatem i liniia pro
sta BC przystanie do linii E F  (opis. IY) y 
‘ tróykąt ABC przystanie do tróykąta 
D M  , i będzie mu równy (pcw. VI).
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pfniosek. Z tego, źe trzy rzecjty w  dwóch 
trójkątach są równe, toiest, ze kąt A = D ,  
bok AB— DE, i bok A C = D F , wypada: ze 
trzy inne także są równe sobie, toiest, kąt 
B— E, kąt C = F ,  i bok B C = E F .

4. Twier m  nie.
12 Dwa tró yk ą ty  A B C , D E F ,m aiące po ied- 

nym boku rów nym , i po (lica kąty  p r z y  
legle temu bokowi odpowiednie równe , są 
równe sobie: to ie s t , gdy bok B C = E F \  
kat B = E ,  u kat C ~ F ;  będzie tróyką t  
ABC — DEF.

Albowiem przeniósłszy tróykąt ABC na 
tróykąt D EF, tak, aby punkt B padł na punkt 
E, a bok BC poszedł po boku EF, padnie i 
punkt C na punkt F, gdyż bok B C =E F ; nad
to, ponieważ kątB— E, więc bok AB w e
źmie kierunek DE, tak, ze punkt A znaydzie  
się w jakimkolwiek punkcie linii ED. Podo
bnie, dla równości kąta C z kątem F , Iiniia 
CA weźmie kierunek FD , i punkt Aznay-  
dzie się w  którymkolwiek punkcie boku 
FD; punkt w ięc A, znayduiąc się razern 
na dwóch liniiach ED, DF, znaydowaó  
się musi na ich spólnem przecięciu D ,  
zatem dwa tróykąty ABC, D EF, przysta
ną do siebie! będą sobie równe (pcw. VI).

Wniosek. Z tego, źe w  dwóch trój ką
tach trzy rzeczy są rów ne, toiest że  
B C = E F , B— E, C—F ,  w ypada, źe trzy  
inne są także równe, toiest bok A B = D E ,  
AC— DF, kat D=-A.

5. Twierdzenie.
2 W  każdym tróy  kącie A B C , bok k tó r y 
kolwiek BC, iest mnieyszy od summy dwóch 
innych boków AB, AC.
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Bo bok BC, iest naykrótszę odległością 
punktu B od punktu C (opis. III); w ięc  
bok BC iest mnieyszy od BA+AC.

6. Twierdzenie.
Jeżeli z punktu O, obranego wewnątrz  ?i*.u 

tróykata  AB C , poprowadzone są do koń
ców iednego boku BC, dwie liniie prosto  
OB, OC; bedzie summa tych liniy mniey-  
sza od summy dwóch Innych boków BA, AC  

Bo przedłużywszy bok BO, do sp^ K?' 
n*a się z bokiem AC w punkcie D. oędzie
l.niia O C <O D  +  DC (twier.5.1; ‘ych 
ilości nierównych dodawszy dj0*me 
będzie B O + O C < O D + D C -J 'jb  d ,c"'- I V ), 
czyli BO +  O C <B D  +  D®* Dla podobncy 
przyczyny, będzie B D < A B + A D ; dodawszy  
spoinie D C , będzr B D + D C < B A  +  AC»
Aże  „kazaliśmy «* BO +  O C <B D  +  DC, 
w ięc tein bard-iey iest BO +  O C < B A + A C .

\ 7 . Twierdzenie.
Jeżeli Ava boki AB, AC, tróyka ta  A B Ć y ^ tU  

sa ró)'ne dwom bokom D E , E F  tróykata  
¿ f t p ,  i iezeli ką t B A C  za w a r ty  m iedzy  
pv>rwszemi bokami, iest większy od kąta  
j )E F  zawartego miedzy bokami drugiem i’, 
m ówię, ie  i  bok trzec i BC pierwszego tr ó y 
ka ta ,’bedzie większy od boku trzeciego D F  
tróyka ta  drugiego

Albowiem położywszy trójkąt D E F  na 
trdykąt ABC, tak, aby bok E F przystał do bo
ku AC, zdarzyć się może, żc punkt D* pa
dnie wewnątrz tróykata ABC, albo na bok 
iegoBC, lub zewnątrz tróykąta ABC.

W tym przypadku, gdy punkt Dpada we-Fi*.i* 
wnątrz tróykąta ABC, będzie podług tw ier
dzenia poprzedzaiącego AO-}-DC<C AB^BC;
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odiąwszy z iedney strony AD, z drugiey 
AB=±AD, pozostanie bok DC, czyli równy 
mu D F < B C  ( pew. Y).

Fig.i» w  2gim przypadku, gdy punkt D pada 
na bok BC, iest oczyw ista , zé EC >
B C = D F .

Fig.i« yy  3cim przypadku, gdy punkt D pada 
zewnątrz tróykąta ABC; będzie AB <  
BO-fOA (twier. 5), i D € < D O - f  OC; zatem 
At*. _p. O C <B C  -f- DA. Od i ą w szy  z iedney 
«tron, AB, z drugiey D A = A B , pozostanie 
D C < B C  (pew. Y).

Twierdzenie odwrotne.
Fig. 14 Jeżeli dwa inki AB, AC tróykata  A B C , 

są równe dwóm inkom D E, EF," tróyką ta  
E D F , lecz bok trzeci EC pięmcszzego tróy 
ką ta , i e s t  większy od ho ku trzeciego D F  
drugiego tróyka ta ;  hędzu i  ka t B A C prze-  

* ciwlegfy bokowi BC, większy ¿y kąta D E  F
przeciw ległego lokowi DF.

Bo gdyby nié bvl kąt B A C > B e f ,  byiby 
kąt B A C = D E F , lub B A C < D E F ; w  p,*fer. 
w szym  w ięc razie, byiby bok BC J)F 
( twier. 3), w  drugim zaś razie , byłby \*0k 
B C < D F  (twier. I ) \  aze iedno J  drugie 
sprzeciwiałoby sie za łożeniu , z arem | kat
Ba c > i k ;f .

9. Twierdzenie.
Fig. 12 D w a tróyką ty  A B C , D E F ,  maiące t r z y  

boki odpowiednie równe trzem  bokom , są 
równe sobie: to ie s t , gdy  bok ABz=. ] ) E \  
A C zzzD F  i  BC =  E F ,  będzie ką t Az=zD, 
B t=.E, Cs*=F, i  tróyhąt eaty ABC— DEF.

Albowiem gdyby był kąt A > o d  kąta D, po
nieważ bok A B = D E ,  A € = D F ,  byiby w ięc  
bok B C > E F  (tw. 7); podobnie, gdyby był 
kąt A<©d kąta D, byłby bok B C < E F ;  aż«
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bok B fc r E F  z zalozenia, więc kąt .4 nie 
może być ani w iększy , ani mnieyszy od 
kąta D, iest więc iemu równy. Podobnym 
sposobem okazać można, ze kąt B = F .,  i 
kąt C=F,; zatem będzie tróy kąt ABC— DHF.

Uwaga. Widzimy tu, że kąty równe Ai t>, 
lezą na przeciw boków równych BC, ŁF.

10. Zagadnienie. ,
Daną liniią prostą  A B ,  podzielić  na Fig. 11 

dwie równe części. /
Z końców linii AB, promieniem w ię

kszym od połowy linii AB, kreślę dwa luki 
przecinające się w punkcie C, tudzież dwa  
drugie luki przecinające się w  pnnkcie D, 
i  prowadzę liniią CD, która podzieli liniia  
AB, na dwie równe części w  punkcie F.
Gdyż poprowadziwszy iiniie AC, CB, AD,
DB: dwa tróy kąty A C j \  CD.B, maiąoe bok 
AC==C.B, bok~AO—DB % wykreślenia, i bok 
CD spoiny, są równe sobie f tw ie r .9), za
tem kątACD~DCB. Dwu więc tróy kąty 
ACF, BCF. raaiąee bok A C bC B , bok CF 
spoiny, i kąty równe przy C, są równe 
sobie (twier. 3 ), zatem iest bok AF =  FB; 
więc liniia AB, w  punkcie F  podzielona 
iest na dwie równe części.

II. Zagadnienie.
Z punktu I) danego na linii prostey  AB,v\g. u  

wyprowadzić do tey  linii prostopadłą- 
Biorę D F = D B ,  i z punktów B i F, tym 

samym promieniem, kreślę dwa tuki prze- 
cinaiące się w punkcie ę,* punkt C z pun
ktem D łączę liniią CD, która będzie pro
stopadłą żądaną. Bo poprowadziwszy Iiniie
( B, CF; dwa tróykaty CDB, CDF, maiące 
bok CD spólny, bok DB =  DF> i bi>k
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B C « C F  /  wykreślenia, są równe sobre 
(twier. G), a zatem kąt C 0 B = C D F ; te zaś 
kąty są przyległe, w ięc linii» CD iest pro
stopadła do linii AB. ('opis. XIV).

i2. Zagadnienie.
10 Z  punktu C dnnega %a Unitą A lt, spu

ście prostopadłą do te y  linii.
Z punktu C, kreślę luk przecinający li- 

niią AB w  punktach B i F, z punktów B 
i F , tym samym promieniem zakreślam 
dw a iuki przecinające się w  punkcie G ; 
punkta C i G iączę liniią CG, która bę
dzie prostopadłą żądaną. Bo poprowadziw
szy liniie F C , CB , F G , ’ BG; tróykąty  
FCG, BCG, maiące bok CG spoiny, bok 
C F = € B ,  i FG— GB z wykreślenia, są ró
wne sobie ('twier. 9;/ żalem k ą tF C D ~ D C B .  
D w a w ięc tróykąty C 0 F , C D B , maiace 
bok CD spoiny, bok C F = =Ć B , i kąty ró
w ne przy C, są równe sobie (twier. 3j ,  a 
w  szczególności kąt FD C =:BD C ; te zaś 
kąty są przyległe, żalem linii» CD iest 
prostopadła do linii AB (opis. XIV).

13. Twierdzenie.
‘-¿y Jeżeli z punktu  A wziętego za liniią  

D E ,  poprowadzimy do niey prostopadłą  
A B , tudzież  pochyłe A E , AC, AD, do róż
nych punktów tey  ze linii: hedzie lód  pro-  

‘ Si opadła A B  krótsza od każdey pochytey; 
I re  dwie pochyłe AC, AK, poprowadzone  
z dwóch stron prostopadłey AB. w odle
głościach hC , BE równych, są równe sobie', 
Scic z  dwóch którychkolwiek pochyłych 
AC i  A D ,  Inh A B  i AD , i a hedzie dłuż
szą ) która iest kar dzicy od prostopadłey  
odda firn#.
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Bo lód. przedłużywszy prostopadłą AB 
Jak, aby było BF=:AB, i poprowadziwszy  
l!fuie FC, BF; dwa tróykaty ABC, CBF 
maiące bok CB spólny, bok A B = B F , i ką
ty przy B pros te, są równe sobie ^twier. 3  ̂
a w szczególności bok AF..-.CF. Ażc 
Btiiia prosta ABF iest kr'»* /a  od złama
n y  ACF ( iw ier. 5); zatem A B połowa ABF, 
,l-st krótsza od AC potowy ACF; więc.  
prostopadła AB iest krótsza od kazdey 
Doi  i pocbyiey.

2r<*. Założywszy że BE=BC, ponieważ
ADa tr6^  A B E ’ ABC *>‘aią nadto bok 
AB spólny, i kąt ABE — ABC, sa zatem 
równe sobie (twier. 3J, w ięc AE—AC; prze
to dwie pochyłe równo oddalone od pro- 
stopadłey są między soba równe. ,

3e. Poni ew aż su on ma boków AC, CF 
tróykąta A C F , iest innieyszą od summy 
boków AD, DF tróykijta ADF (twier. 6 ), 
w ięc  AC połowa ACF, iest krótsza o.) AD 
potowy ADF; zatem pochyle naybard/.i 
oddalone od prostopadtey są naydłuższe.

Wniosek I. Prostopadła AB będąc krót
szą od kazdey pocbyiey, iest prawdziwą 
odległością punktu A od linii DE.

Wniosek II. Z punktu A wziętego za U~ 
niią D E ,  iedną tylko prostopadłą do tey  
Bnii poprowadzić można, gdyż przez dwa  
punkta A i B iedna tylko liniią prosta prze
chodzić może.
, Wniosek III. Jeżeli liniią prosta CD, zer  
środka linii AB poprowadzona, iest do tey- 
q  ‘n,11 prostopadła; wtedy każdy punkt 

na p ierw szey , iest równo
ony od końców A i B ii n i i drugiey.
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ris. 2i Wniosek IV. Wszelki punkt E Wzięty 
za prostopadłą CO, nie iest równo odda
lony od końców A i 13. linii AB. Bo popro
wadziwszy Jiniie EB, EA, i punkt O prze
cięcia się linii AE z prostopadłą, z pun
ktem B złączywszy Jiniią OB; ponieważ 
punkt O iest równo oddalony od punktów 
A, B, (wnio. 3 ) ,  będzie A O ~ O B ;a z e v v  
tróvkącie EOB, iest BE<^OE -f-BO, wiec  
B Ę < O E - f  GA. czyli B E < A E .

14. Twierdzenie.
Fig. 22 Dwa tróykąty  prostokątne A l i  C , EDF, 

sa równe sobie, gdy  rnaia przeciwprosto-  
kątne JiC, L  F, równe, i bok którykolwiek  
A l i ~ D E ;  albo , gdy  maią przeciwprosto-  
kątne 11C , J)IĄ równe, i  ką t którykolwiek  
C 3̂ : F. * *

W pierwszym przypadku, równość dwóch  
tróykątów byłaby .w idoczna, gdyby bok 
trzeci AC był. równy bokowi trzeciemu 
EF. Lecz przypuśćmy, ze te boki nie są 
rów ne, i źe na przy kład bok AC >  EF; na 
boku AC odciąwśzy A G = E F  i, poprowa
dziw szy BG; dwa tróy kąty ABG, EOF, 
maią^fe bok A B = D E  z założenia, bok 
AG— EF z wykreślenia, i kąt prosty A = E ,  
są równe sobie fiwier. 3J, a w  szczegól
ności bok ‘BG =  D F; aze D F =  BC z za
łożenia, w ięc B G =B C  (pew. 1 ): toiest po
chyła bliższa prostopadtey AB, iest równa  
pochyłey bar«issi.®y oddaloney od tey pro- 
stopadłey, co być nie może (twier. 13); 
nie może zatem b y ć ,  aby liniia AC była 
większą od EF; okazać można podobnie, 
ze nie może być od niey mnieysza, iest 
więc iey równa.

W 2gim przypadku* położywszy tróykąt 
D EF na tróykąt ABC, tak, aby punkt F
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padł na punkt C, a bok *EF poszedł p$ 
beku AC; dla różności kątów F , C, 
bok DF póydzie po boku BC, i punkt D  
padnie na punkt B, bo I)F==BC z założe
nia: gdyby więe bok DE nie przystał do 
boku AB, lecz w zią ł inne położenie, iak 
iest BG; wtedy z punktu B, możnaby by- 
ło wyprowadzić dwie prostopadle do linii 
AC, co być nie może (twier. 13, wnip. 2); 
przystanie więc bok DE do boku A B , i 
będzie mu równy; zatem podług pierwszey  
części tego twierdzenia, iest tróykąt ABC 
równy tróy kątów i D E F ,

15. Twierdzenie.
W  tróy  kacie równoramiennym AOB, ką-fig- 

t y  A i B , przeciwległe bokom OB, 0 A, rów
nym  , są sobie rów n e: i naodw ró t , iezeli 
k ą t A=-=B, bedzie bok OB— O A.

Bo lód. z"punktu O spuściw szy prosto
padłą OC na bok AB; dwa tróykąty pro
s tokątne AOC, OCB, maiące przeciw prosto
kątne AO, BO równe, i bok spólny OC, są 
równe sobie (twier. 14), zatem kąt A = B .

2 re. Założywszy że k ą tA = B , będzie bok 
OB— OA. Bo iezeli te boki nie są równe,  
przypuśćmy że bok AO)>OB; odciąwszy  
na AO bok A E ^O B , i ‘poprowadziwszy  
liniią EB; dwa tróykąty AEB, AOB, maią- 
ce' bok AB spólny, bok AE— OB z w y 
kreślenia, i kąty A ,  B, między temi bo
kami zawarte równe z założenia , są so
bie równe (twier. 3); zatem tróykąt AEB 
mnieyszy, byłby równy trójkątowi AOB 
większemu, co być nie może: nie iest prze
to bok AO większy od boku OB; poka* 
żerny podobnie, że nie iest od niego mniey
szy , w ięc iest mu ivwny: a zatem tróy- 
bąt ĄOB iest równoramienny.
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16. Twierdzenie.
Fig. 21 Jeżeli z dwóch boków A E , E B  tróyką ta  

A E B , bok AE iest większy od boku EB.be-  
dzie i kąt Bprzeciw legły  bokowi A E, większy 
od kąta  A przeciwległego bokowi E B ; i  na- 
odwrót , ieźeli kąt A BE iest większy od kata  
A , bedzie bok AE większy od boku EB.

Bo lód. ze środki» C linii AB, w yprowa
dziw szy do niey prostopadłą DC, i punkt O, 
przecięcia się tey prosopadłey z liniiąAE,  
złączyw szy z punktem B liniią OB; dwa  
tróykąty AOC, OCB, maiące bok OC spół- 
nv bok A C =C B z wykreślenia i kąt pro
sty A CO =O CB, są równe sobie (twier.3j, 
zatem kąt A— OBC, azekąt EBA iest w ię 
kszy od kąta OBC, a zatem od kąta A=OBC; 
w ięc wtróykącie AEB, kąt w iększy  prze
ciwległy iest bokowi większemu.

2re. Załóżmy ze kąt ABE iest większy  
od kąta A; gdyby buk AE nie był w ięk 
szy od boku EB, byłby bok A E < E B , albo 
bok AE— EB, więc w  pierwszym razie, na 
mocy pierwszey części tego twierdzenia 
byłby kąt B < A ;  w drugim, kąt A = B  (trv:X5); 
co iedno i drugie sprzeciwiałoby się za
łożeniu: zatem ¿fest A E > E B .

» 4

R O Z D 1 A Ł  III. '
0  L IN I1ACH R Ó W N O LEG ŁY CH

O p i s a n i  e

D w ie łiniie proste nazywała się rów
noległe, gdy położone na tey samey płasz
czyźnie , i w  obie strony iak naydaley 
przedłużone, zeyśc się z sobą z żadnej 
strony nie mogą.

\
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17. Twierdzenie. '
Dwie limie proste AC, B D , prostopadłe  Fig.24 

do /t»ti trzeciey AB, są względem siebie 
równoległe.

Bo gdyby li ni ie AC, BD, zeszły się yesfal 
Bą vv jakimkolwiek punkcie 0 , byłyby 
dwie prostopadle Oli, OB, spuszczone z ie- 
dncgo punktu 0 , na Jiniią AB, co bydź nie 
może (tw ier. 13. wnio. 2); zatem dwie li
mie proste AC, BD, i t. d.

Uwuga. Rzecz iest przez się w idoczna, 
ze iezeli pochyła BE z liniią AB, czyni kąt 
EBA mnieyszy od kąta prostego ABD, ta 
pochyła BE z prostopadłą CA przedłużone, 
zeydą się nad liniią AB. Jeżeli zaś pochy
ła BF z Jiniią AB, czynią kąt FBA w ięk 
szy od kąta prostego ABD, pochyła BF  
z prostopadłą CA przedłużone, zeyda się 
pod liniią AB-

1S. Twierdzenie.
Jeżeli dwie liniie proste AB, CD, prze-Wg.2,% 

cięte od tr zec iey  EF , czynią % nią ką ty  
CIJE, BGE, rów n e , które się zowia kątam i  
naprzemianległemi; lub iezeli czynią dwa  
kąty  EH D , EGB, rów n e , zwane kątam i ie- 
dnóstronnemi odpowiadaiącemi; albo nakó- 
nieć, iezeli czynią dwa kąty D U G ,  H G B f 
wewnętrzne iednostronne , równe summie 
dwóch katów prostych: mówię: ze w każ
dym z tych trzech przypadków, dwie liniie 
A B . c n ,  sa względem siebie równoległe.

Bo lód. przez środek M linii GH, popro
w adziw szy prostopadłą Lii do linii CD; 
dwa tróykąty LM H , GM li, maiące bok 
AU!==;(;j\[ z wykreślenia, kąty przy M 
J ^ ^ ć h o tk ie n i  przeciwległe równe., i kąt 
wJM==MGK z założenia, sa równe sobie

3
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(twier. 4); zatem kąt L— Ii, a ze kąt L, iest 
prosty z wykreślenia» w ięc takim iest i 
kąt i i ,  zatem dwie lioiie AB, CD, są pro
stopadłe do linii L ii, przeto są względem  
siebie równolegle /  twier. \7).

2. Założywszy, ze kąt F«CID=EGB; po
nieważ kąt E H D = f i i i f  (twier, 2), więc i 
kąt LHMasdEGB ( pew. I), nadt* kąty przy 
M są równe, i bok GM— MII; więc, dia tey 
saniey przyczyny, co i w poprzedzającym 
przypadku, dwa tróykąly LMII, GMk są 
równe sobie, i d w ie łin iie  AB,CD, są wzglę
dem siebie równolegle.

3 . Założywszy nakoniec, że kąt DHG +  
HGB— dwóm kątom prostym; ponieważ  
kąt DHG z kątem przyległym L IIG , czy
ni także, summę dwóch kątów prostych 
(twier. 1), więc kąt IIGB— LilG (tvv. 2 wiO, 
nadto kąty przy M są rów ne, i bok 
MII— G M , w ięc znowu iak w przy
padku pierwszym , tróykąt LMII— GMIĆ , 
i dwie linjie AB, CD, są względem siebie 
równolegle.

19. Twierdzenie odwrotne.
Fig-25 Jeżeli dwie liniie A ii, CD, równolegle , 

‘przecina tiniia trzecia  EJ?, beda lód  dwa  
ką ty  C U G ,  IIGB naprzemianiegfe, równe ; 
2 re. bedą dwa k ą ty  EIID , EG B iednostron- 
ne odpowiadaiace , rów ne; 3cie. dwa ką ty  
DI1G , HGB wewnętrzne iednostronne, be- 
da równe summie dwóch kątów prostych.

Bo lód. przez środek iYi linii G H , po
prowadziwszy liniią LK prostopadłą do 
linii AB, a tern s a m e m  i do linii CD rów-  
liołegiey względem AB; dwa tróykąly CMH‘ 
MG ii prostokątne, maiące kąty przy M 
równe (twier. 2 ), bok ( iM --M fi z wykre-

— 18 —
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silenia, są równe sobie (twier. 14); zatem 
kąty CUG, HGB naprzemianległe są równe.

2 re. Ponieważ z dowodzeń ¡a kąt C H G =  
i;G B, a 'iest kąt CHG— EH D , w ięc i kąt 
E l ł D = E G 8  (pew. I ): (o ie s t , kąty iecjno- 
strojne odpowiadające są równe sobie.

3cie. Kat £ 1 I 0 = I 1 G B ,  dodawszy spól- 
kąt M G ,  będzie kąt EIJD + D H G =  

H eli-j_  DHG ( pew. 2); a ze kąty E HO, 
i^HG przyj egle, są równe summie dwóch 
kąiów prostych flwier. 1 ); więc i dwa ką
ty HGB, DJbfG wewnętrzne iednostronne, 
są także równe summie dwóch kątów  
prostych.

Wniosek. Jeżeli kąt DIIG iest prosty, 
będz ie takim i kąt I1GB; azatem każda 
lin iia prostopadła do iedney z dwóch li- 
idy równoległych, iest prostopadła i do 
drugiey linii.

Uwaga. Widzimy tu, że z kątów zawar
tych między bniiami AB, CD, równolegle- 
m i, a liniią ie przecinaiącą E F ,  w szy 
stkie kąty ostre są równe sobie, i w szy 
stkie kąty rozwarte są między sobą równe.

20. Twierdzenie.
Dwie liniie równolegle A/i, I D , zawór  Fig26 

te  miedzy liniiami równolegle mi AC, 11D, 
są równe sobie.

Bo poprowadziwszy liniią BC; dwatróy-  
kąty ABC, DBC, maiące bok BC spoiny, 
i po dwa kąty przy nim leżące odpowie
dnie równe; to iest, kat ACB=CBD, i kąt 
ABC— BCD ( twier. 19 ), -są równe sobie 
(twier. 4), zatem liniią A B = C D .

Wniosek I. _ Jeżeli dwie limie AB, CD, 
są równolegle i równe sobie; będą dwie  
liniie AC, BD  łączące końce tych limy,
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równe i równoległe względem siebie. Bo 
dwa tróykąty ABC, DCB, maiące bok BC 
spoiny, bok AB— DC z założenia, i kąty 
ABC, BCD naprzemianległe równe, są sobie 
równe (tvv. Ł), zatem bok A C = 8 D, i kąt 
ACB=CBl>; a ponieważ to są kąty na- 
przemianiegte, między Jimiami AC, BD, 
przeciętymi od linii trzeciey BC ; więc  
liniia AC iest równoległa względem linii 
BD (twier. 18.)

Wniosek  II. W figurze AB DC maiącey 
boki przeciwne równoległe, są też same 
boki rów ne, i kąty przeciwległe równe.

21. Twierdzenie.
F,a- 27 Dida kąty B A C , D B F , maiące ramio~ 

nu AB i D E , AC i EF, odpowiednie ró~ 
wnolegte , i skierowane w iedną stronę , sa 
równe sobie.

Bo, przedłużywszy DE, do spotkania się 
z AC w  punkcie G, będą kąty DEF, DGC, 
jednostronne równe, iako zawarte między  
równolegtemi EF, AC, przeciętemi od linii 
DEG; aże kąty jednostronne BAC, DGC, 
są także miedzy sobą równe; w ięc kąt 
BAC— DEF ( pew. 1 ).

22. Twierdzenie.
Fig. 2« Dwie liniie AB, CD, równolegte tczgle- 

dem linii trzeciey EF, są równolegte wzglę
dem siebie.

Jakoż, poprowadziwszy liniią PQR pro
stopadłą do E F ;  ponieważ liniia Ą 8 iest 
równoległa do E F , więc liniia Pił iest 
prostopadła do AB (twier. 19. wnio.). Po
dobnie, ponieważ CD iest równoległa do 

, E F ,  będzie PR prostopadła do CD; zatem 
dwie liniie AB, CD, będąc prostopadłe do
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t r z e c i e y  l i n i i  P Q ,  s ą  w z g l ę d e m  s i e b i e  r ó 
wnolegle (twier. 17).'

23. Zagadnienie.
A a  daney linii prostey DE, i p f ż y p u n - Fig. a© 

keie na niey danym D, tvykreślić kat ró~ 
wny katowi danemu A.

ramionach kąta «lanego, obieram (lwa 
,ajvie kol wiek punkla B, C, i prowadzę li- 
ni‘ą BC. Na linii DE odcinam Unitą D F =
AC,, i z punktu F ,  długością BC kreślęfltik, 
a z punktu D długością AB , kreślę luk 
drugi; od punktu G przecięcia się tych 
luków , do punktów D, F, prowadzę linii©
CD, GF: będzie iróykąt DFG równy tróy- 
kątowi ABC, gdyż maią trzy boki odpo
wiednie ró w n e; zatem kąt D=a=A (twier. 9).

24. Zagadnienie.
P t •zez pun k t dany C, wzięty za lin iiąda-Fiz-30 

na AB, poprow adzić  równoległą d& teyze
linii. ■ ■■ ' '\

Od punktu C, prowadzę Jiniią CD, prze
cina i ącą pod jakimkolwiek kątem liniią 
AB; przy linii CD i ptzy punkcie C, kre
ślę kąt E C D = C D B : będzie liniia E F ró
wnoległa względem AB, gdyz kafcy E C D ,
CDB naprzemianiegłe są równe.

I
R O Z D Z I A Ł  IV.

O W IE L O K Ą T A C H  I W A Ż N O Ś C I  ICH K Ą T Ó W .

O p i s a ń  i a.

!• Powierzchnia plaska zamknięta ilą- 
kolwiek liniiaini prostesni, zow ie się w ie
lokątem  czyli wielob okiem. Nayprostszy ze 
Wszystkich wielokątów iest tróykąt, © któ
rym mówiliśmy.
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Ii. Wielokąt O czterech bokach zow ie się 
czworokątem, o pięciu bokach pięciokątem,
0 sześciu bokach sześciokątem i i .  (i.

Fig.31 IIJ. Czworokąt, w którym boki przeci
wne są względem siebie równolegle , zo
w ie  się równolegtobokiem, W rówoolegto- 
boku, boki przeciwne, i kąty przeciwległe, 
są równe względem siebie (tw. 20. vvn. 2).

Fig.32 IV. .Czworokąt, maiący tylko dvva boki 
przeciwne względem Siebie równoległe, 
lecz nierówne, zowie się ró cnolegToóakiem 
niezupefnyrn, albo trapezem.

Fig.33 Równołegłobok maiący cztery kąty
proste- nazywa się prostokątem.

Fig.34 VI. Prostokąt bierze nazwisko kwadra
tu ,  kiedy ma cztery boki między sobą 
równe.

Fig. 35 VII. Równołegłobok maiący wszystkie  
boki równe, a kąty tylko przeciwne równe, 
zow ie się kwadratem ukośnym.

VJ[II. Wielokąt maiący wszystkie boki
1 w szystk ie  kąty równe, zow ie  się wielo
kątem forem n ym .

IX. Summa boków wielokąta nazywa  
się iego obwodem.

X . łiazda liniia prosta, łącząca wierz
chołki dwóch kątów przyległych wr w ie
lokącie, zow ie się przekątną^.

25. TwierdMnie .
Fig-30 W  każdym tróykącie j/fflC, summa trzech  

kątów A , B, C, czyni dwa kąty proste.
Bo przedłużywszy bok AC do punktu 

P ,  i przez punkt C, poprowadziwszy ró
wnoległą CE względęm ĄB; będą kąty ABC, 
BCE naprzemianlc^łe rów ne ; i kąty BAC,

— 22 —
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ECD iednostronne tak/e rqrwne (twier. li)); 
zatem kąt A BC +BA C =BC D ; dodawszy  
spoinie kąt BCA, będzie kąt ABC+BAC +  
BCĄ=iBCD-¡-BCA ( pew. 2 ); aźe summa 
kątów przyległych BCD, BCA, iest równa  
dwóm kątom prostym ftw ier. \ J ; w ięc i  
summa kątów ABC, BAĆ, BCA, czyni tak
że dwa kąty proste.

Wniosek I. Stąd wypada, ze w  każdym 
tróy kącie ABC, przedłuży w szy  bok AC do 
punktu D; kąt zewnętrzny BCD, iest ró
w ny summie dwóch kątów B, A ,  w e 
wnętrznych iemu przeciwległych., a prze- 
t° od każdego z nich iest większy.

II. W tróykącie, gdy kąt ieden iest pro- 
s t y , dwa kąty pozostałe są ostre, a ich 
summa iest równa kątowi prostemu.
. III. W dwóch tróy kątach, gdy dwa ką

ty iednego , są równe dwóm kątom dru 
giego tróy kąta, będzie i ką t trzeci pier
w szego, równy kątowi trzeciemu drugie
go tróy kąta; i te dwa tróykąly są ró
wno kąt ne.

IV. W tróy kącie maiąc d n a  kąty wia
dome, gdy ich summę odeymiemy od dwóch  
kątów prostych, otrzymamy ważność kąta 
trzeciego.

Yr. YV iróykącie równobocznym, każdy  
kąt iest trzecią częścią dwóch, kątów pro
stych, albo zamyka dwie trzecie części 
kąta prostego. Jeżeli w ięc kąt prosty w y 
razimy przez 1, tedy kąt tróy kąta rów no
bocznego wyrazi się przez §.

26. Twierdzenie.
W  każdym wielokącie A U C D E k, sumFt 

ma kątów wewnętrznych równa iest dwóm  
katom prostym , tyle razy  w z ię ty m , ile wie - 
fokąt m a boków\ mniey dwa boki.
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Bo, W? wierzchołka kąta A, poprowadzi
wszy,- przekątne AC, AD i t. d. do wierz
chołków wszystkichr innych kątów; w ie
lokąt ten podzieli się na tyle tróykątów 
ABC, ACD, i t. d. ile vt wielokącie iest 
boków mniey dwa boki; i będzie summa 
wszystkich kątów wewnętrznych w ielo
kąta, równa summie wszystkich kątów  
w  t r ó y  kątach. Aże w  każdym tróykącie, 
su mu ki t r z e c h  kątów* równa iest dwom  
kątom prostym (twier. 25); więc summa 
wszystkich kątów wewnętrznych w ielo 
kąta, równa ieSt dwóm kątom prostym 
tyle razy wziętym, ile wielokąt ma boków, 
Biniey (lwa.

Wniosek. Więc np. w  pięciokącie, sum
ma kątów wewnętrznych, iest równa dwóm  
kątom prostym wziętym . razy 5—2 ,toiest 
równa 6 kątom prostym. Gdyby pięcio
kąt był foremny, wtedy, każdy iego kąt 
byłby piątą częścią sześciu kątów prostych, 
albo f  kąta prostego,

Podobnie w  sześciokącie, summa kątów 
wewnętrznych równa 2)</6— a) = 8  kątom 
prostym; azatem w  sześciokącie foremnym, 

.każdy kąt w aży §, czyli |  kąta prostego.
Uwaga. W wielokącie ABCDEF, prze

d łużyw szy boki AB, BC i t. d. w  tęż sa
rnę stronę; będzie summa kątów zewnętrz
nych wielokąta, równa 4 kątom prostym. 
Bo kąt zewnętrzny GBC, z kątem wielo
kąta wewnętrznym przyległym CBA, czy
ni summę- równą dwom kątom prostym 
(twier. 1); kąt zewnętrzny IICD z kątem 
wewnętrznym DCB, czyni także sum 
mę równą dwóm kątom prostym, i tak 
następnie/ Summa zatem kątów ze
wnętrznych z wewnętrznymi, będzie ró-
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w  na summie dwóch kątów prostych, tyle 
razy wziętey, ile wielokąt ma boków. 
Aże summa samych kątów wewnętrznych  
wielokąta, iest równa summie dwóch ką
tów prostych w ziętey tyle razy, ile w ie
lokąt ma boków , mniey dwa; w ięc, od 
dwóch pierwszych summ równych, od
la w szy  dwie drugie summy rów ne, po
zostanie summa kątów zewnętrznych w ie 
lokąta, równa 4 kątom prostym (pew. 3).

* •*

KONIEC XIĘGI PIERWSZEV.

4
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X I E G A II.» °// ' , *" r" r , - , . ' - ■ . , ■ j
i\ O Z D Z I A Ł V.

O L t^ I lA C H  PROSTYCH U W A Ż A N Y C H  W K O C K ,

I .0 MIERZENIU KĄTÓW.

O p i s  a n i a
TaM. í i.

Fis- i* I. Liniia prosta FG, łącząca dwa końce 
luku FHG, zow ie sic cięciwa.

II. Odcinkiem kota, l ia z y wa się powierz
chnia czyli część kola, zamknięta lukiem  
FHG, i i ego cięciwą FG.

Ili. W ycinkiem  zow ie się yzęść keta , 
zamknięta tukiem BD i dwoma promienia
mi BO, CD, poprowadzonemi do końców  
tego luku.

IV. Kąt BAD zawarty dwiema cięciwami 
B A , A D , i maiący sw óy wierzchołek na 
okręgu koła, nazyw a się kątem wpisanym.

Y. Mówi się , ze figura jakakolwiek iest 
wpisana w  koło, gdy wierzchołki w sz y s t 
kich iey kątów znayduią się na okręgu koła, ► 
a wtedy kołó to nazywa się opisanem na 
tey figurze.

YI. Liniia prosta MN, dotykająca sięokrę- .! 
gu koła w  iednytn punkcie B, zowiesię stycz-  
ną , a punkt B punktchi dotknięcia.
* VII. Wszelki wielokąt iest opisany na 

kole, gdy wszystkie i ego boki są stycz- 
nemi z okręgiem koła ; i w tym razie mó
w i s ię ,  ze koto iest wpisane w  wielokąt.
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1 T w i e r d ź  nie.
h  uzda średnica A B, dzieli Ii oto i iego F i g - 2 

okrąg, -¡a dwie równe części.
Przyłożywszy bowićnCdo siebie dw ie  ii- 

gury AEB, ADU, tak aby miały spoiny podsta
w ę AB; liniia krzywa AEB przystać musi (io 
l inii krzywey ADB, gdy z inączey w szyst
kie punktaiedney lub drugiey linii, nie by
łyby równo oddalone od środka, eoby się 
sprzeciwiło naturze kola.

2. Twierdzenie.
Każda cięciwa A l), iest mnieysza od śre- v>s- 2 

dnicy AB,
Jakoż , poprowadziwszy promień DC do 

końca c ięc iw y  Al); będzie l in i ia  złamaną 
ACD czyli iey równa AB, w iększa od li
nii prostey AD. Więc liniia naywiększa  
W pisana w  koło, iest średnica.

3. Twierdzenie.
W  każde ni k o le , albo w kotach równych, 

tuki równe ograniczaią cięciwy równe, 
i  na o d w r ó t , cięciwy równe ograniczała  
tuki równe.

i  tak za łożyw szy , że łuk AMB iest ró-Fig *3 
w ny łukowi FŃ E, pędzie i cięciwa A-B=
FE. Bo dwa te luki obrócone w klęsłościa
mi w ięd n ą  stronę, i położone ieden na 
drugim tak, aby punkt B padł na E , dla 
równości sw o iey  i iednakowego zakrzy
wienia, przystaną do siebie; w ięc -i punkt - 
A padnie na punkt F ,  a przeto i iiniia 
AB łącząca dwa punkta A i B ,  przy stanie 
do U n i i ’FE, i będzie iey7 równa.

Naodwrót, poprowadzi wszy średnice AE,
B F ; ieżeli cięciwa A B ~ F E , bodzie iuk 
AMB=FNE.' Bo dwa tróykąty ABC, CFE,
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maiace trzy boki odpowiednie równe trzem 
bokom, to iest, A C = C E , C B =C F  i A B = F E ,  
maią i  kąt A C B =FC E  (3,9) (*).Lecz dwa te 
kąty, położone ieden na drogim tak, aby 
liniia CB przykryta liniią CE, przystaną 
do siebie; i dla równości ioh ramion, punkt 
B padnie na punkt E, a punkt A na punkt 
F; zatem i dwa inki AMB, FNE, maiąc 
w szystk ie  punk ta równo oddalone od środka 
kota , przystaną do sieb ie , i będą równe 
sobie (pcw. YI).

Wniosek I. Wypada stąd ze w  kole, lub 
w  kotach równych, kąty równe maiące 
sw óy wierzchołek w  środku, obeymuią 
na okręgu tuki równe; i naodwrót, ieżeli 
tuki są rów ne, będą i kąty obeymuiące 
ramionami swemi te tu k i , i maiące w ierz
chołki w  środku kota, równe między sobą.

4 Wniosek II. Na okręgu ACBE, w z ią w szy  
ilekoiwiak tuków równych AE, E F ,  FG, 
G H , i  do końców tych luków poprowa
d ziw szy  promienie AD, D E,D F, DG, DH: 
ponieważ tuki AE, E F ,  F G ,G H ,  są ró
w n e ,  bedą podług poprzedzającego w nio 
sku , i kąty ADE, E O F , FDG, GDH, ró
wne między sobą; zatem ile razy luk 
cały A H , iest w ięk szy  od tuku cząstko
w ego AE, tyle razy i kąt caty A DII, iest. 
w iększy  od Jśąta cząstkowego ADE, i na
odwrót. Stąd w idzim y, że jakikolwiek  
kąt ADH, powiększa się albo zmnieysza, 
w  miarę powiększania Jub zmniejszania  
się tuku i ego ATI: a zatem , %a miarę
(*) Przestroga. Z dwóch liczb zamkniętych nawiasem 

i oddzielonycn przecinkiem, pierwsza oznacza xię 
druga twierdzenie do które go się w tev xię- 

dze odwoluiamy. Liczby zaś bez przecinka położo
ne vr nawiasie, «znarzaią  tw ierdzenie tcy sięgi , 
a Ltóray iest mowa.
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iakiegokolwiek k a ta , można wziąć tuk za 
w a r ły  miedzy iego ramionami. > w zakre
ślony z wierzckotka lego kąta.

Uwaga. Okrąg kola podług d aw n iejsze-  
go podziału dzieli się na 360 części ró
wnych zwanych stopniami; każdy stopień  
na 60 części równych zwanych minutami; 
każda minuta na 60 części równych zwa- • 
nych sekundami, i t. d. Stopień oznacza  
się przez znak ° położony nad liczbą; m i
nuta przez znak sekunda przez znak ", 
i t. d. Więc np. dla oznaczenia kąta ma
jącego 23 stopnic, 25 minut, i 24 sekund; 
pisze się 23° 29' 24" i t. d. Podług zaś no
wego podziału, który nie iest w szędzie  
przyięty, okrąg koła dzieli się na 400, słu
pni, stopień na 100 minut, minuta na 100 
sekund i t. d. Zatem póło krąg, i czwarta 
część okręgu, czyli 180" i 90", podług po
działu dawnego, odpowiadają 260% i 100", 
podług podziału nowego.

4. Twierdzenie.
Prostopadła  A B  do promienia AC, z koń- Fig. 5 

ca iego w yprow adzona , iest styczną z o- 
kregiem  kota.

Jakoż, poprowadziwszy iakąkolwiek po
chyłą BC, ta będzie dłuższa od promie
nia AC (I, 13); ;;atem punkt B będzie za 
kołem: w ięc liniia AB ma tylko ieden 
punkt A spółi/y z okręgiem koła , przeto 
iest styczną ( 11. opis. 6).

Wniosek. Stąd wypada, że promień AC» 
poprowadzony do punktu dotknięcia A, 
styczney A B , iest prostopadły do tey 
styczney.

— 29 ~
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5. Twierdzenie. 
lig. 6 P ro m ień  CD prostopadły do cięciwy AD, 

dzieli te  c ięc iw ę , i w sparty  na r.iey tuk 
A D n a  dwie równe części.

g o  poprowadziwszy promieniu AC, CB; 
poniew aż promienie te uważane w zglę
dem pr ost o pad ley CE, są Jiniiumi pochy
łem i równemi sobie; zatem są one rów no  
oddalone od ley prosto pad ley ( 1, 13), w ięc  
AE— EB. Nadto, poprowadziwszy liniie  
AD, DB; ponieważ prostopadła DE prze
chodzi przez środek linit AB, w ięc punkt 
D w zię ty  na tey prostopadłey iest równo 
oddalony od punktów A i B ( l ,  13. wnio.3), 
w ięc  liniia AD— DB: aże cięciw^ AD, DB, 
rów n e, ograniczają luki równo (3j, zatem 
luk ADs=d>B; czyli luk ADB podzielony 
iest na dw ie równe ozęśei.

Wniosek. Ponieważ środek C kola, śro
dek E cięciwy AB, i środek wspartego na 
niey luku A DB, są trzy punkta znaydu- 
iące się na iedney linii prostey CED pro
stopadłey do cięciw y A B / a do oznacze
nia położenia linii prostey dosyć iest mieć 
dwa punkta f i .  opis, IV); w ięc każda liniia 
prosta, przechodząca przez dwa ze w sp o
mnianych punktów’ , przechodzi i przez 

0 trzeci, i iest prostopadła do cięciwy. Za
tem  prostopadta  ze środka cięciwy w yp ro 
wadzona  , przechodzi p rze z  środek kota, i  
środek tuku ograniczaicicogo cięciwę.

6. Twierdzenie.
Fig. 7 w  każdem kole , dwa tuki P B , B A . , za~ 

w arte  miedzy styczna. P Q , a cięciwa do 
niey r.ówndhgfą E A , są równe sobie: ¿a- 
Aziez dwa tuki BAT, AIS , zawarte miedzy  

" (litiema ciemwami równolegtemi EA, MŃ, 
:> sit. równe miedzy sobu.
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Jakoż, poprowadziwszy promień X B pro
stopadły do cięciwy E A , ten będzie pro
stopadły i do cięciwy MN, równolegtey  
do AE (I, 19..wił. zatem przechodzić on 
będzie przez środek luku EB A , i środek 
luku MBN (5<): będzie w ięc luk E B = B A  
* tok M B ~B N  ; od dwóch pierwszych łu- , 
kóvv, odiąwszy dwa d ro g ie ,  pozostanie 
Juk EM— AN (pcw. III).

7. Twierdzenie.
K a t  ABC , zaw arty  miedzy styczną A B F,s- 

i cięciw a B C , y/m za miarą potowe tuku 
B (}, zawartego miedzy tego ramionami.

Bo poprowadziwszy promień E D , pro
stopadły do cięciwy BC, ten podzieli cię
ciwę tę w punkcie (), a iii,- BEC, w pun
kcie E, na dwie rów ne części (5). Popro
wadziwszy nadto promień B D , do pun
ktu dotknięcia B stycznęy., (en będzie 
prostopadły do styeżney AB (4. wnio.J; 
nakoniec punkta C i D  złączyw szy iini- 
ią CD: dwa tróykąty prostokątne BOD, 
COD, maiące bok OD spoiny, bok BO=d)C, 
są rów^ne sobie ( I ,  3 ) ,  a seatem iest kąt 
C B D = C , i kąt BDOz=ODC- Aźe kąt ABC 
z kątem CB.O, czyni kąt prosty; a w tróy-  
kąeie COD, kąt ODC z kątem C— CBD, 
czyni także kąt prosty (I, 25. wnio. 2); więc  
kąt ABC— ODC (I, 2 . w n io j:  kąta zaś ODC, 
tównego połowie kąta B D C , miarą iest  
połowią iuku BEC (3. vvn. 2), w ięc  i ką
ta ABC, zawartego styczną i oięciwrą, iest 
»»'¡arą połowa luku BEC, zawartego mię- 
nzy iego ramionami.

i tn iosek  I. K a t  D B F  wpisany w koło, F«g- 
ma za miarę potowe tuku \DF zawartego  
Miedzy iego ramionami. Bo kąt AEF, za-
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warty styczna AE i c ięciw ą FE, ma za 
miarę połowę luku E O F ; a kąt AED za
warty tąż styczną, i cięciwą ED , ma za 
miarę połowę luku E D ;  zatem kąt DEF,  
który iest różnicą tych dwóch kątów, mieć 
będzie za miarę .połowę różnicy dwóch 
łuków  E D F i ED, czyli połowę luku DF.

II. W szystkie kąty  DEF\ D B F , D C F , 
6e(lace w tym  samym odcinku D E B C F , 
sd równe sobie ; gdyż każdy z nich ma za 
miarę połowę łuku DF. 

wi%. io ID. W szystkie kąty  ABC, A DC, wpisa
ne w półkole A B  D C , są p ros te ;  bo każ
da z tych katów mu za miarę potowe pót-
okresu ABĆ. * * .

f i*  u  i  V. K ażdy kat ABC , wpisany w odcinek 
ABC większy od półkola  , iest os try ; a każ
dy kat A D C , wpisany w odcinek AD C  
mnieyszy od półkola , iest r o zw a r ty : bo
pierwszy z tych kątów, ma za miarę po
łow ę luku ADC mnieyszego od półokrę- 
g u , a drugi, połowę łuku ABC większego  
od póło kręgu koła.

Fig. 12 V. W  czworokącie A B C D  wpisanym  
w koto , dwa kąty B, D, sobie przeciwległe, 
wziete ra ze m , wazą dwa kąty  proste: bo 
kąt B ma za miarę połowę łuku ADC, 
a kąt D ,  połowę łuku ABC; aże te dwa  
luki razem w zięte składnią cały okrąg 
ABCD; w ięc dwa kąty B i D ,  maią za 
miarę połowę okręgu koła, zatem  ich sum
ma iest równa dwom kątom prostym.

8. Twierdzenie.

Fig. 13 W  kole, ką t B A D  maiący wierzchołek 
A miedzy środkiem a okręgiem k o ła , ma
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za miarę potowe tuku UJ), zawartego mie
d zy  {ego ramionami , wiccey potowa tutin 
J  O , zawartego miedzy przedłużeniami 
tych ramion.

Bo, poprowadziwszy cięciwę GM ró
wnoległą do F D ; będzie luk F G = D M  
( 6 ), i kąt B A D =BG M  (1, 19); zatem każ
dy z tych kątów mieć będzie ten sam luk 
za miarę : aże kąta wpisanego BGM iest
miarą luk BDM ( 7. wńio. 1 ), czyli luk  

•2 - 

B P ^.DM= B D 4 . F G . Y\ ięc i miarą kąta BAD 
2 2 2 2 

iest luk g D + F G ,
2 2

9. Twierdzenie.
K a t  R A D , maiący wierzchołek A za  ©*Fig.i4 

kr egiem hotd, , a obeymuiąCy ramionami 
swemi tuki B D , ( E , ma za  m iarę potowe 
różnicy tych tuków. • ; ’

Jakoż* poprowadziwszy cięciwę EF ró
wnoległą do AB; będzie luk B F = C E  (§), 
i kątFEDs=:BAD (1,19); zatem każdy z tych 
kątów mieć będzie ten sam luk za miarę: 
aże kąt FED wpisany, ma za miarę połowę 
luk ii F D  (7. w ni o. 1), który iest różnicą mię
dzy lukiem BFD a lukiem B F = C E , więc  
i kąt BAD ma za miarę połowę różnicy 
dwóch łuków BD, CE.

10. Twierdzenie ,
K ązdy wielokąt fo rem n y ABCD RFA  i5

ze hyć wpisany w ko lo , i  opisany na kole.
Bo lód, w ystaw iw szy  sobie, że punkt 

Q ió& środkiem  koła , którego okrąg pąpe- 
chodzi przez trzy punkta A, B, C; okaże- 
my, ze tenże okrąg przechodzi przez puń*
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kta D, E, F , wielokąta danego. Jakoż, z pun
ktu \0. spuściwszy prostopadłą OH do cięci
w y  BC i poprowadziwszy liniie AO,OBit. d. 
D w a czworokąty OABH, OHCD, położone 
ieden na drugim tak, aby bok OH miały  
śpólny, przystaną do siebie: iest bowiem  
kąt prosty OHB =  OHC, i bok H B = H C  
( 5 .)j zatem punkt C padnie na punkt 
B, a dla równości kąta C z kątem B, ia- 
ko w  Wielokącie foremnym, liniia CD w e ź 
mie kierunek A B , i punkt D padnie na 
punk A, gdyż C D = A B ; zatem lin iia  OD 
przystanie do linii OA, i będzie iey r ó w n a : 
aźe liniia OA iest promieniem, w ięc  iest 
n im i liniia OD; zatem okrąg kołaprzeydzie 
przez punkt D. Podobnie okazać można, że 
tenże okrąg prżeydzie i przez punkta E i F ,  
zatem w ie lokąt foremny ABCDEFA będzie 
w pisany w  koło / I I .  opis. V .;.

2re. Z punktu O, poprowadziwszy pro
stopadłe OK, OL i t. d. do boków CD,DE 
i  t. d. wielokąta; wszystkie te prostopadłe 

1 feędą równe sobie. Bo ponieważ boki B C ,  
ĆD, iąko w  wielokącie foremnym, są ró
w n e ,  w ięc i boków tycb połowy HC, CK 
(5-.)* będą równe między sobą. Zatem 
dw a trójkąty prostokątne HOC,CKO maią- 
cehok H C = C K , i bok CO spoiny, są równe  

więc bok O H =O K ; podobniedowieść  
m ożna, źe prostopadła O K =O L , i tak na
stępnie: w ięc z punktu Opromienieni OH, 
zakreśliwszy okrąg koła , ten dotknie się  
wszystkich boków 'wielokąta w  ich środ
kach , przeto okrąg ten będzie w pisany  
W wielokąt, czyli wielokąt foremny będzie 
opisany na kole.
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Uwaga. 1. Punkt O, ¡środek spólny k o l i  
wpisanego i opisanego na wielokącie fo
remnym, uważać można za środek tego 
wielokąta; i dla tego kąt AOR zawarty dwo- 
111 ,l promieniami do końców boku AB p0- 
pro w ad zonem i , zow ie się kątem środko
wym. A ponieważ w szystk ie cięciwy AB, 

i t. d- są rów ne, przeto wszystkie ką
ty środkowe, są równe między sobą; za- 
tctn wartość4* każdego z tych kątów w y-  
naydziem y, podzieliwszy 4 kąt}7 proste, 
Pl’Zez liczbę boków wielokąta foremnego.

II. Aby w  dane koło wpisać wielokąt 
foremny, o pewney liczbie boków, dosyć  
fest okrąg tego koła podzielić na tyle czę
ści równych, ile wielokąt ma boków, i 
punkta podziałów połączyć liniiauii pro- 
stemi. Bo z przyczyny łuków  ró w n y c h ,  
będą i c ięciw y AB, BC i t. d. r ó w n e /  za
tem wielokąt ABCJD . .b ę d z ie  równobocz
ny. A ¿e tróykąty OAB, OBC. . . .  prócz bo
ków7 AB, BC . .  rów nych, maią inne boki 
W  punkcie O schodzące s ię ,  równe pro
mieniowa koła , a zatem i między sobą ró
w ne; przeto tróykąty te są równokątne;  
a zatem w szystkie kąty ABC, B C D .. bę
dą równe; w*ięc wielokąt ABCD . . będzie 
foremny.

Chcąc np. w  dane koło w pisać kwTadrat, 
dosyć iest przez środek koła poprowadzić 
dw ie średnice do siebie prostopadłe, i koń
ce tych średnic połączyć liutiiami prostemi.

11. Twierdzenie.
Rok sześciokąta forem nego tepisanego 

w k o to , iest równy promieniowi tego kota.
Bo, uwazaiąc liniią AB za bok sześc io -F ig -** 

kąta foremnego wpijanego w* kolo; w  tróy-
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Itąció ABO zawartym, tym bokiem i dwoma  
promieniami AO, OB, będzie kąt AOB s z ó 
stą częścią 4 kątów prostych (10. uwag 1);  
czy l i ,  w ziąw szy kąt prosty za 1, będzie  
kąt AOB=|=ac|; aże dwa kąty pozostałe 
ABO, BAO, tróykąta równoramiennego 
ABO, czynią razem 2 —f, czyli |  (1,25 ), 
i są między sobą równe (I, 15) ;  przeto 
każdy z tych kątów iest =  |; więc tróy- 
kąt ABO iest równoboczny (I ,  25. wn. 5): 
zatem bok AB sześeiokąta foremnego w p i
sanego w  kolo , iest równy promieniowi 
tego koła.

Wniosek I. Chcąc wpisać sześciokąt fo
remny w  dane kolo, potrzeba promień tego 
koła przenieść sześć razy na iego okrąg , 
i punktu, iego podziałów połączyć limimni 
pro stem i.

Fig. 16 II. Maiąc wpisany w  koło sześciokąt 
foremny ABCDEF, ieżeli wierzchołki ie
go kątów A, E, C, połączymy liniiami 
prostemi AE, EC, CA, utworzy się tróykąt 
równoboczny AEC wpisany w  koto.

Uwaga. Ponieważ każdy wielokąt fo
remny może być wpisany w  koło , i opi
sany na kole (1 0  ;/ i im w iększa będzie 
liczba boków, każdego z tych wielokątów, 
tym się one bardziey będą zbliżać do 
koła, tak dalece: ze w ystaw iw szy  sobie 
dwa wielokąty foremne o nieskończoney  
liczbie małych bok ów , ie.rfcn wpisany  
W koło, a drugi opisany na niem , obwód  
każdego z tych wielokątów będzie nie
skończenie mało różnić się od okręgu ko
ła samego: idzie stąd, ze obwód wielokąta  
forewnego o nieskończoney liczbie małych, 
koków uważać można za okrąg ko ta , a sam
wielokąt za kolo.& *
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12. Zagadnie tńvj+
Dany kąt MAC podzielić na dwie ró-Fig. 17 

wne części
Z wierzchołka kąta A, iako środka ko

la* promieniem jakimkolwiek, kreślę tuk 
ppzecinaiący ramiona danego kąta w pun
ktach M i N, i prowadzę cięciwę MN, z pun
któw znowu M, N, iako środków, promie
niem w iększym  od potowy cięciwy MN; 
kreślę dwa tuki przecinające się w  pun
kcie O, i prowadzę liuiią AD, która po
dzieli kąt dany A na dwie równe części.

Bo każdy z punktów A i D ,  iest równo  
oddalony od końców cięciwy M N ; zatem 
liniia AD przechodzi przez środek tey 
cięciwy, i iest do niey prostopadła ( I,
13. wn. 3 ); podzieli w ięc tuk MN, a prze
to i kąt A maiący ten tuk za miarę, na dwie  
równe części (.5).

Tym samym sposobem można podzielić 
każdy z kątów BAD, DAC, na dwie ró
wne części, a przez tak następne podzia
ły, kąt dany A podzielimy na 4 ,  8 , J6 , 
i t. d. części równych.

Uwaga. Podobne wykreślenie służy do 
podzielenia da-nego luku na 2, 4, 8, i 4. d. 
czę ści równych.

13. Zagadnienie.
D any kąt p ro s ty  A GD, maiący za- mia~Fig. is  

re  tak AD, podzielić na t r z y  równe c/.eAcL 
cOd punktu A do S, przenoszę promień 

CA; będzie tuk viS— 60° ( l i  ), a pozosta
ły  tuk 0 8 — 30°. Przenoszę znowu ten 
sam promień od punktu D do E, będzie 
luk a pozostały luk E A =30*;
Zatem tuk SE iest także równy 30°.‘ ażę 
kąty I)C S , SCE , ECA, mierzone tukami

Biblioteka Cyfrowa UJK 
http://dlibra.ujk.edu.pl



równemi D S / S E ,  E A , są równe sobie 
(3, wnio. 2); więc dany kąt prosty ACD, 
iest podzielony na trzy równe części.

Uwaga. Co się tyczy ieometrycznego 
sposobu dzielenia kąta na trzy równe czę
ści zapomocą liniiatu i cyrkla, zagadnie
nie to, nie może być rozwiązane tylko 
w  niektórych szczególnych przypadkach; 

' a w innych, poprzestać należy na sposo
bie praktycznym , na satrtey tylko próbie 
opartym, który zręcznie wykonany, pro
wadzi do podziału dosyć dokładnego; i 
takiego sposobu używać się zw ykło  do 
dzielenia kąta na 5,7  i t. <1. części równych.

14. Zagadnienie.
Fig. 19 M aiąc dane dwa ka ły  .4. i  B, tróyką ta , 

znaleść kat trzeci.
Prowadzę liniią prostą nieograniczoną 

- D E F ,  i na tey przy punkcie jakimkolwiek  
E ,  kreślę kąt D E C =  kątowi A ,  i kąt 
C E H =  kątowi B ;  będzie kąt pozostały  
H E F ,  kątem tróykąta szukanym: bo tctrzy  
kąty w z i ę t e  razem, czynią dwa kąty pro
ste ( 1, 1 ).

15. Zagadnienie.
Fig.20 Maicie dane dwa koki U i C , tró yk ą ta ,  

i  ką t A temi kokarni z a w a r ty , wykreślić  
tróykąt.

Prowadzę liniią nieograniczoną D E ,  i 
na tey przy punkcie jakimkolwiek D ,  
kreślę kąt EOF— kątowi A ,  biorę liniią 
1>G— B, D ll=rC , i prowadzę liniią GH; 
będzie tróykąt DGH szukany ( i,  3).

16. Zagadnienie.
F ig - 21 Maicie dany bok tr ó y k ą ta , i dwa kąty  

p r z fJ tym  koku lezące , wykreślić tróykąt.

— 3S —
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Prowadzę liniią DE równą bokowi da- îg ai 
U0inu tróykąta, i przy punkcie D, kreślę 
kąt E D F  równy iednemu , a przy punkcie 
E kąt D E G , równy drugiemu z kątów da
nych ; dwie linie D F , EG przetną się  
z sobą wr punkcie H ,  utworzy się w ięc  
tróykąt DH E żądany ( 1, 4 ) .

17. Zagadnienie.
Z  trzech danych liniy A, B , C, wykre

ślić tróyką t.
Prowadzę liniią D E = A ,  i z punktu E Fis*a i, 

tako środka, promieniem równym linii B 
kreślę lu k , a z punktu D promieniem ró
wnym linii C kreślę luk drugi; od pun
ktu F  przecięcia się tych luków, do pun
któw D ,  E ,  prowadzę liniie F D ,E E ;b ę -  
dzie tróykąt D E F  szukany ( 1, 9).

18. Zagadnienie .
Znaleść środek danego kota.
Biorę na okręgu koła trzy iakiekolwiekF‘g-23 

punkta A, B, C; prowadzę liniie AB, BC ,  
i te dzielę na dwie równe części w  pun
ktach D i E; z punktów tych poprowadzi
wszy prostopadle D F ,  GE do liniy AB, 
fiC; punkt przecięcia się 0 , tych prostopa
dłych , będzie środkiem kola szukanym

wnió.)’.
Uwaga. To samo wykreślenie s łuży do 

poprowadzenia okręgu koła przechodzące
go przez trzy punkta dane A, B, C, tudzież 
do opisania tróykąta ABC kołem.

19. Zagadnienie.
P r z e z  punkt dany poprow adzić  styczna  Fig. 24 

do okręgu kota danego.
lod. Jeżeli punkt dany A iest na okręgu 

°ła , wtedy poprowadziwszy promień CA,
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a 7j punktu A j prostopadłą DA da promie
nia CA ybęflizie prostopadła ta styczną żą
daną ( i ) ,

2re.‘ Jeżeli punkt A iest za kołem, wte
dy z łączyw szy ten punkt ze środkiem C 
koła danego, liiiiią CA, dzielę ią w pun
kcie O na dwie równe części; z punku O 
iako środka, promieniem OĆ kreślę okrąg, 
■przecinający okrąg danego koła w pun
ktach B, D ,  i prowadzę łiniią AD, która 
będzie styczną żądaną.

J8o poprowadziwszy łiniią CD, będzie 
kąt CD A w  półkolu prosty (7. wn. 3),  
zatem liniia AD iest prostopadłą z końca 
D  promienia CD wyprowadzona, w ięc  iest 
styczną (5 ) .

R O Z D Z 1 A Ł  VI.
O M IE R Z E N IU  P O W IE R Z C H N I.

O p  i  s a n i a-

I. Do mierzenia powierzchni używa się  
zwyczaynie kwadratu , który, gdy ma bok 
ieden równy długości sążn ia , łokcia, sto
p y , cala i t. d. nazy wa się sążniem kwn- 
d ra ło w ym , łokciem, kw adra tow ym , stopą  
kw adratow a , calem kw adratow ym  i t. d.

Mierzyć zatem iakąkolwiek powierzch
n ią ,  iesito dochodzić ile razy mieści się 
w  niey kwadrat za miarę czyli iedność 
wzięty.

25 n . Wysokością równoległoboku  
albo tróykąta A BO , nazywa się prosto
padła BE , /  w ierzchołka któregokolwiek  
kąta B, na bok przeciwległy AD, przedłu-
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żony ieżełi tego potrzeba, spuszczona. Ten 
bok AD zow ie  się podstawą  równoległo- 
boku , albo tróykąta.

III. W prostokącie, bok iego iest razem 
wysokością.

IV. Wysokością trapeza ADBC, nazywa*^.20 
S!? prostopadła DE, spuszczona z wierz
chołka któregokolwiek iego kąta D, na 
bok przeciwległy AC zwany podstawą.

V. D w ie  figury, różne co do kształtu,
'cez równe sobie co do powierzchni, na- 
syw aią  się figurami równowaznemi. I tak, 
bolo ino ze być rów now ażne kwadratowi,  
Iróykątowi, prostokątowi, i t. d.

Nazywać zaś będziemy zaw;sze figura
mi równeini te tylko, które położone, ie- 
dna na drugiey, przystaią do siebie w e  
w szystkicb swoich punktach: takieini figu
rami są np. dwa tróykąty inaiące trzy bo
ki odpowiednie równe, dwa kola równych  
promieni, i t. d.

20. Twierdzenie,
Dwa równolegtoboki ABCD, ABEF, ma- Fig. 27 

iąca tez same podstawę AB, i spoina w y 
sokość Z/ A, są równoważne.

Bo w  równolcgłobokach ABCD, A B E F,  
mst bok AD==CB, bok A F=rBE(W IV .op.3),  
nadto iest bok D C = A B  i bok E F  =  AB , 
^ateni bok DC— EF ( pcw. l.J; gdy zaś od 
bnji DE, odeymiemy każdą z liniy I)C,
EE, pozostanie liniia CE— DF ( pew. III): 
dvva więc tróykąty DAF, CBE, maiące trzy 
boki odpow iednie równe trzem bokom, są 
i°w n e  sobie ( 1, 9). Aże gdy od czworo
kąta ABED, odeymiemy tróykąt CBE, po

zostanie rownoległobok ABESJ; i gdy od
8oz czworokąta ABCD, odeymiemy tróy-

6
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k$ DAF, pozostanie równolcgłobok ABEF, 
róvvnv co do powierzchni równoległo boko
w i AB CO ( pcw. III.); w ięc dwa równole- 
głobnki, iedney podstawy, i iedney w y so 
kości, są równoważne.

Wniosek 1. Każdy równolcgłobok AC 
(fig. 27 bis.), iest równoważny prostoką
towi AE, niaiacenm tęż sarnę z nim pod
stawę AB, i tęż sarnę wysokość AF-

Wniosek  II. Dwa prostokąty równey pod
stawy i w y so k o śc i , są równe sobie.

21. Twierdzenie
Fig- 28 KcTŹdy tró yk a t ABC, iest potową równo- 

legtoboku ADRCy raniącego z nim te  sam ę  
podstawę ACy i wysokość spoina RX.

Jakoż'z natury równoległoboku AB, iest 
bok D B = A C , bok A D =B C ; zatem dwa  
tróykąty ADB, ACB, maiące nadto bok 
spólny A B, są równe sobie (1,9): aże te 
tróykąty razem w zię te ,  skiadaią rów no-  
ległobok cały AB; w ięc  każdy z tróyką- 
tów  A DB, ACB, jest połową równolcgło- 
boku AB.

Wniosek I. Tróykąt ABC, iest połową  
prostokąta EC, maiącego z nim tę sarnę 
podstawę AC, i spólną wysokość AE; gdyż 
prostokąt EC iest równoważny rów nole-  
głobokowi AB Cl O. wnio. I).

Wniosek  Ib Ponieważ równolcgłobok i 
maiąće tęż sainę podstawę i w ysok ość ,  
są równoważne (20); a tróykąty tey sa- 
mey podstawy i w y so k o śc i , co i równo- 
ległoboki, są ich połowami; w ięc  wszyst
kie tróyką ty  maiące równe p o d s ta w y , i  

równe wyso  iości > są równoważne.
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22. Twierdzenie.
Powierzchnia iakiegokolwiek prostoką tam i  29 

ABCD, iest równa iloczynowi z tego p o d - 
stawy f íe ,  p rze z  tcysokośc AB.

' Przypuśćmy naprzykład, ze łokieć 
Wzięty za iednosć Jiniiową, mieści się 4 
razy w  podstawie BC, a 3 razy w w y so 
kości AB, prostokąta AC. Przez punkta 
podziałów E, G, poprowadźmy względem  
BC, liniie równoległe E F ,  GH; te podzie
lą prostokąt AC na trzy prostokąty AF,
E H ,  G C , równe (20. wn. 2): przez pun
kta znow u podziałów I, L, N, poprowadź
my względem wysokości A B , li ni ie ró
wnoległe JK, LJVÍ, NO; te podzielą każdy 
z prostokątów A F ,  E H , GC, na tyle łok
ci kwadratowych, ile iest podziałów w pod
stawie BC, to iest na 4. Aźe dla otrzym a
nia liczby kwadratów za w a r ty ch  w ca
łym prostokącie AC, potrzeba liczbę k w a
dratów zamkniętych w  iednym prostoką
cie GC, powtórźyć tyle razy, ile iest po
działów w  wysokości AB, to iest razy 3; 
zatem powierzchnia prostokąta AC, zamy
kać będzie 4 łokcie kwadratowe w zięte  
razy 3, czyli 12 łokci kwadratowych:  
Więc taż powierzchnia wyrazi się ogólnie 
przez iloczyn z BCX ^B (*).

O )  JYhSwi się tylko przez skrócenie, zc powierzchnia p r o 
stokąta iest rów na iloczynowi z iego podstawy przez, 
wysokość: gdy£ właściwie należałoby pow iedzieć, 
ze pow ierzchnia  pros tokąta  iest rów na pew ney 
liczbie kwadratów, rów nych  ustawionych na i e 
go podstawie, albo na wysokości, tyle razy w zię
tych, ile ra zy  mieści się bok iednego z tych  

j f .  kw adra tów  w wysokości, albo w podstawie p ro 
stokąta.
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Uwaga. Ten sam sposób dowodzenia siu- 
zy  i na przypadek, w którym iednośe za 
miarę w zięta nie mieści się zupąlnie 
w  podstawie , albo w  wysokości prosto
kąta. Bo dayiny np. ze ta iednośe mieści 
się w  podstawie BC, razy 3§, » w w ysoko
ści AB, razy 4. Poprowadziwszy rów no
legle względem BC i AB; prostokąt AC po
dzieli się na 12 kwadratów równych, i 4 
prostokąty E li ,  FE, GM, I:IC, które są ró
w ne między sobą: gdy z każdy z tych pro
stokątów ma podstawę równą bokowi E F  
kwadratu, a w ysokość=sE IF=|; te 4 pro
stokąty razem w zięte, są równe jednemu 
kwadratow i maiącermi za bok EF; w ięc  
prosii kąt AC z w ie r a ć  będzie 13 równych  
kwadratów', toiest liczbę taką, iaka wFy- 
pada z pomnożenia 4 przez 3£.

Wniosek  I. Jeżeli prostokąt AC iest kw a
dratem, toiest, iezeii podstawa BC iest 
równa wysokości AB, wtedy powierzch
nia tego prostokąta będzie równa iloczyno
w i z BCX BO— b c 2

Wniosek 11. Powierzchnia  iakiegokolwiek 
rówuolegfohohu AC (.fig- 27. bi s ) ,  równa  
iest iloczynowi z iego podstawy AB, p rze z  
wysokość AF. Bo równolegiobokj AC iest 
rów now ażny prostokątowi FB, maiącemit 
tę sarnę z nim podstawę AB i spoiną w y
sokość AF (20. wrn. I ) ; aze ten prostokąt 
iest równy A 8 X ^ F ,  zatem będzie irówno- 
legtohok AC— AB X AF- 

Fig. 28 Wniosek III. Powierzchnia iakiegokol
wiek tr ó y k a ta  ABC , iest równa iloczyno
w i z podstaiby AC, p r ze z  potowe wysoko
ści U X  tróykata* Bo tróykąt ABC iest po * 
Iową równolegtoboku BA, tey samey z nim

/
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podstawy, i wysokości (21)); acze równole- 
giobok BA =A C X BX , więc będzie tróy- 
kąt A B C =IX A C X B X =A C X B X .

" 2
Wniosek  IV. Oznaczywszy powierzchnie  

dwóch równolegtoboków przesz B, r, pod
stawy przez F, p, wysokości przez W, w; 
będzie 11 — F )(  W, r = p  X WJ czyli B : r =
P X W: p X vv* Ztey proporcji, przypuści
w szy  w  niey P =  p, i podzieliwszy drugi 
stosunek przez F, wypada /?: r = W :  w;
to ie s t , ze równolegtoboki mąiace równe 
podstawy, mai a sie do siebie iak ich w y 
sokości. 7a tcy samcy proporcji, przypu
ściw szy  w  niey \Y = w ,  i podzieliwszy dru
gi stosunek przez W, w ypada B: r=P: p; 
toiest: i e  równolegfoboki równey wysokości 
maia sie do siebie iak ich podstawy.

Wniosek  V. Ponieważ trójkąty są po
łow am i równolegioboków, tey s a niey z nie
mi podstawy i wysokości ; a połow y są do 
siebie w  tym samym stosunku, co ich cało
ści : więc tró y k a ty  równey podstaw y , maia  
sie.c
row  
ich

Powierzchnia trapeza  A B  D C , test ró  Fig. so 
w na iloczynowi z iego wysokości AF, p rze z  
potowe summy boków AB, CD równoległych’, 
albo równa iloczynowi z te y  samey wyso
kości , p r ze z  liniia  taczaca środki dwóchf t t C 7 c _ #
bokoir AC, BD nierównolegjych.

Bo lód. poprowadziwszy przekątną AD, 
ta podzieli trapez na dwa trój kąty ABD, 
ACD, z których p ierw szy iest— AB X AF

(22 wm 3), a drugi— CDX A F ; zatem surn-

— 45 —

do siebie iak wysokości; a tróyka ty  
nych wysokości, m aia sie do siebie iak  
podstawy.

23. Twierdzenie
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ma tych dwóoh tróy kątów, czyli powierz
chnia trapeza ABDĆ icst =» AB X ^  +

CD X A F = A F (A B  +  CD).
' 2 , 2

2re. przez środek O, bokuBD, poprowadź
my GK równoległą do AC, i przecinającą 
przedłużony bok AB w  punkcie G; nadto 
poprowadźmy ŁO równoległą do CD; będą 
czworokąty ALOG, LCKO, równolegioboka- 
mi (1,20. wn. 2). Aże z równości d wóh tróy- 
kątów BOG, KOD, maiących bok BO— OD 
z wykreślenia, kąty przy O wierzchołkiem  
przeciwległe równe, i kąty GBO, ODK na- 
przemianległe równe, wypada f i ,  4), bok 
B G = K D ,0 G — OK, a w równoległobokach  
AO,LK, iest O G =A L,i OK=LC; zatem A Ł =  
LC(pew.-I). Więc liniia LO przechodzi przez 
środki dwóch boków AC, KGrównoległych. 
A ponieważ taź liniia L 0=A G =3C K ; zatetn 
L 0 = A G  +  C K = A B + B G  +  C K = A B  +  CD, 

2  2 2  '  

gdyż B G = K D . Okazaliśmy zaś , że po
wierzchnia trapeza ABDC=AFXfAB-f-CD),

2 .

przeto taż powierzchnia w yrazi się ie- 
szcze przez AF Xk<0;to ie s t , przez iloczyn  
z wysokości trapeza przez liniiąłączącą  
środki dwóch iego boków nicrównoleglych.

Uwagar. Chcąc doyść powierzchni w ie 
lokąta o iak ieykolwiek liczbie boków, na
leż} go podzielić na tróykąty, przez prze
kątne, albo przez iin iie  poprowadzone od 
punktu wewnątrz wielokąta obranego, do 
w ierzchołków  wszystkich iego; kątów , i 
doyść powierzchni każdego z tych tróyką- 
tów; a wzięta summa powierzchni tróykątów 
w szy stk ich , będzie szukaną powierzchnią 
wielokąta danego.
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24. Ttcierdznie.
Powierzchnia wielokąta forem nego Fit 

AliCD E , issf równa iloczynowi z tego ob
wodu p rze z  potowe prostopadfey O H  
spnszczoney ze środka O w ie lokąta , na bok 
iego którykolwiek BC.

Bo tróykąt BOC=BC X 0  II (22. wnio. 3J;
2

tróykąt C O D = C D X O Ii;  aze prostopadła
2

OH=r.OK (1 0 ) ,  w i ę c  summa tych dwóh tróy-
kątów hędzie=:( BC-f-CD) X OH* W ynay-

2

dziemy podobnie powierzchnie tróykątów 
I>0E , EOA , AOB. A zatem summa tróy
kątów składających wielokąt całyABCDEA, 
czyli iego powierzchnia, ma za miarę 
( B 0  +  CD +  D E + E A  +  AB)X OH ; toiest,

2

równa się iloczynowi z obwodu wielokąta,  
przez połowę prostopadłey spuszczoney z ie
go środka na bok wielokąta którykolwiek.

Wniosek  I. Powierzchnia kota równa  
ie st iloczynowi z iego okręgu p r ze z  poto
we promienia. Bo koło uważać można za 
Wielokąt foremny o nieskończoney licz
bie małych boków (II. Uwaga). Aze w  ta
kim wielokącie prostopadła spuszczona 
z iego środka, na bok iego którykolwiek, 
nie różni się od promienia, a obwód od 
okręgu koła; więc powierzchnia koła ma 
za miarę iloczyn z okręgu przez połowę 
promienia.

W niosek II. Powierzchnia wycinka ko- 
to we g o , równa iest iloczynowi z tuku stu- 
zącego za podstawę wycinkowi, p rze z  po
towe promienia kota. Bo wycinek uwalać

—  4 7  —
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można iako złożony z nieskończonej licz
by tróy kątów, mających za podstawy iuki 
wycinka, a za wysokość promień iego 
koła.

Fig. 23 Uwaga . Gdy od wiadomey powierzch
ni wycinka AOBG odeymiemy powierzeń - 
nią -trójkąta AOB, otrzymamy powierzch
nią odcinka AGB.

25. Zagadnienie.
Dany wielokąt zamienić na tró yk a t  ie- 

mu równoważny.
Fig.32 Niech naprzykład, danym wielokątem  

będzie pięciokąt ABCDE. Poprowadźmy 
przekątną EC, a przez wierzchołek D  t r ó j 
kąta D E C , liniią D F równoległą wzglę
dem podstawy E C , i przecinaiącą prze
dłożony bok AE w punkcie F : ciwa trój
kąty FE C  , DEC, maiące spoiną wysokość, 
i tę sarnę podstawę, będą równowa
żno (21. wiiip. 2). Do każdego z tych tróy- 
k ątów , dodawszy czworokąt ABCE , bę
dzie czworąkąt ABCF , równoważny pię
ciokątowi ABCDE (pew. 2). Jeżeli znowu 
poprowadzimy przekątną BF, i zrobimy 
wykreślenie podobne poprzedzającemu, 
okażem y tym samym sposobem, że tróy- 
kąt GFC iest równoważny czworokąto
wi ABCF, a zatem i pięciokątowi ABCDE. 
Sto-suiąc to samo rozumowanie do jakie
gokolwiek w ielokąta , i za każdem wy* 
kreślenrein liczbę iego boków zmnieysza- 
iąc iednyin, przyjdziem y do tróykąta ró- 
wboważnego wielokątowi.

jP rzyk łady .
I. Znalesć powierzchnią prostokąta ma

jącego podstawę =  21, 37 łok. a wyso- 
k o ść= 9 ,  24 łok.
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Powierzchnia szukana będzie—21, 37 X  
9, 24 s=-197, 4588 łokci kw. (22).

II. Znaleść powierzchną tróykąta ma
jącego podstaw ę=4§ lok. a wysokosć=r3Iok;

Powierzchnia szukana będzie =  f  X 4? =  
7 łok. kw. ( 22- wn. 3).

III. Znaleść powierzchnią równoległo- 
boku, którego podstawa ma 6 sążn i, 4 stóp, 
5 cali i 6 l in iy ;  a w ysokość zawiera 4 
sążnie, 5 stóp, 8 cali i 9 liniy.
Poniew aż sążeń kw. ma 36 stóp kw* 
Stopa kw. zamyka 144 cali kw.
Cal kw . ma 144 liniy kw.
Lin¡¡a kw. zawiera 144 punk. kW* i t. d. ^

Więc wysokość 4 sążni, 5 stóp, 8 cali i 9 
liniy wyrażona w  liniiach, będzie 4281

Podstawa 6 s ą ż n i ,  4 stóp,
5 cal i, 6  l in iy ,  w y r a ż o na w  lin. 5826

Stąd i loczyn . • * 2 4 9 4 1 1 0 6 lin kW.
P odzie liw szy  ten iloczyn przez 144, wypa

dnie na iloraz 173202 cali kw. i 18 lin. kw.
Podzieliwszy znowu 173202 przez 144, 

w ypadnie 1202 stóp kw. i 114 cali kw.
Podzieliw szy  na koniec 1202 przez 36, 

wypadnie 33 sążni k w . i l 4  stóp kw.Zatem  
szukana powierzchnia rownolegioboku iest 
równa 33 sążni kw. II stóp kw. 114 cali 
kw. i 18 liniy kw .

K O N IE C  X1ĘC1 D IttlCI]łV;

7
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X I E G A III.Cf

R O Z D Z I A Ł  VIL

O P O D O B IE Ń ST W IE  F I « t « .

O p i s a n i a

I. D wie figury są podobne, gdy maią ką
ty odpowiednie równe, a boki odpowiedne 
proporcyonalne. Przez boki od powiędnę 
rozumieią się te, które maią iednakowe 
położenie w obu figurach, czyli które są 
przyległe kątom równym.

II. D w ie  figury równe są zaw sze p o 
dobne, lecz dwie figury podobne mogą być 
wcale nierówne.

1. Twierdzenie.
Tabl. 3.
s-ig. i- W  tró y  kacie A B C , lin iia  D E  poprow a

dzona równolegle do podstaw y B C , p rze 
cina boki AB, AC, proporcyanalnie; to iest, 
będzie AD: D B — AE: EC.

cJakoż dwa tróykąty BDE, CED, stoiące 
n a  iedney podstawie D E ,  i maiące spólną 
w ysokość, gdyż ich wierzchołki B, C, znay- 
duią się na iedney linii BC równolegtey do 
podstawy DE, są równoważne (U, 21. Wn.2J, 
D w a znowu tróykąty ADE, BED, maią
ce w ie r z c h o łe k  spólny w  punkcie E, a 
podstawy na fioii AB, maią iedną w yso 
kość, są z ate 0» do siebie iak ich podstawy 
AD, DB (II, fl%  wn. 5); toiest, ma się  tróy-
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kąt A D E . BEDc=AD: DB. Dla podobney 
przyczyny fcróykąt ADE: CDE — AE: EC; 
aże tróykąt BDE— CDE, w ięc dwa pier
w sze  stosunki tych dwóch proporeyy są 
rowue, zatem sa równe i dwa drugie, to- 
iest jpm sie AD: DB— AE: EC,

W niosek  I. Ponieważ iest AD: D B =A E :
EC, więc, sktadaiąc w y ra zy  tey propor- 
cyi, będzie A D + D B : AD =  AE - f  EC: AE, 
cscyli AB: AD— AC: AE; tudzież AB:BD== 
AC: CE.

Wniosek II. Dwie lin iieproste  A B,CD ,prze- f w 
ciete równotegtemi AC, EF, OH, i t- VLt  
podzielone na części Vy%*N**cne-i to iest,
ma się AF: C F — EG: F H = G B : HD. Bo 
przedłużywszy liniie AB, CD do ich zey- 
scia się w  punkcie O: w  tróykącie OEF, 
ponieważ bok AC iest r ó w n o le g ły  do E F ,  
w ię c ,  podług w  ni os Uri p op rzed zającego ,  
będzie OE: O F=A E : CF; podobnie w  troy- 
kącie OGH, ponieważ bok E F iest równo
legły do GH, będzie GE: OF— EG: F H ;  
z tych dwóch proporeyy, z przyczyny spol
nego stosunku O E rt)F , wypada AE: C F =  
EG: FH. Podobnie okazać można, że iest  
EG: F H = G B : HO, i tak następnie.

2 Twierdzenie odwrotne.
Jeżeli lo k i AB, AC tró yk a ta  ABC, p r z e ' FJg 

ciete sa proporcjonalnie p rze z  lin iią  D E , 
to ies t, ze tak  sie ma AD: DB=zAE: E C ; he- 
d z i e liniia DE°równoległa do podstaw y BC.

Bo ieżeli liniia DE nie iest równoległa  
do BC, niech taką będzie inna jakakol
w iek  liniia DO; w tern przypuszczeniu,
*ta mocy twierdzenia poprzedzającego bę
dzie AD: D B =A O : OC. Aże z ząłożenia
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iest AD: DB— AE: EC, w ięc z przyczyny 
spólnego tym dwóm proporcyom stosun
ku AD: BD, wypada AO: OC===AE: EC; 
aze ta proporcya iest fałszywa; iest bowiem 
A E > A O , kiedy EC <O C ; więc i to przy
puszczenie, ze liniia DO iest równole
gła względem BC, mieysca iniec nie może; 
zatem liniia DE iest równoległa do BC.

3. Twierdzenie. 
fi 3 W troijkącie A B C , liniia- A O, dzielącą  

kat A na dwie równe części, dzieli i pod 
stawę CB na dwa odcinki BD, CD, p ro -  
po i y analne do koko w A tj>, AC, to iest, ke- 
dzie BIJ: J>c— AJJx Ą ¿i

Jakoż przez punkt C, poprowadziwszy  
CE równoległą do AD, tak aby spotyka
ła przedłużony bok BA w  punkcie E; 
w  tróykącie BCE, ponieważ AD iest ró
wnoległa do CE, będzie BD: D C =
BA: AE (!•). Aze tróykąt ACE iest równo
ramienny ; bo z przyczyny Jiniy rów no
ległych AD, CE, przecięty cii Jiniiami AC, 
BE, iest kąt EC A^C A D, i kąt AEC==BAD 
( I, 19J'f iest zas kąt C A D =B A D  z zało
żenia , zatem kąt 'ECA==AEC (pcw . I); 
w ięc bok A E — AC (1,15^1; w ziąw szy  więc  
AC za AE w proporcyi powyzszey, bę
dzie BD: DC— BA: AC.

i. Twierdzenie.
Fig. 4 Jeżeli dwa iró yk a iy  A BC, AFG, są równo- 

kątne , tnuiąi koki odpowiedne proporcjonal
ne , a tern Samem są podobne; toiesp iezeli
k a t A- ~A . iJ—■ l ’, C— Cl, le d z ie  ¿n/, a n
AJF=ĄC: A G = B C : F G : /  AB:

Bo w ystaw iw szy sobie, ze tróykut AFG 
iest położony na trójkącie. ABC tak, aby
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punkt A padł ia A, a bok AF poszedł 
po boku AB ; dli równości kątów A, A, 
póydzie i bok Ajr po AC; a /e  kąt F==B 
z Założenia, wici liniia FG iest równo
legła do BC (I, l8 j; przecina zatem boki 
AB,AC proj/orcyoialr.ie fł.wn), toiest będzie 
AB: AF— A C : AC Lecz poprowadziwszy  
GH równoległą cb AB, będzie AC: AG—
BC: BH ( I wn.); Mice, z przyczyny spóinego 
tym dwom projnrcyom stosunku AC: AG, 
będzie A B :A F =B 0 BH czyli FG (1,2 0 '; więc  
dwa tróykąty AIC, AFG równokątne, 
maią boki odpowbdne proporcyonalne , za
tem są podobne (I opis. 1).

Jfrniosek. Aby lwa tróykąty były po
dobne, dosyć iest iby miały po dwa kąty 
odpowiednie równe; bo w tym razie i kąt 
trzeci jednego, bęnzie równy k ą t o w i  trze
ciemu drugiego tjóykąta (I, 25. wn. 3^, 
zatem takie dwa tróykąty są podobne.

Uwaga. Widzimy tli, ze w tróykątach 
podobnych boki odpowiędnę AB, AF, są 
przeciwległe kątom równym C, G; toz 
samo iest z i linem i bokami.

5. Twierdzenie.
Dwa tróyką ty  ABC , DE/Ą maiące boki, Fig. 5 

odpowiedne proporcyonalne , są podobne: 
to ie s t , iezcli m asie  BC: F F = a B : DlE—
AC: D F \ bedzie tróy  kąt ABC równokątny 
i podobny trókąlow i DBF.

Przy punkcie E wykreślmy kątFEG— B, 
a przy punkcie F kat E F G = C ,  będzie 
pozostały kąt G = A  f I. 25. wnió. 3 ) ,  i 
tróy kąt EFG będzie równokątny z trój
kątem ABC; więc podług twierdzenia po
przedzającego będzie BC: E F = A B : EG: 
a*e z załozenią iest BC: E F = A 8 :  El>; w«?.«
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AB: EG=AB: D E ; zaten EOł-DE. Nad
to, iest ieszcze podług frgoz twierdzenia, 
BC: EF=sAC:FG; a z zaozenia inamyBC: 
E F ^ A C : DF. więc AC: fG =A C: DF; stąd 
F G = D F :  zatem dwa trójkąty EGF, D EF,  
są równe solbie (I, 9). L:cz z wykreślenia 
tróykąt EGF iest równckąlny z tróykątem 
ABC, w ięc i trójkąt D5F iest równoką- 
tny i podobny tróy kątowi ABC.

Uwaga. Z tych dwócł twierdzeń w idzi
my, ze w tróy kątach z równości kątów  
wypływa [) r o porcy o u a I mś ć ich boków; 1 
naodwrót, za proporcjonalnością boków 
idzie równość ich kątów,tak zeieden z tych 
dwóch warunków iest dostateczny dla po
dobieństwa tróykątów . Lecz nie iest toz 
samo w figurach ograniczonych więcey niz 
trzema bokami, iak to nayłatwiey w idzieć  
można na kwadracie porównywanym z pro
stokątem, w  których, lubo kąty wszystkie  
iako proste są równe, boki iednak około 
tych kątów lezące nie są propocyonalne: 
w ięc aby figury więcey niz trzy boki ma- 
iące były podobne, potrzeba aby miały  
kąty równe, i boki około tych kątów le
zące proporeyonałne.

6. Twierdzenie.
D wa tróyka ty  maiace po iednym kacie 

równym , zaw artym  m iedzy bokami p ro  - 
porcy analne m i, są podobne.

F»g* 4 Jakoż niech będą dwa fróykąty ABC, 
AFG, maiące kąt A spólnj', i boki około 
tego kąta proporcjonalne, toiest AB: AF — 
AC: AG. Ponieważ ztey proporcyi vvvna- 

'da , ze bok FG iest równoległy do BĆ (2 ): 
w ięc kąt A F (j= B , kąt A G F = C  ( 1, 19), 
zatem dwa trójkąty ABC, AFG są podo
bne (4. wnio.j.
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7. Twierdzenie.
Dwa tróyką ty  maiące lo k i odpowiednie 

rów nolegle , albo do siebie prostopadle  , są 
podobne.

Gdyż lód. w  dwóch tróykątach ABC,DEF,Fis- 6 
leżeli bok AC iest równoległy do EF, a 

BC do DF, bęózie kąt C—F, (1,21); 
nadto, jeżeli bok AB ieśt równoległy 
do ED, będzie kąt A = E ;  więc dwa tróy
kąty ABC, DEF, są podobne (4. w n io .)

2re. w  dwóch tróykątach ABC, DEF,rig. 7 
niech bok DE będzie prostopadły do AC, 
kok D F do AB, a bok E F do BC. Prze
dłużmy boki tróy kąta D EF, do spotkania 
s *ę z bokami tróykata ABC, w  punktach 
k* H, G. W czworokącie AKDH, ponie
w aż cztery kąty wewnętrzne razem w zię 
te ważą 4 kąty proste (l, 26); są zaś dw a  
kąty K, H , p.roste, więc dwa pozosta łe  ką
ty KAH, KDH, będą równe summie dwóch 
kątów prostych. Lecz dwa kąty przyległe 
KDF, KDH, są także rówi^e summie dwóch  
kątów prostych, w ięc kąt K D F = K A H  
(1, 2 . wn.). Podobnie okazać można, że kąt 
D F E = B ,  i kąt D E F = C ; więc dwa tróy- 
kąty ABC, D E F są równokątne, a przeto 
podobne. )

Uwaga. W pierwszym przypadku boki 
równoległe AB, D E ... a w  drugim boki 
do siebie prostopadłe AB, D F . . .  są od- 
powiednemi.

8. Twierdzenie.
W  tróykącie ABC , lin iie AF, A G .. iak- Fig. s 

Półwiek poprowadzone od wierzchołka A  
do podstaw y B C , dzieła te  podstaw ę , i  
lin iią  do niey równoległą D E , na części 
proporcyonalne; to iest, będzie DJ: BF=^fJC 

*Q =cK L: G l ł . ..
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Jakoż, ponieważ liniia DJ iest równole
gła względem B F , więe dwa tróykąty 
ABF, ADJ maiąkąt B:=ADJ,kąt BFA==AJD 
(1,19), zatem są podobne (4- wn.), i daią 
AF: AJ==BF: OJ. Dla podobncy przyczy
ny, będzie AF: AJ— FG: JK; zatem z przy
czyny spólnego stosunku AF: AJ, będzie 
BF: DJ — FG: JK. Podobnym sposobem 
znaydzicmy, ze iest FG: JK =  GH: KL, 
i t. d. zatem liniia DE w punktach J, K,L, a 
podstawia BC, w  punktach F, G, II, po
dzielone są proporcyonalnie.

9. Twierdzenie.
Fig. 9 W  tróykącie prostokątnym  A B C , iezeli 

% w ierze kotka kata  prostego A, spuścimy 
prostopadtą  AD, naprzeciw prostokątną BC:

lód. dwa tróyką ty  A B D , A D C  bedą 
podobne sobie i  catemn tróyką tow i ABC.

2re, ram iona A B , AC, ka ta  prostego , 
beda średnioproporcyonalne m iedzy p rze - 
ciw prostokątną BC a odcinkami im p r z y - 
legtem i BI), DC;

3cie. Prostopadfa A D , bedzie średnio- 
proporcyonalna m iedzy dwoma odcinkami 
B D , D C .

Bo lód. dwa tróykąty BAC,BAD, maiąc kąt 
B spólny, kąt prosty BOA — BAC, a za
tem i kąt trzeci BAD=d$CA, są równokątne 
i podobne. Dowiedlibysbny podobnie, ze 
tróykąt OAC iest podobny tróykątowi BAC; 
a zatem i tróykąt DAC będzie podobny 
tróykątowi BAD; wszystkie w iec trzy 
tróykąty są podobne sobie.

2re. ponieważ tróykąty BAC, BAD są 
podobne, więc maią boki odpowiedne  
proporcyonalne, toiest, będzie BC: BA
BA: Bf) (Ilf.opis.I). Dla podobieństwa zrio-
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AC: DC; więc każdy z boków BA, ĄC, iest 
średnio proporcyonalny między przeciw- 
prostokątną, a odcinkiem iemu przyległym.

3cie. z podobieństwa tróykątów ABD» 
ACD, iest BD: AD = A D :  DC; w ięc
prostopadła AD iest średnią proporcyonal- 

między odcinkami BD, DC.
W niosek  I. W proporcyi BC.* BA=BA.* BD, 

porównawszy z sobą iloczyn y js  wyrazów  
skraynych i średnich, będzie-BA2=BCXBD;  
podobnie z proporcyi BC: AC =  ACj_DC, 
Wypada ACT*~BCXDC; w ięc  b a ł XAC2 —  
^CXBD+BCXDC; czyli BA* +  A C ^ = B C
X [BD+D C); ażeBD +DC — BC;zatemM^4*
AC  ̂= B C  XBC=BCł ; toiest, kw adrat w y
staw iony na przeciw prostoką tney BC, iest 
równy summie k w a d ra tó w , wystawionych  
na ramionach AB, AC, kata  prostego. Do
wiedziemy nizey tey samey prawdy, nie
zależnie od podobieństwa tróykątów.

W niosek II. Jeżeli z punktu A wzięte-*'»«- 
go na pólokręgu k o la ,  poprowadzimy  
dwie cięciwy AB, AC, do końców średni
cy BC , będzie kąt BAG w  półkolu pro
sty (II, 7. wn. 3); zatem  prostopadła  AD, 
ie s t średnią proporcyonalna m iedzy dwo- 
tna odcinkam i B D , DC, średnicy BC>

W niosek  III. Ponieważ proporcya BC: 
B A =B A : BD,daie BA*=BCXBD, a z propor
c j i  BC;CA=CA:DC, iestĆA*=BCXDC; więc  
BAa:CA2=rBCXBD:BCXDC, czyli BA*: CA*
—BD: DC: toiest, kw adra ty  z dwóch ram ion  
kata  prostego matą sie do siebie, lak odcin
k i przeciw [)rostokatneyrp rzy leg te  tym  bokom .
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Fig li i)u:a w ielokąty forem n e o równey liczbie

boków, sa figuram i, podobne mi.
Niecli będą np. dwa szcściokąty foremne 

ABCDEF, abćdef; ponieważ summa ką
tów  w  obu figurach iest taż sama, i równa  
się 8 kątom prostym ( I, 26. wnio.j; w ięe  
każdy z kątów A, a, iest szóstą częścią  
tey summy; zatem kąty te są równe s o 
bie; dla tey samey przyczyny kąt B ~ b ,  
kąt C ~ c ,  i t. d. Nadto ponieważ z natu
ry wielokątów foremnych iest bok A B =  
B C = C D  i t. d., tudzież bok a b = b c = c d  
i t .d. będzie więc AB: ab=BC: bc=CD: cd 
i t d; zatem dwa te sześciokąty maią ką
ty równe, i boki proporcyonalne, więc są 
podobne. (III. opis 1).

11. Twierdzenie.
Fig. 12 Części dwóch cięciw A B  , C D , przecina- 

iących sie w kole, sa odw rotn ie p ro p o rc y - 
owalne, to ies t, m a sic  A O: D 0 ~ C 0 :  OB.

Poprowadziwszy bowiem limie AC,BD; 
dwatróykąty ACO, BOD, maiąc kąty przy O 
równe (I, 2 ), kąt A = D ,  iako wpisane  
w  ten sam odcinek ( I I ,  7. wnio. 2 ) ,  są 
podobne (4. w nio . ); w ięc boki odpwiedno  
tych tróykątów są proporcyonalne, toiest 
ma się AO:DOs=:ęO: OB ( III. opis. I.)

W niosek. Z tey Proporcy i wypada 
AO)(QB=DOXCO; toiest, prostokąt z dwóch 
części iedney cięciwy, iest równy prosto
kątowi z dwóch części cięciwy drugiey.

12. T w ierdzen ie>
Fig. iS Jeżeli Z punktu O obranego za kotem  , 

poprow adzim y dw ie lin iie proste  0 B ,0 C 9 
przecinaiące okrąg kota w punktach  A, B, 
D } C; będą te  lin iie odw rotn ie  p roporcy-
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analne wzglądem swoich części O J ,  O/?, 
w zię tych  z& kotem: to ie s t, będzie OB: OC==
OD* OJ.

Jakoż poprowadziwszy liriiie AC, BI); 
d<wa tróykąty OAC; OBD maiące kąt O 
spoiny, kąt B = C  (II, 7. wnio. 2 ), są podo
bne fĄ. wnio.J; więc daią OB: OC=OD:OA.

Wniosek. Z tey proporcyi wypada 
OBXAO =  OCXOD ; to ie s t , prostokąt 
z dwóch liniy OB i A O, iest równy pro
stokątowi z dwóch Jiniy OC i OD.

13. Tu icrdzenie.
Jeżeli z pu n ktu  O w ziętego za  kotem* po^Fig. 14 

prow adzim y styczną  JO , i lin iią  OC prze -  
einoiaca koto w dwóch punktach D , C\ 
będzie styczna  O J średnią proporcyanal
na m iedzy  cata Unita OC, i  iey częścią 
OD uważaną za kotem ; to ie s t , bedzie OC: 
OÀ— OA: OD.

Poprowadziwszy bowiem Jiniie AD,AC; 
dwa tróykąty OAC,OAD,będą podobne(4.w), 
gdyż maią kąt O spoiny, i kąty OCA,
OAD rów ne, jako maiące za miarę poło
w ę iukii AD (II, 7 .) ;  bedzie zatem OC: 
OA— OA: OD.

14. Tw ierdzenie.
D wa wielokąty podobne, składnią  s?\f.Fig.iS 

z równey liczby tróykątów  odpowiednie p o 
dobnych , i podobnie położonych.

Jakoż, w dwóch wielokątach ABCDE,, 
abede, od w ierzchołków kątów A, a, po
prowadziwszy przekątne AD, A C , ad, ac; i 
ponieważ dla podobieństwa tych w ielo
kątów iest kąt B =  b, i ma się AB: BC^= 
ab: hc (U l .  opis. 1J; zatem dwa tróykąty 
ABC, abc, są pobobne ( 6 ). Dla tey sa-
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mey przyczyny i troykąt AED iest podo
bny tróykątowi aed. Nadto ponieważ kąt 
BCD=bcd dla podbieństwa wielokątów, 
a W tróykątach podobnych CAB, cab, iest 
kąt BC A=bca, w ięc dwa te kąty równe 
odiąwszy od dwóch pierwszych równych , 
pozostanie kąt A CD =acd. Podobnie oka
zać można ze kąt A D C =adc; więc dwa  
tróykąty DAC, dac, są równokątne, a prze
to podobne ( 4. wilio.). Stosuiąe podobne 
rozumowanie do większey liczby tróyką- 
tów  składających wielokąty podobne, o- 
każemy tym samym sposobem , ¿e dwa  
wielokąty podobne o iakicykolwiek licz
bie boków , podzielają się na równą licz
bę tróy kątów podobnych, i podobnie po
łożonych.

Uwaga, Łatw© iest dowieść naodwrót, 
że dwa wielokąty są podobne, gdy się 
składaią z równcy liczby tróykątów po
dobnych , i podobnie położonych.

Bo w  tróykątach podobnych AED, aed , 
iest kąt E ~ e ,  i kąt ED A=eda: w  tróy
kątach znowu podobnych ADC, adc, iest 
kąt A D C = a d c , zatem będzie cały kąt 
D = d ;  dla podobney przyczyny kąt C = c  
i t. d. Jest także w  tróykątach AED, aed, 
AE; E D = a e:  ed , ED: D A = ed : da, a tróy
kąty ADC, adc, daią AD: D C=ad: dc;więc, 
* pomnożenia dwóch ostatnich proporcyy, 
będzie ED: DC=ed: dc, i tak następnie;  
zatem dwa wielokąty maią kąty równe 
i boki odpowiedne proporcyoualne , przeto 
są podobne.

15. Twierdzenie.
jP«g. 10 T róykąty podobne ACB, acb, maia sir. 

do siebie iak kw adraty z boków od po-
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wiednych A C , ac ; to iestj_będzie  tró yk ą t 
ABC: tróyką ta  abc= A C z:ac1.

Poprowadziwszy bowiem z wierzchołków  
łiątów C, c, prostopadłe CD, cd, do pod
staw AB, ab; będą, prostopadłe te w yso
kościami tróykątów ACB, acb. Aże też 
tróykąty podobne daią AB: ab=A C : ac; 
a tróykąty ACD, acd, maiąc kąt A = a ,  
kąt prosty D “ d, są także  podobne (4. wn.), 
i daią CD: cd=AC: ac; więc, pomnożywszy  
te dwie proporcye przez siebie, będzie 
ABXCD: al)Xed =  AC2: ac*; podzieliwszy  
nakoniec pierwszy stosunek przez 2 , jw y-  
padnifi |  ABXCD.‘ \  abXcd =  AC2: aca: a 
ponieważ iloczyny \  ADXCD,§ abXcd, wy- 
rażaią powierzchnie tróykątów ACB, acb,
(II, 22. wn. 3); więc iest tróykąt ACB: tróy
kąta acb=AC2: acz,

16. Twierdzenie.
Obwody wielokątów podobnych AD, ad, Fig. ir 

tnaia sie do siebie iak odpowiedne boki 
AB, ab,'albo iak odpowiedne przeką tn e EB, 
eb\ a powierzchnie wielokątów podobnych , 
m ai a sie iak kw adra ty  z tych boków , lub 
iak kw adraty z ty  chże przekątnych.

Cdyż lód. z podobieństwa wielokątów  
AD, ad, iest AB: ab=BC: bc=CD: e d =
DE: d e= E A : ea; więc z ciągu tych sto
sunków równych, wypada, że suinma po
przedników A B + B C + C D + D E -f-E A , czyli 
obwód wielokąta AD, tak się ma do sum
my następników ab+bc-ą-cd-fde+aa; czy
li  do obwodu wielokąta ad, iak ieden po
przednik do swego następnika, czyli iak 
bok AB do boku odpowiednego ab. Aże 
dla podobieństwa tróykątów AEB, aeb,
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icst bok AB: ab =  E B ; eb; w ięc obwód  
ABCDE: obwodu abcde=bok AB: a b , iak 
przekątna B?B: eb.

2re. ponieważ tróykąty A B E , abe , są 
podobne; w ię c ,  na mocy poprzedzającego 
twierdzenia, będzie tróykąt ABE; abe =  
EB2: eb2. Tróykąty tak£e__j)odobne ECB, 
ccb, daią ECB; ecb==EB2: eb2; więc, z przy
czyny spólnego tym dwóm  proporcyom 
stosunku EB2: cb2, wypada, tróykat ABE: 
abe=troykąt ECB: ecb. Podobnie okazać 
można, ze iest tróykąt ECB: c c b = E C D ;  
cod ; będzie zatem summa poprzedników  
ABE-f-BCE-f-CDiS, czyli wielokąt AD, do 
summy następników  abe-f-bee-f-cde, czyli 
do wielokąta ad, iak poprzedn ik ABE do 
swego_następnika abe: aźe tróykąt ABE: 
aber^AB2.’ ab2, albo iak EB2: eb"; więc
wielokąt AD* w idokąta  a d = J B ż: ab2~
£ B 2 : eb * .

Fig* 18 Wniosek I. Ponieważ wielokąty forem
ne A D , ad , o równey liczbie boków są 
figurami podobnemi (10  J; w ięc uważając  
punkt O za spoiny środek opisanych na 
nich kół; będzie promień O C ~O B i pro
mień Oc=Ob; zatem ma się OC: OB=Oc:Ob; 
przeto dwa tróykąty OCB, Ocb, maiące 
kąt spólny COB, i boki około tego kąta 
proporcjonalne, są podobne; daią zatem 
CB:co=CO:cO; w ięc  obwód ABCDEF:obw. 
abcdef=3CB: cb=ĆO: ęO; a wielokąt At): 
wielo. ad=(jB*: bć2= C 0 2-* ¿O**

W niosek  H. Aze koła uważać można 
za wielokąty foremne o nieskończoney 
liczbie małych boków (U ,  11. uwaga), 
których kół promienie, średnice, i inki o 
równey liczbie stopni, są li m ianu odpo-
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wiednemi ; w ięc okręgi kó t matą $ie do 
siebie iak  prom ienie * lub iak średnice*albo  
iak tuk i o równey liczbie s topn i; a same 
kota m aia sie do siebie iak kw adraty z pro~  
m ien i, lub iak kw adra ty  z średnic* albo 
iak kw a d ra ty  z laków o równey liczbie 
stopni.

W niosek  I l i .  W tróykącie prostokątnym Fig. 19 
ABC, figura I) wystawiona u;» przed w- 
prostokątney AC, iest równoważna dwom  
podobnym figurom E , F ,  wystawionym  
na ramionach kąta prostego. Jest bowiem  
figura E_: AB2= E :  / BCj— D: AC2; zatem 
E-j-F: AB2-f-BCf=-D: AC2, czy li_E  +  F: D  
— AB2 + B C 2: AC*; aże AC2 = AB* - f  fiC2 
(9 wn. I); w ięc  figura D = E -f -F .

Uwaga. Ponieważ kota są figurami po-Fis-20 
dobnemi, w ięc powierzchnia półkola ABC 
maiącego p r z e d  w pro sto kątn ą AC za śre
dnicę, iest równoważna powierzchni pół
kola ADB, i półkola BGC, maiących bo
ki xVB, BC, za średnice; od dwóch osta
tnich powierzchni , i od półkola ABC, od- 
ią w szy  odcinki AEB, BFC, spólne trzem 
powierzchniom , pozostanie tróykąt ABC 
rów noważny dwóm figurom X, Y, zawar
tym liniiami krzywemi. Jeżeli więc tróy- 
kąt ABC iest równoramienny, z w ierz
chołka kąta prostego B spuszczona prosto
padła BO na podstawę AC, utworzy dwa  
tróykąty, z których ieden będzie równo
w ażny  figurze X, drugi figurze Y.

17. Zagadnienie.
N a  daney lin ii ab* w ykreślić w ielokąt po -Fig-17 

dobny w ielokątow i danemu A li ( D E .
Prowadzę w  wielokącie ABCDE da

nym, przekątne EB, EC. Na linii ab,
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i przy punkcie a, kreślę kąt a = A ,  «1 przy 
punkcie b, kąt eba=EBA; dwiG liniie ae, 
eh, przetną się w  punkcie e; będzie w ięc  
tróykąt abe podobny tróykątowi ABE 
(4. wnio. ). Podobnie na boku eb odpo- 
wiednym bokowi EB, kreślę tróykąt ecb 
podobny tróykątowi ECB, a na boku ec 
odpowiednym bokowi EC, kreślę tróykąt 
edc podobny tróykątowi EDC; będzie 
wielokąt ac podobny wielokątowi dane
mu AC; gdyż dwa te wielokąty złożone  
są z równey liczby tróykątów podobnych, 
i podobnie położonych.

R O Z D Z I A Ł  VIII.

O P O R Ó W N A N I U  FIGUR W Y S T A W I O N Y C H  N A  

BOKACH TROYKĄTA.

17. Twierdzenie.
21 W  tróy kacie prostokątnym  A C B , kwa

d ra t CG w ystaw iony na przeć  iw pros lokąt- 
ney CB , iest równy summie dwóch kwa
dratów  CK, RM , wystawionych na ram io
nach kąta  prostego C A B ; toiest będzie  
CB*=C5>+BAz.

Z punktu A, spuśćmy prostopadłą AE 
na liniią FG, i poprowadźmy liniie AF, 
LB. Ponieważ kąty przyległe CAB, CAK, 
są proste, będą dwie liniie AB, Ali, sk ła 
dać iędnę liniią prostą BK (I, 1. Wnio.J. 
Aże kąt prosty LC A =FC B, doda w szy  w ięc  
spólnie kąt ACB, będzie kąt L € B = 1 C F  
(pcw. 2), nadto iest bok L € = C A  iako 
w  kwadracie, i dla podobney przyczyny
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bok FC =C B ; przeto dwa tróykąty LCBf 
ACF, maiące dwa boki równe, i kątyró»  
w ne m iędzy temí bokami zawarte, są ró
w ne sobie ( 1 , 3 ) .  A ponieważ kwadrat 
CK, icst podwóyny względem tróykąta 
ECB, stoią bowiem na tey samey podsta
w ie  LC, i maią spójną wysokość LK fll>2i); 
dla podobney przyczyny i prostokąt CE, 
iest podwóyny względem tróykąta ACF, 
gdyż mają też samą podstawę CF, i spól- 
ną wysokość F E ; zatem kwadrat CK i 
prostokąt CE , będąc podwóynemi w zglę
dem dwóch tróykątó^w LCB, A C F, ró
wnych , są równoważne sobie: podobnie 
okazać można, że prostokąt B E , iest ró
w now ażny kwadratowi BM; aże te dwa  
prostokąty skiadaią^ kwadrat CG; będzie  
w ięc  CBł = C A * + B A a.

TUniosek I. W tróykącie ACB, ieżeli kwa
drat z beku CB, iest równy summie kw a
dratów z boków A C , A B , będzie kąt 
CAB prosty.

JVniosek II. Poniew aż kwadrat z przeciw- 
prostokątney, iest rów ny summie dwóch 
kwadratów z ramion kąta prostego; w ięc  
kwadrat z iednego z tych ramion, będzie 
równy kwadratowi różnicy między k w a
dratem z przeciwprostokątney, a kwadra
tem z drugiego ramienia kąta prostego.

Uwaga. Chcąc na mocy poprzedzaiące- 
go twierdzenia zrobić kwadrat równy sum
m ie , lub różnicy dwóch kwadratów da
nych , kreślę kąt prosty; i w  pierwszym  
razie ,  od wierzchołka kąta, na iednera 
® »ego ramion odcinam bok kwadratu ie- 
doego, i na ramieniu drugiem bok kw a-  

ratu drugiego; a przeeiwprostofcatna bę-
9

—  65 —
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«Izie bokiem kwadratu szukanego: w dru
gim razie , od wierzchołka kąta prostego, 
na iednem icgo ramieniu odcinam bok 
kwadratu mnieyszego, i z punktu gdzie się 
ten bok kończy, bokiem kwadratu w iększe
go, zakreślam luk przecinający drugie ra
mie kąta prostego; a to odcięte ramie bę
dzie bokiem kwadratu różnicy dwóch kwa
dratów' danych.

18. T w ierdzenie .
Fig. 22 K w a d ra t wystawiony na lin ii A B, równey 

summie dwóch lin iy AC, CB, skfada się 
% kw adratu  wystawionego na lin ii A C , 
z. kw adratu  na lin ii B C , i  z dwóch p ro - 
stokątów , których bokami przylegfem i są 
lin iie AC, BC: to iest, bedzie j4B*==AC%-£ 
B C * + 2A C X B C .

W ystaw iw szy bowiem na linii A3 kwa
drat A D , w ziąw szy AH=rAC, i przez 
punk H, poprowadziwszy H F  ró w n o le 
głą do AB, a przez punkt C, równoległą 
CJ do B D ; kwadrat AD podzieli się na 
cztery części: pierwsza AG, iest kwadra
tem wystawionym na linii AC, ma bo
w iem  kąty proste, boki przeciwległe ró
wne ( 1. 20), i bok A H =A C . Dla podo- 
bney przyczyny, część druga GD, iest k w a
dratem wystawionym na linii BC, gdyż 
AB— AR i AC— AH , w ięc AB— A C =  
AE—AH, czyli CB— E H = J G — GF; nako- 
niec część trzecia i czwarta , są prostoką
tami HJ, C F , których boki H G , CG ró- 
wme są linii AC, boki zaś JG, GF równe 
są linii BC, będzie więc ABa= A C z + łlC z- f  
2ACXBC.

19 Twierdzenie.
Fig.23 K w adra t wystawiony na lin ii A B , k tó 

ra  iest różnicą dwóch lin ii A C , B C , ró -
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w na się summie Kwadratów wystawionych  
na liniiach AC, BC , zmnieyszoney dwoma 
prostokątam i z tychże lim y  AC i BC;  to 
test, bedzie AB2= A € z +&C2—2ACX£C.

Jakoż na linii AC, wystawmy kwadrat 
AD, weźmy AII“ AB, i z punktu H, po
prowadźmy H F  równoległą do AC, a z pun
ktu B ,  równoległą BJ do CD,, iiakoniec 
>ta Unii IIE, wykreślm y kwadrat LE: ła
tw o icst okazać, źe LE iest kwadratem 
* linii BC; AG kwadratem z linii AB;
LJ, CJ, są prostokątami z l in iy  AC i B C ; 
w ięc od caley figury ADL, czyli od kw a
dratu z linii AC, i od kwadratu z linii 
BC, odiąwszy dwa prostokąty LJ, CJ, z li- 
Jdy AC i BC, pozostanie kwadrat AG 
z linii AB; w ięc AB2==ACł+BC2— 2ACXBC.

Uwaga. Do zrozu m ien ia  tw ie r d z e ń  n a
stępujących potrzebna ie s t  ta praw da:,  źe . 
gdy do ia k ie y k o lw ie k  i lości A, dodamy.i  
©deymicmy tęź samą ilość B, czyli kiedy 
- f -B — B położone przy A ,  zniszczymy,, 
w ażność ilości A nie odmieni się; zatem  
będzie A + B —B = A .

20. T w ierdzenie.
W  tróykącie ostrokątnym  ACB , spuści- Fig-TA 

wszy z wierzchołka C prostopadłą  CD na 1 25 
podstawę A B ; kw adra t z boku AC p r ze - 
ciw legtego kątow i ostrem u B , bedzie r ó 
wny su mmi u kwadratów z dwóch ram ion  
*4B, BC , kąta  ostrego  , zmnieyszoney dwa  
ra zy  w ziętym  prostokątem  z boku A B , im 
k tó r y  pada prostopadła. CD, p rzez  odci
nek BD , za w a rły  m iedzy tą  prostopadłą  
a wierzchołkiem  kata° ostrego B: to ie s t,
bedzie + M z -—2 A B yxBD.
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Jakoż dwa^ tróykąty prostokątne ACD, 
DCB, daią ACa= A D 4-K D *; CD2= C B ’— 
DB* (1 7 ) .  W_ pierwsze wyrażenie, poło- 
żyvvszy_za CD*, jy g o  w ażność, będzie 
AC*=AD*-f-CBa— DB*. Aże odcinek AD=c  
AB— B D , a na fig. 2 5 ,  odcinek A D = B D  
— AB; będzic_zatem w  pierwszym i drugim 
przypadku, A D * = A B ' — 2 AB X B D -}-B i)*
( 19 ). Więc w wyrażenie drugie na AC%poło- 
iy w s z y  ważność za AD*, będzie a£*==AB’ +  
Bc*—2ABXBD.

21. Twierdzenie.
Fig. as W  tró y  kącie rozw artokatnym  BA C ,

kw adra t z  boku BC , przeciw ległego kato
w i rozw artem u  Ii A C , iest równy summie 
kw adratów  z boków BA, AC, zaw ieraiących  
k ą t rozw arty , powiekszoney dwa ra zy  w zię
tym  prostokątem  z podstaw y BA , p rze z  
odcinek A D  zaw arty , m iedzy  w ierze kot
kiem A kąta  rozw artego a prostopadłą  
CD, do podstaw y przedtnzoney BA', to iest 
bedzie BC*=AEł + A € ft- f  1 A B \A D -  

cJakoż tróykąty prostokątne DBC,DCA, 
daią B C *=F D S+CD*, t CD’==~ACS— At)* 
f 17 ); w  pierwsze wyrażenie w łożyw szy  
ważność na CD’, będzie BCI*135BID-jj- 
AĆ2— AD*; aże B D = A B + A D , czyli B D * =  
jCB*-f-AI)* +  2ABXAD (18); w ięc tę ostatnią 
w ażność na BD2, po łożyw szy  w  w ażność  
drugą na TO*, będzie BĆ2==A&a 4- AC2 dr 
2 A BX  AD.

22. Twierdzenie.
Fig. iakitnkolwiek tró y  kącie A B C ,z  w ie rz

chołka ka ta  A, do środka E  podstaw y BC, po 
prow adziw szy  lin iią  AE; bedzie podwoio- 
ny k w a d ra t z  te y  lin ii, powiększony po
dwożonym kw adratem  z potow y p o d s ta w y ,

— 68 ~
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równy summie kw adratów  z ozostafych 
boków tr&ykata; to ie s t , bcdzte 2 AE%-{" 
2BE2= J B z + I Ć ł . *v

Bo z punktu A, spuściw szy  prostopadłą 
AD na podstawę BC; w  tróykąciejostro- 
kątnym AEC, będzie AC2= A E Ł +  EC* —  
2 E C X E D  (2 0 ) .  W tróykącie rozwarto- 
kątnym A BE , iest aB2= A H £ 4- EB5 4~
2 E B X E D  ( 21);  w ię c ,  dodawszy te d w ie  
równości do siebie, i uwaźaiąc, ź e E B = E C ;  
będzie AB44-ACs~ 2 A E a4-2 E B ?‘.

W niosek• W każdym równoiegloboku AC,F«i27 
summa kwadratów z boków ie^o, iest ró
w na summie kwadratów z przekątnych.

Tróykąt_bowicm ABC, daic AB24"B(3ł =
2 AEł 4“2 JBEft; tróykąt^ ADC, dai e podobnie  
AD1Ł4-DC2= 2 A E a4-2Di:2; dodaw szydo  sie
bie te dwie ró w n o śc i ,  i uważając, z e B E =  
B E _£l,44 ; b ęd z ie  ATra4yAOa4-Eit:5Ł4-DtJ2== 
4XAEz+4Xi>Ez- Aze 4 AE^ iest kwadratem  
z 2AE, ezyli z AC , a 41)E2 iest  kwadra- 
tein z 2DE czyli z BD; zatem sum ma kwadr a- 
tów z boków równolegtoboku, iest równa  
summie kwadratów z iego przekątnych.

23. Zagadnienie.
Daną liniią  p rostą  A B , podzielić  na pe*Fig. 28 

w na liczbę części równych; albo na części 
proporcyonalne liniiom  danym  jP, R .

lód. Daymy, ze liniią AB mamy podzielić  
Ha 5 części równych. Przez koniec A linii y 
AB, poprowadźmy jakkolwiek liniią AG 
nieograniczoną, i natcy od punktu A ,w eźm y  
liniią AC iakieykolwiek długości, i prze
nieśmy ią 5 razy na AG; a gdy punkt G 
ostatniego podziału, z końcem B linii da- 
tiey złączymy liniią GB, i poprowadzimy  
CJ równoległą do GB; będzie liniią AJ
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piątą częścią AB; tak ze przeniósłszy AJ, 
5 razy na AB, podzielimy tę ostatnią li- 
niią na 5 równych części.

Bo w  tróykącie AGB, liniią CJ iest 
równoległa do GB, w ięc przecina boki 
AG, AB ,proporcyona!nie (1); toiest, ma 
się AG:AC=AB: AJ, aze AC iest piątą 
częścią AG, więc AJ iest piątą częścią AB.

2rc. aby podzielić liniią AB na części 
proporcyorialne liniiom P, Q, R; przenoszę 
limie te, na liniią AG, i na tcy punkt G 
ostatniego podziału, z punktem B, złączy
w s z y  liniią GB, a przez punkta inne 
podziałów linii AG, poprowadziwszy li- 
niie równolegle względem GB ; te równo
ległe podzielą liniią daną AB, na części 
proporcyotialne względem lim y danych
p , Q, « (D-

24. Zagadnienie. 
rig 29 Do trzech  danych lim y  A ,  B, C , znaleść 

czw artą  proporcy analna.
Prowadzę pod iak im kol wiek kątem dwie  

Jiniie nieograniczone DE, D F ; i na linii 
DE, biorę D A —  A, D B = B , na linii D F bio- 
yę DC— Ć; prowadzę liniią AC, a do tey 
przez punkt B równoległą B X ; będzie li- 
jiiia D X  czwartą propcrcyonalną szukaną. 
Bo w  tróykącie A D C , BX  iest równole
gła do AC, będzie zatem DA: D B = D C :  
1)X (1); aze p ierwsze trzy w yrazy  tey  
proporcy i są równe trzein liniiom danym, 
w ięc  D X  iest liniią żądaną.

Uwaga. Do dwóch danych liniy A, B, 
i  linii trzeciey C równey B, szukając po
dobnie cz wartcy proporcyonalney, wynay- 
dziemy trzecią proporcyonąlną do liniy 
A i B,
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2!>. Zagadnienie.
Zanieść średnią proporcyonalną m iedzy f  ig. jo 

dwiema danemi liniiam i A  i  B .
Na linii nieograniczoucy D F, biorę 

D 2 = A ,  EF=?B; na linii całey DF iako 
na średnicy, kreślę półkole DGF, i z pun
ktu E w yprowadzam prostopadły EG, do śre
dnicy D F , przecinaiącą okrąg koła w  pun
kcie G; będzie liniia EG średnią propor
cyonalną szukany.

Poprowadziw szy bowiem liniie G D ,G F,  
będzie kąt DGF w  półkolu prosty ("11,7.w.3), 
a liniia EG średnią proporcyonalną mię- * 
dzy odcinkami D E ,  E F  (9.), a zatem % 
i między liniiami A, B, równemi tym 
odcinkom.

26. Zagadnienie.
Daną liniią  p rostą  A B , podzielić  w  śre-f»*, 3i 

d n im  i sk ra y n y m  sto su n k u  ; ^niest p o d z ie 
lić  ią na dwi e  części taku aby cześć
większa byta średnią p ro p o n  \alna m ie
d zy  liniia enta a druga iey cz /•#,n I / *•' * * r»** wIi * ,Z końca A linii AB, prowa ę do n iey  
prostopadłą CA rów ny połeiwi« AB; z pun
ktu C iako środka, promienie^ ACzakró- 
ślam okryg kota , prowadzę lihiią. H CF,  
biorę na koniec B E = D B ;  będzie liniia  
ÀB podzielona w  punkeie E ,  w  stosun
ku żądanym.

Jest bowiem liniia AB styczny, a lini
ia HB przecina koło , za tem  będzie HB: 
AB=AB: BD, (13); stąd HB—AB: A B = A B —
Dfi: BD; ażc promień CA ¡est równy po
nowie AB, więc średnica H D = A B ; zatem, 
Proporcyi tey będzie w yraz pierwszy  
t lB —A B = H B  — HD=?BD, w yraz trzeci 
ĄB-~DB— AB—BE==AE; w ięc  taż propoi>
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cya zamieni się na BD: A B=A E: BB; czy 
li odm ieniw szy w n icy  mieysce wyrazom, 
i w z ią w szy  BE za BD, będzie AB: BE^=x 
BE: A.E;aże A B > B E , w ięc  B E > A E , za
tem część w iększa BE linii AB, iest śre
dnią proporcyonalną między AB, AE; 
w ięc liniią AB iest podzielona w  punkcie 
E, w  stosunku żądanym.

27. Zagadnienie.
Z naleić kw adra t równoważny danemu 

p ro sto k ą to w i, albo tróykątow i.
lód. oznaczyw szy danego prostokąta 

wysokość przez w, podstawę przez p; a 
bok kwadratu szukanego przez x; ponie
w aż prostokąt ma być równoważny k w a
dratowi , w ięc  iloczyn z podstawy przez 
wysokość prostokąta, będzie równy ilo
czynowi z dwóch boków kwadratu; toiest 
p X w = x 2 ( I I .  22 ) ,  skąd p: x = x :  w . C# 
pokaźnie, że między podstawą a w ysok o
ścią prostokąta danego, szukać należy l i 
nii średni;  ̂ proporcyonalney , na którey 
wystaw i or kwadrat będzie równowa
żny prosto ątowi danemu.

2re. podobnie między podstawą a po
tow ą w ysok ości tróykąta danego, w ynay-  
cluie się średnia proporcyonalna, a na tey 
w ystaw iony kwadrat będzie rów now ażny  
tróykątowi (lanemu.

28. Zagadnienie.
Fi£. 22 Z  wiado-mey średnicy A D , kota ABCDEY?, 

znaleic p rze z  .przybliżenie okrąg  tegoż kota.
Niech AB będzie bokiem sżeściokątafo

remnego wpisanego w  kolo ABCDEF, AB' 
bokiem sżeściokąta foremnego opisanego 
na kole, tak, aby boki tych dwóch sze- 
ściokątów był;f do siebie równoległe. Po-
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prowadźmy promień OG' prostopadły do 
boku A B, a zatem prostopadły i do boku 
A'B' równoległego do AB ( i ,  19 wn.),;i 
dzielący w  punkcie G, bok AB na d w ie  
równe części (I i,  poprowadźmy nadto 
iiniie AU, BO. Ponieważ bok AB iest  
równy promieniowi BO, w ięc  obwód sze- 
ściokąta foremnego wpisanego w kołobę-  
d z ie = 6 A B  (II, 1 i. w n .I j .  Nadto w jr ó y k ą 
cie prostokątnym GOB, iest GO2— OB2 GlD 
(17. w.2),sama w ięc  liniia G O ^ ^ O B 2 — GB2; 
tróykąty znowu podobne AOB,AOB', da- 
ią  A B * A B = G '0 :  GO, skąd A B'=ABXG^O

GO
ABX GO

— ". L. ___ i—__ ; zatem o<i>wód sześciokąta
V OBs— GB2 

forerrnuego opisanego na kolo ABCDEF,
6 AB X G O

będzie =  r_  . Aźe orkąg koła ART[>,
V 0 B 2— GB*  

środkuie między obwodami tych dwóch  
wielokątów, iest zatem oczyw iśc ie  raniey- 
szy od obwodu sześciokąta foremnego 
opisanego, a w iększy  od obwodii sze
ściokąta foremnego w pisanego w  koło; 
w ięc  dodawszy do siebie ważności obw o
dów  tych dwóch sześciokątów, i w z ią 
w szy  wypadaiącey summy połowę, otrzy
mamy w  częściach średnicy AD, pierwszą  
ważność przybliżoną okręgu kota ABCDEF. 
Dia otrzymania drugicy ważności okręgu 
hardziey przybliżoney , poprowadźmy ii-  
*dią G B, i do niey równoległą H li;  pier
w sza z nich będzie bokiem I2kąta fore
mnego w pisanego, druga bokiem 12kąta 
foremnego opisanego na kole ABCD..; 
poprowadźmy nakonićc promień Og, pro-

10
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sf«pad lydoH ff.ten  będzie prostopadły id o  
boku G B w  iego grodku g. W tróyk$cie pro
stokątnym G'GB, iest <FB*=G7G 2+ ^ B 2>w ięe
G,B=VŻci'G:i+  Gll~; zatem obwód 12kąta 
foremnego wpisanego w  koło będzk =  
12XV^G7Gi -j-«Ti]’ł * Znaydziemy podobnie z 
tróykątów HOK, G'OB, ze obwód 12kąta 
foremnego opisanego na kole A B C D E F  

G'BXg'0
i e s t = 1 2 X ‘ /dodaw szy  zn o w u  wa-

gO
znośei tych dwóch obwodów , i w ziąw szy  
otrzymaney summy połow ę, znaydziemy  
drugą w ięcey  przybliżoną ważność okręgu 
ABCDEF {*) .  Wpisując następnie i opi-
( *  J Przypuściwszy że promień A B =  i ,  będzie obw ód  

sześciokąta foremnego wpisanego w kolo , czyli  
6 x A B — 6 ,  a obw ód  sześciokąta foremnego op i-

6xi xi
sanego n a  kole A BC D EF czyli _

3 —  6,9281082; więc połow a sum my

tych  dwóch ob w od ó w , toiest 6 +  6 ,9 2 8 2 0 8 2  zzz
_ _  _

6 4641016-Zatem 6,46410x6 iest pierwszą ważnością  
przybliżoną okręgu kola ABCDAF . Podobnie drugą  
bardziey przybliżoną ważnością okręgu A B C D E F ,za-  
pomoeą iakąta foremnego wpijanego wkoło i opi
sanego na niemi, będzie 6.7 116671 +  6 ,4307806 =

2
6 , 3 l i l i 8 8 ;  i tak następnie. Nakoniec ponieważ  
znaleziono , ze obwód wielokąta foremnego o 96  
hokach wpisanego w koło iest =  6 ,2820689 , a 
obwód wielokąta foremnego, o tyluż bokach op i
sanego na kole iestr=6 ,2854292, więc połowa sum
my tych dwóch obwodów równa 6 ,2887465 , m o 
że być wzięta za ważność okręgu koła , którego 
promień— i- Zatem stosunek średnicy tego k o 

la do okręgu będzie 1: 6 ,1837465, czyli podzie
liwszy ten stosunek przez 2, i zatrzymawszy ty l
ko dwie pierwsze cyfry dzięsietne, będzie stosu
nek średnicy do okręgu koła, 1: 3 , i 4 CJsyli 100; 3 i 4 , 
a który iest blizko = 3 : ^ . = 7 ; 2 %
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sniąe na kole A B C D E F , wielokąty fore
mne mające zaw sze dw a fazy więcey be
ków , niż poprzedzające, ieżeli promień 
koła wyrazimy przez jakąkolwiek liczbę,  
j tę wprowadzimy w otrzymani ważno
ści na obwody wielokątów, i brać będzie
my połowy tyci» w ażn ośc i,  otrzymywać  
będziemy coraz bardziey przybliżoną w a
żność okręgu koła, w  częściach wiadomey  
iego średnicy lub promienia. Tą drogą 
postępuiąc Archimedes, przez wielokąty  
foremne o 96 bokach, ieden w pisany  
W k o ło ,  a drugi na iiićin opisany, znalazł: 
ze stosunek średnicy do okręgu koła iest 
blizko równy 7: 22; czyli ze okrąg koła  
iest przeszło trzy razy w iększy  od śre
dnicy, Poźniey po A rch itn e d e sie  znalezio
no k ró tsz ą  dro gą in n e  s to su n k i bardziey 
przy bliżone (*); z tych ie d en  sjest; 113:355, 
drugi 100000: 31415926 czyli 1: 3, 1415926. 

Uwaga. Którykolwiek a

okręgu koła z wiadomey 
do wynalezienia średnicy z danego okrę
gu koła; iak to zobaczymy w  następują
cych dwóch przykładach:

ló d . Znaleźć pow ierzchn ią  ka ta , k tóre
go prom ień  =  5 fokci.

Z proporcyi 7: 22=10: x, wynaydę okrąg 
koła równy , który pom nożywszy przez 
połow ę promienia ( i i , 2 4 . vvn. I) ,  będzie po
wierzchnia s z u k a n a = ~ £ X ^ ~ ^  4 lok. kwa-

( * )  M ówimy bardziey przybliżone, ponieważ stosu
nek Arehimedesa obrócony na dziesiętny i:  3 , »4
ma tylko dwie cyfry dziesiętne o, l4 p r a w d z i w e ,  
kiedy stosunek n 3: 355 ma ich prawdziwym 
sześć, a stosunek i ;  3 ,1 4* 59 36 ,  ma iob siedem-

służy do wynalezienia
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2re. iV  kole którego średnica— łokci  
wynaleźć pow ierzchnią wycinka m aiące- 
go tuk—  60°.

Z wiadomey średniej-, wynayduię okrąg 
kola, przez proporcyą 7:22=42: X = d 3 2  lok. 
Długość tuku wycinka otrzymam z pro- 
porcyi 300°: 6 0 ° —  ¡32: X = 2 2  łokci; którą 
długość pom nożywszy przez pół promie
nia  czyli przez 10, 5; wypadnie powierz
chnia wycinka =  22 X I®? 5 =  231 łokciom  
kwadratow ym  (I i,  24. w n. 2).

Uwaga. Każdą figurę prostokróślną mo
żna zamienić na tróykąt (11,25), a za 
tem i na kwadrat iey równoważny (111,27); 
chcąc zaś wynaleść kwadrat rów nowa
żny kołu danemu, między okręgiem tego 
k o ła ,  a połową iego promienia, szukać po
trzeba średniey proporcyonalney, na którey 
w ystaw iony kwradrat, tern mnicy różnić 
się będzie od koła , im bardziey przybli
żony będzie stosunek średnicy tego k o ła ,  
do iego okręgu. Szukanie kwadratu ró
w now ażnego figurze prostokreślney, na
zy w a  się kw adra tu rą  tey figury; podobnie 
i  zagadnienie k w a d ra tu ry  koła zależy na 
znalezieniu kwadratu równoważnego ko
łu którego średnica iest dana. To zagadnie
nie nie może być z dokładnością ieomc- 
trycznie rozwiązane.

29. Zagadnienie.
TV’ykreślić podzia łke  ( scala). 

fig. 33 Dzielę lir.iią prostą DC na dziesięć części 
rów nych, z końców D i C wyprowadzam  
do niey dwie prostopądłe AD, BC, i na 
iedjiey nich np. na AD, biorę dziesięć * 
czóści równych iakieykolwiek długości, i
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też samp częświ przenoszę na BC?* od A 
do B prowadzę iiniią AB nakonięc pro
wadzę liniie ukośne A9, CX, i inne liniie 
proste, iak pokaźnie figura. Ponieważ dwa  
Jjoykąty XCB, mCl, są podobne, w ięc daią 
Ci: CB==mi;XB, aże Ci z wykreślenia iest 
IBtą częścią linii BC, w ięc i im, iest lOtą 
częścią linii BX  czyli Cn. Aże znowu Cn iest 
lOtą część linii DC, więc nu = r |-D C . Po
dobnie okazać możnr., że części linii rów no
ległych do AB oznaczonych liczbami 2 ,3 ,4  
i  t. d. zawarte, między linśiąmi BC i XC, 
są ri<y, i t- d. linii DC. Sznur 
mierniczy, o którym niżey mówić będzie
m y, ma prętów 10, a pręt pręcików 10. 
Gdyby więc Jiniia DC wyrażała sznur I, 
liniia  Cn albo BX wyrażałaby pręt I, a 
liniie zawarte m ię d z y  iiniiaini BC, CX  
wyrażałyby I ,  2 ,3 ,  4 i t. d. pręciki; zatem 
liniia np. c3 oznacza 5 prętów i 3 prę
c ik i ; liniia d6 oznacza 7 prętów i 6 prę
cików. Przedłużywszy Iiniią DC d o F , tak 
aby było D C = C E = E F  i dokończywszy  
figury; liniia ćg wyrażać będzie sznurów  
2, prętów 5,. i pręcików 3; liniia zaś dh, 
sznur I, prętów 7, i pręcików 6.

Uwaga. Tak wykreślona podziałka iest.Fig 
liaywygodnieysza do użycia. Można ią 
leszcze robić i tym sposobem : podzieli
w sz y  liniia A F na części równe AB, 
BC, CD, D F, z których każda niech w y 
raża np. 10 łokci; dzielę AB na dwie  
części równe AM, MB, z których każda 
oznaczać będzie 5 łokci ; dzielę nakonięc 
AM, MB na 5 części równych, z których 
każda oznacza ieden łokieć. Aby więc  
na tey podztałcc w y r a z ić  łokci 35 , 24, 
l i. d. biorę l in i ie  F M , ON...
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R O Z D Z I A Ł  I X
O N A R Z Ę D Z IA C H  U Ż Y W A N Y C H  DO PO M IARU  

G B U N T O W .

Na zasadach w yłożon ey  dotąd teoryi 
opiera się sposób mierzenia powierzclm- 
gruntów, czyli zdeymowania planów. Spo 
sób ten zależy na tem , aby w y kreślić na 
papierze figurę podobną figurze gruntu.

Pomiar zaczyna się od w zięc ia  miar 
pewnych na gruncie, za pomocą w ła
ściwych do tego narzędzi, do czego uży
w a  się łańcucha lub sznura  i t yk;  gdzie- 
indziey wcgielnicy m iern ic zcy ; w  innych 
razach b u iso li, s to lik a , albo kątom iaru. 
Poczem podług miar w ziętych  i sprowa
dzonych do pewney p od zia łk i, w ykreśli
w sz y ,  za pomocą lin iia łu , cyrkla, węgiel- 
nicy, i przenośnika, figurę na papierze; na- 
koniec za pomocą rysunku, cieni, kolo
rów, i innych umówionych znaków , na
daw szy w łaśc iw y charakter w szystk im  
przed™iotom przeniesionym na figurę; zro
bi s ię  plan czyli mappa wyobraźaiąca  
figurę podobną figurze gruntu.

Oto iest krótkie opisanie wspomnionych  
dopiero narzędzi.

I. Sznurem  mi er niczym  nazywa się dłu
gość zawieraiąca 10 prętów.

Łańcuch m iern iczy  czyli po łszm ir  za- 
jnyka 37£ łokci warsz. Składa się on 
z 50 drutów żelaznych, przez małe kółka > 
połączonych z sobą, i wynoszących ra
zem 5 prętów. Pręt każdy dzieli się sa
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10 pręcików , czyli stóp ieometrycznych, 
każdy pręcik zawiera 10 ła w ek , ław ka  
zamyka 1, 8 cali i t. d. Na koifcacfr łań-  
cucha daią się kółka tak w ielk ie; aby  
przez nie, laski okute na końcu żelazem  
na 3 lub 4 stóp długie, służące do cią
gnienia sznura, przechodzić mogły. Przy  
łańcuchu znaydować się powinno 10 koł
ków  drewnianych, półłokciowych i*akoń
cu okutych żelazem.

Pomiar za pomocą łańcucha odby 
w  a się wprawdzie z w iększą dokładno
ścią niż za pomocą sznurów mierniczych  
ukręconych z przęd ziw a; lecz że te ła- 
tw iey  i z mniejszym sporządzają się  
k osztem , wypada przeto namienić sposób 
ich przygotowania, aby do użycia siużye  
mogły. Na ten koniec bierze się sznur  
mieruey grubości, blisko na 40 łokci dłu
g i ,  i m o czy  się p rzez dni kilka w oleiu, 
aby potem wr powietrzu wilgotnem lub 
suebem , iak naymnicy skracał się lub 
przedłużał. Po zupełnem wysuszeniu sznu
ra robią się na iego końcach pętelki, któ
re za łożyw szy  na dwa k o łk i,  rozciąga 
się niemi sznur na równey z iem i; po
czerń do jednego iego końca, przykłada  
się koniec pręta drewnianego czyli laski 
na 7§ łokci fiługiey, i w punkcie gdzie  
drugi koniec tey laski przypada na sznu
r z e , zawięzuic się na nim w ęze ł;  tym  
samym sposobem przeniósłszy laskę na 
szuur 5 razy , zrobimy go długim na 5, 
prętów, czyli 50 stóp, albo 37£ łokci. Tak 
przygotowany sznur równy połowie sznu
ra m ie rn icz e g o , w  pomiarach m nieyszey  
dokładności wymagających, zamiast łań
cucha może byćj wygodnie użyty.
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li .  Ttjhi ajbo laski służące do wytykania  
Ijniy, są to drążki mniey lub więcey dłu
gie, na iednym końcu okute żelazem, aby 
łatwo w  ziemię wchodzić mogły, na dru
gim opatrzone chorągiewkami, częścią 
z czarnego, a częścią z białego płótna 
zrobionemi, aby za ich pomocą w  znacz
nych odległościach łatwo mogły być w i 
dziane. W niedostatku chorągiewek, wierz
chołki tyk słomą okręcać się zwykły.

Fig. 85 III. W egielnica m iernicza  iest koło mo
siężne lubc drewniane wydrążone wewnątrz 
i podzielone na 4 równe części przez dwie  
średnice AB* C D , dosiebie prostopadle. 
Ma końcach A , B ,  C , D ,  średnie, osadzone 
są prostopadłe do piaszezyzny kola celo
wniki czyli liniiaiy, z których każdy ma 
podłużną szparę, do teyże płaszczyzny  
prostopadłą. Przez te, szpary celuie się 
do przedmiotów. W  środku koła iest 
sztyft mosiężny na trzy cale długi, służą
cy do osadzenia w ęgiełn icy  na nodze dre- 
wnianey, maiącey koniec okuty żelazem, 
aby łatw iey w  ziemi utwierdzać się mo
gła. Często węgielnica miernicza składa 
się tylko z dwóch liniiatów, czyli pra
w ideł spoicnych z sobą na krzyż pod 
kątami prostem i, opatrzonych w  końcu 
prostopadłemi celownikami i osadzonych  
na tróynogu drewnianym. Węgielnica 
iak iest narzędzie proste, tak bardzo w y 
godne do prowadzenia na gruncie liniy 
prostopadłych.

Fig-36 Nazywa się także w ęgielnie a  inne na
rzędzie drewniane lub metaliczne, służą
ce do prowadzenia prostopadłych na pa
pierze, które się składa z dwóch prawi*
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deł spoionych w  końca pod kątem pro
s t y m , niekiedy sta łych , a czasem otw ie
rać i zamykać s ię  mogących za pomocą 
zawiasek.

I V .  Bussolla  używana w  zdey m  owaniu F ig .  37  

juanów, nayczęśeiey do prędkiego przeno
szenia w szystk ich  drohnieyszych załam-  
ko w figur, iest narzędzie którego użycie 
zasadza się na tey własności igły ma
gu esow ey , ze ta obraca się zaw sze ku 
północy. Składa się hussola z puszki mo- 
sięzney okrągłey, która niekiedy osadzo
na bywa w  tabliczce drewnianey Jkwa- 
dratowey, na cal grubey, i od 6 do 8 cali 
długiey; w  środku puszki wznosi się  
sztyft stalowy dobrze zaostrzony, na któ
rym osadzona igiełka magnesowa obraca 
się wolno w, kole metal i c/nem podzielo- 
liein na 360°. Jeden k o n iec  igiełki skazuiący  
północ, który nazywa się punktem  pot- 
nocnym , iest koloru Wodnego, drugi ko
niec, skazuiący południe, iest biały. Na  
iednym boku AB narzędzia , równoległe  
do linii północno- pnłu d n i o w ey, tpiest ró
wnolegle do średnicy kota przechodzącego 
przez podziały 360°. i 180°, osadzone iest N 
p ra w id ło , z dwoma w  końcach celow ni
kam i, które obracaiąc się na zawiaskach  
wtOgą się sk ładać, lub rozłożone czynić 
z prawidłem kąty proste; niekiedy celo
w niki te na końcach średnicy CD osadzo
ne bywaią. JRussoIa na tróynogu w  cza
sie roboty osadzać się zwykła,

V. S to lik , iest tab l ica  d r e w n ia n a  do-Ftg. 38 
H o  v, 'T o ł a f l z o n a , maiąca  oko ło  2 0  cali  

< ugości  a i s  s ze ro k o śc i ,  tak osad zona na 
anie  czyl i  k rążku  w s p a r t y m  na tróy- 

liłbU,  iz  podług potrzeby nioźc s i ę  obra
l i '
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cać i przytwierdzać na nim. Nadaie się  
stolikowi położenie poziom e (•), za pomo
cą narzędzia zwanego równowaga  (libellaj: 
to iest rurki szklanney kształtu walco
watego (** Ji napełnioney jakimkolwiek 
płynem , i zamykaiącey bulkę powietrz
ną , która gdy w  tern narzędziu w zdłuż  
ktadziouein na stoliku ustanowi się w ró- 
w ney odległości od obudwóch końców rur
k i ,  skazuie położenie stolika poziome.

Aby stolik przygotować do użycia po
trzeba na nim rozciągnąć arkusz białego 
papieru zmoczony białkiem iaia w p iw ie  
rozbitem, poczeni brzegami do stolika przy
kleić, i na wolnem powietrzu w y su sz y ć .  
Na tak przyklejonym papierze żeby ozna
czyć położenie i odległość danych pun
któw na z iem i, używ a się do tego pra
widła AB z dwoma w końcach c e lo w n i
kami A C , BD , (dioptraej, prostopadłe- 
mi do AB; którego dobroć zależy na 
ten*, aby szpary celow ników  od pow ia
dały zupełnie tey krawędzi prawidła, 
przy którey na stoliku kreślą się lin i ie 
proste. Na tern samem prawidle w yrob io 
na bywa podziałka służąca do kreślenia 
na stoliku lini}' proporcyonainych wzglę-

{*) Ciężar na sznurku wolno zawieszony , pokazuie 
l i n i i , p io n o w ą ; płaszczyzna prostopadła do tey  
linii i dotykająca się wierzchu ziemi , zowie się  
poziom em , (horlzon). Woda i wszystkie płyny bę
dące w s p o c z y n k u ,  w inałey części svv'oiey po_ 
wierzchni uważane, układaią się podług tey pła
szczyzny; dlatego dochodzimy położenia poz iom u,  
albo przez zawieszone ciężary, albo przez pow ierz
chnie płynów będący eh w spoczynku.

(**) Rówoowaga paiewa niekiedy formę puszki okrąglcy.
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<lem dłukróci oznaczonych na ziemi. Koń
ce tych liniy znaczą, się na stoliku za po
mocy igiełek cienkich, prostych, _i mają
cych główki oblepione lakiem.

Dla zgodzenia punktów oznaczonych na 
stoliku ustawionym poziomo, z punktami 
danemi na gruncie, używ a się pionu, czyli 
tak zwanych szczypczyków drewnianych  
mai|cych kształt kąta A ,  na którego ra
mieniu AE diiizszem od AC iest zaw ie
szony w  końcu ciężarek na nici.

Znaydować się nakoniec powinna przy 
stoliku igiełka magnesowa, «żyli mała 
biissola służąca do zorientowania  planu 
zrobionego na stoliku, czyli do oznacze
nia na nim linii północno- południowcy.
INa ten koniec, na stoliku ustawionym po
ziomo , zgodziw szy liniią w iadomą z l i 
lii ią iey o d p o w ie d n ą  w y m ie rz o n ą  na zie
lni , kładzie się na nim bussoła i póty 
obraca się póki igiełka nie sianie na l i 
nii północno-połtidniowey, a wtedy wzdłuż  
krawędzi puszki pociągnięta na stoliku
liniia prosta, będzie kierunkiem magne- 
■so w ey ig ie łk i,  czyli linii północno - po- 
iud niowey.

A i. K ątom iar  (asfrolahium) używ any Fig. 39
do mierzenia kątów na ziemi, iest koło 
mosiężne podzielone na 360 stopni; albo też 
półkole podzielone na 180°, i zakończo
ne prawidłem stałem AB, do którego koń
ców przyprawione są dwa celowniki pro
stopadle do AB. W środku E kątomiaru, 
osadzone iest drugie prawidło ruchome DC, 
opatrzone także na końcach dwoma
celownikami prostopadlemi do DC,
B.r a ''* d łe  stałem  iest i i n i i a  prosta p rz e 
chodząca przez ¡środek E, i od po wiadaią-
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ca dwom punktom O, 180; a na prawi
dle ruchomem liniia prosta zakończona 
sk a zó w k ą , pokazującą rozmaite stopnie 
na półokręgu, w  czasie obrotu prawidła  
ruchomego około środka E. W tymże środ
ku kątotfńaru osadzona iest w  puszce 
igła magnesowa służąca do oznaczenia  
położenia przedmiotów względem linii 
północno-południowey, i wschodnio - za- 
chodniey. Nizey w  kierunku środka E, 
zaw ieszony bywa w kątom ¡arze pion, czy
li ciężarek na nici, służący do zgodzenia  
iego środka z punktem danym na ziemi. 
Narzędzie to iest tak osadzone natróynogu, 
i z za pomocą sztuki zw aney kolanem, mo
żna ie na w szystk ie strony obracać, i płasz
czyźnie półkola, podług potrzeby, nada
w ać położenie poziome, za pomocą równo
w a g i ,  a pionowe, używaiąc pionu.

W pomiarach, gdzie wypada uważać 
przedmioty w  znacznych odległościach, 
używ a się kątomiarów opatrzonych, z a 
miast celowników , dwiema lunetami osa-  
dzonemi, iedna na prawidle stałem, dru
ga na ruchomem. Chcąc za pomocą kato
ni iaru w ym ierzyć kąt na ziemi, pod któ- 

Fig.4 0 rym by patrzący z punktu 0  mógł widzieć  
dwa przedmioty A, B; ustawić nałoży ką- 
tomiar do poziomu tak, aby iego środek 
odpowiadał punktowi O, potem prawidło  
nieruchome skierować k,u p u n k to w i  A ,  
ruchome zaś ku punktowi B; a liczba sto
pni oznaczona na półokręgu skazówką- 
prawidła ruchomego, będzie miarą kąta 
szukanego. r ‘

Potrzeba mierzenia z dokładnością ką
tów, była powodem do urządzenia kąto
miarów tak, ąby na nich brać się mogły
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stopnie z minutami. W tym celu na póło«
Kręgu kątomiaru wzięto łuk o pewney licz
bie stopki, i przeniesiono go na łuk dru
gi z ni ni spolśrodkowy o tęy samey dłu
gości, wyrobiony nu brzegu prawidła ru
chomego; poczens podzielono ten ostatni 
łuk na tyle części równych, w ięcey jedno
ścią, ile łuk w zięty  zamykał s topn i,i  po
dział takowy nazwano podziałem Nonni- 
usza. Daym y np. ze na półokręgu kąto- 
111 iai ii był wzięty łuk 19°, i ten przeniesiony  
na brzeg prawidła ruchomego, podzielo
ny został na 20 części równych; każda w ięc  
z takowych części będzie r ó w n a j  sto
pnia czyli równa 57' ;zatem ink ab wy-JFYg-41 
razać będzie 3', łuk cd, Qr, i t. d. az do 20  
podziału. Jeżeli w ięc  w  braniu kątów, 
skazów k a prawidła ruchomego pada zu 
pełnie na ieden z podziałów stopniowych  
kątomiaru, natenczas liczba stopni zaw ar
ta między dwoma prawidłami będzie pra
w dziw ą  miarą kąta szukanego. Jeżeli zaś > 
ta skazówka pada pomiędzy stopnie kąto- 
lńiaru, w tedy uważać potrzeba, który z po
działów  Nonniusza nayblizey lub zupeł
nie pada na podział stopniowy brzegu ką- 
tomiaru, i między liniią łączącą te podzia
ły  a skazów ką prawidła ruchomego, w z ią 
w szy  naNonniuszn liczbę podziałów pośre
dnich, i przez tę liczbę pomnoży w szy  3', 
a otrzymany stąd iloczyn dodawszy do 
liczby stopni zawartych między dwoma  
prawidłami kątomiaru, wypadnie kąt za- 
tuyk;iiący stopnie z minutami. I tak np. 
leżeli trzeci podział Nonniusza zgadza się  
z podziałem stopniowym kątomiaru, wtedy  
do liczby stopni zawartych między d w o 
ma prawidłami dodać potrzeba 9', i tak 
następnie.
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Tym tedy sposobem rachować można 
na kątorniarze minuty od 3 do 3. Gdyby 
zaś na póiokręgu kąt om i ar u był w zięty  
llłk l l a, i len na brzegu prawidła rucho
mego podzielony został na 12 części ró
wnych, każda z tych części zamykałaby 55'; 
a za-tem brałyby się wtedy na kątomia- 
rze minuty od 5 do 5, item  podobnie.

Fig.42 VII. Narzędzie Służące do mierzenia 
albo kreślenia kątów na papierze, zow ie  
nie przenośnikiem  ( transportator). Jest to 
półkole mosiężne lub rogow e, podzielone 
na 180°, maiące środek C oznaczony ma
łą  dziureczką, lub w ycięciem  kątowem. 
»Stopnie są oznaczone liczbami na brzegu 
narzędzia położonemi. Znayćuią się prze
nośniki pokazujące także i półstopnie.

Cfccąc poznać ważność kąta ACD na 
papierze, przyłożyć potrzeba środek prze
nośnika do wierzchołka C kąta, potem zgo
dziw szy  promień CB narzędzia, z ramieniem 
CA kąta, uważać, któremu podziałowi na
rzędzia , odpowiada drugie ramie Cl) ką
ta; a liczba stopni na brzegu przenośnika  
zawarta m iędzy dwoma ramionami CA, 
OD, będzie miarą kąta ACD. I tak np. 
ieżeli CD pada na 45°, kąt ACD będzie 
rów n y 45°. Żeby zaś przenieść kąt dany 
na papier, czyli przy linii CA i przy 
punkcie C, wykreślić kąt np. równy 45°; 

potrzeba środek przenośnika przyłożyć 
do punktu C, i promień CB narzędzia 
zgodzić z Jiniią C A , potem naznaczyć na 
papierze punkt D odpowiadaiący 45° prze
nośnika, a ten punkt z łączyw szy  z C, li- 
niią  DC, będzie kąt D C A = 45°.
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R O Z D Z I A Ł  X.
O PO M IA R ZE  G R U N T Ó W .

10. Zagadnienie

W ytk n ą ć , i w ym ierzyć  na gruncie lin iia p;g 
p r o s tą , m iedzy dwoma punktam i A  ¿ i/ ,  
znacznie od° siebie oddalonem i, /e&z a /¿/ó- 

ieden iest w idzia lny z drugiego.
lód. aby w etknąć liniią prostą AB,, po

trzeba oznaczyć kilka iey punktów ust z ie 
mi. Na ten koniec w  punktach A i B, 
zatykają s ię  pionowo tyki, a pom iędzy  
temi tyki, inne w  punktach D, £ ,  i t. d.,
W przyzwoitych od siebie odległościach, 
tak aby tyka utwierdzona w  A, dla oka 
patrzącego z punktu X ,  zakrywała szereg  
tyk innych; a wtedy wszystkie utkwione  
tyki znaydować się będą w  kierunku l i 
nii prostey AB.

2re. w  wymierzeniu linii AB, maiąc 
przygotowany łańcuch lub sznur, dziesięć  
kołków  i dwóch ludzi, tak postępuie się. 
C złow iek ieden z końcem łańcucha staie 
w  punkcie A, a człowiek drugi, w z ią w sz y  
kolki i drugi koniec łańcucha postępuie 
ku B, i w  punkcie C, gdzie łańcuch w ycią-  
gniony kończy s ię ,  zatyka k o lek ,  poczem  
idzie daley, czyniąc to samo; a posuwa
jący się z a n im  człowiek pierwszy w k ie
runku AB, przyszedłszy do C zdeym uie  
zatknięty kolek , gdy tym czasem czło
wiek drugi, w  punkcie D, gdzie łańcuch 
kończy s ię ,  zatyka kolek drugi; i tak, 
następnie odbywa się robota, dopóki czło
w iek  naprzód idący nie stanie w  koń-
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cii B linii AB, a wtedy liczba kołków za
tkniętych przez niego, a zebranych przez 
człowieka idącego za n im , w skaże ile 
razy łańcuch mieści się w  linii AB.

Gdyby grunt nie byt ró w n y , imprzy* 
kład gdyby punkt C był znacznie n iższy  
od punktu A, wtedy stóiący w  micyscu  
C, część albo cały łańcuch podnieść po
w in ien  tak, aby kierunek iego był ró
wnoległy do p łaszczyzny  poziomu.

Można tez samą liniią AB w ym ierzyć  
dokładniey, chociaż z większą pracą, za  
pomocą żerdzi z drzewa suchego i pro
stego wyrobionych, długich na łokci 7 |  i 
napuszczonych oJeicm , aby się nie paczy- 
ły ;  na ten koniec przekładnią się na prze
mian dwie żerdzie tak, aby stykały się  
z sobą końcam i, i miały położenie do 
poziomu zaw sze równoległe.

31. Zagadnienie.
Zakreślić okrąg kota na gruncie .
Przywiązuie się ieden koniec sznura

do laski ustawioney pionowo w  punkcie 
w ziętym  za środek koła, drugi zaś koniec 
sznura do inney laski, i tą, wyciągną
w s z y  dobrze sznur, obw odzi się około 
laski p ierw szey , a liniia zakreślona na 
gruncie spodkiem tey laski drugiey, bę
dzie okręgiem koła żądanym.

32. Zagadnienie.
F»g- 44 Z  punktu  danego € , na lin ii E D  wy- 

tkn ietey na gruncie , w yprow adzić do tey  
lin ii prostopad łą , za pomocą sznura i laski.

lód. ieżeli punkt dany C znayduie się 
między końcami £  i D, linii daney, wtedy
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w z iąw szy  C D = C B , i w  punktach B i D ,  
utkw iw szy pionowo ilwic laski, przy w iązu- 
ią się do nich dwa końce sznura, dłuższego  
od BO, i maiącego środek A dokładnie ozna
czony. W tym środku wyciągnąwszy sznur 
tak , aby iego połowy A B, AD były do
brze wyprężone, i w  punkcie A zatknąwszy  
trzecią la sk ę ,  prowadzi się liniia prosta 
AC, a ta będzie prostopadłą żądaną; ma 
bowiem dwu punkta A ,  C ,  równo odda
lone od końców linii BD.

2re. ieżeli punkt C iest końcem ligiifłg-** 
C D , wtedy bez przedłużenia tey l in i i ,  
chąc do n iey w yprowadzić prostopadłą; 
z  punktu E dowolnie obranego, długością 
sznura równą CE, naznacza się na li
nii CD, punkt F , w  tym punkcie ustawi
w s z y  pionowo laskę, za pomocą sznura 
przedłuża się liniia E F  do G; tak , aby 
było E F = E G ;  od Punktu G do C wytyka  
się liniia prosta GC, i ta będzie prosto
padłą żądaną: są bowiem trzy punkta
G, C, F  równo oddalone od punktu E ,  
więc znayduią się na okręgu kola maią- 
cego środek w  E; zatem kąt GCF w  pół
kolu iest prosty, a liniia GC prostopadła 
do CD.

Uwaga. Podzieliwszy sznur FCE na trzyF'*-*6 
nierówne części, któreby się miały do sie
bie jak liczby 3, 4, 5, i końce iego przy
w iązaw szy  do Jaski ustawioncy w  E, po
tem w z ią w szy  C E ~ 4 ,  i założyw szy sznur 
na drugą laskę utkwioną w  C, d w ie  iego 
części C F , F E  ,równe 3, 5 , w yprężyć  

tek* aby przy punkcie F  czyniły kąt 
.. » ^  °d punktu C ilo  JF wytknięta li- 

nua GF, będzie prostopadła do CD: iest 
bowiem 5* = 3 *  -f-4% czyli 25= 9+ 16= 25 ;

‘  12
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zatem kąt C iest prosty (17 tv. I),  ą liniia  
CF prostopadła do CE.

33. Zagadnienie.
Fig. 47 Z  punktu C danego na lin ii, lub za lin iią  

pro stą  AB, w yprow adzić do te y  lin ii p ro -  
»toporną, za  pomocą węgielnicy m iern iczey.

lód. gdy punkt C iest na linii AB, u- 
stawia się węgielnica do poziomu w  pun
kcie C, i iedno iey prawidło naprowa
dziwszy na dw ie laski zatknięte piono
w o  w  punktach A, B, zatyka się trzecia
ii.ska w  punkcie X , znayduiącym się na 
kierunku promienia ocznego przechodzą
cego przez celowniki drugiego prawidła  
węgielnicy; a od punktu C do X, w y -  
tkięta liniia prosta będzie prostopadłą 
żądaną.

2 re. gdy punkt Ciest za liniią AB; wtedy  
ustaw iw szy prawidło węgielnicy na linii  
AB, posuwa się po Hity, między pun
ktami A i B, narzędziem poty, póki przez 
celowniki drugiego prawidła węgielnicy  
ustawioney poziomo, nie spostrzeże się  
laski pionowo litkwioney w punkcie C; 
a wtedy od punktu X', na którym stoi 
noga węgielnicy, do punktu C w ytkn ię
ta liniia CX', będzie prostopadłą szukaną.

Uwaga. Sznur służy zw yczaynio do 
prowadzenia prostopadłych na gruncie, 
w  małych odległościach, w w iększych zaś 
używa się węgielnicy mieraiczey. Możrfa 
także do linii AB poprowadzić prosto
padłą za pomocą węgielnicy przez cieśli 
i mularzy używaney, przekładając iedno 
ramie ley węgielnicy do linii AB, ‘i wzdłuż 
ramienia drugiego wytykając liniią pro
stą, która będaie prostopadłą do AB.
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3^. * Zagadnienie .
Zm ierzyć szerokość A B r z e k i , bagna,Fi^a  

kandtn i ł. d.
Z końca C linii AB przedłużonej' prowa

dzi się do niey prostopadła CE, a do tey 
z  punktu E, prostopadła inna E F  nie
ograniczona; potem na linii C E, ozna
cza się za pomocą laski taki punkt D  ̂
któryby był w  iednym kierunku z pun
ktem A widzialnym na przeciwnym brzegu 
rzeki, (iakim bywa drzewo, kamień i t. d.) 
i z punktem F  wziętym na prostopadłey 
E F; mierzą się nakoniec odległości BC,
CD, D E ,  EF. Ponieważ dwa tróykąty 
prostokątne DEF, ACD są podobne, w ięc  
dąią DE: EF =  CD: AC; z tey proporcyi 
maiąc trzy pierwsze wyrazy wiadome,

EFXCD
wynaydziem y czwarty CA = —  od

linii znalezioney CA odiąwszy BC, wy
padnie AB Szerokość rzeki szukana.

Uwaga. Można jeszcze to samo zaga-Fig. 49 
dnienie rozwiązać innym sposobem: bio
rąc dwa kiie proste nierówne BD, CF, i za
tykając pionowo kiy mnieyszy na brzegu 
rzeki w punkcie B, kiy zaś w iększy  vv ta- . 
kim punkcie C, linii prostey CA, aby w ie r z 
chołki dwóch kiiów, i punktu A widzial
nego na drugim brzegu rzeki, były na 
iedncy linii prostey F A ;  mierzą się po
tem wysokości kiiów FC , DB, i odległość 
CB. VV tróyjkcic FCA poprowadziwszy,
ED  ró w n o le g ła  do po dstaw y A C , b ę d z ie  
F E : E d = = F C /C A  ( i ); W tey p ro p o rc y i,  
p o n ie w a ż  trzy  p ie rw s z e  w y r a z y  sa w ia 
dome, gdyż F E  ie st różnicą m ię d zy  dłu
gościami dwóch k i i ó w ,  E D = B C ,  a -F C
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jest wysokoścą kiia; będzie w ięc  C A *  
FCXED
— jrg— , od CA odiąw szy długość CB,
wypadnie BA szerokość rzeki szukana 

35. Zagadnienie.
Fig. 50 M iedzy dwom a ‘punktam i A  i B  poło- 

źonemi z  przeciw nych stron  lasu , wytknąć  
lin ii\ p rostą , podług k tórey  las ma być 
w ycię ty

Obiera się zewnątrz lasu taki punkt C, 
z któregoby dwa punkta A, B, były w i 
dzialne; mierzą się odległości AC, CB, 
i  tych, od punktu C, do E i D, bior^ się po
łowy, trzecie, czw arte, i t, d. części; pro
w adzi się liniia E D , która w tróykącie 
ACB przecinając boki AC, BC proporcyo- 
liałnie, będzie równoległa do AB ( 2 ) ;  
z punktu B na Jiniią ED  przedłużoną, 
spuszcza się prostopadła BF, która b ę
dzie odległością linii AB od lE F ; z pun
ktu J linii EJ, wyprowadza się tło uiey  
prostopadła G J = B F ; będzie koniec tey  
prostopadłey punkiem G , znayduiącym  
się na kierunku dw óch punktów A, B, 

-  podług których las nia być wycięty.
36, Zagadnienie.

Fig. 51 Zm ierzyć wysokość AB drzew a, budyn
ku  , w ieży i  t. d.

Biorą się dwie laski nierówne i saty-  
kaią w  ziemię p ion ow o, laska d łuższa  
w  punkcie D , a krótsza w  punkcie F  
linii poziomey B D F ,  tak , aby promień 
oczny EGA przechodzący przez w ierz
chołki lasek CD, EF, padał na wierzcho
łek A drzewa; mierzy się potem na z ie 
mi liniia EGss^FD, i liniia G K =D B ; i bie-
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rze się różnica GC wysokości lasek. Po
nieważ dwa tróykąty CGE, AKE są po
dobne, daią zatem GE: CG=EK: AK, aże 
E if= P B , w ięc z tey proporcyi maiąc trzy 
pierwsze wyrazy wiadom e, wynaydzie-

CGXEK
my wysokości A K = ------GE- ’ (1° którey
dodawszy wysokości laski EF=K B, wy
padnie w ysokość szukana AB.

Uwaga. I. Można przestać na iectney 
tylko lasce CD, położywszy się wznak  
na ziemi w takiey odległości od CD, aby 
promień oczny ACO padał na wierzcho
łek C la s k i , i koniec A wysokości szu- 
kancy. Puczem zmierzywszy odległości 
O D , B D ,  tudzież długość laski CD; 
z proporcyi OD: D C =O B : AB, w  któ-
re y  t r z y  p ie rw s z e  w y r a z y  będą wia-

DCXOB.
d o m e , wypadnie wysokość A B ^ =  - —  —

Uwaga. Ii. Można ieszcze w y mierzyć1̂ -  
tęż samą w ysokość AB za pomocą cienia, 
u sta w iw szy  pionowo laskę CD, i zmierzy
w sz y  naprzód <iey cień DE i wysokość  
CD, potem cień BF przedmiotu, którego się 
wysokości szuka. Gdyż w  dwóch tróyką- 
tach A BF, C D E , liuiie proste AB, CD 
iako pionowe są prostopadłe do BF, DE, 
są zatem do siebie równoległe; nadto lim ie  
A F, CE, oznaczaiące kierunki promieni 
słonecznych, mogą się także uważać za-  
równolegte, zatem kąt A = C  (1 ,21); w ięc  
dwa tr ó y k ą ty  D C E , ABF, prostokątne są 
podobne, i daią DE: C D = B F :  AB, stąd

b f x c d
AB =ss D E " *
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37. Zagadnienie.
Za mompcą tyk  i  szn u ra , zd iąć plan  

g ru n tu , zew nątrz, i  tv kaziłem mieyscu  
w ew n ą trz , dostępnego.

Fig* 53 Niech ABCDE wyraża figurę gruntu do 
zdięcia daną. Z w ażyw szy  że grunt ma 
mieć pięć boków , robię pierwszy i ego 
uarys na papierze zwanym brulionem; 
to test kreślę od ręki figurę o pięciu bo
kach, zbliżającą się w  podobieństwie do 
figury gruntu. Potem w ystaw iw szy  sobie 
w  myśli grunt podzielony na tróykąty, 
przez przekątne AC, AD, dzielę podobnie 
na tróykąty i figurę orlrysowaną na bru
lionie* Nakoniec zatknąwszy pionowo  
tyki w  punkach A, B, C . . . mierzę spo
sobem wyżey wskazanym , w szystkie bo
ki tróykątów składających powierzchnią  
gruntu ABCDE, i ważności liczebne tych 
boków zapisuię na odpowiednyeh bokach 
figury, na brulionie.

Chcąc zrobić na czysto plan grunta, kre
ślę naprzód podziałkę; potem poprowa
dziwszy na papierze liniią ab, odcinani 
na niey tyle części równych w ziętych  
z podzialki, ile bok AB m i miar w brulio
nie. Z punktu a, otwartością cyrkla za
wierającą tyle części p odzia lk i, ile iest 
miar w przekątney AC, kreślę tuk; a z pun
ktu b otwartością cyrkla z a m y k a ią c ą  tyle 
części wziętych z podzialki, ile bok BC 
ma m iar, kreślę luk drugi; a przecięcie 
się tych dwóch luków oznaczy punkt c. 
Z togo znowu punktu ć, otwartością cyr
kla zawierającą tyle części podzia k i ,  ile 
iest miar w  boku CD, kreślę luk, a z pun
ktu a, otwartością cyrkla zamykaiącą tyle 
części podzialki, ile iest miar w  przeką-
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tney AD, krćlę luk drugi, ' a przecięcie 
się tych dwóch luków, oznaczy punkt d;

, podobnym sposobem za pomocą cyrkla, 
i miar wiadomych liniy AE, ED, w z ię 
tych z p o d z ia lk i ,  oznaczę położenie pun- 
ktu e; połączywszy nakoniec punkta b, c, 
d* a> liniiami prostemi bc, cd, de, ea; 
utworzy się figura abcde w.yrażaiąca pian 
gruntu ABCDE. Figura bowiem na papie- 
rze i figura na gruncie składaią się z ró-  
w ney liczby tróykątów podobnych., i po
dobnie położonych. i

38. Zagadnienie.
Za pom ocą wegielnicy m ierniczey zd iać  

plan  p o la , albo ta k i , w ew nątrz w kazdem  
mieyscu dostepney.

Miech figura ABCDEF wyraża łąkę do*’»g*5* 
zdięcia daną. Zatknąwszy uayprzód piono
w o tyki we wszystkich zakątach A,B,C,D,
E, F , łąki j o b ie ra m  na niey taką Jiniią 
AE, z któreyby w szystkie utkwione tyki 
widziane być m ogły; potem ustawiam ie- 
dno prawidło węgielnicy na linii AE, i 
pa tey, między punktami A i E, póty 
narzędzie posuw am , póki przez celowni
ki drugiego prawidła węgielnicy usta- 
wioney do poziomu, nie da się w id zieć  
punkt B; a wtedy punkt G na linii AE, 
odpowiedny środkowi narzędzia, złączy
w szy  z punktem C, liniią GB, ta będzie 
prostopadła do AE. .(*)
(*) Rzadko się zdarza, j>rzez celowniki drugiego prawidła 

węgielnicy, dostrzec od razu tyki ustawione w punktach 
B, C, D . . lec» przychodzi się do tego posuwaiąc n a 
przód lub cofaiąc narzędzie po linii AE. Jeżeli punkta 
A» E, są znacznie od siebie oddalone, potrzeba na Jinii- 
AE, kilka tyk ustawić, aby c e lu j e  pierwszero prawi
dłem w-ęgjelnicy, do bliższych punktów, latwiey to 
drawidto ntoztja .byt© zgodzić z liniią AE*
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Odbywszy podobne działanie na innych  
punktach C, D, F , w  których są u- 
tkwionc t y k i , oznaczę kierunki prosto
padłych HC, JD, KF. Nakoniec od pun
ktu G mierzę sznurem liniią prostą AG 
i prostopadłą BG; odpunktu II, liniią GFI 
i  prostopadłą HC; od punktów J, liniią  
JH  i prostopadłą JD; od punktu K liniie  
JK, K E  i prostopadłą KF; i nakr.żdem 
stanowisku zapisuię w  brulionie, na 
mieyscu w łaściw em , miarę każdey czę
ści linii AE, i każdey odpowiadaiącey 
prosto padłey.

Aby zrobić plan na czysto, kreślę naprzód 
podziałkę ; potem poprowadziwszy na pa
pierze liniią prostą ae, zamykaiacą tyle 
czyści wziętych z podziałki, ile ma sznu
rów liniia AE wymierzona na gruncie, 
odcinam na linii ae, liniie ag, gh, hi, ik, 
k et zawierające tyle częci w ziętych z po
d z ia łk i , ile iest miar w liniiach AG,GH, 
HJ, JK, KE. Do linii ae z punktów  
g, h, k, prowadzę prostopadłe gb, hc, 
id i kf,< zaniykaiącc tyle części podziałki, 
ile iest miar w  GB, HC, JD, KF; nako
niec złączy wszy punkt a a, b, c, d, e, f, 
liniiami prostcnii ab, hc, cd, de, ef, fa, 
utworzy się figura abedef wyrażająca plan 
łąki ABCDEF. Samo bowiem  w ykreśle
n ie  pokaźnie, żó figura planu, i gruntn, 
złożone są z rówmey liczby tróykątów  
podobnych i podobnie położonych.

Uwaga I. Gdyby szło o przeniesienie 
na papier i oznaczenie długości linii krzv- 
w ey ABCDE . . ( fig. 54 b is .) daney na 
gruncie; wtedy, p o p r o w a d z im y  , la tytpź(t 
gruncie liniią prostą Alf, i do tey z różnych 
zalamków B, C, D, E, E . . l in ii Jazy-
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.WvCj.t spuściwszy prostopadle BG, CH, DJ,
E li ..  mierzą się długości ty«h prostopa
dłych, tudzież liniy AG, GH, HJ, JK. 
a maiąc te miary wiadome, łatwo będzie  
sposobem dopiero wyłożonym, oznaczyć  
na papierze kierunek i długość linii krzy- 
w e y  ABCDE.

Uwqga II. Chcąc, doyśe powierchni łą-Fig. 54 
ki ĄBCDEF, wyrachować potrzeba wr mia
rach kwadratowych powierzchie W szyst
kich trójkątów; i trapezów składających 
Slgurę łąki, i wziąć summę tych powierz
chni.

39. Zagadnienie,
Z diać za pomocą bit ssali plan  b a g n a ^ z -55 

la su , lub iafii eg o L o hv ie h gruntu  w ew nątrz  
niedostępnego .

ISiech ABCDE w y r a ż a  p o w ie rz c h n ią  
bagna w e w n ą t r z  n ied o stęp n eg o .  Zatkną
w s z y  pionow o tyki na wierzchołkach ką
tó w  A, B, C, D, E, uważanych za do- 

» stępne , ustawiam poziomo bussollę w pun-  
k c io  A, następnie w punktach 11, Ć, D, E ,  
i biorę kąty NAB, NBC, NCD, JSDE, ISEA,
Z a warte między bokami AB, BC, CD, DE,
E A , a kierunkiem igiełki magnesowey (*) 
przechodząc zaś z jednego punktu na

( v) Dła znalezieni * ważności Łata zawartego między 
i in iią  iakąkolwiek AB, a kierunkiem KAS igły ma
gn esow ej ,  potrzeba bussoli ustawioney do pozio-  
inu  zgodzie prawidło z liniią AB, tak, aby pro
mień oczny idący z pnuktń A, padał na tykę p i o 
nowo ustawioną w punkcie B, potem czekać na-
*czy, póki igiełka po odbyciu swoich waehari, n ie -  
wir.nve położenia stałego, a wtedy liczba stopni 
wskazana na okręgu punktem północnym  igiełki»  
Będzie m ia rą  kąta szukaną.
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drugi, mierzę boki AB, BC, CD i t. «1., 
i na kazdem stanowisku, zapisuię w bru
lionie ważność każdego kąta, i długość 
każdego boku.

Aby zrobić plan naczysto, naznaczam 
na papierze punkt a, wyraźaiący punkt A 
na ziem i, i przez punkt a, prowadzę do
wolnie liniią nas, oznaczaiącą kierunek 
igiełki magnesowey w punkcie A; kreślę 
za pomocą przenośnika kąt nab=NAB, 
a na boku ab, odcinam tyle części Wzię
tych z podziałki, ile iest miar w boku 
AB. Przez punkt b prowadzę liniią nbs 
równoległą do nas, i kreślę za pomocą 
przenośnika kąt nbc=NBC, a na linii bc, 
odcinam tyle części wziętych z podziałki, 
ile iest miar w boku BC. Kreśląc podo
bnie kąt ncd=NCD, kąt ndo=NDE, i kąt 
nea=NEA; i na bokach cd, de, ea, odci
nając tyle częci branych z podziałki, ile 
iest miar w  bokach odpowiednych CD, 
DE, EA; zrobię figurę abede wyrazaią- 
cą plan bagna ABCDE; czyli co na iedno 
wychodzi, wielokąt abede podobny wie
lokątowi ABCDE: bo kąty pierwszego, są 
odpowiednie równe kątom drugiego w ie
lokąta, i boki około tych kątów lezące 
są odpowiednie proprcyonalne (*).

Ten sam sposób postępowania byłby 
gdyby szło o zdięcie planu lasu, rzeki i t. d.

—  9$ -----------------

ab, be, cd, i t. d. z Iiniiami san, abn, «ea 
i t. d. równoległymi weględem siebi«, czynią kąiy 
odpowiednie równe kątom zawartym bokami AB 
BC, CD i t. d, a kierunkami równolegteini igiełki 
magi^sowey; zatem kąty zawarte między bokami 
pierwsze mi tworzącemi wielokąt abede, są równe 
odpowiednie kątom zawartym bokami djrugięai 
tworzącemi wielokąt ABCDE.
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Uwaga. Dla skrócenia roboty, możnabf / 
poprzestać n a  ustawieniu bussoli na trzech 
tylko stanowiskach A, C i D, mierząc nąkaż- 
dem ss nich, kąty zawarte między każdym 
x boków sobie przyległych a kierunkiem 
igiełki magnesowóy: i tak w  punkcie A 
mierząc kąt NA.B, i kąt SAE=NEA;
W  punkcie C, kąt BCSr=NBC, i kąt NGD; 
w  punkcie D, kątNDE; przez co otrzymaią 
się te same 5 kątów, które wymierzone by
ły na pięciu stanowiskach.

40. Zagadnieni*
Zdiąć za pomocą stolika pofolenis ró- Fi*. so 

źnych 'przedmiotów niedostępnych, lecz wi
dzialnych % dwóch punktów obranych na 
gruncie.

Niech będzie ilekolwiek przedmiotów nie
dostępnych B, C, D, widzialnych z dwóch 
punktów M* N, które są obrane na grun
cie za końce podstawy MN. Aby ozna
czyć położenie tych przedmiotów, zatykam 
naprzód pionowo tykę w punkcie N, a 
stolik nakleiony papierem ustawiam do 
poziomu w punkcie M; poczem naznaczy
w szy na stoliku za pomocą pionu, punkt a, 
odpowiadający punktowi M, na ziem i, 
zatykam w punkcie a prostopadle igiełkę, 
przy którey położywszy prawidło, celu
ję niem do tyki utkwioney w N, i wzdłuż 
krawędzi prawidła prowadzę na stoliku 
liniią nieograniczoną ax, odpowiadającą 
linii MN na ziemi: obracaiąc następnie 
prawidło około igiełki celuię niem ku przed
miotom D, C, B, i wfzdłuż krawędzi pra
w id ła , odpowiadaiącey kierunkowi pro
mieni ocznych, prowadzę na stoliku li- 
niic nieograniczone aD, aC, aB. T o  wy-
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kohatyszy, ssdeymilię stolik z punktu M, 
i zatknąwszy w  tym punkcie tykę, m ie
rzę łańcuchem Indią MN, i łifczbę iey  
miar wziętych z podzia łk i, odcinam na 
linii ax oil a iło c. Maiąc wiadomą li- '  
niią ae, przenoszę stolik na punkt N, i 
ustawiam go do poziomu tak, aby punkt e, 
i  li ni ia ea na stoliku, odpowiadały pun
ktow i ŃV i linii NM na ziemi; poczem 
około punktu e, celnie prawidłem do 
przedmiotów 15, 0 ,  D, i wzdłuż prawidła  
prowadzę na stoliku lińiie eB , eC, e D ,  
które przeciąwstfyxsię z linii.ami a B , ąC, 
aD, oznaczą na stoli ku w  punktach bjC, d, 
położenie pBze dttdotów B, C, Q. 

y!g.55 Uwaga. Gdyby zupomoca stolika w y 
padło zdś ąć pian gruntu, którego w ierz
chołki wszystkich kałów svj dostępne, np. 
plan,i) ag na.-ABCDE; ■ wtedy na punktach 
A, B, odbywszy takie działanie, ¡akie  
■wykonało się na punktach M i  N dla ozna
czenia linii aę; i powtórzywszy, tę sama, 
robotę na punktach B i C, Q i D, D i Ę,
E  i A; otrzymamy plan bagna,ABCDE.

Gdyby zaś punkta B i C były dostępne,a na 
gruncie znaydow ały się przewiniony X,Y,Z, 
które z tych tylko punktów , są u ; p l 
uć; wtedy, w ziąw szy  liniią BC z.i pod
stawę, oznaczyłoby się położenie tych przed
miotów za pomocą stolika lub b u s s o l i ; 
albo też za pomocą węgielnicy mierni- 
fczcy, ieżoli te przedmioty nic są znacznie  
oddalone. Togo ostatniego narzędzia bar
dzo często używać się z w y k ło ,  do ozna
c z a n i a  biegu rzeki, zakrętów drogi,i w szyst- *
kich drobniejszych załamków figury (la
ncy na gruncie.
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41. Zaga damn i e 
Zdiąć za pomocą kąt o m iar u plam g ru n -^ t  

tu  A ii C DE w ew nątrz niedostępnego , lec& 
którego boki i ką ty  w ym ierzyć ulotna- 

Zatknąwszy pionowo tyki w  punktach 
À, B, C, D, E, i ustaw iw szy, .naprzód 
kątumiar w  punkcie A, następnie \ÿ pun
ktach B, C, .0, E; biorę kąty EAB, .ABC, 
BCD, C D E , JDĘA; mierzę poieip boki 
AB, B Ç .. .  i na kazdem stanowisku,wa
żność wymierzonego boku i kąta i zapisu- 
ię w  brulionie.

Aby zrobić plan naczystę prowadzę 
na papierze liniią ca, zamykającą tyle  
części wziętych z pod zi alki, ile i est W ar  
w  boku EA, i przy punkcie a, za pomo
cą przenośnika kreślę kąt 'eabspEAB»* 
w ziąw szy  znOWii na linii ab, o fi U i lód», 
tyle części z pudziąiki ile ma miar liritia 
AB, przy punkcie b robię fcąt àbc^ABC;  
i tak następnie w ykreśliw szy kąty bed, éde, 
dea, tudziez boki be, cil, de, otrzyvmtiiiy; 
prędkim sposobem, plan bagna AB CDE.*

KONIEC X Î È b l  ' TftZïï .C lÉ y .
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Tab.

Fig-

X I Ę G A IV. 
R O Z D Z I A Ł  xr.

O PŁASZCZYZN ACH P R ZECIN A1ĄCYGH S IĘ  
I  M N IJACH  PROSTYCH P R Z E CIĘTY  PH  

PŁASZCZYZN AM I;

O p i s a n i a
I. Przez ieden punkt, iako też przoz ie- 

dną liniią prostą, można poprowadzić ni«- 
skończoną liczbę płaszczyzn.

II. Liniia iest prostopadła do płaszczy
zny , gdy iest prostopadła do wszystkich 
liniy prostych przez iey spodek na płasz
czyźnie poprowadzonych; naodwrót i płasz
czyzna iest w tym razie prostopadła do 
linii. Spodek prostopadiey iest punkt, 
W którym ta liniia spotyka płaszczyznę.

III. Liniia iest równoległa do płaszczy
zny , albo dwie płaszczyzny  są równoległe 
wzglcdem siebie; gdy liniia nie spotyka 
nigdy płaszczyzny, albo gdy płaszczyzny 
naydaley będąc przedłużone zeyść się 
z sobą nie mogą. ł i

IV. Dowiedziemy (twicr. 1), że spólncm 
przecięciem dwóch plaszcznyzn z sobą spo
tykających się, iest liniia prosta; nachy,

v.lenie się zatem ku sobie dwóch płasz- 
j.czyzn MN, PQ, oznacza się kątem ABC, 

zawartym dwiema prosto padłem i AB, BC,
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do spójnego tycli płaszczyzn przecięcia 
PN» * iednego punktu B, na dwóch płasz
czyznach , poprowadzouemi.

N. Kqt bryłowy, iest przestrzeń kąto- p. 
wa S* zawarta więcey niż dwiema płasz- **’ 
czyznami ASB, BSC, CSD, DSA, w  ie- 
dnym schodzącemi się punkcie.

1. Twierdzenie.

Przecięcie się sp ólne dwóch płaszczyzn 
iest liniia prosta.

Bo liniia prosta przechodząca przez 
dwa punkta spólnego przecięcia dwóch 
płaszczyzn, iest razem na iedney i dru- 
giey płaszczyźnie, więc taż liniia pro
sta musi być spólnem przęcięciem tych 
płaszczyzn.

2. Twierdzenie.
Jeżeli liniia prosta A P , iest prostopa

dła do dwóch ludy PB , P C , przecinaia- 
cych się w iey spodku P , na płaszczyźnie 
MN; będzie taż liniia A P , prostopadła Fig. i 
• do płaszczyzny MN.

Obrawszy bowiem na liniiach PC, PB, 
dwa iakiekolwiek punkta C, B, i połączy
w szy  ie liniią prostą CB; a od środka Q 
tey lin ii, poprowadziwszy do P , Jiniią 
QP, nadto od punktu A do B , Q , C , 
liniic AB, AQ, AC. Ponieważ w tróy- 
kącie PBC, podstawa BC iest podzie
lona w punkcie na dw ie równe czę
ści będzie PĆa+B P 2=2PQ*+2QC*(in,22);
podobnie w  tróykącie BAC, iest AC* +  
AB*=2AQa-|-2QĆł ;więc, odiąwszy pierw
szą równość od drugiey, i uwążaiąc, że tróy-
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kąty APC, APB, prostokątne przy P, daią 
AC2—Ci* * ~ A P 2, IB 2—Pg2=AP?(lII,17.w.2), 
Będzie At»2 +  M 2 =  2AP2==2AQ2 - - 2PQ2; 
a podzieliwszy obie strony przez 2, otrzy
mamy Al,2===Ą5f“-PQa ; czyli, dodawsyy
do obu stron, PQ2, wypadnie Al^-f-Po2—  
AQ2; zatem tróykąt APQ iest prostokątny 
(III, 17, wn. l)> przy P; w ięc liniia AP iest 
prostopadła do PQ: podobnie można oka
zać ze linia AP iest prostopadła do kaź- 
dey linii prostey przez punkt, P, na 
płaszczyźnie MN poprowadzonej'; zatem 
liniia AP będzie prostopadła i do płasz
czyzny MN ( opis. II).

3. Ticierdzem e.
Fig. 4 D w ie łiniie proste  AB , AC, przecina- 

iacc sic z soką, na iedney p tszczyzn ie i  
oznaczała iey poToźenie.

Bo przez lmiią AB, w y sta w iw s z y  so
bie poprowadzoną płaszczyznę, i obraca
jącą się około tey linii poty, póki nie 
trafi na punkt C, wtedy, ponieważ liniia 
AC, inieć będzie dwa pmikta na tey płasz
czyźnie, w ięc  cała na niej' znaydować  
s ię  będzie; położenie zatem tey płasz
czyzny będzie tein samem oznaczone, ze 
znayduią się na niey dwie łiniie proste 
AB, AC, przecinające się z sobą.

F.g. 5 W niosek  1. Tróykąt ABC, czyli trzy
punktu A, B. C5 nie W linii prostey b ę
dące, óznUezaią położenie płaszczyzny.

W n io sek  II. D w ie  łiniie równoległe
AB, CD, oznaczaią położenie płaszczyzny; 
bo przeriąwszy te łiniie, trzecią liniią EF,  
będzie płaszczyzna dwóch liniy prostych 
AE, EF, płaszczyzną liniy równoległych 
AB, CD.
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4. Tw ierdzenie.
l in i ie  poGityte AD, A li... poprowadzone pĄj. &

ód punktu A do do p łaszczyzny M N, ie- 
zeli są równo oddalone ód prostopadłey  
A P ,d o  teyżc płaszczyzny, bedą równe sobie; 
a z dwóch pochyłych A E , A B  nierówno  
oddolnych od prostopad łey  AP; lin iia  A E  
wiecey oddalona ie st od dłuższa AB.

Bo lód. ieźeli liniy pochyłych odległości 
D P, PC, PB, od linii AP, są równe; troykąty 
prostokątne APD, APC, APB, mające nadto 
bok AP spólny, będą równe sobie ( l .  3): za
tem pochyłe AD, AC, AB, równo oddalo
ne od prostopadłey, są miedzy sobą równe;

2re. jeżeli odległość PE pochyłey AE, 
iest w iększa  od odległości PB pochyłey 
AB, będzie (1, 13) pochyła AĘ, w iększa  
od AB, a zatem i od AC.

W niosek. Spodek P prostopadłey AP} 
iest środkiem koła zakreślonego na płasz
czyźnie MN, z punktu A promieniem  
Większym od AP; własność ta ppdaie spo
sób prowadzenia prostopadłey do płasz
czy zn y , z punktu nad hią wziętego.

5. Twierdzenie.
Jeżeli p rze z  spodek P , prostopadłey A P ,  F*gi 7 

do p łaszczyzny M N , poprow adzim y p ro - 
stopadtą P D , do lin ii BC  leżącey na tey-  
ze p ła szczyźn ie , i  koniec D  tey  prostopa
d łey , złączym y z punktem  iakim kolwiek A  
prostopadłey  p w rw szey , lin iia  AD; bedzie 
ta  lin iia  AD  p rostopad ła  do BC.

W ziąw szy  bow iem  BD ==DC, i popro
w a d z iw sz y  liniie  PB, PC, AB, AC. Po
nieważ lin iia  PD  iest prostopadła do BC*

~  105 —
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i odległość B D =D C , więc poebyła PBs= 
PC (1 , 13); aże znow u względem prosto- 
padłey A P , odległość P B = P C , zatem 
pochyła A B = A C  (4J; lin i ia w iec AD 
ma dwa punkta A i D ,  równo oddalone 
od końców B i C , linii BC, zatem iest 
prostopadłą do teyże linii.

W niosek. Wypada stąd, ze li ni ia BC iest 
prostopadła do płaszczyzny APD (2); bo 
ta liniia iest razem prostopadła do dwóch  
liuiy prostych AD, PD, przecinaiących się 
W iey spodku D.

6. T w ierdzenie.
8 Jeżeli lin iia  A P , iest prostopadła do 

p łaszczyzny M N , wszelka liniia E D  ró 
wnoległa do lin ii A P , bedzie prostopadła  
do teyze  p łaszczyzny.

Bo przez liniie rownolńgłę AP,ED, popro
w a d z iw sz y  płaszczyznę APDE przecinaią- 
cą się Z płaszczyzną MN, w  linii P D ,  
a na płaszczyźnie MN poprowadziwszy  
l in iią  EC prostopadłą do PD, i punkta 
A  i D  złączyw szy liniią AD; podług w nio
sku twierdzenia poprzedzającego, liniia 
BC będzie prostopadła do płaszczyzny  
A P D E , zatem kąt BDE iest p rosty ; aze 
kąt EDP iest także prosty (1, 19), bo 
liniia AP równoległa do DE, iest z za
łożenia prostopadła do P D ; zatem liniia  
D E  iest prostopadła do dwóch liniy PD, 
BC, przecinaiących się w  iey  spodku D,  
w ięc  iest prostopadła i do ich p łaszczyz
ny MN (2 ) .

Wniosek. Wypada stąd naodwrót, ze le 
że li  dwie lim ie  proste AP, ED , Są pro
stopadłe do iedney płaszczyzny jyiN 9 te 
dw ie linie są do siebie rów noległe; bo
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połączywszy spodki tych prostopadłych 
jiniią  PD, na płaszczyźnie MN, będą lini- v 
ic A P,E D  prostopadłe do linii PD (opis.II), 
a zatem będą względem siebie równole
głe ( I, 17;.

Wniosek II. D w ie  Iiniie AB, CD, ró-l',g-u  
wnoległe do linii trzeciey E F , na odmien- 
jicy z niemi płaszczyźnie położoney, są 
równoległe względem siebie. Bo w yobra
z iw szy  sobie płaszczyznę prostopadłą do 
linii E F ,  każda z limy A B , CD, będąc 
równoległa do linii E F , będzie prostopa
dła do tey płaszczyzny; a zatem podług 
wniosku poprzedzaiącego, Iiniie AB, CD, 
będą względem siebie równolegle.

7. Tw ierdzenie.
Jeżeli lin iia  p ro sta  AB, ie s t równolegfa¥\g. y 

do lin ii CD leźacey n a p łaszczyzn ie  M IS , 
kadzie lin iia  A B  równoległa i do te y  
płaszczyzny,

Bo gdyby liniia AB nie była rów no
legła do płaszczyzny MN, w ięc  spotyka
łaby razem tę płaszczyznę, i położoną na 
niey iiniią C D ; ,a z e  liniia AB nie może  
spotykać linii CD, bo iest do niey z za
łożenia równoległa, przeto taż liniia nie 
może spotkać i płaszęzny MN; zatem 
iest do n iey  równoległa (opis. III).

8. T w ierdzenie ,
Dwie płaszczyzny M m, PQ , p ro si opadłe  Fig. 10 

do lin iip ro s tcy  A B, sci do siebie rów noległe  
, Gdyby bowiem te płaszczyzny przedłu  
zone. spotkały się z sobą wr linii DC! 
wtedy, obrawszy na tey linii punkt O, 1 
poprowadziwszy 1 iniie B o ,  U ) ;  pon iew aż

*•* A '
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liniią AB iest prostopadła «I© płaszczyzny 
MN, więc iest prostopadła i do linii AD 
poprowadzoney przez iey spodek na tey  
płaszczyźnie (opis. II. ); dła tey samey 
przyczyny ’ i liniią AB iest prostopadła 
do BO ; zatem byłyby dwie prostopadłe 
BO, AO spuszczone z iednego punktu O, 
na liniią AB, co być nie może; nic mogą 
przeto dwie płaszczyzny MN, PQ, spot» 
kac się z sobą; są więc równoległe.

9. Twierdzenie.
Vis U J e ie li dwie p łaszczyzny równoległe M N y 

m  są p rzec ię te  trzeę ią  p łaszczyzną ĄB CDf 
ich,przecięcia ĄB , CD, bedą wzgledem  sie
bie równolegle.

Bo gdyby limie AB, CD leżące na ie- 
dney płaszczyźnie ABCD, nie były równo
ległe , więc przedłużono zbiegłyby się z so- 

a zatem zeszłyby się i płaszezyzny 
MN, PQ, ną których one znayduią się; aże 
te płaszczyzny schodzić się nie mogą, bę
dąc z założenia równolegle; zatem i linii;?. 
AB, CD muszą być względem siebie ró
wnoległe.

10. T w ierdzen ie .
F't'iî L in iią  Ą B  prostopadła  do płaszczyzny  

M N , ie s t prostopadła  i do płaszczyzny PQ, 
równolegtey do M N

Bo na płaszczyźnie PQ, pociągnąwszy 
dowolnie liniią BC, i przez dwie liniie 
AB,BC poprowadziwszy płaszczyznę ABCD, 
przecinaiące się z ptaszczyzną MN, w li
nii AD, będzie to przecięcie AD równo
ległe do BC (9) ;  aże liniią AB iest pro
stopadła do płaszczyzny MN, a zatem
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iest i do linii AD lożącey na tey p łasz
czyźnie (opis. II); iest zai liniia BC ró
wnoległa do AD, więc liniia AB iest 
prostopadła i do linii BC (I, 19* W,,*V P°“ 
dobnie okazać można1, że taż liniia AB 
iest prostopadła do każdey linii przecho- 
dzącey przez iey spodek na płazczyznie  
PQ, zatem liniia AB iost prostopadła do
płaszczyzny PQ«

11. Tw ierclzenie.
D w ie lin iie równoległe A B , CD, zaivarlevig ¡3 

m iedzy dwiem a płaszczyznam i M N, PQ, 
rów noległem i, są równe sobie.

Gdyż przez liniie równoległe AB, CD, 
poprowadziwszy płaszczyznę ABDC; prze- 
cięcia AC, BD, tey płaszczyzny, z d w ie 
ma płaszczyznami MN, PQ, będą w zglę
dem siebie równolegle (9^, zatem figura 
ABDC iest równoległobokiem; w ięc liniia  
AB =  CD.

12. Twierdzenie.
Jeżeli dwa ką ty  CAE, D BF, nie lezącepig. u  

na iedney p ła szczyźn ie ; m aią ram iona  
AC i B D , AE i BF, wzgledem  siebie r ó 
wnoległe , i  skierowane w iedną stroną', 
bedą te  ka ty  rów ne, a ieh p łaszczyzny  
równoległe.

Wziifwszy bowiem A C = B D , A E = B F ,  
i poprowadziwszy liniie CE, DF, AB, CD,
EF; Ponieważ liniia AC iest równa i równo
legła do BD, będzie i liniia CD równa 1 
równoległa do AB (1,20. w. I). Dla podobney 
Przyczyny i liniia E F  iest róyvua i równo-  

*?° Bnii AB; dw ie zatem liniie CD, 
r  * r°vvne i równoległe względem linii
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Irzeciey AB, położoney na innej' z niemi 
płaszczyźnie, są równe i równolegle wzglę
dem siebie (6. w. 2); zatem i l in i ia D F ie s t  
równa i równoległa do CE; w ięc dw atroy-  

liątyACE,'tJDF , maiące trzy boki odpowie
dnie równe trzem bokom , s?| równe sobie 
(1,9); a zatem iest kąt C A E =D B F . Nadto, 
ponieważ trzy boki tróykąta ACE, są ró
wnolegle względem trzech boków tróyką
ta BDF, w ięc i płaszczyzny tych tróyką
tów są do siebie równoległe.

13. Twierdzenie.
Fis. 15 Jeżeli dw ie lin iie proste  AB, CD, p r z e 

cięte są trzem a  płaszczyznam i równole. 
gtem i M n , P il, JIS, p rzeciete  be da p r o - 
porcyonalnie.

Niech lin iia  AB, spotyka płaszczyzny  
dane w  punktach A, E , B; liniia C D ,  
w  punktach C, F , D; powiadam, że ma 
się AE: EB=r.CF: FD.

Bo poprowadziwszy liniią AD, spoty
kającą płaszczyznę PQ w punkcie G; i 
nadto imiie AC, EG, GF, BD. Ponie
waż przecięcia EG, BD, płaszczyzn ró
wnoległych PQ, RS, z płaszczyzną ABD, 
są do siebie równoległe (9); w ięc w  trój
kącie ABD, ma się a E: E B = A G : GD (III, 1). 
Podobnie dla przecięć AC* GF, równole
głych, w  tróykącie ADC, iest AG: G D =  
CF; FD, więc, z przyczjmy spółnego sto
sunku AG: GD, będzie AE: EB— CF: FD.

M. T w ierd zen ie ..
F ig . 16  Jeżeli l in iia  A P  iest prostopadła do 

p łaszczyzny M N, wszelka płaszczyzna A PB, 
przechodzącą p rze z  lin iia  A P , będzie 
prostopadła  do płaszczyzny MN. •
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Niech liniia BC, wyraża spólne przecię
cie dwóch płaszczyzn APB i MN. Na płasz
czyźnie MN, poprowadźmy przez punkt P, 
liniia DE prostopadłą do BC: liniia APiako  
prostopadła do płaszczyzny MN, iest pro
stopadła do kazdcyyz dwóch lin iy  BC, D E  
natey  płaszczyźnie poprowadzonych (op.Ił), 
w ięc  kąt APD iest prosty, aze ten kąt za 
warty dwiem a pro sto padłem i PA, PD, do- 
spólnego przecięcia BC, m ierzy nachyle
nie się ku sobie dwóch płaszczyzn APB,
M N  (opis. IVj; w ięc  dwie te płaszczyzny  
są do siebie prostopadłe.

Wniosek. Wypada stąd, ze iezeli dw ie  
płaszczyzny są prostopadłe do trzeciey, 
będzie  i spólne przecięcie tych dwóch  
płaszczyzn prostopadłe do płaszczyzny  
trzeciey.

15. T w ie rd ze n ie .
Jeżeli ką t hrytowy  S ,  za w a rty  iest tr ze -Fig. 17 

m a kątam i ptaskiem i ASB, A S C , CSB, 
hedzie summa dwóch któryęhkolwiek z nich, 
większa od ką ta  trzeciego.

Niech kąt !ASB, będzie w iększy od każ
dego z kątów, ASC, BSC; powiadam ze kat 
ASB < A SC +B SC .

Bo na płaszczyźnie ASB, w ykreśliw szy  
kąt DSB— CSB, w z iąw szy  SD — SC i popro
w adziw szy  liniie ADB, AC, CB: ponieważ  
dwa boki BS, SD są równe dwóm bokom 
BS,SC, i kąty BSD, BSC między łemi boka
mi zawarte są rów ne, w ięc dwa tróykąty 
BSD, BSC są równe sobie, zatem B B = B C .
A ie  A B < A C + B C  (1 ,5 ) ,  więc, odiąwszy  
z iedney strony BD, drngiey BC, będzie 
A D<A C. Lecz dwa bobi AS, S D , są ró
wne dwóm bokom A S, SC, a bok trzeci
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AD iest tnnieyszy od AC, zatem kąt 
A S D < A S C  8 );  dodawszy spoinie kąt 
BSD=BSC, będzie kąt A SD -f BSD, czyli kąt 
A S B <  A SC +BSC.

16. Twierdzenie.
F i g .  i s  Summa katów  płaskich zaicieraiących ka t 

b ry ło w y , iest mnieysca od czterech kątów  
prostych .

Przetniymy kąt bryłowy S, iakąkolwfek  
płaszczyzną ABCDE, i z punktu O w z ię 
tego na tey płaszczyźnie, do wszystkich  
kątów  wielokąta ABCDE, poprowadźmy 
łiniie OA,iOB, OE i, t. d. będzie summa 
kątów w trójkątach ASB, BSC. . . inaią- 
cych wierzchołki w  S, równa summie 
kątów podobneyźe liczbie tróykątów AOB, 
BOC . . maiących wierzchołki w  O. Aźe 
przy punkcie B, kąty ABO, OBC, razem 
w zięte  czynią kąt ABC<ABS-}-SBC (I5);po- 
dobnie przy punkcie C, iest kątBCO-fOCD  
<BCS-f*'SCD, i toź samo iest zew szy s t-  
kiemi kątami wielokąta AD; zatem w tróy- 
kątach, których wierzchołkiem iest punkt O, 
summa kątów przy podstawie, iest mniey- 
sza od.summy kątów przy podstawie w  tróy- 
kątacli, których wierzchołkiem iest punkt 
S; więc naodw rót summa kątów utworzo
nych przy punkcie O,iest większa od summy 
kątów  przy punkcie S; aźe summa kątów  
przy O, iest równa czterem kątom prostym 
(I ,  ;2 . uwag.); zatem summa kątów pła
skich ASB, BSC . ..zawierających kąt bryło
wy S, iest mnieysza od czterech kątów  
prostych.
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R O Z D Z I A Ł  AIT.

O W Ł A S N O Ś C I A C H  BRYŁ I  M1ERZENHJ IGH 

P O W IE R Z C H N I -

O p i s  a n t a ,

I. N azyw a się bryfą wielościenną, albo 
krócey uielościanem , każda bryła zakoń
czona płaszczyznami» czyli ścianami pla- 
skiemi maiącemi za granice liniie. proste. 
I tak bryła ograniczona czterema ściana
mi, iest czworościanem , 6ścią ścianami»sze
ścianem , 12słą ścianami, dum iast ościąnem, 
20sta ścian am i, dwudziesto ścianem  11. ii.

II. S p ó ln e  p rz e c ię cie  dycóch ścia n  przy
le g ły c h  W w ie lo ś c ia n ie ,  i ia z y vya s ię  bo
kiem  albo kraw ędzią  wielościanu.

III. Wielościanem foremnym  nazywa się 
ten, w  którym w szystkie ściany są w ie 
lokątami foremnemi równemi, i  którego 
wszystkie kąty bryłowe są równe sobie.

Takich wielościanów iest pięć dlatego 
lód, ze dla złozenią kąta bryłowego po
trzeba nayrnnięy trzech kątów płaskich, 
2re, ze potrzeba aby kąty płaskie za w ió
ra i a ce kąt bryłowy wielościanu foremne
go były kątami foremnego wiolokąta, co 
łatwo z opisania bryły foremney w idzieć  
się daie; 3cie , ze kąt bryłowy zawarty  
iląkolwiek kątami piaskiem i iefst zaw sze  
nmieyszy od 4 kątów7 prostych (1 6 ) .  Stąd 
wypada lód, ze dla złożenia kąta bry
łowego z  kątów tióykąta równobocznego?
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niemożna wziąć mniey nad ani wię^ 
cey nad 5 kątów płaskich ,* gdyż ieden 
z tyci» kątów równy iest § kąta prostego, 
w ięc  6 takich kątów, czyniąc 4 kąty pro
ste , nie mogłyby złożyć kąta bryłowego 
(1 6 ) ;  a zatem trójkątami równobocznemu 
może być tylko zawarty czworościan , ośrnio- 
ścian i dwudziestościan forem ny. 2re z ką
tów  płaskich kwadratu nie można mniey  
ani więcey w ziąć nad trzy, dla złożenia  
kąta bryłowego: kwadratami zatem może 
tylko być ograniczony sześcian. 3cie po
niew aż każdy kąt pięciokąta foremnego 
czyni 108° (* ) ,  można zatem trzema ką
tami ptaskiemi tego pięciokąta zawrzeć  
kąt bryłowy, a pięciokątami foremneini 
zamknąć dwim astośęian forem ny.

Chcąc złożyć z tektury wspomnione 
wielościany foremne, tak się postępuie:

F i g .  19 Dla złożenia czworościanu kreślą się na 
tekturze cztery tróykąty równoboczne.

-F ig .20 Dla ośmiościanu ,  ośrn tróykątów równo
bocznych.

F i g .  ai Dla dwudziestościanu, dwadzieścia  
tróykątów równobocznych.

Fig. 22 Dla sześcianu, sześć kwadratów.
Fig. 23 Dla dwuiiastos'ciaim, dwanaście pięcio

kątów foremnych.
Potem za pomocą liniialu i scyzoryka , 

wzdłuż liniy oddzielających każdą płasz
czyznę, nadrzynaią się obwody figur do 
połowy grubości tektury, nakonicc skla- 
daią s i ę  ściany i łączą przez sklejenie 
ich boków, któremi się stykać powinny.

O  podług (1 ,2 6 .  w.) kąty wewnętrzne p ięciokąta 
foremnego równe 3ą 6 kątom prostym, wiec ¡eden
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IV. Graniastosfnp iost bryła ogtnniczo-Fl* 
na iląkolwiek płaszczyznam i, z których 
dwie przeciwległe są wielokątami równe- 
ini i równoległemi, a inne boczne równ»- 
łegłebokami; płaszczyzny p r z e c iw n ie  AL,
BJ są podstawami graniastosłupa J a zbiór 
równoległoboków BD, Cb, HL i t. d. czy
ni powierzchnią boczna czyli wypukłą  
graniastosłupa.

Prostopadła BR z któregokolwiek pun
ktu B iedney podstawy, spuszczona na 
podstawę drugą, iest wysokością grania
stosłupa; a iiniie BA, C D . . . są iego kra
wędziami.

Można uważać graniastosłup iako utw o
rzony przez podstawę A L , posuwa:ącą się 
rownob.gle względem siebie , po krawę
dzi AB. P r z e c ią w sz y  zatem g d z iek o lw iek  
graniastosiup , płaszczyzną ró w n o leg łą  do 
podstawy, przecięcie stąd otrzymane, bę
dzie równe tey podstawie.

Graniasto slup iest p ro sty , gdy krawę- 
t zie lego BA, C D . . .  są prostopadle do pod
staw y: j wtedy każda krawędź ie st  ró
w na wysokości gran iastosłupa . W każdym 
innym przypadku graniastosiup iest po  
c njfy> i wysokość iego iest mnieysza od
krawędzi.

Gianiastosłup iest tró yk ą tn y , czworo- 
ką tn y, pieciokątny  i t. d. podług tego iak 
podstaw a iego iest tróykątem , czworoką cie 
te™> pięciokątem i t. d.

*'• Graniastosiup maiący za podstawę 
row'noieglobok zow ie się równoległością- 
B/PfL* ^ ' VnCdegtośeian ograniczony iest 
<lwaU  ̂ V,!<,*e^ 0*,0l :araii * których każde 

pIZeciwne są równoległe i równe»
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Równoległe^cian iest prostokątny, gdy 
wszystkie iego ściany są prostokątami»

Kówno!eglościan prostokątny nazywa  
s ię  sześcianem , gdy iest zamknięty sze- 
ścią rów nem i kwadratami- 

Fig.20 Yl. Ostrosłup czyli p ira m id a , iest bryła 
ograniczona iląkolwiek płaszczyznami 
tróykątnemi schodzącemi się w  iednym 
punkcie S, zwanym wierzchołkiem ostro
słupa, i opartemi na bokach w ielokąta  
ABCDE, służącego za podstawę  ostro
słupowi,

Prostopadła SP z wierzchołka ostrosłu
pa na podstawę spuszczona, iest tcyso- 
kością ostrosłupa, iiniie SB, SC i t. d. są 
iego krawędziam i, a zbiór tróykątów ASB, 
BSC i t. (l. Składa powierzchnią w ypukła  
czy 1 i boczną ostrosłupa.

Osirosłiip iest tróykątny, czworokątny  
i t. d. podług tego, iak podstawą iego iest  
tióykąt, czworokąt i t. d.

F ig .27 Ostrosłup iest fo rem n y, gdy ma za 
podstawę wielokąt fo rem n y  BCDEF, i gdy  
prostopadła SP z wierzchołka ostrosłupa 
na płaszczyznę podstawy spuszczona, prze
chodzi przez środek P tey podstawy.

W ostrosłupie forem n ym  krawędzie SB, 
SC, SE, SD i t. d. są wszystkie równe sobie; 
bo są przeciw'prostokąt nem i tróykątów  
prostokątnych równych SPB, SPC, SPD  
i t. d.; nadto wszystkie boczne tróykąty 
SBC, SCD, SDE i t. d. są rów noramienne i ró
w ne sobie. \  zatem z wierzchołka S ostro
słupa foremnego, spuszczona prostopadła 
>SK na podstawę DE tróykąta bocznego 
SDE, oznaczającą iego wysokość, iest ra
zem itusok&ś&ią wszystkich tróykątów  
bocznych.
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Przcciąwszy ostrosłup 8 ABCDE pTusz-*^-26 
czynną abcde równoległą, rło podstawy, 
bryła ABCDE abcde, z tego przecięcia otrzy
mana, zow ie się ostrosłupem ściętym , albo 
klocem ostrosłupowym.

Vłi. W alec iest bryła, którą u w a ż a ć  m o-Fis-28 
zna iakby utworzoną przez prostokąt 
Al] CD obra ca i a cy się około icdnego boku 
A B , iako nieruchomego, póki by nie po
wrócił do tegoż samego mieysca, z któ
rego się obracać zaczął.

O sia  walca iest liniia nieruchoma AB, 
około którey prostokąt obraca się.

Podstaw am i walca są koła równe DH E,  
CGF, utworzone obrotem dwóch boków  
przeciwległych AD, BC, prostokąta AC. Po- 
wierzchnia utworzona przez hok CD, na
zyw a się powierzchnią wypukfą  albo bo
czną walca.

Prostopadła AB z punktu jakiegokol
w iek  iedney podstawy, spuszczona na 
podstawę drugą, iest wysokością walca.

Walec iest p ro s ty , kiedy oś AB iest pro
stopadła do dwóch podstaw, i wtedy oś 
iest równa wysokości walca.

Walec iest pochyły, kiedy oś AB iest Fig. 29 
nachylona do podstaw, i wtedy oś iest  
większa od wysokości walca.

VIII. Można uważać walec za graniasto- 
słiip, którego podstawami są wielokąty o 
nieskoiiczoney liczbie małych hoków.

IX. O strokrąg  iest bryła, którą uważać Fig. 30 
można iako utworzoną przez tróykąt pro
s t o k ą t y  SAB, obracający się około ie-
d negó z ram ion SA kąta prostego, uważane
go za nieruchome, pókiby nic wrócił dotego 
samego mieysca , z którego się obracać 
zaczął.
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Osią ostrokręgu, iest liniia nieruchoma 
SA, około ktorcy tróykąt obraca s ię ,  a 
Wierzchołkiem iest punt S.

P odstaw ą ostrokręgu  iest koło BDC, 
utworzone ramieniem AB kąta prostego; 
a, powierzchnia utworzona przez obrót 
przeci wprostokątney SB, nazywa się po
wierzchnią wypukłą  albo boczną. Każde 
przecięci« w ostro kręgu zrobione prosto
padłe do iego osi SA, iest kołem.

Prostopadła SA, z wierzchołka ostrokrę- 
gu na podstawę spuszczona, iest wysoko
ścią  ostro kręgu.

Ostrokrąg iest p r o s ty , gdy oś SA iest 
prostopdła do podstaw y, i wtedy w y so 
kość ostrokręgu iest równa iego osi.

Fig. 31 Ostrokrąg iest pochyły , gdy oś iego iest  
nachylona do podstawy; i wtedy wysokość  
ostrokręgu iest mnieysza od iego osi.

Liniie proste SC, ND, i t. d. oznaczaią- 
ce odległość wierzchołka ostrokręgu, od 
okręgu, podstawy, zow ią się bokami ostro-

Fig.sohręgu. Wszystkie te boki w  ostrokręgu 
prostym są równe sobie, bo każdy z nich 
iest równy przeciwprostokątney SB, twa-  
rząeey powierzchnią wypukłą ostrokręgu.

X. Można ostrokrąg uważać za ostro
słup maiący za podstawę wielokąt o nie- 
skońćzoney liczbie małych koków.

Fig*32 Jeżeli ostrokrąg prosty S&BD przetniemy 
płaszczyzną abd równoległą do podstawy  
ABD, bryła ADda z tego przecięcia pow 
stająca , zow ie się o s t i okręgiem ś c i ę t y m , 
albo k locem  o s tr o k r ę g o w y m .

Fig.53 XI. K ula  iest t/ryla ograniczona po
wierzchnią krzywą, maiącą wszystkie  
punkta równo oddalone od punktu C
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wewnątrz iey położonego, który nazywa  
się środkiem  kuli.

Można uważać kulę iako utworzoną 
przez obrót całkowity półkola DAE, oko
ło średnicy DE nieruchomey ; bo w tym i*  
biocie powierzchnia opisana przez pót- 
okrąg DAE, ma w szystkie punkta ró
w no oddalone od środka C.

P rom ień  kuli, iest liniią prosta poprowa
dzona od środka C, do powierzchni kuli. 
Średnica  albo oś kuli, iest liniią prosta 
D E przechodząca przez środek C, i za
kończona z obu stron na iey powierzchni.

Wszystkie promieni« kuli są równe, 
i w szystkie iey średnice są podwóyne 
względem promienia, przeto są równe 
między sobą.

Dowiedziemy w  ( twier. 21), że każde 
przecięcie kuli p łaszczyzną, iest kołem. 
Wszelkie przecięcie kuli maiące środek 
w  C, zow ie sic kotem wielkiem  kuli; 
każde zaś inne przecięcie kuli nie prze
chodzące przez iey środek C, nazywa się 
kotem matem  kuli.

Bryła utworzona przez obrót całkowity  
wycinka kołowego DCB, około promie- 
nia DC, nazywa się wycinkiem  kuli.

Płaszczyzna AMBF przecinająca kufę 
W jakimkolwiek kierunku, np. prostopadle 
do iey osi D E ,  dzieli kulę na dwa od
cinki ku liste  DAMBF, EAMBF, maiące 
za sp ilną  podstawę  koło AMBF; pier
wszego z tych odcinków wysokością iest  
Bnifa DO, drugiego, liniią OE.

Gdcmek kulisty AMBF A’M'B'F' ma dwie  
> p o d s ta w y  A M B F ,  A M B P ,  gdy iest za-

w a r t y  m i ę d z y  d w i e m a  p ł a s z c z y z n a m i  p r o 
stopadłe«)! d o  o s i  D E .
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Można uważać orlćmek kulisty DAMBF, 
iako utworzony przez obrót całkowity  
pólodćinka kołowego DOB, około linii pro
stce DO; a powierzchnią wypukłą tegoż 
odcinka kulistego, przez obrót luku DB.

XII. M ówi się że walce prosty iest o-  
pisany na kuli, (fig. 33 bis) gdy ma za  
podstawę koło wielkie BEC kuli, a w y 
sokość AB równą iey osi.

Mówi się podobnie, że walec iest opi
sany na ostrokręgu , gdy ma spólną z nim 
podstawę, i tęż sarną Wysokość.

XIII. Bryły zow ią się podobne, gdy są 
zawarte różną1 liczbą płaszczyzn podo
bnych, i gdy maią kąty bryłowe odpo
wiednie równe. Z tego opisania w ypa
da, że w wielomianach podobnych, krawę
dzie odpowiednie są proporcjonalne.

17. Twierdzenie.
Powierzchnia boczna graniastosłupa p ro 

stego  , równa iest iloczynowi z obwodu  
podstaw y p r ze z  wysokość gran istosłupa .

34 Bo prostokąty AF, FD , A C ., skiadaią- 
ce powierzchnią boczną graniastosłupa 
prostego AH, maią za podstawę bokiAE, 
ED, AG . k  podstawy graniastosłupa, a 
w*a wysokość iego krawędź AB; aże po
wierzchnia prostokąta, iest równa iloczy
nowi z iego podstawy przez wysokość, 
w ięc  summa tych wszystkiej) prostoką
tów, cz«yli powierzchnia boczna graniasto
słupa prostego AII, ma za miarę ( AE-f-ED 
D G + A G )X A B , toiest równa się iloczyno
w i  z obwodu podstawy przez* wysokość  
grauiastosiupa.
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Wniosek. Powierzchnxa boczna ita k a  F ig . Ú 
prostego F D , iest równa iloczynowi z okrę
gu  i ego podstaw y FGC p rze z  oś JB . lío 
walec prosty iest gruniastosłupem prostym; 
maiąryin za podstawę wieląkąt o nieskoń- 
czojiey liczbie małych boków, a w yso 
kość równą osi AB (opi. VIII. roz. XII):

18. Tw ierdzenie*
Pow ierzchnia boczna graniastosTnpa po- Fig. 24 

cbyłego DJ, iest równa iloczynowi z tego kra
w ędzi kióréykolwiek AB, p rze z  obwód p r ze 
cięcia adfle  prostopadłego do teyze kra
wędzi.

Płaszczyzna bowiem przecięcia adfle, 
prostopadła do krawędzi BA, iest razem 
prostopadła do wszystkich krawędzi CD,
H F , JL, KE równoległych do BA (OJ; 
a zatem i liniic, ad, d i , i ł . . .  na tey płasz
czyźnie znayduiącc się , są odpowiednie 
prostopadłe do kra wędzi BA, CD* IIF  . . .
^opis, II. r. XI); leżeli więc te krawędzie ró
wne, weźmiemy za podstawy odpowiedne 
j-ównoiegłobokom AC, DH, F i ,  EJ, AK, 
składaiącym powierzchnią boczną grani a- 
stosiupa DJ; iiniie proste ud, df, fl, ol, ea* 
będą wysokościami tych równoległoboków; 
aźe powierzchnia każdego z nich równa się 
iloczynow i z podstawy przez wysokość  
( I ,  22 .w n .  2); przeto summa pow ierzchni 
w szystk ich  równolegloboków, czyli po
wierzchnia boczna graniastoslupa pochy
łego I ) J , iest rów na iloczynowi Z kra
w ędzi B A , przez summę Wszystkich bo
ków' przecięcia a d f l e  a; loiest równa  
BA fad 4- df’4 f l+ łe - f -e a ) .

t i  niosek. P ow ierzchn ia  boczna walcn /Yg 20 
pochyłego J'i) 1 iest równa iloczynow i zbo~

IG
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ku MF, p rze z  obwód przecięcia  abed 
pros i  opadłego do tegoż boku E F  Bo \va- 
lec pochyły iest graniastosłupem pochy
łym, maiącym za podstawę wielokąt o 
nieskończoney liczbie małych boków.

Uwaga I. Ponieważ Jcometrya elemen
tarna nie podaie sposobu oznaczenia ob
wodu przecięcia abed, przestać w ięc po
trzeba w  praktyce, na wymierzeniu tego 
obwodu mechanicznie, obwiiaiąc walec  
nicią wyciągniętą na obwodzie płaszczy
zny abed, prostopadłey do boku EF.

Uwaga. II. Chcjjcjwynaleźć powierzchnią 
całą graniast-osłupa albo w a lc a , potrzeba 
do powierzchni boczney tych brył, dodać 
summę powierzchni ich podstaw, które 
w gsaniastosłupie tak wynayduią się iak 
powierzchnie wielokątów, a w  walcu iak 
powierzchnie kół.

19. Twierdzenie.
Fig. 27 Pow ierzchnia boczna ostrosłupa fo re m 

nego SBCDEFf ie st równa iloczynowi z ob
wodu podstaw y B CD EF, p rze z  potowe  
wysokości S K , ie-dnego z tróykatów  skła- 
daiacyck pow ierzchnia boczna ostrosłupa.

Bo tróykąty SBC, SCD,SDE, SEF, S F B  
składaiącc powierzchnią boczną tego o- 
strosłupa są równe sobie (opis. VI. roz. XII), 
i wszystkie maią wysokość równą prostopa- 
dicy SK; aźe powierzchnia każdego z tych  
tróykąłów iest równa iloczynowi z podsta
w y  przez połowę w y s o k o ś c i  SK ; przeto 
summa powierzchni wszyskich tróyką- 
tów  bocznych, czyli powierzchnia bo
czna ostrosłupa foremnego SBCDEF
iest= ( BC +  CD +  DE +  EF +  FB) X SIC,

2 ~
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toieet i loczyn ow i z obwodu podstawy 
ostrosłupa przez połowę wysokości troy- 
kąta bocznego.

Wniosek. Pow ierzchnia boczna ostro-Fig. 30 
kręgu prostego S C D B , iest równa iloczy
nowi z okręgu iego podstaw y CDB , przez  
potowe boku CS ostrokręgu. Bo ostrokrąg 
prosty iest ostrosłupem foremnym mają
cym za podstawę wielokąt o nieskoiiczo- 
ney liczbie małych boków.

Uwaga I. Chcąc wynaleźć powierzchnią  
boczną ostrosłupa nieforemneg-o, szukać  
potrzeba powierzchni tróykątów składaią- 
cych powierzchnią boczną tego ostrosłupa* 
i wziąć summę znalezionych powierzchni.

Uwaga. II. Wyrachowanie powierchni 
boczney ostrokręgu p o c h y ł e g o ,  lubo nie 
należy do Jeometryi elemeutaincy, można 
jednak na mocy prawd poprzedzaiących 
wynaleźć tę powierzchnią sposobem przy
bliżonym ; uważaiąc ostrokąg pochyły za 
ostrosłup niefpremny którego by powierz
chnia boczna składała się z  nieskończo- 
ney liczby tróykątów. Na ten koniec po
dzie liw szy  okrąg podstawy tego oslro- 
kręgu na tak wielką liczbę łuków, iżby 
tc bez widocznego uchybienia, mogły się  
uważać za podstawy tróykątów bocznych  
ostrokręgu, i wynalazłszy tych tróykątów  
powierzchnie, otrzymałby powierzchnią  
boczną ostrokręgu pochyłego. Dla obra- 
cliowania zaś powierzchni całey tego 
ostrokręgu, dodać potrzeba znalezioną  
powierzchnią podstawy do powierzchni 
boczney.
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20. Twierdzenie.
Fig. 32 Pow ierzchnia boczna kloca oslrokrego- 

wego AD da, iest równa iloczynowi z koka 
Ąa k loca , p rze z  potowe su/timy z okręgów  
dwóch iego podstaw  ABD, ahd.

Bo powierzchnią boczną tego kloca m o
żna uważać iako z łożoną z nieskońezo-  
ney liczby trapezów, ( iak iest /labBj, któ
rych summa podstaw górnych, iest równa 
okręgowi podstawy górney abd kloca, a 
summa podstaw dolnych, okręgowi pod
staw y dolney ABD tegoż kolca; azo po
wierzchnia trapezu, iest równa iloczyno
w i z potowy summy dwóch iego podstaw , 
przez odległość między temi podstawami 
(11.23); tą zaś odległością w  każdym tra
pezie iest bok Aa kloca, zatem summa po
wierzchni wszystkie,!» trapezów, czyli po
wierzchnia boczna kloca ostrokręgowego 
ADda, iest równa iloczynowi z potowy  
summy okręgów dwóch podstaw ABD 
abd, przez bok Aa kloca. /

Wniosek. Przoz środek M bokn Aa klo
ca, przeeiąwszy kloc płaszczyzną równole
głą do podstawy AB!), przecięcie stąd otrzy
mane będzie kotem, którego średnica iest 
MO (opis: IX. r. XII). Aze w trapezie ADda, 
iest liniia M 0 =  ID -fad  ( ii, 23): nadto

2
okręgi kół maią się do siebie iafk ich 
średnice (III, 16.’ woio. 2); zatem okrąg 
M N i)=dkr. ABD -f- o kr: abd.

■ ~~v- ' 2~ ~ -
W iec powierzchnia ¿¡ociHa kloca ostro- 

kręgowego iest równa iloczynowi z boku 
kloca , przez  okrąg przecięcia  zrobionego  
w Mocu w równey odlcgfośęi od dwóch 
iegel podstaw.
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21’ Twierdzenie.
Każde przecięcia kuli ptasczyzna AM BF''*  

ićc-t kotem.
Bo od środka €  kuli, poprowadziwszy  

prostopadłą CO do płaszczyzny AMBF, 
tudzież limie pochyle C F , ĆM, C B.. do 
różnych punktów obwodu AMBF ogra- 
niczoiąceg-o płaszczyznę przecięcia, nako- 
niec liniie OM, OF O B . ponieważ po
chyłe C F , CM, CB . . tako promienie kuli 
są równe, są w ięc równo oddalone od 
prostopadłey CO ( i ) ;  zatem w szystkie li
niie OF, OM, 0 8 . .  są równe między so
bą; więc przecięcie AMBF iest kołem ,  
którego środek iest w  punkcie O.

22. Twierdzenie ,
Pow ierzchnia kuli iest równa iloczynow i 

w i z okręgu kota wielkiego k i t l i , p rze z  
iey średnicę AB.

Bo w ystaw iw szy  sobie, że półokrąg 
A F B , tworzący powierzchnią kuli przbz 
obrót około średnicy Ą B, iest podzielony 
prnstopadłemi EP, S O . .  do teyże średnicy, 
na nieskończoną liczbę małych tuków, ią- 
kira iestES; będzie summą powierzchni u- 
tworzonych przez te lu k i , równa powierz* 
eh u i kuli. Aże powierzchnią utworzoną 
przez każdy z tych łuków , uważanych za 
liniie proste, można wziąć za powierzchnią  
boczną małego kloca ostrokręgowego,- w ięc  
ze środka M tplui ES, spuściw szy prostopa
dłą MR do średnicyĄB, będzie powierzchnia 
boczna, kloca ostro kręgowego mai ąeego za 
hok iuiiią ES, ^ówna okr. MRXES i2o .w .).
I u Założywszy, poprowadźmy p r o m ie ń  CM, 
l lianą EJ prostopadłą do SO, a przeto
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równą PO (I, 20). D w a tróykąty MCR,ESJ, 
maiące boki odpowiednie prostopadle do 
siebie, to iest; CM do ES (XI, 5. w.),Mil do 
EJ, RC do SJ, są podobne (III, 7 ) ,  * daią 
CM: M R =ES: EJ=PO; zatem okr. CM: o kr. 
MRt^ES: P0(III,16.w.2); stąd okr. M R X E S=  
okr. CMXPD. Więc powierzchnia bocz
na kloca ostrokręgowego , którego ES iest 
bokiem, wyrazi się przez okr. C M X P D ,  
toiest, będzie równa iloczynowi z okrę
gu kota wielkiego k u li ,  przez część PO 
średnicy AB, oznaczającą wysokość kloca. 
Zatem powierzchnia boczna wszystkich  
kloców ostrokręgowych, czyli powierz
chnia kuli, iest rówua iloczynowi z okrę
gu kola wielkiego kuli,  przez summę w y 
sokości wszystkich k loców , czyli przez 
średnicę AB, wiec powierzchnia kuli i t. d.

Wniosek I. Powierzchnia kuli równa ie s t  
c z te ry  ra zy  w zietey pow ierzchni kola 
wielkiego kuli. Bo^powierzehnia kola w iel
kiego , iest równa iloczynowi z iego okr.ę* 
gil przez połowę promienia, czyli przez 
czwartą część iego średnicy (II, 24. w. I), 
przeto ten iloczyn cztery razy w zięty ,  
iest równy powierzchni kuli.

W niosek II. Powierzchnia kuli iest r ó 
wna powierzchni boczncy walca prostego  
opisanego na kuli. Bo walec prosty na 
kuli opisany ma za podstawę koło w ie l
kie ku li, a wysokość równą średnicy ku
li; zatem powierzchnia boczna tego walca, 
równa iest iloczynowi z okręgu koła w ie l 
kiego kuli przez iey średnicę (17. wnio.), 
czyli równa iest powierzchni kuli.

Fi*.36 W niosek III. Powierzchnia w ypukła  od
cinka kulistego B A F C E  o iedney p o d sta -
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wie, mażącego za wysokość BD, równa ieSl 
iloczynowi z okręgu kota wielkiego k u li , 
p r z e z  wysokość D B lego odcinka.

Podobnie, powierzchnia wypukła odcin
ka kulistego AECFA'F'C’F' o dwóch pod - 
sta n a ch , maiącego za wysokość D O \ 
test rótrna iloczynowi z okręgu koła wiel
kiego ku li, p rze z  wysokość O D.

23. Twierdzenie.
Pow ierzchnia kuli iest równa dwóm tr z e 

cim częściom pow ierckni catey walca p ro 
stego opisanego na kuli.

Bo powierzchnia kuli równa iest po
wierzchni boczney walca opisanego na 
niey (22, wn. 2), i każda z tych powierz
chni równa się czterem kolom wielkim  
kuli (22. wn. 1). Aże dla otrzymania po
wierzchni całey walca opisanego na kuli, 
potrzeba do pow ierzchni iego boczney 
dodać dwa koła wielkie k u l i , które są 
iego podstawami(18, uwag. 2); w ięc  cała 
powierzchnia w alca, będzie równa sze
ściu wielkim kołom kuli, kiedy pow ierz
chnia tey kuli równa się tylko czterem 
wielkim kołom: zatem powierzchnia kuli
ma się do powierzchni całey walca opi
sanego na niey, iak 4: 6, albo iak 2:3; 
c z y l i ,  że powierzchnia kuli równa iest 
|  powierzchni całey wralca prostego opi
sanego na niey.

Uwaga. W idzieliśmy w  twierdzeniach  
poprzedzaiących, że powierzchnia boczna 
iakieykolwiek bryły równa się iloczyno
w i z dwóch iey wymiarów*. Więc po
wierzchnie boczne dwóch jakichkolwiek 
brył tego samego gatunku, maią się do 
s i e b i e  iak iloczyny z dwóch icli w y m ia -
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ló w  Jednego imienia. Oznaczy w szy  zatem  
prżez »* s, • pow ierzcie nie dwóch jakichkol
w iek  bryt jednego gainnku, a przez II, B; 
Ii, b, ich wymiary iedsego imienia, bę
dzie SĄ s —  H X  B.* ii X b- ^  tey proporcyi 
uczyniw szy  wymiar B = h ,  i podzieliwszy  
drugi stosunek przez H. będzie 8: s^ B :  b; 
uczyniw szy znowu B — b, i podzieliw szy  
ten sam stosunek przez B , wypadnie  
S: s===H; h; co pokaźnie, ze iezeli uaprzy- 
hłcid dira graniaslosfupy p ro ste , lub dna  
watce p r o s te , rnaia równe wysokości, a ob
wody podstaw nierówne; albo na od wrót, 
iezeli rnaia obwody podstaw równes a w y
sokości nierówne; w p ierw szym  razie , p o 
w ierzchnie boczne tych b ry t będą si-e mieć 
d o  sieb ie , iak obwody podstaw , w dru gim , 
iak wysokości.

Toż rozumie się o powierzchniach bo
cznych dw óch ostrosłupów foremnych , i 
dwóch osrolaęgów prostych.

21. Tw ierdz cni e.
P ęw iercym e dwóch b r y t podobnych m a- 

ia  si/f fło. siebie iak kw adra ty  z ich wy. 
niiarów oapowiednycń. ^

JBi’371v7 bowiem ponobne są te , w  któ
rych w szystk ie  w ym iary odpowiedne U , 
B, h,b, są proporcj onalne (opi. X III. r.XII); 
będzie zatejn wymiar Ił: h == B: b;
w ię c  proporeya 8: s =  H X B: h X b
(23- tiwag,), zamieni się na 8: s = H ) ( H ;  
l»Xh=% (B: bXb (*), czyi i 8: s=^H2: ha == 
K2: h 4, wUc powierzchnie dwóch b r y t  po
dobnych i i. d.
p  ) Bo stosunek R X B: Ii X b wypada jspom m ie n ia  s to

s u n k u  H: h przez stosunek B: b; aze stosunek H; h 
z przypuszczenia iest rów ny  stosunkowi JB- b, w ięc  
zamiast iloczynu a dwóch tych stosunków, można 
\yzi.'ić iloczyn z iednego.
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25. Twierdzenie.
Pow ierzchnie dwóch h / l  maia sig do 

siebie iak kw adraty z  ich prom ieni, albo 
ze średnic.

Bo powierzchnia kuli równa iest cztery 
razy wziętemu kołu wielkiemu kuli (22.W.1); 
w ięc  powierzchnie dwóch kul maią się 
do siebie, iak cztery razy w zięte  koła 
wielkie tveh kul, czyli iak tez koła raz 
wzięte; aze koła maią się do siebie iak kwa
draty z ieh promieni, lub iak dwadraty ze  
średnic, w ięc i powierzchnie dwóch kul 
maią się do siebie iak kwadraty z pro
mieni, lub z ich średnic.

R O Z D Z 1 A Ł  xur.

0  M IE R Z E N IU  BRYŁ.

O p i s a  n i a.

I. Do mierzenia brył używ a się zwy-  
czaynie sześcianu , który gdy ma kra
w ędź iedną równą długości sążn ia , łok
cia, stopy, cala i t. d. nazywa się sążniem  
sześciennym , tokciem sześciennym , stopa  
sześcienną, calem sześciennym i t. d.

Mierzyć zatem iakąkolwiek bryłę, icst- 
to dochodzić, ile razy mieści się w  niey 
sześcian za miarę czyli iedność wzięty.

li .  Dwa wiełościany różne co do kształ
tu, lecz r ó w n e  sobie co do bryłowatości, 
na/A w aią się równoważne.

* 7
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26. Twierdzenie.
Bw a iaJiiekolmek graniastosłupy sa ró- 

\i wnowazne, gdy main wysokości rów ne, a 
pod sta  wy ró w no ważne.

Bo w ystaw iw szy sobie te dwa grania- 
stosłupy podzielone na warszty nieskoń
czenie cienkie, płaszczyznami równojegle- 
mi do ich podstaw, można w każdym grania- 
stosłupie, każdą takową warsztę uważać za 
równą iego podstawie (op.IV. r.XII^;aże pod
stawy w obu graniastosłupaeh są z założenia  
równoważne,* w ięc każda warszta grania- 

1 stos lupa iednego iest równoważna każ- 
dey warszcie drugiego graniastosłupa: 

' nadto w obu graniastosiupach, z przyczyny 
ich równey w y s o k o ś c i ,  liczba warszt iest 
taż suma; przeto zbiór wszystkich warszt 
iednego graniastosłupa iest równoważny  
zbiorowi wszystkich warszt graniasto- 
slupa drugiego; czyli te dwa graniasto- 
slupy są równoważne. (*)

27. Twierdzenie.
Fig. 37 Brytówatość równolegtościanu prostoką t

nego'SB , równa ie st iloczynowi z podsta
w y S P  CD równolegtościanu , p rze z  iego  
wysokość KS.

Przypuśćmy naprzykład, że łokieć w z i ę 
ty za miarę lin iiow ą mieści sic 4 razy  
w  wysokości KS, 5 razy w  boku SP, a 
4 razy w drugim boku SO, podstawy SPCD. 
Ponieważ p o w ie rz c h n ia  tey podstawy iest

(*) Dla krótkości,  użyliśmy t ^ o  sposobu dowodzenia; 
sciśleyszy aad len zńaleść inozpa w Jeoinetryi E u 
klidesa albo L ehu dp a ,
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równa -SPXSD f i l ,  22), zamykać w ięc bę
dzie 20 łokci kwadratowy cli; można zatem 
na tcy podstawie umieścić 2 0 łokci sześcien
nych. Aze gdy przez punk to. f, g, I», podzia
łów' wysokości KS, z których każdy oznacza 
łokieć, poprowadzimy płaszczyzny równo
legle do podstawy SC, te podziekj bry
łę  na 4 warszty, z których każda zam y
kać będzie tyle łokci sześciennych, ile 
iest łokci kwadratowych w podstawie SC, 
toiest 20; więc równolegtościan SB za
wierać będzie 20 łokci sześciennych w z ię 
tych razy 4, czyli brytowatość' iego bę
dzie równa SlJXSl>XK^ ; w ięc  i t. d.

W n io sek  I Jeżeli prostokąt SC iest 
kwadratem, bok zaś iego SłJ iest równy  
wysokości KS równolegtościanu, wtedy  
bryła ta będzie sześcianem, i iey miara 
SkX&DXKS zamieni s i ę  na KSXKSXKS=z= 
K S 3.

Wniosek II. B rylów  a t ość iakiegokolwiek 
graniasto s tu pa , prostego  lub pochyłego , 
iest równa iloczynowi z i ego podstaw y  
p rze z  wysokość. Bo każdy graniastostup 
iest równoważny, r ó w  no legio ścian o w i pro
stokątnemu, maiąeemu z nim tez samą 
wysokość, a podstawę rów no ważną (26); 
iest zaś ten równolegtościan równy ilo
czynowi z podstawy przez wysokość, 
przeto i vdszelki graniastostup mieć bę- 
dźie za miarę tenże sam iloczyn.

W niosek  III. B ry to w a to ść  iakiegokolwiek  
w a lca  prostego  lub pochyłego , iest równa  
ilo c zyn o w i z iego p odstaw y p rze z  wyso
kość. Bo każdy walec można uważać za 
graniastostup maiący za podstawę w ie 
lokąt o nieskończorjcy liczbie małych bo
k ó w  (opis, VIII. r. X1TA
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28. Tw ierdzenie .
Fig. S8 Jeżeli iukiholwiek ostrostnp SAHCOE, 

przetn iem y płaszczyzną abcde równoległą  
do iego podstaw y ABCDE', przecięcie abcde 
be.dzie w ielokątem  podobnym podstaw ie .

Jąkoż, ponieważ dwie płaszczyzny  
A B C D E , abcde, równoległe przecięte są 
płaszczyzną trzecią AËS, w ięc  ich prze
cięcia AE, ae, będą równoległe (9); dla  
podobnej'przyczyny i li ni ie AB, BC,DC, DE 
będą równoległe do ab, be,cd, dc; zatem kąty 
BAE, bae, ABC, abc i t. d. są równe f  l ‘2J; 
więc wielokąty ABCDE, abcde są równo-  
kątne. Nadto ponieważ tróykąty SAE , 
SAB, SBC . . .  przecięte są liniiami ae, ab, 
b c . ..  równołegłemi do ich podstaw; bę
dzie w ięc SA: sa=A E : ae =  AB: ab =  BĆ: 
bc . . .  (III. J. w.): przeto wielokąty ABCDE, 
abcde równokątne, maią i boki odpowiedne  
proporcyonalne, są zatem podobne.

FM. 38 W niosek. Jeżeli dwa ostrosłupy SABCD, 
SXYZ maiące wierzchołek spólny S, a 
podstawy na iedney płaszczyźnie , czyli 
maiące tęż samą w ysokość, przetniemy 
płaszczyzną abcxyz równoległą do płasz
czyzn podstaw ABCDE i XYZ; będą p rze  cie
cia abcde, .ryz, proporcyonalne do tvchze  
podstaw . Bo dla podobieństwa wiało kątów  
AD, ad, iest wielokąt AD: ad =  AÔV. ab* 
(II1, IG), ażc iest AB: ab~==AS: aS, w ie«  
wielokąt AD: ad=s=AS*; nSa. X)la podob- 
ney przyczyny tróykątXYZ; x y ż = S A A s I z .  
Lecz płaszczyzna abcxyz, i płaszczyzna  
podstaw ABCDE i XYC §a do siebie ró
wnoległe, i przecięte płaszczyzną trzecią 
ASX; będą więc przecięcia A X ,  ax ró
wnolegle ; a zatem \y tróykącie AXS ma
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się AS: a S = S X : Sx,czyli AS2: aS2̂ ! ^ * :  Sxff;; 
prze to wielokąt AD: ad=X Y Z: xyz; czy
li przecięcie a b c d e :  x y z =  podstawa 
ABCDE: XYZ.

29. Twierdzenie.
D w a iakiekolwiek ostrosłupy S A B C D E ,S*g-38 

S X Y Z , maiące równe wysokości, mai a sie 
do siebie iak ich podstawy ABCD E , X Y Z .

Bo dwa ostrosłupy równey wysokości 
złożone są z równey liczby przecięć, czjr- 
li warszt nieskończenie cienkich, na któ
re podzielić się mogą płaszczyznami n ie 
skończenie siebie bliskiemi i równolcgłe- 
jńi do ich podstaw. A że, podług w nio
sku twierdzenia poprzedzającego, każda 
warszta abcde nieskończenie cienka o- 
strosłupa SABCDE, ma się do takieyże 
w a r s z t y  x y z  odpowiedney w  ostrosłupie 
SXYZ, iak podstawa ABCDE do podsta
w y  XYZ; przeto i żbiórw szystkich  warszt 
składaiących ostrosłup pierwszy, do zbio*. 
ru v;szystkich warszt ostrosłupa drugiego, 
iak postawa ABCDE: XYZ; czyli ostro
słup SABCDE: SX Y Z =podstaw a ABCDE: 
XYZ; wiec dwa ostrosłupy  i t .  d.

Wniosek. Stąd w ypada, że dwa ostro
słupy są rów now ażne, ieżełi maią w y 
sokości rów n o , a podstawy równoważne.

30. Tw ierdzenie.
TE szelki ostrosłup tró yk a tn y  AC BF i  es i Fig. 3f> 

trzec ia  częścią graniasto słupa tróykątne-  
go A E , muiącego z niiń tez sama podstaw 
u ? ACH, i  spoiną wysokość.

Bo odcią\A’szy ostrosłup tróykatny ACBF 
o d  g r a n i a s t o s t u p a  A E ,  p o z o s t a n i e  o s t r o -
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słup czworokątny ADEBF, rnaiąey za 
podstawę równoległobok ADEB, a wierz
chołek w  punkcie F. Pociągnąwszy zno
w u przekątną AE, i przez punk ta A.., F , E, 
poprowadziwszy płaszczyznę AFE, ta po
dzieli ostrosłup czworokątny ADEBF na 
dwa ostrosłupy tróykątne ADEF, AEBF, 
które są równoważne sobie (29. w.): maią  
bowiem podstawy ADE, A E B , równe 
a za spólną wysokość prostopadłą, spu
szczoną z wierzchołka F  na płaszczyznę  
równoległoboku AE. Aże ostrosłup tr ó j 
kątny A DEF iest także równoważny o- 
strosłupowi fróykątnemu ACBF, gdyż ma
ią  podstawy DFEjACB, równe (opi. lV r.XlI); 
i leż samą wysokość co i graniastosiup AE; 
zatem trzy ostrosłupy tróykątne A D E F , 
A B E F , ACBF, składaiące graniastosiup 
AE, są równoważne między sobą, w ięc  
ostrosłup ACBF iest trzecią częścią gra- 
luastosłiipa AE.

W niosek  1. Ponieważ ostrosłuptróykąt* 
my iest trzecią częścią graniastosłupa tróy- 
kątnego iedney z nim podstawy i w yso
kości , a każdy g r a n i a s t o s i u p  ma za miarę 
iloczyn z podstawy przez wysokość (27.w .2) 
wiec ostrosłup tróyką tn y  iest równy tr z e - 
ciey części iloczynu z podstaw y p rze z  swo- 
te wysokosc.
c W niosek  IJ. W szelki ostrosłup $ \B C D E .

F/g.3gtrm za m iarę trzec ią  cześć iloczynu % pod
staw y ABC DE p rzez  wysokość $ 0 . Bo 
przez wierzchołek S ostrosłupa, i prze
kątne EB, EC, iego podstawy, poprowa
dziw szy  płaszczyzny SEB, SEC; te po
dzielą ostrosłup SABCDE na ostrosłupy 
tróykątne, z których każdy, podług wnio
sku poprzedzającego, mieć będzie za rnia-
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rę trzecią część iloczynu z swoiey pod
stawy przez wysokość SO; a zatem i 
summa tych ostrosłupów, c&yli ostro
słup SABCDE iest równy trzeciey części 
iloczynu z podstawy ABCDE przez w y so 
kość SO.

W niosek  I I I .  W szelki ostrokrąg p ro sty  
albo pochyty ma za m iarę trzecią  cześć 
iloczynu z podsta wy p rzez  wysokość, ił o 
ostrokrąg iest ostrosłupem maiącym, za 
podstawę wielokąt o nieskońezoney licZr 
bie małych boków ( opis. X. r. XII).

Wniosek IV. K ażdy ostrokrąg  iest tr z e 
cią częścią walca rnaiącego % nim spoiną 
podstaw ę , i te  samą wysokość» Bo pier
wsza z tych brył, ma za miarę trzecią 
część iloczynu z iey podstawy przez w y 
sokość, a druga, cały ten iloczyn (27. w. 3).

31. T w ierdzen ie .
W szelki ostrosłup ścięty , czyli kloc ostro-v\g. 40 

słupowy J E C B E F \ składa sie z trzech  
ostrosłupów mniących wysokość kloca , i  
% których ieden ma za podstawę AC U 
dolną podstawę kloca , d ru g i podstaw ę  
D E K  górną kloca, a tr ze c i , podstawę śre
dnią proporcyonalna m iedzy tętni dw ie- 
ma podstaw am i

Bo przez punkta A ,  F ,  B ,  poprowadzi
w szy  płaszczyznę A F B ,  ta odetnie ort 
kloca, ostrosłup tróykąfny A C B F ,  maiący 
za podstawę tróykąt A C B , a wysokość  
tęż samą co i kloc; gfłyz wierzchołek F  tego 
ostrosłupa znayduie się na podstawie górney 
kloca. Przez punkta D, F ,  B, poprowadzi
w sz y  znowu płaszczyznę D F B ,  ta pozo- 
s.tal^. ost |osłup czworokątny A D E B F  po
dzieli n a  d w a  o s t r o s ł u p y  t r ó y k ą t n e :  i e d e n  
J > F E B  s i o i ą c y  n a  p o s t a w i e  D F E  g ó r n e y
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kloea * maiący tę samą z nim wysokość; 
gdyż wierzchołek icgo B znayduie się na 
podstawie dolney kloca; drugi ostrosłup 
ADBF, maiący za podstawę tróykąt ADB, 
a wierzchołek w  punkcie F. Lecz po
prowadziwszy liniią FG równoległą do 
EB, za ten trzeci ostrosłup ADBF można 
wziąć inny ostrosłup ADBG ienni równo
ważny; ma bowiem z nim tę samą podsta
w ę  ADB, i spólną wysokość; gdyż wierz
chołki F, G, tych ostrosłupów znayduią  
się na linii FG, równoległey do krawę
dzi EB kloca, a przeto równoległey i do 
płaszczyzny ich podstaw (7) .  Aźe ostro
słup tróykątny ADBG, można uważać 
jako stoiący na podstawie AGB, i maią
cy wierzchołek w  punkcie D, a zatem  
maiący wysokość kloca; są więc trzy o- 
strosłupy tróykątne ACBF, DFEB, ABGD, 
składaiące kloc ostrosłupowy AE. Pozo- 
staie tylko okazać ze podstawa AGB osta
tniego z tych trzech ostrosłupów , iest  
średnią proporcyonalną między podstawa
mi dwóch pozostałych. Jakoż dwa tróy- 
kąty ABG, ABC, maiące iednakową w y 
sokość, maią się do siebie iak podstawy
BG, BC (II, 22. w. 5j£j*>iest_ABG::_ABC== 
BG:BC;s5atem będzie ABG2; ABC2= B G 2;BC2. 
Aze tróykąty D EF, ABC, maiąc boki od
powiednie równoległe _są podobne ( 12J, 
i daią DFE: AB.C =  EF* czyji BG2: BC2 
r i l l ,  15), więc z przyczyny_spólnego sto
su nk u  BG2.* ,BC*5 będzie ABGS: ABCe =
DFE: ABC, stąd ABG*=:ABCXI>FE, czyli
ABC; ABG=ABG: DFE; w ięc podstawa 
ABG iest średnią proprcyonalną między  
dwiema podstawami kloca; zatem  wszel
k i ostrosłup ścięty i t. d.
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Wniosek I. Bł'y?oivatość kloca ostrosłu
powego ma za m iarę trzec ią  cześć iloczy
nu z Wysokości k loca, przez summę z pod
staw y iego górney, i do ln ey , i iredn iey  
proporcy onalney m iedzy tem i dwiema p o d 
stawami.

W niosek II. Ponieważ kloc ostrokręge- 
w y, można uważać za kloc ostrosłupa ma
jący za podstawę wielokąt o nieskońezo* 
ney liczbie małych boków; wiec i bryło- 
waiość kloca ostro kr ergowe go ma za m ia
rę  trzec ia  cześć iloczynu % iego icysoko- 
ś c i , p rze z  summę z dwóćh k ó ł służących 
mu za podstaw y * i koła średnio propor- 
cyonalnego m iedzy tem i podstaw am i.

32. Twierdzenie.
Gdy graniastosłup tróyka tn y  maiący Za Fig. 

podstawę ABC, przetn iem y p łaszczyzną  
D E S nachyloną do tey  podstaw y; bryła  
A B C E D S z tego przecięcia o trzym a n a , 
będzie równa summie trzech  ostrosłupów  , 
których wierzchołkam i są punkt a S , E , D , 
a podstawą spótną tró yk ą t ABC.

Jakoż przez trzy punkta S, A, C, po
prow adziw szy płaszczyznę SAC, ta od gra- 
niastosiupa ściętego ABCEDS, . odetnic 
ostrosłup tróykątny SABC, maiący za pod
stawę ABC, a wierzchołek w  punkcie S;
W pozostałym znowu ostrosłupie czwo
rokątnym SĄCDE maiącym wierzchołek  
a podstawę ACDE, poprowadziwszy pła
szczyznę SEC, ta podzieli ostrosłup czw o
rokątny na dwa ostrosłupy tróykąttae SACE, 
i SCDE: z tych ostrosłup SACE, maiący 
i5,a P ° (,stawę fróykąt AEC a za wierzcho
łek S, test rów«oważjvy ostrosłupowi BA E C ,
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maiące mu spólną z nich podstawę AEC, 
i spólną wysokość; gdyż wierzchołki S, B, 
tych ostrosłupów znayduią się na linii 
SB równolegtey do każdey z linii AE, CD, 
a zatem i do ich płaszczyzny AEC (7): ten 
zaś ostrosłup BAEC, uważać można iako 
maiący za podstawę ABC, a za wierzcho
łek punkt E. Co do ostrosłupa trzeciego 
SCDE, ten naprzód zamieniony być może 
na ostrosłup mu równoważny ASCD, ma 
bowiem z nim tę samą podstawę SDC, 
i spoiną wysokość; gdyż wierzchołki A,E, 
tych ostrosłupów znayduią się na linii AE  
równolegley do płaszczyzny SCD: następ
nie, ponieważ ostrosłup ASCD, może być 
zamieniony na ostrosłup mu równoważny  
BA CD, maiący z nim spólną podstawę ADC, 
i spólną wysokość; bo wierzchołki S, B, 
tych ostrosłupów znayduią się na linii SB 
równolegtey do podstawy ADC; przeto 
ostrosłup SCDE iest równoważny ostro
słupowi BACD, z których ten ostatni mo
że być uważany iako maiący za podsta
wę ABC, a za wierzchołek punkt D. Więc 
graniastosłup ścięty ABCDES, iest równy 
summie trzech ostrosłupów SABC, EABC, 
i)ABC, naaiących za podstawę spólną, tróy- 
kąt ABC, a za wierzchołki odpowiedne 
puakta S, E, D.

Wniosek, Jeżeli krawędzie AE, BS, CD, 
są prostopadłe do płaszczyzny podstawy  
ABC, będą one razem wysokościami t r z e c h  
ostrosłupów składających graniastosłup ścię
ty AD; wiec bryfowatośćgraniastostnpo tróy-  
ftatnego ściętego w yrazi sie w tedy  p rze z  
| \E X A B C 4 - i  BSXABC+|C?D X A B Ć =|A B C  
X (AE -{-BS -jr CDJ; to iest p r ze z  iloczyn z tr z e -  
ciey części podstaw y graniastosfupa p rze z  
summę trzech  iego kraw ędzi,
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33. Twierdzenie.
B ryło  wat ość kuli równa ie st iloczynowi 

% powierzchni kuli, p rze z  trzec ią  czeić iey  
promienia.

Kulę bu w jem można uważać eako z ło 
żoną z nieskończenie wielu ostrosłupów  
mających za podstawy, bardzo małe cząst
ki powierzchni kuli, a za wierzchołek spól- 
liy, iey środek. Aże każdy z tych ostrosłu
pów ma za wysokość promień kuli, i równa  
się iloczynowi z powierzchni swoiey pod
stawy, przez trzecią część tey wysokości 
(30. wn.I); przeto summa wszystkich tych 
ostrosłupów czyli bryłowatość kuli, równa 
będzie iloczynowi z iey powierzchni, przez 
trzecią część promienia kuli.

Wniosek I. Bryłowatość kuli iest równa 
iloczynowi z powierzchni kota wielkiego  
kuli, p rze z  |  iey średnicy.

Bo powierzchnia kuli równa iest i  razy 
wziętey powierzchni koła iey wielkiego 

. (22. wn. I); więc bryłowatość kuli równa 
będzie 4 razy wziętey powierzchni. tegoż 
koła, pornnożoney przez f  promienia; a l
bo równa powierzchni iednego iey wiel
kiego koła, pomnożoney przez  ̂ promie
nia: aże f  części promienia równe są f  
częściom średnicy; więc bryłowatość kuli 
równa iest iloczynowi z powierzchni ity  
koła wielkiego przez § średnicy.

W niosek  II. Bryłowatość wycinka kuliste-'Fig. 30 
go O ABC, utworzonego obrotem wycinka  
kołowego  B 0 6 ’, około prom ienia BO, iest 
0'owita iloczynowi z  trzeciey części prom ie
nia kuli, p rze z  część powierzchni tego wy- 
oinka ku listego , iłtwprsoną tukiem  / M -  >
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fs* io Gdy od wycinka kulistego OABC, odey- 
mieiny ostrokrąg OAECF, maiący za pod
stawę kolo AECF, a wierzchołek w  środ
ku kuli, otrzymamy odcinek kulisty BAFCE* 
Zeby zaś wynaleść brylowatoćć ostrokrę- 
gu OAECF, potrzeba mieć wiadomą iego 
wysokość OD wyrażoną w  części promienia 
kuli. W praktyce wysokość ta otrzymuie się 
łatwo: bo zmierzywszy cyrkiem albo innem 
narzędziem średnicę AC kota AECF, i w zią 
wszy tey średnicy połowę DC; w  tróykącie 
prostokątnym DCO, ponieważ D 0 2=ÓC* —
DC*, będzie DO— V o t z-~HC*; maiąc za
tem wiadomą liniiąOC, i kuli promień OC, 
wynaydziom y w y s o k o ś ć  DO, a następnie 
i  bryłowatość ostro kręgu OAECF (30.w3).

Wynalazłszy podobnym sposobem bryło
watość odcinka kulistego BA'F'C'E', gdy 
od tey odeymiemy bryłowatość odcinka 
BAFCE, otrzymamy bryłowatość odcinka 
kulistego AC', o dwóch podstawach AECF,
A E C F .

Uwaga  1. Oznaczy w szy kulę przez K, 
koło iey wielkie przez Q, średnicę przez S, 
walec na kuli opisany przez W , ostro
krąg wpisany w walec, przez 0 ;  będzie 
K==§SX#( 33.\v. !)• Azo walec opisany na ku
li ma za podstawę koto wielkie ku li,  a za- 
w y sokość iey średnicę, będzie w ięc W ~ S X Q  
(27 wn. 3): iest znowu ostrokrąg trzecią 
częścią walca opisanearo na nim (30. wn.4); 
zatem O— jSXQ. Będzie \v;ec W; K: O —
S X Q : | S X Q :  | S X  Q =  l : | : | :  =  3: 2: 1 ; 
to iest, Walec, kula, i ostrokrąg, gdyż tych 
trzech brył pierwsza iest opisana na dwóch 
drugich, maią się do siebie iak liczby 
3, 2, i.
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Uwaga II. Widzieliśmy w twierdzeniach 
poprzedzających, że Jakakolwiek bryła iest 
zawsze równa iloczynowi z trzech wymia
rów; więc dwie jakiekolwiek bryły iedne- 
go gatunku, maią się do siebie iak iloczy
ny z trzech w ym iarów  iednego imienia. 
Oznaczywszy zatem przez S, s, dwie bry
ły  iednego gatunku, przez H, B, fi, h, b, 1, 
ich trzy wymiary iednego imienia: będzie 
S : s =  HX B X L: 1»X b X 1- W tey pro-- 
porcyi uczyniwszy wymiar H =  h, i po
dzie liw szy  drugi stosunek przez H; będzie 
S: s = B  X L; bX 1- W tey samey propor- 
cyi uczyniwszy znowu BX h. —  bX I* i po
dzieliwszy drugi stosunek przez B X L , w y 
padnie S; s==H: b. Skąd widzimy, ze dwa  
graniaste stupy, albo dwa walce, albo grania- 
stosfup z walcem, tnaiące tez samą wysokość, 
są do siebie w stosunku podstaw, maiace 
zaś te  same podstaw y , są do siebie iak ich
wysokości. Toż rozumie, się o dwóch ostro
słupach, lub dwóch ostrokręgach, albo o 
ostrosłupie z ostrokręgiem, gdy maią tę 
samą wysokość, a podstawy nierówne, 
i uaodwrót.

34. Twierdzenie.
Dwie b ry ty  podobne maią sie do siebie 

iak sześciany z ic Ii-wy m iar ów odpowiednyc/t.
Bo w bryłach podobnych (24) ma się  

H: h =  B: b = L :  1. Zatem propom&S: s-=  
H X B  XL: I' X b X Ił zamieni się na N; s =
H  X H  X H: h X h X b === B X B X B : b X h X f »  
T. X L X U  1 X 1  X I  czyli S: s r=H»: 1»3—
B 3:l>3==-L3: 13- wlec dn ie  bryty  i t. d.
. niosek. Tflec n a p rzyk ta d , b ry tó w  at o- 

■sci divóch ku l m ai a. sie do siebie iak sze
ściany z ich prom ieni,* lub % ich średnic•
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Uwaga. Porównywaiąc zatem z sobą 
dwie kule, z których iedna ma np. dwie  
stopy średnicy, a druga stopę iedną; |w i
dzimy: ze brylowatości tych kul maią się 
do siebie iak 8; 1; ich powierzchnię iak  
4: 1; a okręgi kót wielkich iak 2: 1*
W  ogólności, bryła którey w szystkie w y 
miary są podwóyne, potróyne i t. d. w zglę
dem wymiarów bryty drugiey, iest 8»
27, i  t. d. razy większa od bryły drugiey-

P rzyp is  Ogólny.
Poprzedzające twierdzenia o mierzeniu 

bryt można ogólniey i krócey wyrazić za- 
pornoą znaków algiebraicznych, i tak:

I. Niech p, oznacza podstawę graniastu- 
słupa; w, iego wysokość.* będzie bryło- 
watość graniastostupa równa pX w , albo 
v w ..(2 7 .  wn. 2).

II, Niech p, będzie podstawą ostrosłupa; 
w , iego wysokością: brylowatość ostrosłu
pa wyrazi się przez P X w, lub pw . . (30. w .l).

3 3
HI. Niech w ,  wyraża wysokość klo

ca ostrosłupowego; p, p', iego podstawy  
równoległe, między któremi średnia pro-
porcyonalna będzie V  pXp': brylowatość 
kloca ostrosłupowego będzie równa
w  X ( P -f- P' -f- V p Xv'J- • (3r. w. i).
*3~~

IV. Niech p, wyraża podstawę grania- 
stoslupa tróykatnego ściętego; w, w', w", 
w ysokości tr&ech iego wierzchołków: bry- 
łow atoić graniastostupa ściętego będzie 
P X ( w  +  w' +  W"),. (32. wn.;.
3
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V. Niech K, oznacza promień podstawy 
walca; w , iego wysokość: będzie okrąg 
podstawy walca równy 2 rX 22 (Ili? 28. uw.);

*7“
a pow ierzchnia tey podstawy rów na  
2 RX 2 2 X R =  R^X22 (II. 24. w. 1); czyli sto- 

7 a V
sónek 22 okręgu koła do średnicy ozna-

’ Y
czy w szy  przéz będzie powierzchnia pod
staw y walca rów na * r2; a bryłow atość 
w a lca  w yraz i s;ę przez « r2X w > czyli 

w .. (27. wn. 3).
VI. Niech r, oznacza promień podsta

w y  ostrokręgu; w , iego wysokość: będzie 
bry low atość  ostrokręgu rów na R ^ X iX w , 
albo |  * r2w .. (30, wn. 3).

VII. Niech a , B, w y raza ią  p ro m ie n ie  
podstaw' kloca ostrokręgowego; w ,  iego 
w y so k o ść: podstaw y tego kloca będą A2, 
« B2, a m iędzy temi średnia proporeyo-
nalna V  “X ^ b 2. bryło wetość za ś kloca
w yraz i  się przez ^ w'X(* a - K b 4+  ^ w a 2X wR2) 
czyli 5 w\vX(a* + B 2 +  ) ..(31. w. 2)

VIII. Niech R, oznacza promień kuli, iey 
pow ierzchnia  będzie 4 w . .  (22, w. 1): a 
bry łow atość  kuli w yrazi się przez 4 ^ rX2 R

3
cz} li £ it r 8.. (33J'

IY. Nakoniec niech R, oznacza promień 
w ycinka  kulistego; w , w ysokość odcinka 
kulistego, którego pow ierzchnia kulista, 
s łu ż y  za podstaw ę w ycinkow i kulistem u 

- będzie ta  podstaw a ró w n a  okręg. r X w =  
* n R X vv f22. w7. 3); a bryłowatość w y c i n k a  
kulistego w y ra z i sięprzez § w (33 . w7. 2).
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R O Z D Z I A Ł XIV
O 0BR1CH0W AN1U BRYL.

P rzyk ta d  1. W ynnleic bryfowatość ró
wnoległością nu długiego na sążni 6. s tó p 5 , 
cali 8;  szerokiego na sążni 5 , stóp A, cali 6; 
wysokiego na sążni 4 , stóp  3 , cali 9 - 

Ponieważ sążeń sześcienny ma stóp
s z e ś c i e n n y c h .........................................  . 216

Stopa sześcienna . . .  cal. sześeien. 1728 
Cal sześcienny .. .liniy sześciennych 1228

i. t. d .; iest zaś miarą równoieglościanu ilo
czyn z podstawy przez wysokość (21 );  
w ięc  każdy z trzech wym iarów równole- 
giościanu obróciwszy na cale, i mnożąc na
stępnie te cale przez siebie; będzie naprzód 
5 0 0  X 4 ld cali —  2 0 7 0 0 0  cal. k w . ; potem 
2 0 7 0 0 0  cal. kw. X 3 3 3  cali =  6 8 9 3 1 0 0 0  
cal sześciennym. Ten ostatni wypadek w  
calach sześciennych podzieliwszy przez 
1 7 2 8 , otrzymam na iloraz 3 9 8 9 0  stop. sześ., 
i  1 0 8 0  cal. sześeien. Podzieli w szy znowu  
3 9 8 9 0  przez 2 1 6  wypadnie 1 8 4  sąż. sześ. 
i  j 4 6  stop. sześ. Zatem Iryłowatnść równo- 
legtościanu danego, zamyka 484  sąz sześ.- 
i46 stop sześ.; i 0 8 0  cal. sześ.

F*g. 42. M uru DB i |w spartego na p r z y -
czotka A C z n a l e  ść pow ierzchnią zewnę
trzn a  D A  C ¡JE, i brylow ał ość.

Ponieważ mur DB wraz z przyczółkiem  
ACB można uważać za graniastosłup pro
sty, mniący za podstawę wielokąt CAOEB, 
a wysokość równą szerokości muru; w ięc  
oznaczywszy tę szerokość przez & , bę-
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dzic powierzchnia szukana CABEB 
prosto. ABED +  iróykąt. ACB =  ADXAB 
+  A B X C F = ' ( A D + C P )  X AB ( u , 22)-, a 

2 . 2 
bryiowatość granistoslupaDC = ( A D  +  CF)

T"
XAB)(S (27. wn. 2).

Daymy żc AD — 31 sąz .; C F = 2  sąź.;  
A B = 8  sąż .; S = 2  stop. Będzie powierz
chnia CADEB— (3.1-f- i )X S=280 sąz. kwad. 
a bryiowatość graniaslosiupa DC—280  
sąz. kwad. X 2 stop.; czyli,; obróciwszy2 
stopy na sążnie, i mnożąc te stopy przez 
sążnie kwadratowe; wypadnie bryiowa
tość muru wraz z przyczółkiem równa  
280 sąż. kwad. § sąz. szes.

111. W yu a le le ść  p o w ie rzc h n ią  z e w n ę tr z n ą Fis-43 
i  b ry to w a lo śy  m n ru  tw o rzą c e g o  p a w ilo n  A J.

Można uważać pawilon AJ, iako złożo
ny z czterech równoiegtościanów prosto
kątnych, z których każde dwa przeciwle
głe są równe sobie. To z ułoży wszy, w y 
pada lód, dla znalezienia powierzchni zc* 
wnętrzney pawilonu, w ziąć summę po
wierzchni ścian AH, IJC, dwóch równo- 
ległościanów przyległych, która ies(=3£
HG X BH +  HJ X BU =2 ( H G  - f  H J W B K  
(11,22); podwoiwszy tę summę, powierz- 
e/tnia zewnętrzna całego pawilonu w yra
zi się przez 2 BH 'X  (HG-f-HJ); toicst przez 
iloczyn z p o d w o y n c y  w ysokości p a w  Home, 
p r z e z  su m m ę z  d tn g p śc i dw óch  ścian  p r z y -  
¿egfyeh!

2re. w ynalazłszy bryiowatość dwóch  
rówiiolegiościanów przyległych sobie, i tę
podw oiw szy, wypadnie irry to wat ość ca tego 
paw donn. I tak, niech ABCD wyraża pod
stawę pawilonu którego wysokośćs=jjH ,

19
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▼
niech będzie inurii szerokość AE =  Ea, 
Będzie brylowatość równoległościanu ma- 
jćjcego podstaw ę=E D , a wysokość =  Bił. 
równa AD'X.AE)(BH (27); podobnie bryie- 
watość rownoleglośeianu, którego podstawa 
— E abF , a wysokość iest taż sarna BIJ, 
b ę d z ie = E F X  Ea X BH; więc, podwoiwszy  
summę tych bryło wal ości, i oznaczywszy  
przez X  brylowatość pawilonu; będzie 
X  —  (2AD+2EFJXBHX^E. A zo figura po
kazuje, że 2 A D + 2 E F — Ob. ABCO—4AE, 
tudzież ob. ABCD— ob. abcd-j-SAE; będzie 
zatem X  — (ob. ABCD— 4 AF) XBGXAE, 
albo X3Er=(ob. abed +  4 A E ) B i l  X AE; 
toiest dla otrzym ania brytówatości p a w i
lonu,, po trzeba od obwodu zewnetznego i ego 
podstaw y odicić 4 ra zy  w ziętą  szerokość 
m n ru . albo tez samą szerokość dodać do 
obwodu.wewnetrzne¿0  teyźe podstaw y , i w 
pierw szym  razie  ró żn ice , a w drugim  
otrzym aną sum m ę , pomnożyć p rze z  ilo. 
czyn z szerokości p rzez  wysokość mirr u.

Uwaga J. Ponieważ ob. ABCD=ob.  
abcd-f-8 AE, a stad ob .abcd=ob. ABCD— 
8 AE; więc chcąc z obw odu wewnetzne- 
go abed podstawy paw ilonu , doyść iego  
pow ierzchni zew netrzney, potrzeba do tego 
obwodu dodać S ra zy  w ziętą  szerokość 
mnru, « otrzym aną summę pomnożyć p rzez  
ivysokść pawilonu. ° I nuodwrof, aby z ob
wodui zewnętrznego A ii C D podsfaicy p a 
w i to nu  ,  wydali ść ¿aga powierzchnią w e 
w n ę t r z n ą ,  potrzeba od tego obwodu odiać  
8 r a z y  w ziętą  szerokość m u ru , a o t r z y 
maną różnice pomnożyć p r ze z  wysokość 
pawilonu.

fi«.44 Uwaga  li* Gdyby szło o wyrachowanie  
powierzchni duchu prostego  EC wsparte-
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go na dwóch' przyczółkach ABC, EDF do 
siebie równoległych; albo dachu famanego 
AM, toiest w którym część wierzchnia 
jest bardziey nachylona do podstawy, n i
żeli boczna, widzimy: ze w  pierwszym  
razie trzeba wynaleść powierzchnią ró- 
wnoległoboku EC i t. d. w  drugim, po
wierzchnią równoległoboku FM, trapezu 
AH, tróykąta F E H  i t. d.

I V .  W ynaleść brytowatość w ieży 7nu~F>&- 45 
fcwaney.

Niech wieża dana ABCD ma formę w al
ca wydrążonego; będzie więc iey bryio- 
watość równa ró/nicy dwóch walców tey 
samey wysokości AB, i maiących, ieden za 
podstawę koło A DE, a drugi , koło ade; 
czyli bryło watość ta będzie równa różnicy  
dwóch koi ADE, ade, pomnozoney przez 
wy sokość A B  ( 27 . wn. 3 j .  Dayrny ze wyso
kość A B — 1 2  sąz.;średnic«» A D = 1 5  sąz.; murii 
szerokość— |  sąz. Szerokość tę podwojoną 
odiąw szy od 15, wypadnie średnica a d =
14 sąz. Zatem powierzchnia koła ADE hę- 
dzie=f-ifX (H )2= ^ °  k w (IE24. w. 1 )(*>;
a powierzchnia kola a d e = f |£  X (h*)* —  
^4o^4 s;jz. kw; w ięc różnica tych dwóch  
koi bę<!zie — sąz.  kw.; tę różnicę 
pomnożywszy przez 12, wypadnie hry- 
łowatość szukana— 273^  sąz. sze.

V . W ynaleść b ry to watość ziem i foyr/o -Fi »46 
bytey p rzy  wykopaniu studni ADCH.

Studnia ocembrowana może mieć for
mę Walca, albo równoległościanii prosto-
(*) Z a m ia st sto su n k u  7 : 2 2 , ś re d n ic y  do o k rę g u  k o la . 

u ż y w a ć  b ę d ziem y  w e w sz y stk ich  p rz y k ła d a c h  
sto su n k u  100: 3 i /,, k t ó ry  iest p ra w d z iw sz y  od 
s to su n k u  p o p rze d za ją ce g o , o b ró co n e g o  na u ło m ek 
d z i e s i ę t n y  Ł w yięk& sąt ł,ic*k»ą c y f « r  O <Ś d r r ip(III, 28).
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kątnego; więe w  pierwszym razie pomno
żyw szy  podstawę AED walca, w drugim 
podstawę równolegiościanu, przez AB głę
bokość studni, wypadnie ilość z iem i,  
która wypełniała mieysce zaięte przez 
studnią i iey ocembrowanie.

Fig. 47 VI.. W ynaleść brytowatośc dzwoniey mu- 
rowoney A B  CD.

Dzwonica może mieć formę wydrążo
nego ostrokręgu, albo wydrążonego kloca 
ostrokręgoweg-o: w  pierwszym w ięc razie, 
bryłowatością dzwonicy będzie różnica  
dwóch ostro kręgów ABD, abd, znalezio
nych podług (30. w. 3); w drugim, różnica 
dwóch kloców ostrokręgowych ADCB, adeb. 
Daymy źe w tym drugim przypadku, w  
klocu ADCB w iększym , podstawy dolney 
Średnica AD = 1 6  stóp.; podstawy górney 
średnica BC =  9; kloca w ysokość LK =  
45 stóp.: te ważności w ło ży w szy  w  for
muł ę_̂ _w XCA'^+B2 A B )..  (34.przypis. VII);

będzie kloca ABCD bryłow atość= |^^X ‘4 X  
(  (í l ; í + ( l ) i + Ií X í ) = 5 6 6 3  I I  Stóp. nzei. 
Podobnym sposobem, maiąc wiadome śre
dnice ad, bc, dwóch podstaw kloca abed 
mnieyszego, wynaydziemy iego hryłowa- 
tość, którą odiąwszy od bryłowatości Ido- 

P ca ABCD, Otrzymamy bryłowatość muru 
szukaną.

F ig .  4 8  VII. Dwóch m u ró w  BO, i  w sparte
go, na n ich  sk lep ien iu  BDFf, wynaleść p o 
w ie rzc h n ią  w ewnątrzną i  brytowatośc.

lód. ni oz na uważać dwa mury BO,QE, 
za dwa równoległośeiany prostokątne ró
wne sohie, a sklepienie BDIT, za połowę  
wydrążonego walca; a zatem powierzchnia 
wewnętrzna dwóch rówrnolegtościanów 
będzie równa podwoioney powierzchni

— MS —
Biblioteka Cyfrowa UJK 

http://dlibra.ujk.edu.pl



— 149 —

yrostokąta LO, maiącego podstawę NO 
równą długości sklepienia, a wysokość  
LN równą wysokości muru BO, czyli ta 
powierzchnia wyrazi się prze« 2X^OXLN 
(11, 22); powierzchnia zaś wewnętrzna  
'wydrążonego pólw alca, będzie równa 
iloczynow i z póło kręgu LMJ przez NO  
( »7. wn.); w ięc  ©znaczy w szy przez P, po
wierzchnią wewnętrzną dwóch równo- 
łegłościanów , i pólwalca wydrążonego; bę
dzie  P ~ 2 N O X B N + L M J X N O = N O  (2 L N +  
LMJ); toiest, powierzchnią w ewnętrzną ca- 

m a m  ADty otrzym am , mnożąc d łu 
gość sk lepien ia , p rze z  podwoioną wysokość 
m uru BO, powiększona półokr egiem  LM J.

2re. ponieważ równoległością!! BO mo
żna uważać iako maiący za podstawę pro
stokąt LO, a wysokość BL równą szero
kości muru: więc bryłowatość dwóch ró- 
wnoległościanów równych BO, QE, wyrazi 
się przez 2 X L N X N 0 X B L  (27); bryło- 
watość zaś sklepienia będzie równa  
LMJX^^XBL (27. wn. .3); czyli hryłowa- 
tość dwóch równoległościanów i sklepie
nia oznaczywszy przez B, będzie B =  
2 X LN X NO X BL +  LMJ X NOX BL=± 
(2)X LN + L M J)X B L X N ° ;  toiest> iry to w a 
łoś ć cafe go m uru A 0(1 o trzym am , mno
żąc długość sklepienia p rzez  pow ierzehią  
przecięc ia  czy li profilu  NACGQ. 
i Gdyby sklepienie BOH nie miało for
m y zupełney pólwalca wydrążonego, 
w  tedy sposób dochodzenia iego po
wierzchni i bryłowatości będzie tylko 
przybliżony, i w  tern się różnić od po- 
przedzaiucegd, iż zamiast półokręgu LMJ, 
brać potrzeba połowę summy dwóch Iti- 
kÓW LMJ, BCH, obeymuiących grubość
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sklepienia; które to luki wyuayduią siq 
za pomocą ¡średnic LJ, BH, sznurkiem  
wymierzonych. W lem założeniu, będzie 
P =  NO (2 LN +  L \iJ  +  BCH);

B = ( 2  LN +  ŁMJ-f-BCH) NOXBL.
2

Daymy] ie  L J =  1 2 stop., BL— 2 stop., 
L N = 4 5  stop. N O = 25 sąż. Z wiadomey 
¿rednicy LJ wynaydę póło krąg LMJ—  
314X12
"3X100 28 )* Loda w szy LJ do 2BL,
wypadnie ¿red ni ca BH— 16 stop.; za po
mocą tey średnic} otrzymam podobnie 

3 i4X*6
półokrąg B C H = 2^ —̂ ;a z c L N = = 4 §, więc
2 L N = 9  stop.; w łożyw szy te ważności w  
wyrażenia na P , B , będzie P = .

25X
V 4X100 4X 100/ 100

czyli obróciwszy ułom#k na sążnie,
dzieląc go przez 6, a potem pomnożywszy  
przez 2 5 ;  wypadnie P = 1 2 9  sąż. kwad. 
3 stop. kw.

Podobnie będzie B =  stop X ^  X
2 stop==^?-| stop kw. X 25 sąź .; czyi»* ol)ró- 
c iw szy  ułomek £f£Ł na sążnie kwadrato
we, dzieląc go przez 36, u polem pomno
ży w szy  przez 25, będzie B = ^ 3  sąż. sze.; 
6 stop. sześ.

VIII. Pntfoili wydrązoney AU CD EF  
w ym ierzyć p o w ie r za n i fi wewnętrzną, i ze
wnętrzna, tu dzież icy bryimoato&ć.

Fig.49 lód. P o n i e w a ż  powierzchnia k u l i ,  ró
wna iest 1 kołom wielkim (22. wn. 1.), 
przeto potowa tey powierzchni, będzie ró
wna dwom takim kulom. Wynalazłszy  
źutem powierzchnia kola wielkiego kuli,
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maiąceg-o jffa średnicę DE, i tę powierz* 
K-Jinią podwoiwszy; potem po wierzch nią 
pola wielkiego kuli, którego średnica iest
AC, i tę powierzchnią wziąwszy także 
dwa razy: otrzymamy na pierwszy w ypa
dek powierzchnią wewnętrzną, na drugi 
zewnętrzną, półkuli wydrążonej', I tak 
niech będzie średnica DE =  6 sążni., muru 
grubość A D = = j  sąż.: dodawszy 2 AD do 
DE, wypadnie średnica AC =  Gg^ąż. Za* 
tem koła, którego średnica iest D E , po
wierzchnia będzie =  U>' X 3* =  sąż. 
kw. (11,21. wn. 1); podwoiwszy tę powierz
chnią, wj'pad nie., na powierzchnią w e
wnętrzną kuli —f f  sąż. kw. Podobnie po
wierzchnia koła maiącego za średnicę AC,

, 3?4V / 6 ^ a  314v  r  13̂  2 53066
będzie = 100X -  —  X ( - j  j  - _ Q

sąż. k w . ; a pndwoiona ta powierzchnia,
53060 26533 ;

będzie — — — “  — -  suz. kw.
* SCO 400
2re. dla otrzymania bryłowatości pół* 

kuli wydrążonej , wynaleść potrzeba bry- 
lowatóśe półkuli maiącey średnicę D E ,p o
tem brylowatość półkuli, którey średnica 
iest AC, i w ziąć różnicę tych dwóch bry- 
łowatóści. I tak, ponieważ brylowatość 
półkuli równa się iloczynowi z iey powierz
chni wypukiey, przez trzecią część pro
mienia, czyli przez szóstą część średnicy 
kuli (33 ; więc powierzchnią wewnętrzną  
półkuli wydrążonej^ równą pomnoży-- 
wszy przez i  D E = l  sąż . , a powierzchnią 
półkuli zewnętrzną, równą -^¿rS portino- 
żyw szy  przez z A C = p f  sąż. i pierwszy 
iloczyn odiąwszy od drugiego , wypadnie 
brylowatość półkuli wydrążoney, równa 15 
Śąż. SZG.; 73 stop, sze.; i 838^% cal. sześ.
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Uwaga. T y m  s a m y m  s p o s o b e m  m o ż n a b y  
w y n a l e ź ć  p o w i e r z c h n i ą  i b r y l o w a t o ś ć  ko- 
p a ty ,  u w a ż a i ą c  ią  z a  p ó ł k u l ę  w y d r ą ż o n ą .

F»g. 50 I X .  W ym ieryć powierzchnia i bryłowa- 
tość kolumny AC.

J e ż e l i  kolumna iest iednakowey grubo
ś c i  od wieBZchołka do podstawy; iey po
wierzchnia i brylowatość dochodzi się tym 
samym sposobem , co i walca. Jeżeli zaś 
kolumna A C ,  ma g r u b o ś ć  tę sumą od A B  
do G H ,  a zmnieyszaiącą się od G H  do 
wierzchołka D C ;  albo iezeli iey grubość 
zmnicysza się od E F ,  do wierzchołka D C ,  
i  do podstawy A B  (fig. 5 0 .  bis.); uważa się 
w  pierwszym razie kolumna iako złożona  
z walca A H ,  i  kloca ostrokręgowego H O ;  
w  drugim, z dwóch kloców ostrokęgo- 
wych A F ,  E C ,  i w  obu razach znaleziona 
powierzchnia i brylowatość dwóch części 
składaiących kolumnę, będzie iey powierz
chnią i  bryłowatością szukaną.

Uwaga. Ponieważ kolumny A C  (lig. 50 
bis.), uźywanny w budowlach, grubość zw y-  
czaynie bardzo mało od siebie różni się, 
przeto bez uchihienia p r a w i e  można u- 
ważać tę kolumnę iako złożoną z dwóch  
w alców  A F , FD , mających za podstawę  
koła GH, J K ,  przechodzące przez środ
ki ich wysokości.

Fig. 51 X. W ynaleźć brytówutoóę ziem i skopa, 
ney.

Aby doyśe baryłowatoŚci skopabey ziemi 
wyrachować potrzeba próżnią przez sko
panie ziemi utworzony; gdyjfc ziemia wzru
szona więcey daleko zaymuic mieysca, 
niżeli przed iey wzruszeniem: działanie 
to odbyć można sposobem przybliżo
nym, za pomocą wiadomey wysokości kop-
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ców, iak są E, F, G, które zostawiać z w y 
kli grabarze w e wszystkich mieyscaćh, 
gdzie ziemia przez nich skopana, miała 
wysokość nay większą i naymnieyszą. I tak, 
daymy np. ze podstawą rzeczoney próżni 
iest prostokąt AD, maiąey długość ĄB =
59 sąz., a wysokość AC =  43 sąz. INiech 
kopiec E, ma wysokości 1 są ż . , kopiec 
F, 3 sążnie, a kopiec G, 2 sążnie. Dodaw
szy do siebie wysokości kopców, i summę 
stąd otrzymaną podzieliwszy przez ich 
liczbę, iak w tym razie przez 3 ,  będzie 
wysokość średnia równa 3 sążniom; przez 
tę wysokość pomnożywszy powierzchnią  
prostokąta AD —  59X43 =  2537 sąz. kw., 
wypadnie bryłowatość skopaney ziemi, 
równa 2537 X 3 =  7611 sąż. sześ.

XI. W ym ierzyć  beczke. Fig. 52
Mierzyć beczkę , iest to dochodzić ile 

razy mieści się w  niey pewna miara p ły
nu , iaką iest np. kwarta. Gdyby beczki 
były  podobne sobie, m ierzycie byłoby ła
tw o ,  maiąc wiadomą miarę iedney beczki; 
gdyż wtedy obiętości beczek miałyby się 
cło siebie iak sześciany z ich boków odpo
wiadających; lecz ze forma beczek bywa  
różna, i te zbłiżaią się tylko do brył, któ
re dokładnie wymierzyć uiniemy, przeto 
tez: i sposób mierzenia beczek będzie przy
bliżonym i ten iest następuiąey. Daymy,  
ze długość GH beczki ABDE, zaw arta mię
dzy dwoma iey dnami iest =  51 cal.; ze 
każda ze średnic AB, ED, w obu dnach, 
iest =3 ]6 cal.; ze nakoniec przy otworze 
G beczki, szerokość iey  nay większa FC 
iest ^  22 cal.

20
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Wziąwszy połowę summy dwóch śre
dnic AB, FC, io iest 16 + 2 2 ,  będzie śre-

2

dnia beczki szerokość— 19 cal. Do śre
dni cy =  19, cal., wynayduie się powierz
chnia kola (11,24 która będzie a=-?-fi X 
f '£ )z = z2$3  cui. kwadr; pomnożywszy 
tę powierzchnią przez 51, wypadnie i- 
lość płynu beczkę wypełniającego równa  
14452 cal. sześ. Ten ostatni wypadek  
podzieliwszy przez liczbę cali sześ. zam
kniętych w  kwarcie, znaydziemy na ilo 
raz, ile kwart płynu zawiera się w  beczce 
daney.

F ig .  53 Na tey zasadzie opiera się inny łatwiey-  
szy i prędszy sposób mierzenia beczek, 
za pomocą pręta zeiaznego JBLM w koń
cu zakrzywionego, i maiącego bok ieden 
podzielony na części rów ne, a drugi na 
nierówne; podział takowy tak się wyko
nywa. Do naczynia OPQJR, maiącego zu
pełną formę walca, nalawszy kwartę ja
kiegokolwiek płynu, wymierza się iak nay- 
dokładniey naprzód średnica OB, dna tego 
naczynia, potem w ysękość  OS, nalanego 
płynu. Na boku pręta obiera się punkt N 
wprost przeciwległy k o ń c o w i M pręta, 
i  od punktu N w ziąw szy linią Na, równą  
wysokości OS, przenosi się ią 2, 3, 4 it. d. 
razy, na bok pręta; który bok tak podzie
lony zow ie się bokiem wysokości.

Aby podzielić drugi bok pręta; prowa
dzi się jiniia nieograniczona YVZ, i do tey 
z iey końca W, wynosi się prostopadła YVX; 
i na tey ze lilii < \ł Z, na prostopadley 
i na drugim boku pręta JKLM, biorą się l i -  *■ 
niie W 1, WX, Jd, równe, każda średnicy 
OB. To wykonawszy, od punktu X do pun-
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ktii h prowadzi się liniia Xi; in a l in i iW Z ,  
i n a  tym Samym boku pręta, biorą się li- 
nie W2, J a, równe, każda linii Xi. Od 
punktu znowu X  do punktu 2, prowadzi 
się liniia X 2; i na linii WZ, i na boku prę
ta, biorą się liniie W 3» J 3» równe linii X 2; 
i tak następnie działając, podzieli się bok 
pręta na żądaną liczbę części równych; 
który bok zowie się bokiem średnic.

L iniie j'%\  J %, J 4 , i  f. d. oznaczona na 
boku prctn , scl średnicam i podstaw  2, 3, 4? 
i t. d. r d zy , większych od podstawy mai a - 
cey za średnic e Jd= O M .
Kola bowiem maią się do siebieiak kwadra

ty z ićh średnic (III, 16. w. 2); zatem koto śreT 
_dnicy Xi =  Wjł, ma się do koła średnicy 
W i==X ia:. Wia. Aźe w tróykącie pro
stokątny rn równoramiennym XWr,. nczy- 
niwszy W l =  1, będzie Xiz =  XW2 +  
=yy=i2___'j2 ą . j a _ _ 2 ;  więc koło śred. W.2: 
koła śred. Wi =■ 2: T. Podobnie, kolo 
śred. X*, czyli śred. W3: kota śred .W *^  
¿ 4 ;  W'2"2 j== l^~h l 9 + S 2; l a +  12 =  3: 2; 1 
tak następnie. Są zaś liniie' Wl, W 2 , W3 
j t. d., odpowiednie równe lin ii obi Jd, .1 
J 3 i t. d . ; w ięc koło śred. Jd: kola śred. 
3 :̂ kptasred. J 3 i t. d. =  1: 2: 3: i t. d.; 
c zy li ze liniie ./2, ,7S, / 4 i t. d., są średni
cam i podstaw i t. d.

Tak sporządzony pręt używa się następu
jącym sposobem: wzdiuz linii O l i  ozna* 
czaiącey długość beczki, p czyi ozy w szy  
pręt JiiLM  tak, aby iego koniec zakrzy
w iony M, dotykał się któregokolwiek dna 
AK, uważa się na boku wysokości pręta, ia-
r^r?7 loz.bi«* odpowiada dno p r z e c i w l e g ł e  
E D .  Potem koniec J pręta, u s t a w i w s z y  na
przód w  punkcie A obwodu dna górnego,
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następnie w  punkcie E, obwodu dna dol
nego beczki, uważa się na boku średn ic , 
iakiey liczbie odpowiadają punkta B, D, 
wprost przeciwlegte punktom A, E. Na- 
koniec przez otwór C, zanurzywszy pręt 
do beczki tak, aby iego koniec J, dotyka! 
się beczki w punkcie F, uważa się iakiey 
liczbie boku średn ic , odpowiada punkt C, 
wprost przeciwległy punktowi F . Da) my, 
ze tym sposobem znaleziono, iz długość 
G H =  15,ze każda ze średnic A B ,E D ,ies t=  16, 
zenakoniec średnica FC=s26. Wziąwszy te
raz summę dwóch średnic, naywiększcy  
j nayumieyszey, i iey połowę 1.6-|-2()=21,

r*
pomnożywszy przez 15, wypadnie na 
iloezyu 315 kwart, płynu napełniającego 
beczkę.

Uwaga. Łatwo w idzieć, ze oba te spo
soby mierzenia beczki, sprowadzaią się 
do mierzenia walca maiącego za w yso
kość GTi długość b eezk i, a za podstawę 
połowę summy powierzchni dwóch k ó ł,  
z  których iedno ma za średnicę beczki 
szerokość AB naymnieyszą, a drugie» sze 
rokość F €  n ayw iększą .

XII* W ym ierzyć  brytówatość drzew a . 
fi8.54 Kloc drzewa nieociosanego można uwa

żać za kloc ostro kręgowy, który aby do 
budowli mógł być użyty , obrabia się na 
belkę maiącą zw yczayn ie  formę rów no
ległością nu prostokątnego. Ponieważ do 
w i e l k o ś c i  belki, części drzewa ociosanego, 
czyli k locowe odcinki, nie należą; w ięc,  
aby z kloca danego wynaleść bryłowa- k 
tość belki, uważa się za iey podstawę 
kwadrat BC wpisany w koło ABDC, k,tó-
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rego okręg mierzy się sznurkiem obwi
niętym na powierzchni kloca, w  połowie  
jego Wysokości. Aże w kwadracie BC, 
poprowadziwszy przekątną A D , tróykąt
prostokątny równoramienny ABP _dfl*e 
AD*=ABa 4* BD2= 2  £Bs, skąd ABż= APg ;

A' ; . ■ .. 2
w ięc oznaczywszy wysokość kloca przez 
W,będzie bryłowatosć belki rów na ADaX ^ :

2
toiest, iloczynowi z wysokości kloca, \przez 
potowe kw adratu  z średnicy kota maiq.ee- 
go okrąg w ym ierzony na potow is wysoko
ści kloca. Daymy ze kloc drzewa nieo
brobionego ma diugość =  51 stop. = 6 1 2  
eal.; ze okrąg kola wymierzony na poło
w ie  iego długości iest— 78* cal. Dla otrzy
mania b ry iow atośc i  belki, szukam średn i
cy  koła którego o k r ą g = 7 8 *  cal,; będzie 
ta średnica acz | f f X  7S£ =  25 cal, (III, 28);  
w z ią w s z y  połowę kwadratu tey średnicy 
i  pomnożyszy przez 012, wypadnie bry- 
łowatość btdki =  f25J2X61^==B)]250. «»Ii 
sześciennych. 2

Uwaga I. Ponieważ stopa sześcienna 
iest miarą drzewa powszechnie u nas 
używaną, więc podzieliwszy ten ostatni 
wypadek przez liczbę cali sześciennych  
zawartych \? sześciennej' stopie, otrzy
mamy na iloraz bryłowatość belki w  sto
pach sześciennych.

Uwaga II. Chcąc daney belki doyść bry
iowatości, trzeba pomnożyć długość b elk i  
przez iey podstawę ; a lubo działanie toiest 
d o sy ć  p r o s te ; wszelako dla ułatwienia ra
chunku , w y ra ch o w a n e  i u łożone zo s ta ły  ta
blice bry iow atośc i różnych  b e lek ,  które  
aby 'f*  tych tab lic  w ynaleść , dosyć  iest m ieć  
ydadóflw trzy każd#y belki wymiąry-
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Ftg.ss XIII. W ym ierzyć bryfowałość mosłoto- 
d z i [ponton),
Mostołódż ABCDEFGH składa się z dwóch  

łodzi szerokich w niewieikiem oddaleniu 
z sobą potoczonych, i pokrytych z wierzchu 
deskami. Przeciąwszy zatem mostołódz pła
szczyzny pionowa przez środek iey przecho
dzący, na dwie równe części ABCDabed, 
E F G H  abcd; pierwsza z tych części rozłoży 
się na dwa graniastoitupy tróykątne ścięte 
ABCabc, ADCadc, których bryiowatości 
wynalazłszy . summę , i tę p o d w o iw szy ,  
wypadnie bryło watość niostołodzi. Ja
koż (34. przy. IYj, graniastosiup tróykątny  
*«ięty ABCabc =  Cĉ  X ahc ~

/ i  ia  X §(iy^ Bb==Aa. Podobnie,

graniastotiip tróykątny ¿cięty ADC adf =  
^Aa4 lid -t-Cc\ x acd= /A a+ dC ĉ  X acd, gdyż
( — 3----- )  v 3 y .
D d = C c. Z^tem bryła ABCDabed będzie—  
Q .\n+c^ a b c+  ^A»+2Cĉ ac(l; to wyrażenie po

dwoiwszy, i bryłowatość niostołodzi ozna
czyw szy przez Y , b ę d z i e a b c - j -

^2Aa+4Cc ̂ acd. Aże Aa===EA,zajem óA a=2A E .

Dla Podobney przyczyny /|Cc=2CG, nadto 
ie st  2Aa==AE,2Cc=CG; ważności te wło
żyw szy ,  w  to ostatnie wyrażenie, w ypa
dnie V*= +CG) abc +  ^

Daymy że AB, szerokość naywiększa  
mostołodzi, iest . . . . =  i ,  5 sąż.
CD, szerokość naymmeysza =  1, 3 —
Głębokość mostołodzi =  0, 8 —
Długość naywiększa AE =  6, 0 —
Długość naymnieysza CG =  4> 4

— 15$ —
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Będzie powierzchnia tróykąfa abc =r 
1. 5X0,8= 0 ,  6.

2
Powierzchnia tróykąta acd = 1 ,  3 X 0 ,  8

7 ’ 2 '
— o, 52.
Zatcm V =^g+4, y  0,6+^>+M ^ X O, 52 =

5, 845 sążni sześciennych.
XIV. Znaleźć brytówatość ku li ziem skiey 

którey średnica ma 2865 mil.
Z daney średnicy wynalazłszy okrąg 

wielkiego koła kuli ziemskiey (III, 28J ,  
którv zawierać będzie blisko 9000 milj 
i ten pomnożywszy przez średnicę, bę
dzie powierzchnia kuli ziemskiey równa  
9000X2865 =  25785000 mii kwad. (22):  
tę znowu powierzchnią pom nożywszy  
przez szóstą część średnicy, w ypadnie  
(3 3 )  brviowatość kuli ziemskiey równa  
25785000)(477¿=12312337500 mil sześcien.

Uwaga I. Jeżeli ciało dane do mie
rzenia iest nieforemne , uważa się wtedy  
jako złożone, chociaż przybliżonym spo
sobem, z ostrosłupów, graniastcsiupów i t. d, 
toiest brył takich które wymierzyć umie
m y, a znaleziona summa ich bryło wato - 
ś c i , będzie szukaną bryiowatością ciała.

Uwaga  II, Jeżeli ciało stałe które ma
my mierzyć, nie iest w ie lk ie ,  wtedy mo
żna ieszcze doyść iego bryło wat ości na- 
stępuiącym sposobem. Do naczynia fo
rem nego, iakiem iest np. w a lec ,  nalewa  
się woda i punkt iey wysokości oznacza 
s*ę na boku naczynia; potem zanurza się 
w wodzie ciało dane do mierzenia, i na-
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znacza się podobnie punkt wysokości do 
którey się woda podniesie; pomnożyw szy 
odległość między terni punktami, przez 
znalezioną powierzchnią wody przeciw
ległą podstawie naczynia, wypadnie szu
kana bryłowatość c ia ła /

K O M E r, x i i ;g i  c z w a r t e y .
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X  i E G k  V. '■*O

R O Z D Z I A Ł  XV.

P O C Z Ą T K I

TRYG ON OM ETR YI PRO STO K REŚ LN E  Y.

1. Każdą figurę prostokreślną można za 
mienić na tróykąt f i l ,  25); znaiąo zatem 
własności i sposób mierzenia tróykątów, 
przyydzicm y łatwo do poznania własno
ści i sposobu wymierzenia jakiejkolwiek-  
figury prostokreślney;

2. W tróykącie każdym iest sześć rze
czy do uważania: trzy boki i trzy kipy; 
7, tych sześciu, w ynalezienie przez rachu
nek trzech rzeczy, za pomoc?} trzech w ia
domych, między któremi znaydówać się 
powinien przynaymniey itden bok, przed
miotem iest Tryg o nom et ryt p  rosto hreślney.

3. Lecz aby z trzech rzeczy danych 
tróykąta , wynaleść przez proporcyą trzy 
inne, potrzeba wielkości w  skład tróy
kąta wchodzące porównywać z sobą, to- 
iest bok z bokiem, a kąt z kątem, iako 
rzeczy iednego z sobą gatunku; z tego 
porównania w y p a d a  stosunek boków, i 
stosunek kątów; ze zaś z takowych dwóch 
Stosunków niemożna ułożyć propoPcyi; b<> 
W tlóykacie boki nie są pr  o p o rCy o o a I n e 
WZgiedem kątów im przeciwległych,  ani

21
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względem luków mierzących te kąty; iak 
się o tcm nayiatwiey można "przekonać 
na tróykącie prostokątnym równoramien
nym, w  którym lubo każdy z kątów o- 
strych iest połową kąta prostego, boki 
iednak przeciwległe kątom ostrym, w ięk 
sze są od potowy przeciwprostokątney: 
z tego powodu, starano się w prowadzić  
inne liniie proste na mieysce kątów, pro- 
porcyonalne do boków tróykąta, i te na
zwano liniiami try%onometrycznemi. Trze
ba więc naprzód poznać liniie trygono
metryczne, i wskazać sposób w yrachow a
nia ich ważności w  liczbach na kąty c z y 
li luki koła; potem oznaczyć stosunki 
tych lin iy  do boków tróykąta, za pomo
cą których, z trzech danych rzeczy tróy
kąta wynaydziemy trzy iune, co nazy
w ać się zwykło rozwiązaniem tróykąta .  

T a . Y i i  4 .  Dla poznania l i n i y  trygometrycz- 
Fif i.nych, w eźm y jakikolwiek luk AB mniey- 

szy  od czw artey części okręgu koła.
Prostopadła BE, spuszczona z ieduego koń

ca luku AB, na promień AC przechodzący 
przez drugi koniec fcego luku, nazywa się  
wstawą  łciku AB, albo kąta ACB maią- 
cego ten luk za miarę. Podobnie linii a 
BG iest wstawą luku BF, lub kąta BCF.

5.Liniia AE, czyli część promienia AC, 
zawarta między końcem łuku AB, a iego 
Wstawą BE, iest wstawą odwrotną  łuku AB,

'  albo kąta ACB. P od obn ie  liniia FG  iest 
wstawą odwrotną łuku BF, lub kąta BCF.

t>. Prostopadłą AD, do promienia AC 
przechodzącego przez ieden koniec łuku 
AB, z końca iego wyprowadzona aż do 
przęcięcia się z promieniem BC przedłu-
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zonym, przechodzącym pw es drugi koniec 
tegoż luku, iest styczną  luku AB, albo ką
ta ACB; liniia FJ iesP także styczną tu
ku BF, albo kąta BCF.

r. Liniia CD, czyli promień BC prze
dłużony aż dospotkania się z styczną AD, 
iest sieczną luku AB, albo kąta ACR. Li-  
liiia CJ iest także sieczną luku BF, lub 
kąta BCF.

S. Gdy kąt ACF, iest prosty, kąt BCF 
będzie dopełnieniem kąta ACB do kąta 
prostego, i wtedy, 
i O  nazywa sie wstawą dopet- 

nienia , lufo dostawą  
F O  iest wstawą odwrotną do

pełnienia  , czyli dostawą od
w rotną

F J  iest styczną dopełnienia , albo 
dostyczną  

CJ ieśt sieczną dopełnienia, albo 
dosieczf/ą j
Widzimy podobnie, że ponieważ kąt 

ACB iest nawzajem dopełnieniem kąta 
BCF, przeto w staw a, wstawa odwrotna,  
styczna, i sieczna kąta ACB, iest dostawą, 
dostawą odwrotną, dostyczną, i dosieezną  
kąta BCF. (*).

9. Gdy punkt B będzie się zbliża! do 
punktu F , czyli gdy luk AB będzie coraz 
w zrastał, wstawa iego BE będzie się  
także coraz powiększać, tak dalece; że

(*) Dła skrócenia pisać będziem y wst. wst. edw . s t y .  
sic. dost. dost. odw . dosty. doaio , n.a in io y s c u  
■wstawa, wstawa odw rotna, styozna, sćecana, d o 
sta w a , d o sta w a o d w r o t n a ,  d o s ty c z n ą , i  dosiec-ena.

luku AB
alko 

kąta AOB
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gdy punkt B padnie na punkt F, w stawa  
BE zeydźie się z promieniem FC i bę
dzie ran równa. Więc proiąień  iest wsta
wą kąta prostego. N iekiedy promień na- 
żyw a się w staw a ca ta.

Fig. 2 W t r ó y kącie prostokątnym ACB , ieżeli 
przeciw prostokątną CB weźmiemy za pro
m ień, każde z ramion kąta prostego bę
dzie w staw ą kąta przeciwległego temu 
rumieniowi, toiest AC będzie wstawą ką
ta B, AB. w s t a w ą  kąta C. 

i 10. Z poprzedzającego opisania w sta w y  
w idzim y, ze icstawa BE tuku iakiegokol- 
wiek AB, iest potrwa cięciwy luku p o d - 
wóynego względem Alt.

Bo przedłużywszy BE do punktu 0 ,  pro
mień CA prostopadły do cięciwy BO, 
dzieli ią » łuk BAG na dw ie równe czę
ści ( II, 5); więc BE w stawa tuku AB iest 
połową cięciwy tuku BAOdwa razy w ię k 
szego od tuku AB; zatem wstawa i t. d.

11. Więc lód. wstawa  30° iest potową  
promienia.

Jakoż, w staw a 30° iest połową cięciwy lu
ku dwa razy większego, czyli potową .cięci wy 
luku 60°. Aże cięciwa luku 60°, czyli bok 
szcściokąta foremnego (II, llj, iest. równy  
promieniowi koła; w ięc wstawa  30° iest 
równa p  oto wie promienia.

12. Więc 2re. wstawa k a ta  rozw artego  
l i  CK, ie s t  ta sarna co wstawa BE iego 
spełnienia BCA. (*)

Bo li ni i a BO, będąc cięciwą tuku BAO 
porJwóynego względem luku BA, iest oraz 
cięciwą luku BKO podwóynego względem

—  1 6 1  —

(*) K ą t  BCA, spełniaiąey ką t  BCK do dwóch kątów 
p ros tych , uasywa się iego spdnipwAm.
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tuku BK; zatem BE potowa te y cięciwy, czy
l i  u stawa kąta BC/V, ic sttak /e  wstaw ą kąta 
BCK; wiec yjstawa kąta rozw artego, i t. cl.

13. Sty  czna 45° iest rówiia prom ieniowi .
Bo w  tróykącie prostokątnym DAC, gdy

kąt DCA=45% będzie także i kąt 0 — 4 5 03 
zatem bok AD— CA (1, 15 ?; więc s ty 
czna 45° i t. d.

14. Gdy kąt DCA iest w iększy od 45", 
styczna iego AD będzie w iększa od pro
mienia; a gdy tenże kąt iest prosty, stycz
na iego będzie równoległa względem* 
sieczney CD, a zatem nigdy się z nią. 
nie zeydzie: i dlatego mówi się ze sty
czna kąta jjrosiego iest nieskończona.

W tróykącie prostokątnym BAC, gdyĆĄWg« 3 
iedno z ramion kąta prostego weźm iemy  
za promień, ramie drugie AB będzie s ty 
czną kąta C przyległego ramieniowi pier
wszemu, a przeciwprostokątną C8 sieczną  
togoź kąta. Podobnie gdy AB w eźm iem y  
za promień, CA będzie styczną kąta B 
a CB iego sieczną. ’

Jeżeli teraz w ystaw im y sobie promień 
podzielony na 10,000,000,000 części ró
w n y ch , widoczna iest, iż wstawa 30° za
mykać będzie takich części 5,0o0,000,000, 
ft w stawy luków większych lub mnieyszych  
od 30°, zamykać będą więcey lub mniey  
tychże części; niemniey dostawy, styczne, 
i t. d. tych różnych tuków zawierać będą 
pewną liczbę części promienia. Staray- 
my się więc poznać sposób wyrachowania  
w  liczbach wstaw, dostaw, i t. d.

i*5' Aa przód z wiadomoy w staw y BE t,g* 1 
lUtili A B ,  wynay<Izieuiy łatwo iego 0<>- 
Stawę. Jest'\ bowiem B G  dostawa luku AB
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równa EC- Aze tróykfjt prostokątny BCE, 
daie BC2— BEg+Ee% skąd EC2==BC2— BE2, 
czyli EC =  V/b'C =— BE% albo dostAB ~  
V P 2 — w st2 AB; więc dostawa iakiegokol- 
wiek tuku równa sic p ierwiastkowi kw a
dratowemu \vy ciągnionemu z ro ln icy  m ie
d zy  kwadratem  z p ro m ie n ia , a k w adra 
tem  ze wstawy tegoż tuku.

16. Ponieważ A E = C A — CE, czyli wsf.  
od w. A B = P — dost AB; w ię c  w staw a  
odwrotna iakiegokotwiek Tuku , równa  
sic różnicy m iedzy promieniem a dosta- 
w a tego i t u k u :

3 17. Wiemy iuż ze wstawa. 30° iest ró
w na połowie promwenia (I I  ) » otrzyma
m y w ięc  w staw ę 15°, i następnie wsta
w y 7° 30', 3° 45', i i. d, gdy z wiado- 
m ey wstawy BE tuku BOA, i iego wsta
w y  odwrotney AE, wynaydzieiny w staw ę  
Be iuku BO, który iest potowy danego 
luku BOA. Jakoż, ponieważ promień CO 
iest prostopadły do BA; będzie Be — BA

2
( I I,  5) Aze jJA 2= R E *  -f-Eą skąd BA=
V b e *-i- EA2, zatem y^BE2-^ ^ !2, czyli

~~2 ______
w st  BOA—£ \ / ”w st2 BOA - f  w stod w £BDA;

2
w ię c , wstawa tuku dwa razy  mnieyszego  
od tuku danego , ie s t  równa połowic p ie r 
w iastku kwadratowego wy ciągnionego z 
summy z kw adratu  wstawy  , i kwadratu  
wstawy odwrotney danego Tuku.

18. Potrafimy nafdto wyrachować wsta
wy i dostawy większey liczby jakich
kolwiek łuków , iezeji znając zosobna
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w staw ę i dostawę dwóch lu k ó w , w ynay-  
dziemy w staw ę i dostawę summy tyclize 
tuków.

Żałozmy w ięc  Sobie z wiadomey wsta-Fig. 4 
w y  BE i dostawy CE, luku A B , tudzież 
w staw y  DG i dostawy CG, luku BD; w y-  
naleść w staw ę DP, i dostawę CP luku  
A D=A B-f-BD. P\a tei; koniec, z punktu G, 
w  którym cięciw a KG spotyka promień 
CB do niey prostopadły, spuśćmy prosto
padłą GJ na p ro m ie ń  CA, i poprowadź
my GM równoległą względem AC. To zało
żyw szy ,  będzie DP===M P+D M =G J+DM . 
Trzeba w ięc tylko w ynaieść z osobna w aż
ność na GJ, i na DM; które łatwo otrzy
mamy: bo tróykaty podobne CBE, CGJ, 
da i a BC: C G = B E : GJ, Czyli P: dost B D =  
w st  AB: GJ, zatem GJ— w st ABXdost B P .

P

Tróykąty także CBE, DGM, maiąc boki 
do siebie prostopadle są podobne, i da- 
ią CB: D G = C E : DM, czy li P: w st BD== 
dost AB: DM, stąd J ) M = w s t  BDXdostAB;

" P

zatem G J-j-D M , czyli w st ( A B - f B D ) =  
w st ABX dost BD +  w st  BD X ^ost AB

co pokazuie: ze z wiadomych tvsław i do
staw dwóch tuków , aby wynaieść wstawę 
Tuku równego snm tnie łuków danych, t r z e 
ba wziąć dwa i lo c zy n y : 1 szy ze wstawy  
Tuku iednego p r z e z  dostawę Tuku dru 
giego-, 2g i ze w s ta w y  Tuku drugiego p r ze z  
w stawę tuku p ierw szego  , i  summę tych ilo- 
czynów podzielić p r ze z  promień .

Aże CP, dostawa (AB-fBD)==CJ— JP—  \  
C J — GM,- pozostaje  w ięc ieszeze wyna*
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Jeść osobno ważność na CJ, i na GM. 
Jakoż trójkąty podobne CBE, CGJ da
ją C B : CG— CE: CJ, czyli P: dost B D =  
dost AB: CJ; stąd CJ— dost ABXdost BD.

P

Tróykąty znowu podobne CBE, DGM, 
daiąCB: D G = B E : GM, czyli V: w st B D =  
w st  AB: GM; w ięc  G M = w st  ABXwst JBD;

p

a katem CJ— GM, czyli dost (AB-f-BD/=  
dost AB X dost BD —-w st AB'X"'st BD. 

P
19. Znaydziemy podobnie, ze Wst (AB—BD) 

= w s t  ABX*l°st BD — w si B D X d ost AB;
P : "

a dost ( AB —  BD) =
dost; AB X tlost BD -f- w st ABX"'st.BD. 
. -

20. Na mocy prawd dotąd wyłożonych  
nietrudno będzie wyrachować w sta w y  
i dofctawy łuków. Gdyż inaiąc wiadomą 
W  stawę luku 3 0 °  ( 1 1 ) , ,  w y n a j d z i e m y
iego dostawę ( 15 ) ; a podług sposobu 
wskazanego pod liczbą ( 17 J, szukając 
następnie w staw y łuku dwa razy mniey- 
szego od luku d a n e g o ,  wynajdziemy  
w  stawy łuków  zawartych w  szeregu ma* 

3 0 °  3 0 °  3 0 °  3 0 °  3 0 °
lciącym ^  -J  : — : .

30° 30° 30°
f o T  : 128 : ^56 : U  d* A/.e luki bardzo

małe nie różnią się prawie od swoich  
w s t a w ; można więc takie łuki uw ażać 

proporcjonalne do ich w staw ; a zatem
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wstawę I' otrzymamy z tey proporoyi
w st 30°

30* : 0° 1 =  — — : w st 0° 1',
256 256

Żeby znowu otrzymać u s ta w y  tuków  
2',3,4', dosyć iest następnie pomnożyć 
W sta w ę  I' przez 2, 3, 4. a  dla wyracho
w an ia  wstaw i dostaw łuków większych  
od 4', uzyiemy prawidła pod liczbą 18, 
służącego do wynalezienia w staw  i d o 
staw summy dwóch luków ; i tak np. 
znaiąc w staw ę i dostaw ę 4', tudziez wsta- 
w ę i dostawę I', wynaydziem y ważność  
na wstawę i dostawę 5= = 4'+ r .

21. Maiąc wiadomą wstawę i dostawępig. i 
kąta, można wynaleść iego styczną i dosty- 
czną. JBo lód z podobieństwa tróykątów  
CBE, CDA, mamy CE: BE— CA: AD, czy
li dost ACB: wst ACB— P; sty ACB; stad
sty A C B ^ S ^ ^ s t  ACB.

dost a C B ~
2re z podobieństwa tróykatów CBG,

CJF, iest CG: B G =C F: F J; aze w st BE 
kąta ACB iest równa CG; wi<?c w st ACB: 
dost A C B =P: dosty ACB; stąd (losty A C B =  
PXóost ACB.

w st ACB.
22. Można nakoniec wynaleść sieczną 

i dosieczną kąta, ktorego wiadoma iest 
wstawra i dostawa.

Bo lód tróykafy podobne CBE, CDA 
¿aiił CK: CIi=CA: Cl), cr.yli dost ACB:

— P; sie BCA; więc sie A C B ~  P s
r  d o st  ACB

22
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2re. z tróykątów podobnych CRG,CJF, 
irtamy CG: CB™ CF: CJ, czyli wstACB: 
P = P :  dosie ACB; w ięc dosie A C B =  P2

t w st ACB.
23. Gdy liniie trygonometryczne w  czę

ściach promienia zostały wyrachowane; 
dla skrócenia działali z liczbami wyraża-  
iącemi te liniie, wzięto liczb tych ioga^ 
rytmy, i ułożono ie w  tablice albo ra
zem zliniiami trygonometryczncmi, pisząc  
naprzód inki, potem liniie trygonometry^ 
czne, następnie logarytmy tych Jiniy; albo 
lak bywa nayczęściey, liniie trygonome
tryczne opuszczają sie, i kładą się tylko  
luki , a obok nich logarytmy limy trygono
metrycznych, tychże łuków. Rzadko które 
tablice obeymuią logarytmy wszystkich  li- 
niy  trygonometrycznych, nayczęściey za
wierają logarytmy tylko wstaw i stycznych, 
a tern samem dostaw i dostycznych. Układ  
i użycie tych logarytmów, zw yczaynie przy  
ich tablicach opisany bywa*

R O Z D Z I A Ł  XVI.

T W IE R D Z E N IA  O K A ZU IĄ CE STO SU N KI MIĘDZY U -  
NHAM1 TRYGONOMETRYCZNEMI A KOKAMI 

T R O Y K ą T A -

Twierdzenie, j.

5 24. W  każdym tróykacie A B C , boki tak
sie maia do siebie, żak testowy katów  
przeciwległych tym  bokom ; to ićst bedzie 
BC: AC: ABz=wst A: wst B: test C.
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Jako/ opisawszy kołem tróykąt A B C ,  
będzie kąta A, miarą' potowa tuku B C  
(H, 7. w. i); kąta B, potowa tuku A C ;  
kąta C, potowa tuku AB: więc każdy bok 
tróykąta ABC iest cięciwą podpierającą 
tuk dwa razy w ię k sz y  od tuku, któ
ry iest miarą kąta przeciwległego temu 
b ok ow i; a zatem potowa każdego boku  
tróykąta, iest w staw ą kąta przeciwle
głego temu bokowi ( 1 0 j ;  toiest, będzie 
bok BGzzzrwst A; bok AC =  w st  B ;  bok 

T  j
A y = w s t  C. A rotein ma się BC; AC:AB=

2 2 2 2 

w s t  A: w s t  B: w s t  C; c z y l i  B C :  A C : A B =  
w s t  A: w s t  B :  m t  C ;  w i ę o  tu każdym  
tróykącie. i t. d.

25. "Wniosek I. W  każdym tróykącie pro-rtg- • 
stokatnym BAC, prom ień tak sie ma do 
p r z e ę i  wprostohątney , iak wstawą iednego
% kątów o s t r y c h  do boku przeciwległego  
ternu katowi.

J e s t  b o w i e m  B A ;  A C  =  w s t  C :  w s t  B.
A ź e  w  t r ó y k ą c i e  p r o s t o k d t n y m  B A C ,  
w  sta w  a k ą ta  p r o s t e g o  C i e s t  r ó w n a  p r o -  
p r o m i c u i o w i ,  a  b o k  B A  i e s t  p r z e c i  w p r o s t o -  
k a tn ą ;  w i ę c  B A :  AGfitrtk w s t  B ,  c z y l i  P :  
B A " w s t  B ;  A C ;  w i ę e  w każdym tró y - 
kacie prostokątnym  i t. d.

26. Wniosek  II. IV  tróykącie prostoką t
nym l i  A C , promień ma sie do styczncy  
iednego z katów ostrych B, iak bok BC  
p rzy le g ty  temu k a to w i . do boku AC te 
muż kałowi przeciwlegfego .

G d y > j* ie s t  w s t  A: w s t  B  =  B C : A C ;  i e s t  
w s t A = d o s t  B ;  w i ę c  d o s t  B: w s t  B=r=

> BC: AC. Aze dost B : wst B ==■P : Sty B 
(2 1 ) ;  w ięc  P : s t y B  =  BC: AC; w ięc
W tr ó y k ą ę ic  p r o s to k ą tn y m  i  t . d.
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Twierdzenie. %
Fig. 7 27. W 'każdym  tró y  kącie prostokreślnym
7 . bis. ACB, spuściwszy z wierzchołka któregokol

wiek kąta C, prostopadłą CD, na podsta
wę AB, przedłużoną iezeli. p o tr z e b a , tak  
sie mieć bedzie podstawa AB, do summy  
dwóch boków AC, BC, iak różnica tych bo
ków, do różnicy lub summy odcinków A D ,  
UD; to iest bedzie AD: AC  +  B C = A B — BC: 
A D -~  BO, albo AD +  BDi

Jako a 55 w ierzchołka kąta C , długością 
boku CB, zakreśliwszy okrąg kola prze
cinający boki AC, AB, w punktach G, F, 
i przedłużywszy bok AC, do przecięcia się  
x okręgiem kola, w  punkcie E; będzie AB: 
AE =  AG : AF (III, 12). Aze iest C G =  
CE==CB, a F D =  BD (11,5); w ięc  AE —  
A C +B C ; A G = A C - B C ;  AF— AD — RD 
(fig. 7), albo A F = A D  +  BO (fig.7bis); w ięc  
proporcya powyższa AB: AE— AG: AF za
mieni się na AB: AC -f* BC —  AC — BC: 
AD — RD, lub AD +  BD; więc w każdym  
tró y  kacie i t .  d.

Twierdzenie , 3.
F, 8 28. W  każdym tróy.hacie prosto kr eślnym

CBFj summa dwóch którychkotwiek boków 
C B, CF, tak  sie met do różnicy tychże b o 
ków, iak styczna połowy summy kątów F, 
B , przeciwległych tym  bokom,, do s tyczney  
petowy różnicy tychże katów; toiest, bedzie  
CB  +  CF: CB  -  B F — sty  ( CFB  +  (fBF):

Sty i C F B — CBF). ,
—  ̂ i  y / ' ;

Jakoż z wierzchołka kąta C , długością 
boku mnieyszego CF, zakreśliwszy okrąg

— 172 —
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koła przecinający bok C B , w  punkcie D, 
i poprowadziwszy liniią FD, a względeni 
niey równoległą BA, przecinającą w punk
cie A liniią J F A , poprowadzoną z punktu 
J, w którym, przedłużony bok CB prze
cina okrąg kołar będzie kąt JFD W pół
kolu prosty (11, 7. w,3); iest zaś k ą t J F D ^  
FAB; więc liniią JFA , iest prostopadła 
do łinii F D ,  i do linii AB. A&e tróy- 
kąty podobne AJB, FJD, daią proporcyą 
JB: DB=eJA: FAy w którey, dja równości 
łiniy CF Cl i CD,'iest liniią JB, summą 
dwóch boków,CB, C F , a Hpiia DB, iest 
różnicą tychże boków CB, CF; więc po
zostałe tylko okazać naprzód, ze JA iest 
styczną pod o wy summy kątów CFB,CBF; 
po wtóre, ze FA iest styczną połowy róż
nicy tychże katów.
lód  JA =  s t y ‘ (CFB -f  CBF). Jakoż, w

iróykącio JBA, w z ią w szy  BA za promień, 
będzie JA styczną kąta JBA,  azatem i ką
ta mu równego JD F  ( i ,  19). Azo kąt w pi
sany JD F, iest połową kąta JCF mające
go wierzchołek w środku koła; i równego 
summie kątów CFB, CBF (!,25.w.i); w ięc  
kąt JDF czyli kąt JB A “  CFB +  CBF ; a

I r e  F A = s t y  (CFB— CBF). Bo w  fróy-

kącie FBA, w ziąw szy  BA za ień, bę
d z i e  FA styczną kąta FBA. Aza kąt F B A  
iest równy połowie różnicy dwóch katów  
CFB, CBF; gdyż kąt FBA— CBA— CB F =*  
C D F —  CBF (1,19)/ irst ¡zaś k a t  C O F, cz y 
li  równy mu kat C F D  =  CFB D F B ; wiąc

2

zatem JA— s ty  (CFB -j- CBFJ.
2
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l i ą t  F B A = C F B — C B F — D F B ;  a d o d a w s z y  
s p ó l n i e  k ą t  F B A — D F B  , b ę d z i e  2  F B A = ^  
C F B —  C B F ,  c z y l i  k ą t  F B A  =  C F B — C B F ;

z a t e m  F A  — s t y  ( ' C F B — C B F /  y y i ę c  po-
1 v 2

w y ż s z a  p r o p o r c y a  J B :  D B = J A :  F A  z a 
m i e n i  s i c  n a  € B  ~f~ C F :  C B  —  C F  =
s t y  ( C F B  +  C B F ) :  s t y  ( C F B  —  C B F ) .  W i ę c

2 2, 
w każdym tróykącie prostokreślnym  i t. d.

F%. 9 29. M a i ą e  z a ś ” w i a d o m ą  s u m m ę  d w ó c h  /
j a k i c h k o l w i e k  k ą t ó w  A Ć B ,  B C D ,  i i c h  r ó 
ż n i c ę ,  ł a t w o  i e s t  w y n a l e s ć  k t ó r y k o l w i e k  
z  t y c h  k ą t ó w .

Ba z d  wóch ilości nierównych , ilość wiek- 
sza równa iest pofowie ich summy, i poło
wie* ich różnicy ; a ilość mnieysza iest r ó 
wna połowie ich sum m y , mniey potowa ich 
różnicy.

J a k o ż ,  z  d w ó c h  k ą t ó w  n i e r ó w n y c h  A C B ,  
B C D ,  m i e c h  k ą t  A C B ,  b ę d z i e  w i ę k s z y  o d  
k ą t a  B C D :  p o d z i e l i w s z y  k ą t  c a ł y  A C D  l i -  
n i i ą  C H ,  n a  d w a  k ą t y  A  C I F  H C D ,  r ó w n e ;  
b ę d z i e  k a ż d y  z  t y c h  k ą t ó w  p o ł o w ą  s u m 
m y  d w ó c h  k ą t ó w  d a n y c h  A C B ,  B C D  ; «a 
p r z y  l i n i i  A C ,  i p r z y  p u n k c i e  Ć ,  w y k r e 
ś l i w s z y  / k ą t  A C  O = B C D ;  b ę d z i e  k ą t  GC.B 
r ó ż n i c ą  t y c h ż e  k ą t ó w  A C B ,  BCD. A ż e  o d  
d w ó c h  k ą t ó w  r ó w n y c h  A C H ,  H C D ,  o d i ą -  
w s z y  k ą t y  A CG.- BCD r ó w n e ,  p o z o s t a n i e  
k ą t  l i c G  = = H O B ;  p r z e t o  k a ż d y  z  t y c h  
k ą t ó w  i e s t  p o ł o w ą  r ó ż n i c y  dwóh k ą t ó w  
A C B ,  B C D .  J e s t  z a ś  k ą t  w i ę k s z y  A C B =  
A C I I  ~p H Ć B ,  a k ą t  m n i e y s z y  B C D  =  
HCD — HCB; więc z dwóch kątów nieró
wnych i t. d.

—  l 7 4  —
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P rzyk ta d y  rozwiązania tróykatów pros to 
kątnych.

30. W  tróykacie prostokątnym ACB, ma-Kig.io 
iac wiadome dwa kąty A , C, i przeciw pro - 
stokątną  AC, wytialeść bok BC.

Bok BC, otrzymamy z następuiącey pro
porcyi P: AC — wst A; BC (2 5 ) ,  czyli 
P: w st A — AC: BC.

N i e c h  b ę d z i e  k ą t  A  =  35°4Q', b o k  A C —
576 prętom; znaydziemy że bok B C = 3 3 6  
prętom.
Jakoż logarytm w staw y kąta A =  p,765720 
Logarytm przeciwprostokąt. A C =  *2,760122
Summa tycli dwóch logarytmów— 12,526142 
Od tey summy odiąwszy logarytm

promienia . . . . . . —  10,000000
będzie boku BC logarytm — 2,526142
który w tablicach odpowiada liczbie 336 
blisko.

D l a  z n a l e z i e n i a  z a ś  d r u g i e g o  b o k u  A B ,  
u ż y i e m y  p r o p o r c j  i P;  w s t  C  =  AC: A B .

31. M aiąc przeciwprostokątną AC , t bok 
BC, w iadom e , znaleść dwa kąty  A i C.

K ą t  A o t r z y m a m y  z  p r o p o r c y i  A C :  B C —
P: w st A. Maiąc wiadomy kąt A, gdy t e n  
odeymiemy od 90% znaydziemy kąt C.

32. Maiąc wiadome ką ty  A , €, i kok A B y 
wynaleść p rzec iw prosto k ą t n ą AC.

W y n a y d z i e m y  AC z  p r o p o r c y i  w s t  C: 
P = A B . AC. V

33. Maiąc lo k  BC i k ą ty  wiadome, wyna^ 
teść lok  AB.

Bok szukany AB otrzymamy z  propor- 
«yi P: sty C =  BC: AB (26).

34. Maiąc dwa lok i A B , BC, wiadome, 
wynaieść ką ty  C, A.
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Kąt G, otrzymamy z próporcyi BC: A 33= 
P: sty C; który odciągnąwszy od 90°, w y 
padnie kąt A.

35. Maiac wiadome dwa boki A i i , BC, 
wynaleść przećiwprostokątną AC.

Potrzeba naprzód * wynaleść kąt €  z pro
porcyi BC: AB — P: sty C, a maiąc wiado
my kąt C, otrzymamy AC z proporcyi 
w st  C; P =  AB: AC.

P rzyk ła d y  rozwiązania tróykątów ostro- 
kątnych.

Fig. 11 36. M aiąc dwa kąty  i ,  C, i  bok A B, tróy-
hąta  ostro halnego A C B , w iadom e , wyna
leść dw a pozosta łe  boki A C ,1 BC.

Ponieważ wiadoma iest ważność dwóch 
kątów A, C, więc odciągnąwszy ich sum
mę od 180% wypadnie na resztę kąt B.

To założy w szy, dla znalezienia boku AC, 
użyiemy proporcyi w st C: wrst B =  AB: 
AC (24).

Daymy że kąt A=s=40'53', kąt €  —  54*41', 
a bok AB— 273 prętom ; będzie bok A C =  
323 prętom.

Jakoż summę kątów A i C, od iąw szyod  
ISO”, wypadnie kąt B— 75°26', a logarytm 
w staw y  kąta tego będzie . =  9,985811

Logarytm boku AB . . — . 2.436163
Summa tych logarytmów — 12,421974:

O diąwszy od tey summy lo
garytm wstawy kąta C . . =  0.911674

W y p a d n ie  na resztę logarytm =  2,510300 
który w  tablicach odpowiada liczbie 323 
blisko.

Bok zaś BC otrzymamy z properovi 
wst C: wst A =: AB: BC. 1 5
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57. JP tróykącie AC fi,  ma mc dwa bokh' ¡g. i ł  
BC, AC, i  hut C, miedzy tem i bokami za
w a r ty  , wiadom e, wytiale&c dwa inne ka ty  
A i  B.

Widzimy, ze na ten przypadek służy pro- 
porcya BC - f  AC: B C — AC =  sty A +  B:

2
sty A — B (28).

Daymy, ze B C =584  pręt., A€=*i69 pręt.; 
kąt C =  68°; będzie BC - f  AC =  1053,
BC — AC =  115; kąt C =  68° odiąwszy od 
180°, wypadnie sum m a«5w och. kątów A i B, 
równa 112*; zatem A -j-B  =  56°.

f _ z  '  ...

Aże logarytm liczby 115 =s 2,060698 
Logarytm styczney 56° = 1 0 ,1 7 1 0 1 3

Więe summa tych dwóch logar. =  12,231711 
Od tey summy odiąwszy luga- 

rytm liczby 1053, który icst =  3.022423
Beszta . . .  . . . . 9,209283

będzie logarytmem sty ( A —  B).
2

Logarytm ten znaleziony w  tablicach od
powiada styczney 9° 12'.

To maiąc, (2 9 )  będzie kąt większy* A =
56u - f9 °  12' =  65° 12', a kąt mnieyszy B = s
56° — 9 M 2 '= 4 6 °4 8 ' .

38. Maiąc wiadome dwa boki BC, AC, i ką t  
C miedzy niemi zaw arty , wynaleźć bok t r z e 
c i  AB.

Wynalazłszy kąty A i B sposobem do
piero wskazanym, otrzymamy wazm^ćiia  
AB, z pr.oporcyi w st A; w st Ć =  BC: AB.

39. Maiąc wiadome t r z y  boki A B, A C,Fig-13
G tróykata  AGH, wynaleźć ie-go katy.

*23"
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Z wierzchołka kąta € ,  spuszczam pro
stopadłą CD, na bok AB icrau przeciwle
gły, i układam proporcyą AB : BC-f-AC==: 
BC —  AC: BD — AD ( 2 7 >

Daymy ze bok AB = 3 1 8  prętom, bok 
B C =314  prętom, a bok A C = 236  prętom; 
na czwarty wyraz tey proporcyi wynay- 
dziemy, między odcinkami BD, AD zro- 
bionemi przez prostopadłą, różnicę BD— 
A D =  123 prętom blisko. Więc odcinek  
w ięk szy  BD =  348 +  I23 =  235£

2
a odcinek m nieyszy AD 3= 348 — 123
=s=*l 12£ ' 2

To maiąc, w  każdym z tróykątów pro
stokątnych C A D , CBD, będzie wiadoma 
przeeiwprostokątna i bok ieden; wynay-  
daiiemy w ięc  kąty ACD, BCD ( 3 1 ) ,  a
zatem, i ich dopełnienia A ,  B. Więc o-
trzymamy następnie i ważność kąta ACB, 
który iest spełnieniem summy dwóch k ą 
tów A i B.

Fig. 14 40. M aiąc wiadome dwa boki CA, CB,t k ą t l i  
przec iw leg ły  iednomu z boków CA, tcynaleść 
dwa inne ką ty tróyką ta  A C B .

Dla znalezienia kąta A ułożymy pro- 
porcyą CA: CB =  w st B: wsfc A ( 2 4 ) .  
Wynalazłszy kąt A, i ten z kątem B od- 
ląwszy od 180% wypadnie na resztę kąt C.

Uważać tu potrzeba, że ieżeli bok CA 
przeciwległy kątowi B, iest m nieyszy ori 
boku CB p rzy leg łego  temuż kątowi, w  roz* 
wiązania tak iego  tróykąta zachodzi wąt
pliwość. Bo z punktu C długością CA 
zakreśliwszy luk przecinaiąry w  punk
cie D  przedłużony bok A B ; utworzą się  
dwa różrtey wielkości iróykąty C D B , ĆAB, 
które luaią te same trzy rzeczy wiado-

Biblioteka Cyfrowa UJK 
http://dlibra.ujk.edu.pl



m  —

mc; tolest bok CB i kąt B spó lne , i bok 
DC tróykąta DCB, rów ny bokowi CA 
tróykąta CAB. Ponieważ bok DC==CA, 
więc kąt D = C A D ; aże kąt CAD z ką
tem CAB czynią 180% więc i kąt D z kątem 
CAB, uczynią także 180% zatem wstawv  
dwóch kątów CAB i D, są też same (12). 
W ięc z proporcyi p ow yższey  CA: CB =  
wst B: w st A, wypaść może na czwarty  
wyraz kąt CAB, albo kąt D; zachodzi 
zatem wątpliwość który z tych dwóch  
kątów brać należy; bo biorąc kąt CAB, 
wypadnie rozwiązać tróykąt CAB, a bio
rąc kąt D trzeba rozwiązać tróykąt GDB.
Aby uniknąć tey wątpliwości, znać ko
niecznie należy gatunek kąta A, zawar
tego między bokiem danym a bokiem szu
kanym; toiest, ieżeli ten kąt iest rozwar
ty, albo ostry, brać potrzeba w  pierwszym  
razie tróykąt CAB, w  drugim tróykąt CE)B.

41. Maiac wiadome dtp a boki CA, CB,i ką t  
B przec iw leg ły  bokowi AC. znaleść bok AB.

Potrzeba naprzód w y n i e ś ć  kąty spo
sobem dopiero wskazanym, a potem uło
żyć proporcyą wst B: w st C = C A : AB.

42. Poznawszy sposoby rozwiązywania  
jakichkolwiek tróykątów, obaczmy teraz, 
iak na mocy zasad dotąd wyłożonych, 
dochodzi 'się ich powierzchni,

43: Mav\c bok A B  i dwa ką ty  A i B,v\%. t i  
wiadome  , a tent samem i ką t C, wyttaleśe 
powierzchnią tróykota. ACB.

Z wierżcliotka kąta C, spuściwszy na 
podstawę AB prostopadłą CI), ta będzie 
wysokością  tróykąta ACB; którą aby w y-
naleść ,  szu k a m  n apr/^ d  k tróyk ąta  A C B
boku A C , p r z e z  p ro p © r« y f |
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WSt C: w st B = A B :  AC; 
p oczem , w  tróykącie prostokątnym  ACB, 
maiąc wiadomy bok A C , i w sz y s tk ie  
kąty, wynaydę wysokości CD, z proporcyi 

P: virst A =A C : CD; 
a pom nożywszy podstawę AB przez po
łow ę ziial^zionoy wysokości CD, wypad
nie powierzchnia fróykąta ACB.

Można w tym przypadku doyść powierzch
ni tróykąta ACB , nie szukając ważności na 
bok AC, i na prostopadłą - CD. Bo po
mnożywszy przez siebie dwie powyższe  
proporoye, będzie
PXwst C:wst AXWS* B =A C X A B: CDXAC; 
w  tey znowu proporcyi, oba wyrazy dru
giego stosunku podzieliwszy przez AC, 
a potem pom nożywszy przez AB, wypadnie

PX'Vst C: w st A X w st B=AB*: A B /C D ;
. V T  2

zatem AB/CD, czyli powier. tróy. ABC =
"n,

AlB^/wst A /  wst. B
2P/WSI C ’ 

to iest, dla znalezienia powierzchni tróy-  
k a ta ,  trzeba kw adrat z i 'go  podstawy po~ 
mnoztjć p rze z  iloczyn ze wstaw katów  
przyległych pod s ta w ie , i  enty s tad  ilo
czyn podzielić  p rze z  podwoiony iloczyn 
z  promienia p r ze z  testowe kąta  przec iw - 
leg Tego podstawie .

44. Maitic wiadome dwa boki A li,  AC, 
i  ką t C przeciwległy bokowi Alt, znaleść 
powierzchnia tróyknta ACH.

A b y  z  t r ó y k ą t a  p r o s t o k ą t n e g o  A C D  w y 
m i e ś ć  p r o s t o p a d ł ą  C D ,  p o t r z e b a  p r ó c z  
wiadomego w-nim boku AC i kąta pro-

— 180 —
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stega D, mieć znany ieden z kątów ostrycl*„ 
Na ten koniec z tróykąta ACB wynayduię  
kąt B, przez proporcyą AB:AC==wst C:\rstB; 
poczem, znajeziony kąt B odiąwszy wraz 
z kątem C ml ISO*, wypadnie kąt A. 
W tróykącie więc ACD, za pomocą pro- 
porcyi P: w st A = A C : CD, otrzymam w y
sokość CD, którą pomnożywszy przez 
połow ę podstawy wyoaydę szukaną
. po w i er/cli n i ą t róy k ąta.

45. Maicie dwa boki A B , A C, i  ka t A
. c • • 1miedzy niemi z a w a r ty , w iadom e , wyna

leźć powierzchnia tróyką ta  ACB.
W tróykącie prostokątnym ACD znaiąc 

bok AC, i w szystkie iego kąty, wynay- 
dę wysokość CD, z proporcyi 

P : w st A ~ A C : CD; 
w zią w szy  połowę znalezioney wysoko
ści CD, i pom nożywszy przez podstawę  
AB, otrzymam powierzchnią tróykąta ACB.

Można w  tym przypadku doyść po
wierzchni tróykąta, nieszukaiąc wysoko
ści CD. Bo w  proporcyi poprzcdzaiącey, 
oba wryrazy drugiego stosunku pomnoży
w szy  przez AB, będzie 

2
P: w st  A=ABXAC : ABXCD, stąd__ . _

ABXCD, czyli powierz, tróykąta ACB =  

wstAXABXACj co pokaźnie, ze dla zna*

•ezienia powierzchni tró y k ą ta , potrzeba  
i lo c zyn  z dwóch iego boków rozmnożyć 
Vr ~e~ ustawę kąta  zawartego miedzy te- 
mi fiokami, a otrzymany stąd  iloczyn, po
dzielić p rze z  podwalony promień.

Biblioteka Cyfrowa UJK 
http://dlibra.ujk.edu.pl



40. Maiąc trzy boki wiadome tróykąta 
ACBi, znaleźć iego powierzchnią.

Szuka się naprzód odcinków AD, DB, 
zrobionych przez prostopadła CD ( 2 7 ) ;  
potem w  którymkolwiek z troykątów pro
stokątnych ACD, CDB, wynaydiwe się 
\vysokos'ć CD, a tey połowa pomnożona 
przez podstawę AB, da powierzchnią tróy- 
kąta ACB. (* )

— 182 *

U O Z D Z I A Ł *  XVI  r.

PRZYSTOSOW ANIE TRYGONOMETRYI DO  

PRAKTYKI.
\ , *

Zagadnienie  I .

Fig. i5 4 7 . W ym ierzyć  iry&ohość D M  toiezy u 
spodu dostępne y . '

Przypuściwszy ze grunt iest p o z io m y ,  
mierzę na nim od punktu M ,  odpo-  
wietlnego wierzchołkowi w ieży, odległość  
jakąkolwiek M P ;  poczerń ustaw iw szy k ą -

Mozua w tym przypadku otrzymać powierzchnią 
tróykąta nie szukaiąc iego w ysokości; na ten k»~ 
nicc bierze się połowa w m iuy t r z e c h  danych b o
ków , i od tey odeym uie się n a s t ę p n i e  każdy bok 
tróykąta, a z trzech reszt pozostałych robi się ilo 
czy n , i ten mnoży si<£ przez połow ę summy bo
ków; z tego o s t a t n i e g o  iloczynu wyciągnięty p ier
wiastek kw adratowy, będzie szukaną powierzchnią  
tróykąta. I  tak, tróykąta ABC summę trzech b o 
ków oznaczywszy przez S ;  będzie powie. tróvk,

A B C = ^ jS ( |Ś -A B )  (l S— A C ) ( ' iS - B c T
Ob»cz* Traité éjéoj. de Trigonom étrie par Ea- 

eroix. 5 edi t. Paris iS ro . art. 6 4 .
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tc-iiar na linii MP tak, aby icge śro
dek 0  odpowiadał punktowi P na giruli
cie, i aby prawidło nieruchome GE hy ło  
równoległe do poziomu, a płaszczyzna na
rzędzia miała położenie pionowe; celu i ę 
prawidłem ruchornem ku JD wierzchołkowi 
w ieży, i biorę kąt GOF równy kątowi 
DOA wierzchołkiem przeciwległemu.

To w ykon aw szy , ponieważ w tróyką- 
cie prostokątnym DO A, prócz kąta proste
go A ,  będzie wiadomy kąt D O A , i bok 
AO równy linii MP wymierzoney na grun- I 
cie; wynaydę w ięc bok D A , z propor
c j i  P: sty DOA— AO: DA (26). D o znale
zionego boku DA, dodawszy AM odległość  
środka kątomiaru od powierzchni gruntu, 
otrzymam DM całą wysokość wieży.

Zagadnienie 2.
48. W ym ierzyć  wysokość D M  wiezyvig.i6 

u spodu tiiedosłepney.
Obrawszy na gruncie dwa punkta P, N, 

zhayduiące się na przedłużeniu linii po- 
ziomey MP, i w  punkcie P ustawiwszy ką- 
tomiar podobnie ink w  poprzedzającym  
przypadku, biorę kąt DOA; poczem prze
niósłszy kątomiar na punkt NI, biorę kąt 
DJO; mierzę nakoniec liniią PN— OJ.

Ponieważ w  trój kącie OJD będzie w ia
domy bok OJ, kąt DJO, i kąt DOJ, który 
iest spełnieniem kąta DOA wymierzonego  
t*a pierwszem stanowisku, a zatem będzie 
znany i kąt O D J; wynaydę w ięc bok DO 
'*• proporcji
"  st ODJ: OJ =  w stD J O : DO (24).

Znaiąc bok DO w  tróykącie prostokątnym 
D AO , w y n a y d o  bok D A  z proporcyi P:D O ==  
wst DOA : D A . D o  l im i DA dodawszy

—  i 8 J  -
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0 P ,  odległość środka kątomiar.ii |od po
wierzchni gruntu, otrzymam całą wyso-  

, kość DM.
Zagadnienie  3.

Fig. 17 49. Zndleść odlegtość punktu B od p r ze d 
miotu niedostępnego 0 .

Mierzę na* gruncie liniią prostą BC, 
i  na iednym iey końcu B, ustaw iw szy ką- 
tomiar, a na drugim C, tykę; biorę kąt 
CBO. Potem przeniósłszy tykę na punkt B, 
a kątomiar na punkt C, mierzę kąt OCB. 
Ponieważ; w  tróykącie BQC, będzie w ia 
domy bok BC, dwa kąty B , C , a tern 
samem i kąt O, który r&st ich spełnie
niem, otrzymam więc szukany bok BO, 
z proporcyi w st BOC: B C = w s t  OCB:BO.

Zagadnienie 4.
Fig. i« 50. Znaleść odlegtość miedzy dwoma  

przedm io tam i D, C, widzialne m i , lecz 
niedostępne mi.

Wymierzywszy na gruncie liniią prostą 
AB, z którey końców przedmioty D i C 
s.| widzialne, na iednym iey końcu A usta
wiam kątomiar, a na drugim B, tykę; i 
mierzę kąty CAB, DAB. Poczem w ykre
śliwszy na papierze figurę, zblizaiącą się  
w  podobieństwie do figury gruntu, zapi
su i ę na niey wymierzone kąty, i długość 
l in ii  AB. Następnie przenoszę kątomiar 
na punkt B, a tykę na punkt A, mierzę 
kąty DBA, CBA , i ich ważności zapisuję.

W t r ó y k ą c i e  ABC, m a i ą c  b o k  A B ,  i  d w a  
kąty CBA, CAB, w i a d o m e ,  a zatem , i kąt 
BCA, Wynaydę bok AC z proporcyi 

wst ACB: A B = w st A B C : AC,
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W tróykącie znowu DĄB, mmąc bok 
AB, i kątyA BD , BAD wiadome, a zatem  
i  kąt ADB, wynaydę bok AD, z proporcyi 
w st  ADB: AB— wstABD: AD.

Odiąwszy kąt BAC od BAD, pozosta
nie  kąt D AC; w ięc  w  tróykącie ACD 
znaiąc dwa boki AĆ, AD i kąt między  
niemi zawarty D A C , wynaydę dwa inne 
kąty f28);- odległość zaś szukaną DC, 
otrzymam z pro picy i

w s t  A D C *  w s t  C A D = A C :  D C .
Zagadnienie. 5.

Zdiać plan  okolicy iąftiey kolieiek.
51. Niech T, M, C, D, O, P, ozńaczaią^g- 

gtów nieysze okolicy przedmioty, np. w ie 
ż e ,  wiatraki, dzwouice i t . d. których po
łożenie względem siebie, mamy wyrazie 
na papierze.

Wewnątrz o k o l i c y  obrawszy piać równy,- 
Z k i ó r e g o b y  i a k  n a y w i ę c e y  w  o k o ł o  mo
żna b y ł o  w i d z i e ć  p r z e d m i o t ó w ,  mierzę na 
n i m  ł a ń c u c h e m  i a k  n a y d o k ł a d ń i ę y  podstaf 
w ę A B ; p o c z e m  p o p r o w a d z i w s z y  na papie
rze l i n i i ą  p r o s t ą ,  z a p i s u i ę  na ni«y liczbę  
m i a r  z n a l e z i o n y c h  \V p o d s t a w i e  A B ,  i w  'oko*  
io t e y ź e  l i n i i  o z n a c z a m  p r z e d m i o t y  T, M,
C,  D ,  O,  P ,  w  ta k i e rn  p o ł o ż e n i u  , w  l a k i e m  
p o k a z u i ą  s i ę  d la  o k a  (*);: d a j e y  u s t a w i w s z y  
k ą t o m i a r  n a  i e d ń y i n  k o ń c u  B  { » o d s t a w y ,  t a k  
a b y  j e g o  ś r o d e k  z n a y d o w a i s i ę  na l i n i i  p i o -  
n o w e y  p r z e z  t e n ż e  p u n k t . B ,  p r z e c j io d z ą e e y , *
1 Ugodziwszy'  p r aw id ło  n ie ruchom e  % l ini -  

BA, ceiuię  nas tępn ie  p r a w id ł e m  r t ićhómem 
‘b) przedmiotów T , C, i), O, P widzialnych

(  ) n a b y ć  d o k l a d a e g t i .  w y o & r ą z ę i u ą  ; « , J > o t o  * * ” •** /
przediiiiolCrW v- Kwi^d/tc ppli‘zcl>4 rilicyhC-i ttw -
jvch one znayduia się. . k .  s ,

24
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z  püftktu B £*), i na właśclwem miey&cu 
W brulionie zapisuię ważności kątów TBA *  
C B A ,  D B A ,  O B A ,  PB A ,  zawartych m i ę d z y  
promieniami ocznemi B T ,  B C , B D ,  B O ,  B P ,  
u podstawą B A .

T o  w y k o n a w s z y ,  p r z e n o s z ę  k ą t o m i a r  
n a  p u n k t  A ,  i z g o d z i w s z y  i e g o  ś r o d e k  
z  t y m ż e  p u n k t e m  na  z i e m i ,  a  p r a w i d ł o  
n i e r u c h o t h e  z  l in i i ą  B A ,  b i o r ę  m i ę d z y  
p r z e d m i o t a m i  T ,  C,  D ,  O,  P ,  a  l i n i i ą  B A ,  
k ą t y  T A B ,  C A B ,  D A ß ,  O A B ,  P A B ,  i i c h  
w a ż n o ś c i  p o d o b n i e  z a p i s u i ę  w  brulionie.

C o  s i ę  t y c z y  p r z e d m i o t u  M ,  k t ó r e g o  
z  p u n k t u  B  n i e m o ż n a  w i d z i e ć ;  o b i e .  
r a m  d w a  p u n k  ta  T ,  C,  i u ż  u w a ż a n e ,  z  k t ó 
r y c h  i e s t  w i d z i a l n y  w i a t r a k  M ;  i u s t a 
w i  w s z y  k ą t o m i a r  n a p r z ó d  w  p u n k c i e  T  
m i e r z ę  k a t  M T C ,  p o t e m  w  p u n k c i e  C,’ 
i  b i o r ę  k ą t  M C T ; i  w a ż n o ś c i  t y c h  k ą t ó w  
t a k ż e  z a p i s u i ę .

T o  m a i ą c ,  p o n i e w a ż  w  k a ż d y m  z  t r ó y -  
k ą t ó w  B T A ,  B C A ,  B D A ,  B O A ,  B P A ,  b o k  
B A  i  d w a  k ą t y  p r z y  n i m  l e ż ą c e  b ę d ą  w i a 
d o m e ,  w y n a y d ę  z a t e m  ( 36) w a ż n o ś c i  
k a ż d y c h  d w ó c h  i n n y c h  b o k ó w ,  n a  k t ó 
r y c h  p r z e c i ę c i u  z n a y d u i ą  s i ę  p r z e d m i o 
t y  T ,  C,  D ,  O,  P .  ł *

D l a  r o z w i ą z a n i a  z a ś  t r ó y k ą t a  T M C , 
p o t r z e b a  n a p r z ó d  w y n a l e ś ć  b o k  T C ,  z a  
p o m o c ą  t r ó y k ą t a  B T C ,  w  k t ó r y m  d w a  
b o k i  B T ,  B C ,  i  k ą t  T B C  m i ę d z y  n i e m i

"t) Aczeli wypada a w a h ć  przedmioty zn a ^ ^ ie  odda
lone , M jw a w tedy U m i a r u  z  lunetami; i 
* * * * * * * *  d« $ W  • »  . » » w i n  się polozeni«H)i>a. 
w ,dc T 0wat ^  i drugie na ten " sam
p m e d m w t ,  i g d y  p r a ^ i o  ruchome pok^zuie na 
kątomiane zero, 'znakiem iest ze sie zupełnie  
zgadza ae stallm.

—  i 8 6  —
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zawarty będą wiadome (37]; gdyż z roz
wiązania tróykąta BTA* otrzymam bok BT, 
7. tróykąta BCA, bok BC, akąt TBC bę
dzie różnicą dwóch kątów wiadomych
t b a , c b a .

Po rozwiązaniu tych tróykątów robię

iiodziatkę; i poprowadziwszy na papierze 
iniią ba, odcinam na niey tyle części 

wziętycli z podziałki, ile iest miar w pod
stawie BA; poczem, dla oznaczenia na! 
papierze punktu odpowiednego któremu- 
Kołwiek z przedmiotów widzialnych z koń
ców podstawy A B , np. punktu wyraża- 
iącego przedmiot T; biorę z podziałki ty
je części równych, ile z rachunku wypar 
dlo miar na bok BT; i z punktu b iako  
środka, promieniem równym tym częściom  
zakreślani lu k ;  biorę znowu z podziałki  
tyle części, ile z rachunku wypadło miar 
na bok AT, i z punktu a, kreślę luk dru
gi; a punkt t, przecięcia się tych dwóch  
łu k ó w , oznaczy położenie przedmiotu T. 
Tym samym sposobem biorąc zawsze  
punkta b, a, za środki kół, wynaydę po
łożenie punktów c, <1, o, p. odpowiedni; 
przedmiotom € ,  O, O, P. Dla oznacze
nia zaś punktu m, wyrażaiącego przed
miot M, w ezm ę za środki kół punkta t, c, 
iuż, oznaczone.

Zeby zrobić inappę z dokładnością, roo- 
Vt 11 n ieszcze po rozwiązaniu tróykątów  

BCA, BOA, BOA, BP:ł, i tróykąta 
*M C, wyrachować prostopadłą oznacza
j ą  odległość każdego przedmiotu od 
podstawy BA, tudzież odległości końców

t- Ł y  p o d s t a w y  o d  p r o s t o p a d ł ó y , ;  i a k  t o  z o -  
baczymy na przykładzie,
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Wystawmy sobie prostopadłą T i  po
prowadzoną z punktu T do podstawy BA. 
Ponieważ w tróykącie prostokątnym BTJ, 
będzie wiadoma przeciw prostokątna BT 
z rozwiązania tróykąta BTA, i kąt TRA 
Wiadomy z wymierzenia* w ięc otrzymam  
t J ,  z proporcyi

P: TB==wst TBJ: TJ. (25); a BJ, z 
proporcyi P: BT=rvvst BTJ: BJ.

Przez podobny rachunek oznaczywszy  
pdlegfość każdego z przedmiotów C,D, 0,P ,; 
uważanych względem podstawy BA , «a 
przedmiotu M, względem podstawy TC; 
prowadzę na papierze liniią prostą ba, 
zaniykaiącą tyle części w z i ę t y c h  z podział- 
k i  mappy, ile iest m i a r  w  podstawie B A ;  
potem odcinam na ba, od b do i, tyle c z ę 
ści wziętych z podżiatki, ile z rachunku 
wypadło miar na liniią BJ; przez co ozna
czę liniią b i ; z punktu i ,  prowadzę it 
prostopadłą do ba, zawieraiąeą t y l e  części 
podzia łk i, ile z rachunku wypadło miar 
na T J ;  a koniec prostopadley t i ,  w sk a
że na mappie dokładne p o ł a ż e n i e  punktu t, 
wyrażającego przedmiot T.

T y m  s a m y m  s p o s o b e m  w y n a l a z ł s z y  o d  >■ 
l e g ł o ś c i  p u n k t ó w  c,  d ,  o: p ,  o d  p o d s t a w y  
a b ,  a  p u n k t u  m ;  o d  l i n i i  * c t o z n a c z ę  p o ł o 
ż e n i e  p r z e d m i o t ó w  C ,  I ) ,  O ,  l \  Mb

N i e  z a w s z e  u ż y w a ć  ‘potrzeba sposobów 
p o p r z e d z a j ą c y c h  d la  p r z e n i e s i e n i a  n a  p a 
p i e r  r z e c z o n y c h  p r z e d m i o t ó w .  J e ż e l i  r o 
b o t a  n i e  w y m a g a  d o k ł a d n o ś c i  w i e l k i c y ,  
w t e d y  m o ż n a  b e z p ó h i o c y  r a c h u n k u ,  w y -  
n a l e ś ó  p o ł o ż e n i e  p u n k t ó w  T ,  C ,  O...  s p o 
s o b e m  b a r d z o  p r ę d k i m  i d o s y ć  d o k ł a d n y m .  * 

Bo p o p r o w a d z i  w s z y  tirt p a p i e r z e  l i n i i ą  ba ,  
z a w i e r a j ą c ą  t y l e  c z ę ś c i  w z i ę t y c h  z  p o d z i a ł -
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k i ,  i l e  ¡ e s t  m i a r  w  p o d s t a w i e  B A ;  i p r z y  
p u n k c i e  b,  z a  p o m o c ą  p r z e n o ś n i k a ,  w y 
k r e ś l i w s z y  k ą t y t b a ,  c b a ,  < jpa,  o b a ,  p b a ,  
o d p o w i e d n i e  r ó w n e  k ą t o m  T i i A , C B A , D B A ,  
O B A ,  P B A ,  w y m i e r z o n y m  n a  p u n k c i e  &; 
a  p r z y p u n k c i e  a,  k ą t y  t a n ,  c a b ,  d a b ,  o a b ,  
p a b ,  r ó w n e  k ą t o m  T A B ,  C A B ,  D A B ,  O A B ,  
P A B  w y m i e r z o n y m  n a  p u n k c i e  A; n a s t ę p 
n i e  p r z y  p u n k t a c h  t, c, w y k r ó ś l i w s z y  k ą 
t y  m t c ,  inct ,  r ó w n e  k ą t o m  M T C , M C T , w y 
m i e r z o n y m  p r z y  k o ń c a c h  l i n i i  TC:  p o n i e 
w a ż  z  t e g o  w y k r e ś l e n i a  u t w o r z ą  s i ę  t r ó y -  
Jkąty bta ,  bca ,  b d a ,  bo a ,  bp a ,  t m c ,  o d p o 
w i e d n i e  p o d o b n e  t r ó y k ą t o m  B T A ,  B C A ,  
B D A ,  B O A ,  B P A ,  T M C ,  w i ę c  p u n k t a t , m ,  
c,  d, o,  p, o z n a c z ą  nu  p a p i e r z e  p o ł o ż e n i e  
p o d o b n e  t e m u ,  j a k i e  rn a ią  p r z e m f o t y  T ,  
M ,  C,  D ,  O,  P,  d a n e  n a  g r u n c i e .

F i g u r a  w y k r e ś l o n a  n a  p a p i e r z e . ,  k t ó 
r y m k o l w i e k  z  t y c h  t r z e c h  s p o s o b ó w ,  J e s t  
p o d o b n a  f i g u r z e  g r u n t u  , g d y ż  o b i e  s k ł a d a -  
ią s i ę  z  r ó w n e y  l i c z b y  t r ó y k ą t ó w  p o d o 
b n y c h  i p o d o b n i e  p o ł o ż o n y c h .

C h c ą c  p o z n a ć  o d l e g ł o ś ć  m i ę d z y  d w o m a  
p r z e ; j m i o f a m i  d a n e r n i  n a  g r u n c i e ,  np. o d 
l e g ł o ś ć  w i a t r a k u  M  o d  d z w o n i c y  C; b i o 
r ę  c y r k l e m  n a  i n a p p i e  o d l e g ł o ś ć  d w ó c h  
p u n k t ó w  m,  c,  o z n a c z a j ą c y c h  te  p r z e d m i o -  
t jb . i  p o s t a n o w i  w s z y  n ó ż k ę  c y r k l a  na i e d n y m  
z  p u n k t ó w  p o d z i a ł ó w  w i ę k s z y c h  p b d z i a ł -  
k i  m a p p y ,  u w a ż a m  n a  k t ó r y  p u n k t  po-  
d z i n i k i  p a d a  n ó ż k a  d r u g a  c y r k l a ,  a c z ę 
śc i  p o d z i a ł k i  z a w a r t e  w  o t w a r t o ś c i  c y r 
k la ,  w s k a ż ą  w  m i a r a c h  w i a d o m y c h  o d l e 
g ł o ś ć  w i a t r a k u  od  d z w o n i c y .

Ponieważ wiele należy na dokładnym <f- 
zriaczeniu odległości międ/.y gtównemi 
przedmiotami okolicy; starać się w ięc po
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trzeba sprawdzić pomiar podstawy iu¿ ó- 
zmaczony, mierząc ią przynaytnniey dwa  
razy; i uważać, czy wypadek roboty dru- 
giey zgadza się zupełnie, z pierwszym.

O przerabianiu  Mapp.
52. Chcąc zrobić mappę równą daney, 

tak się postępuie: na gładkim] sto le , albo 
na tablicy rozciąga się papier biaty, a na 
nim mappa, i ta wraz z papierem, za po
mocą szp ilek , przytwierdza się końcami 
do tablicy. Poczem cienką igiełką prze* 
kalaią s ię  na mappie końce wszystkic.lt 
liniy, Zakręty dróg, rzek, i punkta w sz e l
kich przedmiotów umieszczonych na niey. 
Nakoniec, zrobione na papierze dziurecz- 
k i ,  połączywszy liniiam i, częścią proste- 
m i, częcią krzywemi w miarę potrzeby; 
i oznaczywszy na nim przedmioty każdy 
w łaściw ym  kolorem, utworzy się mappa 
równa daney.

Naydogodniey iednak iest u zyćd otego  
tafli szklanney, oprawney w  ramki, i tey  
samey wielkości co mappa. Na ten ko
niec rozciągnąwszy na tafli mappę, a n a  
niey  biały i cięki papier, przytwierdza  
się razem iedno i drugie do ramek; poczem 
postawiwszy taflę na przeciw światła, ry -  
suią się na papierze ołówkiem w szy stk ie  
szczegóły inappy, i nakoniec oznacząią się 
właściw em i kolorami.

53. Gdy by  za ś  szło o przerobienie map- 
p v  daney na inną iey podobną, w iększą  
od n iey  albo mnieyszą, toiest któreyby 
powierzchnia imała się do p o w ie r z c h n i  
niappy daney, w  stosunku danym N; M; 
w ted y , iezeii mappa dana ma sw oię  po-
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działkę* wynaydui© długość podziałki map- 
py szukaney, a na długości znalezio-  
ney zrobiwszy podziaikę, i podług tey 
w y k reś liw szy  figurę podobną mappio da
ney, otrzymam mappę szukaną.

Na ten koniec poprowadziwszy JiniiąFig 
nieograniczoną CE, i na tey w z iąw szy  
D C = M , D E = N ,  będzie CD: DE==M: N. 
Na lin ii CE zakreślam półkole, z punktu 
D, prowadzę prostopadłą AD do CE, pro
w adzę nadto cięciwy AC, AE, i te prze
d łużyw szy  nieograniczenie, na iedney z 
nich AC, cd punktu A do Ii, odcina AB 
długość podziałki daney, przez punkt B, 
prowadzę równoległą Bb, względem CE, 
a ta równoległa odetnie na AE liniią Ab, 
która będzie długością podziałki szuka
n ey ;  poding tey podziałki zrobiona mappa 
pobobna daney, będzie do n iey w stosun
ku żądanym N: M.

Jakoż, w  tróykącie prostokątnym ABb, 
ponieważ kwadraty z ramion AB, Ab są 
propcrcyonalne odcinkom B X , Xb, toiest 
ma się AB2: Ab5 =  B X : Xb (III, 9. w. 3 ) ,  
iest zaś B X : Xb*^CD: DE — M : N, w ięc  
AB2 : Ab2 =  M: N; czyli figura w ykreślo
na na AB do figury podobney wykreśloncy  
na Ab iak M: N (III, IQJ; iest zaś figura 
wykreślona podług długości AB , inappą 
daną, przeto figura podobna, wykreślona  
podług długości Ab, będzie inappą szuka
ną. A ponieważ proporcya AB2: Abz =  
M: N, daie A b=V / XiTŁ'xNi=  VAB>(N)(AB,

M M*
VVięc d ł u g o ś ć  Ab p o d z i a ł k i  s z u k a n e y  , «-
t r z y m a m ; w y n a y d u ią c  ś r e d n ia  p ro p o rc y o -
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tialną miedzy dfngośeia AB podziafki da
ney , a faz &ama d pa gościa pomnożona p rze z  
stosunek N  powierzchni mappy szukane y ,

Tl
do powierzchni mappy daney .

I tak np. iczeli mappa dana ma sic prze
robić na 2, 3, 4 i t. d. razy mnieysza, albo 
na 2 ,3 ,4  i t. rf. razy w iększą: w pierw 
szym razie, podziaiki szukancy długość Ah,
wyrazi się przez VÁB XAB, ^  AB X ■'AB,

- t "* b

l / A l x A B i  t. d.; w drugim, przezVAB X2AB,
~A

V'a Sx m E; V^ABX4 AB f t .  d.
Niech fig. 21, wyraża mappę, którą mam 

przerobić na dwa razy mnieysza. Prow a
dzę ołówkiem na map pie daney dwie li- 
uiie AB, AG do si/ebie prostopadle, i na 
pierwszą z nich AB, przeniósłszy z po- 
dzialki tey mappy pewną liczbę części 
rów n ych , naprzyklad 4? ha drugą AC ta
kich samych części, np. 3, i przez punkta 
podziało w poprowadzi vvszy równoległe  
do AB, AC, podzielę daną mappę na k w a 
draty , iak pokaźnie figura.

Na mocy formuły V  ABX AB,wy»aydu-
2 i

ię długość podziałki mappy szukaney, bio
rąc średnią proporcjonalną między długo
ścią podziałki daney, i długości tey poło
w ą (III,25); a znalezioną długość podzieli
w szy  »a tyle części równych, ile ich ma 
pódzialka dana, otrzymam podziałkę map
py szukane}'.

Fig.22 Prowadzę na papierzć dwie liniię a!>, a.c *
do siebie prostopadłe, i na pierwszey
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z nich ab, podług znalezioney podpałki od ci* 
nam części równych 4, nadrugiey ac, takich 
części 3, a przez punkta podziałów popro
w adziw szy  równoległe względem ab, ac, 
otrzymam prostokąt bc, zamykający tyle 
równych kwadratów, ile ich iest w  pro
stokącie BC.

To maiąc, łatwo teraz za pomocą cyr-Fig.ai 
kia i podziałek przenieść na prosto kąt bc, 22 
w szystkie  części mappy zamknięte w  pro
stokącie BC. I tak np. chcąc przenieść po
łożenie rzeki D EFG , mierzę liniią 1IG 
podług podziaiki mappy daney, a ile czę
ści ta liniia zamykać będzie, tyle ich 
w ziąw szy  z podziaiki znaleziouey", i te , 
na boku odpowiednego kwadratu odcią- 
wszy od li, do g, oznaczę punkt g rzeki od- 
powiedny punktowi G. Podobnie i|e C.7Ą -  
ści zamyka liniia KF na podziałce daney, 
tyle ich w ziąw szy podług podziaiki zna- 
lezioney, od k do f, i połączywszy linią 
w ężykow atą  punkta g, f, oznaczę na pro
stokącie bc, część gf rzeki , odpowiedną 
części FG. Tym samym sposobem w yra
ziw szy na prostokącie bc, położenie ca- 
iey rzeki DEFG, i wszystkich przedmio
tów znayduiąeych się na mappie BC, zro
bię mappę bc, dwa razy mnieyszą od pier- 
wszey.

54. Gdyby map pa dana, przerobić sięFig.21 
niaiąca na mnieyszą lub więkzą otl niey, 22 
tde miała podziałki; wtedy podług miary 
dowolnie w zięte),* podzieliwszy daną map- 

na kwadraty skladaiące prostokąt BC, 
Zamiast s z u k a n ia  podzia ik i d/a m appy  
n o w e y ,  w yn ayd uię  taką l i n i i ą  prostą (53), 
naktóreyby w ystaw iony kwadrat, tak się

25
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m»al cło iednego z kwadratów skłaiących 
prostokąt B C , iak się ma powierzchnia 
inappy szukaney, do powierzclini mappy 
daney. Poczem wykreśliwszy prostokąt bc 
zamykający w  długości i szerokości swo-  
iey tyle razy wziętą liniia znalezioną,  
ile iest części równych w  długości i sze
rokości prostokąta BC, i przez punkta 
podziałów poprowadziwszy równoległe  
względem ab, ac, podzielę prostokąt bc na 
tyle równych kwadratów, ile ich iest w  
prostokącie BC. Aze, iaki mieć będzie 
stosunek ieden z kwadratów prostokąta BC, 
do któregokolwiek z kwadratów prosto
kąta bc, w  takim będzie i powierzchnia  
mappy zamkniętey w prostokącie pier
w sz y m , do powierzchni mappy szukaney  
zawartey w  prostokącie drugim; w ięc  
na kwadratach prostokąta bc, um ieści
w szy  proporcyonalnie w szystk ie  przed
mioty znayduiące się w  kwadratach odpo- 
wiednych prostokąta BC, otrzymam map
pę która do daney będzie w  stosunku  
danym.

Fig. 2* 55. Chcąc długość daną podziałki przero
bić na inną, która do daney byłaby w  stosun
ku N: M; prowadzi się na papierze lini
ia prosta A B =M ; i z punktu B iako śród- 
ka długością B C ~ N  zakreśla się luk DCE, 
a z punktu A  d łu g o ścią  A B , luk drugi 
FCB, p rz e c in a ią c y  się z pierwszym w  punk
cie C; prowadzi sic od C do A liniia AC,* 
nakoniec z punktu A, promieniem AG ró
wnym długości daney podziałki zakreśli
w szy  luk GKH, będzie liniia prosta H G  
długością podziałki szukaną. Jest bo
wiem AG: G H = : A B : BC =  M .N .  (111,6;.
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R 0 Z D Z 1 A Ł  XVIII.

POCZĄTKI RÓWNOWAŻENIA 

( libelU tio , nivellem ent )

56. Na gruntach danych do mierzwom czę
sto znayduie się woda, którą wypada nie
kiedy sprowadzać z mieysca iednego na 
drugie, bądź dla osuszenia gróntów, bądź 
dla inney potrzeby. Aby ta robota, w y 
magająca częstokroć wielkich nakładów  
i pracy, nie była bezskuteczną, należy przed 
iey  zaczęciem przekonać się przez zró
w noważenie gruntu, czy sprowadzenie w o
dy może być wykonane.

Przedmiotem sztuki równoważenia  iest  
dochodzenie różnicy między odległościa
mi od środka ziem i, dwóch albo wdęcey 
punktów , czyli dochodzenia nierówności 
na powierzchni ziemi znayduiących się. 
M ów i się że dwa albo więcey punktów  
są do równowagi, gdy są równo oddalone 
od środka ziemi; czyli gdy należą do po
wierzchni kulistey równciegłey względem  
powierzchni wód stoiących ; płyny bowiem  
będące w  spoczynku maią tę w ła sn o ść , 
że ich powierzchnie biorą kształt kulisty; 
lubo z przyczyny wielkości promienia 
ziemskiego, można powierzchnią wody  
zamkniętcy w  małey przestrzeni uważać 
Za płaską.

Przychodzimy do oznaczenia różnicy  
rów no wag i p u nk tów , odnosząc ich poło
żenie do l in i i  p o z io m c y  daney, bądź p rzez  
l i i l i ią  prostopadłą  do l in i i  p io n o w e y ,  bądź
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prffcz liniią równoległą względem osi na
czynia walcowatego napełnionego płynem  
i zamykającego bulkę powietrzny, bądi 
przez promień oczny przechodzący przez 
powierzchnią płynu zamkniętego w  na
czyniu. Stąd narzędzia ku temu zamiaro
wi służące, maią nazwisko równowagi 
piouowcy, powieirzney i wodney (*)

Fig.26 Wystawmy sobie w punkcie C środek 
ziemi ; wszelki luk BA zakreślony na icy

Fig. 24(*) R ó w n o w a g a  w o d a  i e s t  to r u r k a  m o s i ę ż 
n a  a l b o  b l a s z a n a  4  s t opy d ł u g o ś c i ,  a  j e d en  
c a l  ś r e d n i c y  z w y c z a y n i e  m a i ą c a ,  w  k t ó 
r e y  k o ń c a c h  A C ,  B D  z a k r z y w i o n y c h  pod 
k ą t e m  p ro s t ym  o s a d z o n e  s ą  r u r k i  s z k l a n n e .  
•£in p o ło w ie  r u r k i  p r z y p r a w i o n a  i e s t  u  s p o 
du  r y f k a , z a  p o m o c ą  k t ó r e y  r u r k a  C A B D  
o s a d z a  s i ę  n a  t r óy n og u .  C h c ą c  u ż y ć  t e g o  
na r zęd z i a . ,  w y p e ł n i a  s i ę  c a ł y  k a n a ł  r u r k i  
w o d ą  z a f a r b o w a n ą ,  t a k  , a b y  t a  w  r u r k a c h  
s z k ł a n n y c h  w z n o s i ł a  s i ę  do  w y s o k o ś c i  2  
l u b  3 ca l i .

Fig. 25 D o  d z i a ł a ń  r ó w n o w a ż e n i a  p o t r z e b n y  i e s t  
p r ę t  d w ó s ą ż n io w y  M N  z t a r c z ą ;  t en  s k ł a d a  
s i ę  z l a t y  d r e w n i a n e y  podz i e l one y  na  c z ę ś c i  
r ó w n e ,  i m a i ą c e y  w  k i e r u n k u  p o d ł u ż n y m  
w y r o b i o n ą  f u g ę .  w  k t ó r ą  z a p u s z c z o n y  i e s t  
p r ę t  d r e w n i a n y  m a i ą c y  p o ł o w ę  t ey  d ł u g o ś c i  
co ł a t a  , o p a t r z o n y  na  i e d n y m  k o ń c u  g a ł k ą ,  
¡za p o m o c ą  k t ó r e y  m o ż e  s i ę  p o s u w a ć  do 
g ó ry  l u b  na  d ó ł ,  a  n a  d r u g i m  t a r c z ą  m o 
s i ę ż n ą  ab ,  m a i ą e ą  w i e l k o ś ć  s t opy  k w a d r a -  
t o w e y ,  i p o d z i e l o n ą  l i n i i ą  p o z io m ą  n a  tp Va 
p r o s t o k ą t y  r ó w n e ,  z k t ó r y c h  p r o s to k ą t  g ó r 
n y  i e s t  b i a ł o ,  a  d o ln y  c z a r n o  m a l o w a n y  
P r z y  ł a c i e  z n a y d u i e  s i ę  ś r u b a  , z a  p o m o c ą  
k t ó r e y  p r ę t  vy s t o s o w n e y  \Vysok o ś d , do ł a t y  
przytw ierd zać się może.
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powierzchni, nazywa się liniia równowa
g i  prawdziweyr, a styczna BT liniia ró 
wnowagi pozorney. Część AT sieczneyTD,  
zowie się wysokością równowagi pozorney  
B T  nad prawdziwą BA, czyli różnicą mie
dzy  równowagą pozorną a prawdziwą.

Jizecz widoczna, ze równowaga pozor
na BT i prawdziwa BA ten» bardziey oddala
ją się od siebie, im sądalcy przedłużone za 
piinkt dotknięcia B- Lecz ze okrąg zie
mi iest tak wielki, że wzięta na nim l i 
niia na 100 sążni długa nie różni się pra
wdę od linii prostcy; więc w  tym przy
padku, równowagę pozorną BT można 
w ziąć za prawdziwą BA; w  większych  
zaś odległościach dochodzących 300 lub 
400 sążni, należy wynałeść wysokość AT 
równowagi pozorney nad prawdziwą, któ
ra tak się otrzymuie. Ponieważ od punk
tu T wziętego za kołem , poprowadzona 
iest sieczna D T, i styczna BT, będzie więc 
I)T : BTr^BT: AT f i l i ,  12), stąd AT=±BT*.

B T
Aze różnica AT między sieczną DT, a 
średnicą DA, iest ilością tak małą w  poró
wnaniu do średnicy ziemi ; iz uważać ią 
można za żadną, a tern samem przypu
ścić, ze D A = D T ;  więc będzie AT=BT*;

D A
toiest wysokość równowagi pozorney nad 
prawdziwą iest równa kwadratowi z od
ległości dwóch punktów B T, danych do 
równoważenia, podzieloney przez średni
cę ziemi. Znaydziemy podobnie ze na 
^niiąodległość BT', w ysokość A T' będzie—  
BT'*; w i ę c  AT.* A' T  —J f r *  : BT'2, cz y li
B A  ___  d a  d l a

AT : A'T'=f}T2 : BT'2; toiest trysokcsci ró
wnowagi pozorney nad prawdziwa są p r o -
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porcyonalne kwadratom z odległości mie
dzy punktami danemi do równoważenia.

Jeżeli BT =  300 sąż, a średnicę ziemi 
weźmiemy wyrachowaną na 6538594 sąż. (*J 
będzie A T = 2ygffr4 sąż. == 1 cal. blisko.

Maią więc wyrachowaną wysokość ró
wnowagi pozorney nad prawdziwą na 
odległość daną, można za pomocą powyż- 
szey proporcyi, w ynabść wysokość od- 
powiedną inney odległości np. 1000 sąż.; 
będzie bowiem 90000: 1 0 0 0 0 0 0 =  1 cal: X ,  
stąd X = I~ 5§ ^ |e a i .? = l l  caj. blisko.

Tym sposobem możnaby wyrachować  
i  ułożyć w  tablice wysokości równowagi 
pozorney nad prawdziwą na różne odle
głości punktów danych.

Fig.27 Chcąc zrównoważyć dwa punkta E, A, 
dane na gruncie, widzialne ieden z dru
giego , i tylko na 100 sążni od siebie od
legle, ustawić należy do poziomu równo
w agę wodną w  póakcie E ,  i tę skiero
w ać wa punkt A, gdzie stoiący pomocnik 
zatknąwszy pręt pionowo, pófcy osadzo
ną na nim tarczę podnosić lub zniżać po
w in ien , póki obserwujący w  punkcie E, 
nie ostrzeże go znakiem umówionym, iż  
promień oczny CDO, przechodzący przez 
powiezcbnią płynu w  rurkach szklannycb, 
pada na połowę tarczy. W tem położe
niu utwierdziwszy tarczę, mierzy się w y 
sokość OA, i wysokość E x  promienia 
ocznego. Jeżeli te dwie wysokości sąró-
( * )  Jest tu mowa o  s ą ż n i a c h  francuz, (to ises); k tó

rych 766 c z y n i  S S i  sążni polskich now ych , za.  
tein * sążeń p a l s k = g |~ j = | | - |  sążni i rancuzk.  ich. 
Obaez dzieio J. C olberga, o norów nauiu minr
i  wag.  3tro.  18 i 2g.
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w n e ,  p u n k t a  E ,  A ,  b ę d ą  rlo r ó w n o w a g i .  
J e ż e l i  z a ś  w y s o k o ś ć  O A ,  i e s t  m n i e y s z a  
a l b o  w i ę k s z a  o d  w y s o k o ś c i  E x , b ę d z i e  
w  p i e r w s z y m  r a z i e  p u n k t  A  w y ż e y ,  w  d r u 
g i m  n i ż e y ,  p u n k t u  E .

J a k o ż ,  p o n i e w a ż  d o ś w i a d c z e n i e  d o w i o 
d ł o ,  ż e  w s z y s t k i e  p u n k t a  p o w i e r z c h n i  
w o d y  s t o i ą c e y  u k i a d a i ą  s i ę  d o  z u p e i n e y  
r ó w n o x v a g i ,  w i ę c  p u n k t a  C,  D ,  p o w i e r z 
c h n i  w o d y  z a m k n i ę t e y  w  r u r k a c h  n a l e ż ą  
d o  l i n i i  r ó w n o w a g i  p r a w d z i w e y ,  a z a t e m  
p r o m i e ń  o c z n y  C D O  p r z e c h o d z ą c y  p r z e z  
p u n k t a  C,  D  d o  p u n k t u  O,  i e s t  l i n i i ą  r ó 
w n o w a g i  p o z o r n e y .  A ż e  w i e m y ,  ż e  w  o d 
l e g ł o ś c i  1 0 0  s ą ż n i  l i n i i ą  r ó w n o w a g i  p o 
z o r n e y  m o ż n a  w z i ą ć  z a  l i n i i ą  r ó w n o w a 
g i  p r a w d z i w e y ,  w i ę c  w s z y s t k i e  p u n k t a  
l i n i i  C D O  r ó w n o w a g i  p o z o r n e y  są  r ó w n o  
o d d a l o n e  o d  ś r o d k a  z i e m i .  Z a t e m , l e ż e l i  
d w a  p u n k t a  E ,  A ,  s ą  r o w n o  o d d a l o n e  o d  
p r o m i e n i a  o c z n e g o  C D O ,  b ę d ą  t e ż  r ó w n o  
o d d a l o i i e  i o d  ś r o d k a  z i e m i ,  b ę d ą  w i ę c  
d o  l ó w n o w ą g i ;  i e ż e l i  z a ś  p u n k t  A  i e s t  
m n i e y ,  a l b o  w i ę c e y  o d d a l o n y  o d  p r o m i e 
n i a  o c z n e g o  C D O ,  n i ż e l i  p u n k t  E ,  b ę d z i e  
p u n k t  A  o d l e g l e y s z y ,  a l b o  b l i ż s z y  ś r o d k a  
z i e m i  n i ż e l i  p u n k t  E ,  c z y l i  b ę d z i e  w  p i e r 
w s z y m  r a z i e  w y ż e y ,  w  d r u g i m  n i ż e y  
p u n k t  E .

J e ż e l i  o d l e g ł o ś ć  m i ę d z y  d w o m a  » p u n k t a 
m i  A  i B  i e s t  w i ę k s z a  o d  1 0 0  s ą ż n i ,  l e c z  
f l i e  p r z e c h o d z i  2 0 0 s t u ,  w t e d y  d l a  z r ó w n o 
w a ż e n i a  t y c h  p u n k t ó w  o b i e r a  s i ę m i ę d z y  n i e 
m i  w  r ó w n e y  p r a w i e  o d l e g ł o ś c i  p u n k t  M ,  
i  w  tym  u s t a w i w s z y  - r ó w n o w a g ę ,  ce lu ie  
s i ę  n a p r z ó d  d o  p r ę t a  z  t a r c z ą  u s t a w i o 
n e g o  p i o n o w o  w  p u n k c i e  A ,  i  z m i e r z o n a
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n a  p r ę c i e  w y s o k o ś ć  P A ,  za p i ś n i e  s i ę  W b r u 
l i o n i e .  C e l n i e  s i ę  n a s t ę p n i e  d o  t a r c z y  
u s t a w i o n e y  w  p u n k c i e  B ,  i z m i e r z o n a  w y 
s o k o ś ć  B J  p o d o b n i e ż  z a p i s i i i e  s i ę .  J e ż e l i  
w y s o k o ś c i  PA,* ł>J, s ą  r ó w n e *  d w a  p u n k 
t a  A  i  B  b ę d ą  d o  r ó w n o w a g i ;  i e ż e l i  z a ś  
w y s o k o ś ć  J B  i c s t  m n i e y s z ą ,  a l b o  w i ę k s z a  
o d  w y s o k o ś c i  P A ,  b ę d z i e ,  w  p i e r w s z y m  
r a z i e ,  p u n k t  B  w y ż e y ,  wr d r u g i m  n i ż e y  
p u n k t u  A.

W i d z i m y  tu, i ż ,  p r z y p u ś c i w s z y  ż e  
p u n k t  M  i e s t  w  r ó w n e y  o d l e g ł o ś c i  od  p u n k 
tów A  i B; w s z y s t k i e  p u n k t a  r ó w n o w a 
gi p o z o r n e y  D C P  i C D J ,  m o ż n a  u w a ż a ć  
z a  p u n k t a  r ó w n o w a g i  p r a w d z i w e y ;  z a 
t e m  r ó ż n i c a  m i ę d z y  w y s o k o ś c i a m i ,  P A , J B ,  
b ę d z i e  d o k ł a d n ą  r ó ż n i c ą  równowagi dwóch 
p u n k t ó w  A  i B.

C h c ą c  w i ę c  z r ó w n o w a ż y ć  d w a  p u n k 
t a  A i  G,  n a  k i l k a s e t  s ą ż n i  o d  s i e b i e  o d 
d a l o n e ,  p o d z i e l i ć  n a l e ż y  o d l e g ł o ś ć  A G  n a  
p e w n ą  l i c z b ę  c z ę ś c i  r ó w n y c h  A M ,  M B ,  
B H ,  H G ;  i d la  z r ó w n o w a ż e n i a  n a p r z ó d  
p u n k t ó w  A  i B ,  u s t a w i ć  r ó w n o w a g ę  w 
p u n k c i e  M ,  i i e d n e g o  p o m o c n i k a  z  t a r c z ą  
W p u n k c i e  A ,  d l a  o z n a c z e n i a  w y s o k o 
śc i  A P ,  d r u g i e g o  z a ś  w  p u n k c i e  B ,  d l a  o z n a 
c z e n i a  w s o k o ś c i  J B ;  a  g d y  k a ż d y  z  n i c h  
z a p i s z e  w  b r u l i o n i e  z n a l e z i o n ą  w y s o k o ś ć ;  
p r z e n i e ś ć  p o t r z e b a  r ó w n o w a g ę  n a  p u n k t  
H, d r u g i e g o  p o m o c n i k a  z p u n k t u  B  n a  G  
d l a  o z n a c z e n i a  w y s o k o ś c i  L G ,  a pit r w s z e -  
go z p u n k t u  A  n a  B ,  d l a  W y m i e r z e n i a  
w y s o k o ś c i  F B ,  i z n a l e z i o n e  w y s o k o ś c i  
znowu przez pomocników zapisać s i ę  
p o w i n n y .  To wykonawszy, p o n i e w  a ż  n a  
stanowisku M ,  różnica równowrogi dwróch
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punktów A i B, iest AP — J B ; na stano
wisku H ,  różnica równowagi punktów  
B i G iest FB — LG; zatem AP — JB -f- 
FB—L G = (A P  -rF B )—(JB-f-LG); co poka
zu i e , że  dla zrównoważenia punktów  
A i G, potrzeba w ziąć summę w ysokości  
JB, LG, oznaczonych przez pomocnika na
przód idącego, potem summę wysokości  
AP, FB, oznaczonych przez pomocnika po 
^im idącego, i te dwie summy od siebie 
°dciągnać, a reszta będzie dokładną róż
nicą równowagi pnnktów A i G , bez 
Względu na różnicę rów nowagi pozorney  
od prawdziwey.

Daym y że AP —  d łok. JB =  3 łok.
FB =  6 łok. L G = 1 0  tok.- będzie fA P + F B )
— fJB +  LG) = ( 4  + 6 )  ~ f 3 +  1 0 )= ,3  łok
ciom; zatem punkt G iest o o łokcie ni-  
żey  od punktu A.

Równoważenie nazywa się p ro s te ,, gdy 
®.a iednem tylko odbywa się działaniem; 
złożone, gdy powstaie z kilku pojedyn
czych działań. Aby sprawdzić działanie  
równoważenia odbytego od A do G, po
trzeba powtórzyć tęż samą robotę idąc 
°d G do A; i gdy w yp ad ek  w  drugim ra- 
®*e ofrzjmany niewiele różni się od 
poprzedzającego, wtedy połowę summy  
°bu wypadków, można uważać za róż
nicę równowagi punktów A i G.

Tak postępuiąc nietrudno będzie prze
konać s ię ,  który z pumktów danych do 
równoważenia iest w yżey albo niżey dru- ;
8,ego, i poznać razem , czy s p r o w a d z e n i e  *
^ V o d y  z  j e d n e g o  m i e y s c «  r h - u g i e ,  " t ł a
Się uskutecznić. /

K O N I E C .
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Pom yfki znacznieysze druhu.

karla wiersz zamiast czytuy

5 2 A +  C — A + B

15 2 dla różności dla równości

29 13 28 mmut 29 minut

30 7 c z rli 4a czyli *

39 10 EE F K

41 39 ABED ABCD

4 1 37 AB CD A BED

57 13 I a 2 x a c 2 BA* +  AC 2

02 30 CB: co— CO: cO C B :cb — CO :cC
74 24 na niemi

i
na 7/iem

74 36 po l :  3 . 14 dodać  czyli 100: 314 w niektórych 
Exemplarzach —

74 37 =  3: = 1 :  31
7

77 30 na częśc* na 4 części
85 27 Nonniuszn Nonniuszu
90 34 przekładaiąc przykładaiąc
95 1 króślę kreślę
90 7 od punktów od punktu
97 10 powierzohie powierzchnie

101 17 płszczyznie płaszczyźnie
105 7 od dlużzaA B dłuższa od AB.
108 34 przecinaiące się przecinaiąca się
120 14 różną. równą
ditto 35 w koleu w klocu

125 2 Fig. 3 Fig. i i
ditto 32 baryłowatoici brylowatości
172 31 CB — BK CB — CK.
191 13 odcina odcinam
196 3 linlką bulkę
196 11 woda wodna

.19» 6 Maią Maiąc
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ii a bokach i róy kąt a.

U O Z D Z I A Ł IX. 78.
O narzędziach używanyćh do po

miaru gruntów,.
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R O Z D Z I A Ł  -X.‘ 87.
O pomiarze gruntów.

X I Ę G A IV.
R O Z D Z I A Ł  XI, 102.

O płaszczyznach przecinających się, 
i liniiacb prostych przeciętych płasz
czyznami,

R O Z D Z I A Ł XII. 113.
O własnościach brył i mierzeniu 

ich powierzchni.
R O Z D Z I A Ł  XIII. 129.

O mierzeniu brył.
R O Z D Z I A Ł  XIY- H I .

O Obrachowaniu brył t

X T Ę G A V.
R O Z D Z I A Ł XV. 161.

' Początki Trygonometryi prostoRrc- 
ślney.

11 O Z D Z I A Ł XVI.
Twierdzenia okazuiące stosunki mię

dzy liniiami trygonometrycznemu, a 
bokami tróykąta.

P r z y k ł a d y  r o z w ią za n ia  tróy kątów 175.
R O Z D Z I A Ł  XVII. 182.

P rzystosow anie  Trygonometryi. no 
praktyki.

O przerabianiu map{i. l90.
R O Z D Z I A Ł XVIII. 195.

■& początki równoważenia.
(liheilatio, nivellement).
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Tai. _ÍL.

rr TnJhfb/as JT/Zy/•<*/> . S ¿ k iin .
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A. T. Fur.rki, $iioÿrrcc. /SIC
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