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PRZEDMOWA

przepisany plan nauk dla szkét wy-
dziatowych, oddawna czu¢ dawat po-
ebe elemenlarney Jeomeiryi, ktoraby
""teoryi taczyta praktyke, i tak byta
'tka, izby w tych szkotach zupeini*
mczy¢ sie mogta.
Tey potrzebie, zadne zdziel w iezyku
skini, iak np. Jeometrya ,Euklidesa,
landra i Lacroix zaradzi¢ dotad niee
gto, naprzod dlatego’, ze dzieta te
ymuig sama tylko teoryg; powtdre,
kazde z nich, pomimo zalet sobie wid-
vycltf zawieraigc niektore prawdy tru-
nn i dtugim sposobem dowiedzione, inne
nie niaigce prawie zadnego przysto-
mnia, tak iest obszerne, ii w szkotach
dziatowych, chocby nawet od klassy
"wszey zaczynane, wytozycby sie cat-
vicie nie dato.
eometrya praktyczna X. Zaborowskie-
me odpowiada takze zamiarowi tych
it, iuz ze wzgledu na obszernoicdzie-
iuz dlatego , ze nie obeymuie wylda-
teoryi.
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Z tych powoddéw, wzigwszy w pomoc
dzieta wspomnianych autoréw tudziez
Bezouta, Lemoina, Ozanama, Bclaver
na, i Lefcvra, utozytem ninieysze dzietof
zawieraigce wszystkie gtdbwne prawdy ele
mentarney ieometryi, $cisle, i nayprosciey
ile by¢ moze dowiedzione, i do prakty
ki zastosowane. Dzieto to, iak mnie
mani, zdota dostatecznie usposobi¢ ucz
niow szkot wydziatowych do stuchanie
wyzszych czeSci matematyki, eprzygoto-
wac ich do wszelkich powotan technicz-
nych , iakieby sobie po ukonczeniu tych
szkot, obra¢ chcieli.

Wypadato mi wyktad teoryiprzedzie
la¢ zastosowaniami dlatego, aby z nich
korzystaC mogli i tacy uczniowie, ktorzy
zawdd szkolny czestokro¢ w Kklassie lii
honczyé zwykli. Staratem sie przytem,
w catym ciggu dzieta utrzymac zwigzei
miedzy prawdami, i dowodzenia ich o
pieraC na poprzedzaigcych: zeby uczacy
sief przy nabywaniu praktycznych wia-
domosci, idac w teoryi za pasmem po
rzadnych i Scistych rozumowan, mogl
przez riie stopniowo rozwuué swoie po
iecief i ksztatcie wladze umystowes
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POCZATKI JEOMETRYI

X1EGA L
ROZDZI AL l.

Opisania (definieye).

I. Wszystkie rzeczy podpadaigce pod
zmysty sg rozciggte; toicst maig trzy
wymiary: dtugo$é\ szeroko$¢ i wysokosc.

Przedmiotem Jeometryi iest mierzenie
rozciggtosci.

Luoo rozciggto$¢ ma zawsze trzy wspo-
mniane wymiary, mozna iednak uwazac
w niey ieden tylko z nich, albo dwa razem.

Il. Dtugo$¢ uwazana bez szerokosci na®
zywa sie liniig; taka np. iest dtugos$¢ dro-
gi, sznura, i t d.

Konice linii zowiag sie punktami. Punkt
nie ma zadney rozciggtosci.

IIl. Liniia prosta, iestto naykroétsza odle-
gtos¢ iednego punktu od drugiego. TaHi

IV. Wszelka liniia AEB, ktéra nie iestFSg. i.
prosta, iak liniia AB, ani ztozona z liniy
prostych czyli tamana, iak liniia ACDB,
nazywa sie liniig krzywa.

Z opisania linii prostey wypada:
16d ze liniia krzywa AEB, alboliniia tamana
ACDB, iest dtuzsza od linii prostey AB;
2re ze miara prawdziwg odlegtosci dwoch
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punktow iest liniia prosta, ktorata taczy;
x3ciu, ze od iednego punktu do drugiego,
iedna tylko liniig prostg poprowadzi¢ mo-
zna; 4te ze dwa punktu oznaczata potozenie
Unii prostey, a zatem dwie liniie proste,
gdy maig dwa konce Solne, przystata do
siebie.

V. Powierzchnia iestto rozciggtosé,
maigca diugo$¢ i szeroko$¢, bez wysoko-
§ci czyli grubosci; takg powierzchnig iest
np: pole, plac ogrodu, »t d.

VI. Ptaszczyzna nazywa sie ta powierzch-
nia, na ktorey potozona liniia prosta, i
\v rézne strony obracana , zawsze dotyka
sie tey powierzchi wc wszystkich swo-
ich punktach. Do takiey powierzchni zbli-
za sie np. powierzchnia dobrze wygtadzo-
ney tablicy, zwierciadta wypolorowane-
go, it d

VII. Wszelka powierzchnia ktéra nie-
iest ptaska, ani ztozonaz powierzchni pta-
skich, zowie sie powierzchnig krzywg) taka
iest np. powierzchnia gory, ltuli, it.“d.

VIIL Brytg nazywa sig¢ to, co ma trzy
wymiary rozciggtosci; i tak kamien , gora,
stéi, it d-, sg brytami. Bryly iedne sg
ograniczone powierzchniami ptaskiemi,
drugie krzywemi, inne iednemi i drugiemi
razem. Mozna zatem uwazaé¢ powierzchnie
zagranice bryt, I'niie za granice powierzch-
ni, a punkta za granice limy.

IX. Liniia prostaiest miarg wszelkich liniy.

Mierzy¢ liniig, iestto dochodzié¢ ile razy
miesci sie w niey liniia prosta wzieta
za iednos$¢, czyli za miare, iaka iest np.
tokie¢. Miary liniiowe uzywane pospoli-
cie sa: sznur, sazen, tokieé¢ it d. "
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X. Okrag kota, iestto 1l-iniia krzywa Hg
ADBfcA, maigca na tcy samey ptaszczyz-
nie, wszystkie nunkta réwno <(hlalone od

Ptaszczyzna tag tiniig krzywa zamknie-
ta nazywa sie kotem.

XI1. Cze$¢ jakakolwiek okregu kola zo-
wie sie tukiem.

Mozna uwaza¢ okrag kola iako zakre-
$lony konhcem linii prostey CB, obracaia-
cey sie na tcy samey ptaszczyznie okoto
punktu C, po6ki nic powr6ci na mieysce
z ktérego rozpoczeta swoy obrdt.

XI1l. Kazda z limy prostych CA,CD, it d-
ze Srodka C do okregu kota poprowadzonych’
zowie sie ‘promieniem.

Wszelka Jiniia prosta AB, przechodzaca
przez Si-owk kota, i wspierajgca sie dwo-
ma koncami na iego okregu, nazywa sie
$rednica.

Z opisania XI. wypada, ze wszystkie
promienie kota sg rowne sobie; ize wszy-
stkie iego S$rednice sg dwa razy wieksze
od promienia, a przeto sg réwne miedzy
soba.

X1, Kat) iesttdé nachylenie sie Ku sobieFig.
dwdch liniy prostych AB, AC, spotykaja-
cych sie w iednym punkcie A; ten punkt
zowie si%wierzchotkiem kata, a limie AB,
AC sg iego ramionami.

Kat czyta sie iedng gtoska A, przy wierz-
chotku iego potozona, albo trzema gtoska-
mi BAC, lub CAB,!baczac na to, aby gto-
ska potozona przy wierzchotku wymowio-
na we Srodku.
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Ry\.  XIV. jGHy liniia prosta AB, spoty kaig«
druga liniia prostg OD, czyni z nig katy
przylegto BAC, BAD, rowne, kazdy ztj
katéow zowie sie prostym, a liniia
prostopadta do linii CD.

Hg'5* XV. liazdy kat BAC mnieyszy od kata
prostego, nazywa sie katem ostrym; a
kazdy kat DEF wiekszy od kata proste-
go, zowie sie katem rozwartym.

XVI. Figura plaska, iestto ptaszczyzna
ze wszech stron liniiami zamknieta.

Ftwniki.

I. Dwie ilosci réwne trzeciey, sa réwne
sobie.

Il. Gdy do rownych ilosci dodane beda
iloS«i rowne, wypadng stagd summy rdwne.

da ilosci réwne, wypadng summy nieréwne.
V. Gdy od nieréwnyduiJosci odiete be-
da ilosci réwne, wypadng roéznice nierdwne.
VI. Dwie liniia, albo dwie powierzchnie,
sg rowne sobie, gdy przeniesione iedna
na drtiga, przystaig we. wszystkich punk-
tach do siebie.

VII. Wszystkie katy proste sg réwne sobie.
Uwaga. Dla skrdcenia, uzywac tu nie-
kiedy bedziemy znakdw arytmetycznych,
ktérych znaczenie obiasniamy. 1 tak:
A=B znaczy ze A.test rowne B.
A<B wyraza ze Ayiest mnieysze od B.
A>B znaczy ze A wigksze od B.
Znak -f-skaznie dodawanie i czyta sie wiecty.
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Znak — wyraz» odcigganie i czyta sie
mniey\ i tak A-j-C wyraza summe ilosci
A i B, za§ A— B oznacza rdznice ilosci
Ai B, czyli reszte, ktora zoslaie po odcig-
gnieniu B od A

Znak X skazuie mnozenie ;i tak AX B
wyraza iloczyn z A pomnozonego przez B,

Wyrazenie A X (B-j-C—D) oznacza ilo-
czyn z A przez ilos¢ B -f C—1). Gdyby
za$ wypadto mnozy¢ A-j-B przez A—B-j-C,
oznaczylibySmy wypadty stad iloczyn przez
(A-j-B) X —B+ C); wszystko, co iest
W nawiasie zamknigete uwaza sie za iedng
ilosc.

W trzech pierwszych Xiegack zastanawiaé
Ste bedziemy nad figurami ptaskiemi, czyli na*
kresionemi na powierzchni ptaskiey.
1. Twierdzenie.

Wszelka liniig Aprosta CI), spotykciigc”™l
droga liniia prostg AB, czyni z nig dwa
katy przylegle AVvD, DCB, ktérych summa
iest rwna dwédm katom prostym.

Bo z punktu €, wystawiwszy sobie po-
prowadzong inng liniig prostg CE, czynia-
ca z liniig AB, katy przylegte ACE, ECB,
rowne, kazdy z tych katéw bedzie pro-
sty (opis. X1V); aze kat ACD—ACE-f-ECD,
wiec, dodawszy do obu stron kat DCB,
Bedzie ACD + DCB=ACE + ECD-fDCB,
(pew. II); iest. za§ kat ACE prosty, a dwa
katy ECD, DCB sktadaig drugi kat prosty,
wiec summa katow ACD, DCB rowna
lest dwém katom prostym.

Whniosek I. Gdy dwa katy przylegte ACD,
~CB, razem wziete czynig dwa katy pro-
ste, wtedy ramiona ich zewnetrzne AC,CB,
sktadajg iedng i tez samag liniig prosta AB.
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i. Whniosek 14, Wszystkie kaly po sobie
idgce, RAC, CAD, DAE, EAF, utworzono
z ierfney strony linii prostey BF, razem
wziete, czyni i dwa katy prcste; gdyz sum-
ma ich réwna sie summie dwobch katéw
przylegtych RAC," CAF.

2. Twierdzenie.

s. Dwie limie proste AB, DE, przecinata-
ce sie z sobg w iakimkolwiek punkcie C,
czynig katy w wierzchotku przeciwlegte
réwne sobie) toiest, bedzie kat A(J)=ECB
i kat ACE=DCB. *

Bo kat I)CA-f-ACE= 2 katom prostym
(twier. 1); kat ACE-jJ-ECB— 2 katom pro-
stym: wiec DCA -- ACE =ACE -j-ECB
(pe»v. 13; odigwszy spoinie kat ACE, po-
zostanie kat DCA—ECB (pew. III). Po-
dobnie dowiesdZ mozna, ze kat ACE—OCR.

Whniosek. Gdy kazdy z dwoéch katéw
DCA, ECB, z katem trzecim ACE, czyni
summe réwnag dwém katém prostym; dwa
katy DCA, ECB % rowne sobie.
cinaigce sie w punkcie C, tworza przy
tym punkcie 4 katy, ktérych summa wa-
zy 4 katy proste; bo dwa katy ACE, BCE
razem wziete, wazg dwa katy proste; i
dwa drugie ACD, DCB tylez waza.

W ogo6lnosci, gdy ilekolwiek liniy pro-
stych CA, CB, i t d. / fig. 8 bis), spotyka
sie z sobg w iednytn punkcie C; summa
wszystkich po sobie idgcych katow ACB,
BCD, DCE, ECF, FCA, bedzie réwna4 ka-
tom prostym. Bo poprowadziwszy przez
punkt C dwie limie do siebie prostopadle,
utworzg sie 4 katy proste, zaymuigce tez
samg przestrzen co i katy ACB, BCD, i tal
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FOZDZIAL i -

O ROWNO sCJ TROtKATOW.
Opisania

I. Plaszczyzna wierna liniiami zumknie-
fa, zowie sie troykatem.

Il. Trdykat, uwazany co do- bokéw, na-
zywa sie rownoboczny, gdy ma trzy boki
réwne (fig. 10); rownoramienny, gdy ma
dwu boki roéwne (fig. 9); rdznoboczny
gdy ma trzy boki nierowne (fig. 11).

Uli Tréykat, uwazany co do katow, na-
zywa sie prostokatny gdy ma kat ieden
prosty; ostrokatny,gdy ma trzy katy ostre;
rozuartokatny, gdy ma katieden rozwarty.

W tréoykacie prostokgtnym, bok AC prze-
cjwlegty kagtowi prostemu zowie sie prze-
ciwprostokatng (fig. m

3. Twierdzenie.

Dwa troykaty ABC, J)EF sg rowne so-Figyi
bie, gdy maig dwa boki odpowiednie réwne,
i katy zawarte temi bokami réwne; toiest,
gdy bok Alhz=.DE, AC==DF, ikat A~D,
bedzie troyWnt ABC—DEF.

Jakoz wystawiwszy sobie troykat ABC
potozony na trokacie DEF, tak, aby punkt
A padt na punkt D, i bok AB poszedtpo
boku DE, padnie i punkt B na punkt E,
gdyz bok AB=DE 1z zatozenia; i bok AC
padnie na bok DF, gdyz kat A=D; nad-
to, poniewaz bok DF—AC, wiec punkt C
padnie na plinkt F, a zatem i liniia pro-
sta BC przystanie do linii EF (opis. 1Y)y
‘ tréykat ABC przystanie do troykata
DM , i bedzie mu réwny (pcw. VI).
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pfniosek. Ztego, ze trzy rzecjty w dwoch
tréjkatach sg rowne, toiest, ze kat A=D,
bok AB—DE, i bok AC=DF, wypada: ze
trzy inne takze sg rowne sobie, toiest, kat
B—E, kat C=F, i bok BC=EF.

4. Twierm nie.

12 Dwa tréykaty ABC, DEF,maigce po ied-
nym boku rownym, i po (lica katy przy -
legle temu bokowi odpowiednie rowne,sg
rowne sobie: to iest, gdy bok BC=EF\
kat B=E, u kat C~F; bedzie troykat
ABC — DEF.

Albowiem przeni6stszy tréykat ABC na
troykat DEF, tak, aby punkt B padt na punkt
E, a bok BC poszedt po boku EF, padnie i
punkt Cna punkt F, gdyz bok BC=EF; nad-
to, poniewaz katB—E, wiec bok AB we-
Zzmie kierunek DE, tak, ze punkt Aznaydzie
sie w jakimkolwiek punkcie linii ED. Podo-
bnie, dla réwnosci kata C z katem F, liniia
CA wezmie kierunek FD, i punkt Aznay-
dzie sie w ktorymkolwiek punkcie boku
FD; punkt wiec A, znayduigc sie razern
na dwoch liniiach ED, DF, znaydowa6
sie musi na ich spdlnem przecieciu D,
zatem dwa trdykaty ABC, DEF, przysta-
na do siebie! beda sobie réwne (pcw. VI).

Whniosek. Z tego, ze w dwdch trdj ka-
tach trzy rzeczy sa rdwne, toiest ze
BC=EF, B—E, C—F, wypada, Ze trzy
inne sg takze rdwne, toiest bok AB=DE,
AC—DF, kat D=-A.

5. Twierdzenie.

2 W kazdym tréykacie ABC, bok ktory-
kolwiek BC, iest mnieyszy od summy dwoch
innych bokéw AB, AC.
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Bo bok BC, iest naykrotsze odlegtosciag
punktu B od punktu C (opis. Ill); wiec
bok BC iest mnieyszy od BA+AC.

6. Twierdzenie.

Jezeli z punktu O, obranego wewnatrz ?i*.u
troykata ABC, poprowadzone sg do kon-
cow iednego boku BC, dwie liniie prosto
OB, OC; bedzie summa tych liniy mniey-
sza od summy dwéch Innych bokéw BA, AC

Bo przedtuzywszy bok BO, do sp”K?’
n*a sie z bokiem AC w punkcie D. oedzie
I.niia OC<OD + DC (twier.5.1; ‘ych
ilosci nieré6wnych dodawszy djO*me
bedzie BO+OC<OD+DC-J'jb d,c'™- 1V),
czyli BO+ OC<BD + D® Dla podobncy
przyczyny, bedzie BD<AB+AD; dodawszy
spoinie DC, bedzr BD+DC<BA + AC»
Aze ,kazalismy «* BO + OC<BD + DC,
wiec tein bard-iey iestBO + OC<BA+AC.

\ 7. Twierdzenie.

Jezeli Ava boki AB, AC, troykata ABCy~tU
sa ro)'ne dwom bokom DE, EF troykata
¢ ftp, i iezeli kat BAC zawarty miedzy
pv>rwszemi bokami, iest wiekszy od kata
J)EF zawartego miedzy bokami drugiemi;
moéwie, ie ibok trzeci BC pierwszego tréy-
kata,’bedzie wiekszy od boku trzeciego DF
troykata drugiego

Albowiem potozywszy trojkat DEF na
trdykat ABC, tak, aby bok EF przystat do bo-
ku AC, zdarzy¢ sie moze, zc punkt D* pa-
dnie wewnatrz tréykata ABC, albo na bok
iegoBC, lub zewnatrz troykata ABC.

W tym przypadku, gdy punkt Dpada we-Fi*.i*
wnatrz trdykata ABC, bedzie podiug twier-
dzenia poprzedzaigcego AO-}-DC<C AB"BC;
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odigwszy z iedney strony AD, z drugiey
AB=zAD, pozostanie bok DC, czyli rowny
mu DF<BC (pew. Y).

Fig.i» w 2gim przypadku, gdy punkt D pada
na bok BC, iest oczywista, zé EC >
BC=DF.

Fig.ix yy 3cim przypadku, gdy punkt D pada
zewnatrz troykata ABC; bedzie AB<
BO-fOA (twier. 5), i DE<DO-fOC; zatem
A* pOC<BC -f~-DA. Odigwszy ziedney
«tron, AB, z drugiey DA=AB, pozostanie
DC<BC (pew. Y).

Twierdzenie odwrotne.

Fig. 14 Jezeli dwa inki AB, AC troykata ABC,
sg rowne dwém inkom DE, EF,"” troykata
EDF, lecz bok trzeci EC piemcszzego troy-
kgta, iest wiekszy od hoku trzeciego DF
drugiego trdoykata; hedzu i kat BACprze-
ciwlegfy bokowi BC, wiekszy ¢y kata DEF
przeciwlegtego lokowi DF.

Bo gdyby nié bvl kat BAC>Bef, byiby
kat BAC=DEF, lub BAC<DEF; w p*er.
wszym wiec razie, byiby bok BC J)F
(twier. 3), w drugim za$ razie, bytby VOk
BC<DF (twier. 1)\ aze iedno J drugie
sprzeciwiatoby sie zatozeniu, zarem | kat
Bac> ik f.

9. Twierdzenie.

Fig. 12 Dwa troykaty ABC, DEF, maigce trzy
boki odpowiednie réwne trzem bokom, sg
réwne sobie: toiest, gdy bok ABz=.])E\
ACzzzDF i BC= EF, bedzie kat Az=zD,
Be.E, Cs*=F, i troyhat eaty ABC—DEF.

Albowiem gdyby byt kat A>o0d kata D, po-
niewaz bok AB=DE, A€=DF, byiby wiec
bok BC>EF (tw. 7); podobnie, gdyby byt
kat A<©d kata D, bytby bok BC<EF; az«
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bok BfcrEF 2z zalozenia, wiec kat .4 nie
moze byé¢ ani wiekszy, ani mnieyszy od
kata D, iest wiec iemu réwny. Podobnym
sposobem okaza¢ mozna, ze kat B=F., i
kat C=F,; zatem bedzie tréy kat ABC—DHF.

Uwaga. Widzimy tu, ze katy réwne Ai t>,

lezg na przeciw bokéw réwnych BC, LF.
10. Zagadnienie. ,

Dang liniia prostg AB, podzieli¢ naHg 11
dwie réwne czesci. /
Z koncow linii AB, promieniem wie-
kszym od potowy linii AB, kre$le dwa luki
przecinajace sie w punkcie C, tudziez dwa
drugie luki przecinajgce sie w pnnkcie D,
i prowadze liniig CD, ktéra podzieli liniia
AB, na dwie réwne cze$ci w punkcie F.
Gdyz poprowadziwszy iiniie AC, CB, AD,
DB: dwa troykaty ACj\ CD.B, maigoe bok
AC==C.B, bok~AO—DB %wykreslenia, i bok
CD spoiny, sga réwne sobie ftwier.9), za-
tem kagtACD~DCB. Dwu wiec trdykaty
ACF, BCF. raaigee bok ACbCB, bok CF
spoiny, i katy réwne przy C, sa rowne
sobie (twier. 3), zatem iest bok AF= FB;
wiec liniia AB, w punkcie F podzielona

iest nadwie roéwne czesci.
Il. Zagadnienie.

Z punktu 1) danego na linii prostey AB,v\g.u
wyprowadzi¢ do tey linii prostopadta-

Biore DF=DB, i z punktow B i F, tym
samym promieniem, kresle dwa tuki prze-
cinaigce sie w punkcie ¢* punkt C z pun-
ktem D #acze liniig CD, ktéra bedzie pro-
stopadtg zadang. Bo poprowadziwszy liniie
( B, CF; dwa tréykaty CDB, CDF, maiace
bok CD sp6lny, bok DB= DF> i bixk
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BC«CF / wykreslenia, sa roéwne sobre
(twier. G), a zatem kat COB=CDF; te za$
katy sg przylegte, wiec linii» CD iest pro-
stopadta do linii AB. (‘opis. XIV).

i2. Zagadnienie.

10 Z punktu C dnnega % Unita Alt, spu-
Scie prostopaditg do tey linii.

Z punktu C, kre$le luk przecinajacy li-
niig AB w punktach B i F, z punktéw B
i F, tym samym promieniem zakre$lam
dwa iuki przecinajace sie w punkcie G;
punkta C i G igcze liniig CG, ktéra be-
dzie prostopadtg zgdang. Bo poprowadziw-
szy liniie FC, CB, FG,’BG; troykaty
FCG, BCG, maigce bok CG spoiny, bok
CF=€B, i FG—GB z wykreslenia, sg ro-
wne sobie (‘twier. 9;/ zalem kgtFCD~DCB.
Dwa wiec troykaty COF, CDB, maiace
bok CD spoiny, bok CF==CB, i katyro-
wne przy C, sg rowne sobie (twier. 3j, a
w szczegblnosci kat FDC=:BDC; te za$
katy sa przylegte, zalem linii» CD iest
prostopadta do linii AB (opis. XIV).

13. Twierdzenie.
%y Jezeli z punktu A wzietego za liniig
DE, poprowadzimy do niey prostopadig
AB, tudziez pochyte AE, AC, AD, do roz-
nych punktéw teyze linii: hedzie 16d pro-
‘Siopadta AB krétsza od kazdey pochytey;
Ire dwie pochyte AC, AK, poprowadzone
z dwéch stron prostopadtey AB. w odle-
gtosciach hC, BE réwnych, sg réwne sobie’,
Scic z dwobch ktérychkolwiek pochytych
AC i AD, Inh AB i AD, ia hedzie dtuz-
szg ) ktora iest kardzicy od prostopadiey
oddafirn#.
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Bo 16d. przedituzywszy prostopadia AB
Jak, aby bylo BF=:AB, i poprowadziwszy
I'fuie FC, BF; dwa troykaty ABC, CBF
maigce bok CB spélny, bok AB=BF, ika-
ty przy B proste, sg rowne sobie ~twier. 3/~
a w szczegllnosci bok AF..-.CF. Azc
Btiiia prosta ABF iest kr'»* /a od ztama-
ny ACF (iwier. 5); zatem AB potowa ABF,
JI-st krotsza od AC potowy ACF; wiec.
prostopadta AB iest krdtsza od kazdey
Doii pocbyiey.

r<* Zatozywszy ze BE=BC, poniewaz
ADa tr6” ABE’ ABC *aig nadto bok
AB spdlny, i kat ABE — ABC, zatem
réwne sobie (twier. 3J, wiec AE— AC prze-
to dwie pochyte rdéwno oddalone od pro-
stopadtey sa miedzy soba rowne. :

3e. Poniewaz suonma bokéw AC, CF
troykata ACF, iest innieyszg od summy
bokéow AD, DF troykijta ADF (twier. 6),
wiec AC potowa ACF, iest krétsza o.) AD
potowy ADF; zatem pochyle naybard/.i
oddalone od prostopadtey sa naydtuzsze.

Whniosek |. Prostopadta AB bedac krot-
szg od kazdey pocbyiey, iest prawdziwa
odlegtoscig punktu A od linii DE.

Whniosek Il. Z punktu A wzietego za U~
niig DE, iedng tylko prostopadig do tey
Bnii poprowadzi¢ mozna, gdyz przez dwa
punkta A i B iedna tylko liniig prosta prze-
chodzi¢ moze.

, Wniosek Ill. Jezeli liniig prosta CD, zer
srodka linii AB poprowadzona, iest do tey-
g ‘nll prostopadta; wtedy kazdy punkt
na pierwszey, iest rowno

ony od kohcéw A i B iinii drugiey.
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ris. 2i  Whniosek IV. Wszelki punkt E Wziety
za prostopadtg CO, nie iest réwno odda-
lony od koncow A i 13 linii AB. Bo popro-
wadziwszy Jiniie EB, EA, i punkt O prze-
ciecia sie linii AE z prostopadtg, z pun-
ktem B ztaczywszy Jiniig OB; poniewaz
punkt O iest rowno oddalony od punktéw
A, B, (wnio. 3), bedzie AO~OB;azevv
trovkacie EOB, iest BE<”OE -f-BO, wiec
BE<OE-fGA. czyli BE<AE.

14. Twierdzenie.

FHg 2 Dwa troykaty prostokatne AliC, EDF,
sa réwne sobie, gdy rnaia przeciwprosto-
katne JiC, L F, rowne, i bok ktérykolwiek
Ali~DE; albo, gdy maig przeciwprosto-
katne 11C, J)IA rowne, i kat ktérykolwiek
CHNF. = *

W pierwszym przypadku, réwnos$¢ dwoch
troykatow bytaby .widoczna, gdyby bok
trzeci AC byt rowny bokowi trzeciemu
EF. Lecz przypus¢my, ze te boki nie sg
rowne, i Ze naprzyklad bok AC > EF; na
boku AC odcigw$zy AG=EF i, poprowa-
dziwszy BG; dwa troykaty ABG, EOF,
maig™fe bok AB=DE 1z zalozenia, bok
AG—EF z wykreslenia, i kat prosty A=E,
sg réwne sobie fiwier. 3J, a w szczegol-
nosci bok BG= DF; aze DF= BC z za-
tozenia, wiec BG=BC (pew. 1): toiest po-
chyta blizsza prostopadtey AB, iest rowna
pochytey bar«issi®y oddaloney od tey pro-
stopadtey, co by¢ nie moze (twier. 13);
nie moze zatem by¢, aby liniia AC byta
wieksza od EF; okaza¢ mozna podobnie,
ze nie moze by¢ od niey mnieysza, iest
wiec iey rowna.

W 2gim przypadku* potozywszy troykat
DEF na tréoykat ABC, tak, aby punktF
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padt na punkt C, a bok *EF poszedt p$
beku AC; dla réznosci katéw F, C,
bok DF poydzie po boku BC, i punkt D
padnie na punkt B, bo I)F==BC z zaloze-
nia: gdyby wiee bok DE nie przystat do
boku AB, lecz wzigt inne potozenie, iak
iest BG; wtedy z punktu B, moznaby by-
to wyprowadzi¢ dwie prostopadle do linii
AC, co byé nie moze (twier. 13, wnip. 2);
przystanie wiec bok DE do boku AB, i
bedzie mu réwny; zatem podiug pierwszey
czesci tego twierdzenia, iest troykat ABC
rowny troy katéwi DEF,
15. Twierdzenie.

W troykacie réwnoramiennym AOB, ka-fig-
ty Ai B, przeciwlegte bokom OB, 0A, row-
nym, sa sobie rowne: i naodwrét, iezeli
kgt A=-=B, bedzie bok OB— OA.

Bo 16d. z'"punktu O spu$ciwszy prosto-
padtg OC na bok AB; dwa troykaty pro-
stokgtne AOC, OCB, maigce przeciw prosto-
katne AO, BO rowne, i bok spélny OC, sa
réwne sobie (twier. 14), zatem kat A=B.

2re. Zatozywszy ze katA=B, bedzie bok
OB—OA. Bo iezeli te boki nie sa rowne,
przypusémy ze bok AO)>OB; odcigwszy
na AO bok AE”™OB, i‘poprowadziwszy
liniig EB; dwa trdykaty AEB, AOB, maig-
ce' bok AB spolny, bok AE—OB z wy-
kre$lenia, i katy A, B, miedzy temi bo-
kami zawarte rowne z zalozenia, sg so-
bie rowne (twier. 3); zatem troykat AEB
mnieyszy, bytlby réwny tréjkatowi AOB
wiekszemu, co by¢ nie moze: nie iest prze-
to bok AO wiekszy od boku OB; poka*
zerny podobnie, ze nie iest od niego mniey-
szy, wiec iest mu ivwny: a zatem troy-
bat AOB iest réGwnoramienny.
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16. Twierdzenie.

Fg 21 Jezeli z dwoch bokéw AE, EB troykata
AEB, bok AE iest wiekszy od boku EB.be-
dzie ikat Bprzeciwlegty bokowi AE, wiekszy
od kata A przeciwlegtego bokowi EB; ina-
odwrot, iezeli kat ABE iest wiekszy od kata
A, bedzie bok AE wiekszy od boku EB.

Bo 16d. ze srodki» C linii AB, wyprowa-
dziwszy do niey prostopadig DC, i punkt O,
przeciecia sie tey prosopadtey z liniigAE,
ztgczywszy z punktem B liniig OB; dwa
troykaty AOC, OCB, maigce bok OC sp6t-
nv bok AC=CB z wykreslenia i kat pro-
sty ACO=0CB, sg rowne sobie (twier.3j,
zatem kat A—OBC, azekat EBA iest wie-
kszy od kata OBC, azatem od kagta A=OBC;
wiec wtrdykacie AEB, kat wiekszy prze-
ciwlegty iest bokowi wigekszemu.

2re. Zatézmy ze kat ABE iest wiekszy
od kata A; gdyby buk AE nie byt wiek-
szy od boku EB, byiby bok AE<EB, albo
bok AE—EB, wiec w pierwszym razie, na
mocy pierwszey czesci tego twierdzenia
bytby kat B<A; w drugim, kat A=B (trv:X5);
co iedno idrugie sprzeciwiatoby sie za-
tozeniu: zatem (;f)istAE>EB.

)

R OZD1At Il °

0 LINIIACH ROWNOLEGLYCH
Opisani e

Dwie tiniie proste nazywata sie row-
nolegte, gdy potozone na tey samey ptasz-
czyznie , i w obie strony iak naydaley
przedtuzone, zey$c sie z sobg z zadnej
strony nie moga.
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17. Twierdzenie.

Dwie limie proste AC, BD, prostopadte FHg.24
do /t»ti trzeciey AB, sg wzgledem siebie
rownolegte.

Bo gdyby liniie AC, BD, zeszty sie yesfal
Ba w jakimkolwiek punkcie 0, bytyby
dwie prostopadle Oli, OB, spuszczone z ie-
dncgo punktu 0, na Jiniig AB, co bydZ nie
moze (tw ier. 13. wnio. 2); zatem dwie li-
mie proste AC, BD, it d

Uwuga. Rzecz iest przez sie widoczna,
ze iezeli pochyta BE z liniig AB, czyni kat
EBA mnieyszy od kata prostego ABD, ta
pochyta BE z prostopadtg CA przedtuzone,
zeydg sie nad liniig AB. Jezeli za$ pochy-
ta BF z Jiniia AB, czynig kat FBA wiek-
szy od kata prostego ABD, pochyta BF
z prostopadtg CA przedituzone, zeyda sie
pod liniig AB-

1S. Twierdzenie.

Jezeli dwie liniie proste AB, CD, prze-Wg.2%
ciete od trzeciey EF, czynig %nig katy
CIJE, BGE, rdwne, ktore sie zowia katami
naprzemianlegtemi; lub iezeli czynig dwa
katy EHD, EGB, réwne, zwane katami ie-
dnoéstronnemi odpowiadaigcemi; albo naké-
nieé, iezeli czynia dwa katy DUG, HGBf
wewnetrzne iednostronne, réwne summie
dwoch katow prostych: moéwie: ze w kaz-
dym z tych trzech przypadkéw, dwie liniie
AB.cn, sawzgledem siebie réownolegte.

Bo 16d. przez Srodek M linii GH, popro-
wadziwszy prostopadta Lii do linii CD;
dwa troykaty LMH, GMIi, maigce bok
AU!'=;;j\[ z wykres$lenia, katy przy M
JAnEéhotkieni przeciwlegte rdwne., i kat
wIJM==MGK z zatozenia, sa rowne sobie

3
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(twier. 4); zatem kat L—1i, aze kat L, iest
prosty z wykre$lenia» wiec takim iest i
kat ii, zatem dwie lioiie AB, CD, sg pro-
stopadte do linii Lii, przeto sg wzgledem
siebie rownolegle / twier. \7).

2. Zatozywszy, ze kat F«CID=EGB; po-
niewaz kat EH D =fiiif (twier, 2), wiec i
kat LHMasdEGB (pew. 1), nadt* katy przy
M sg réwne, i bok GM—MII; wiec, dia tey
saniey przyczyny, co i w poprzedzajgcym
przypadku, dwa tréykaly LMII, GMk sg
rowne sobie, i dwietiniie AB,CD, sg wzgle-
dem siebie réwnolegle.

3. Zatozywszy nakoniec, ze kat DHG +
HGB—dwom katom prostym; poniewaz
kat DHG z katem przylegtym LIIG, czy-
ni takze, summe dwéch katéw prostych
(twier. 1), wiec kat IIGB—LIilG (tw. 2 wiO,
nadto katy przy M sa rowne, i bok
MII—GM, wiec znowu iak w przy-
padku pierwszym , troykat LMII—GMIC,
i dwie linjie AB, CD, sg wzgledem siebie
rownolegle.

19. Twierdzenie odwrotne.

Fig2s Jezeli dwie liniie Aii, CD, rownolegle,
przecina tiniia trzecia EJ?, beda 16d dwa
katy cuc, IIGB naprzemianiegfe, rdéwne;
2re. bedg dwa katy EIID, EGB iednostron-
ne odpowiadaiace, réwne; 3cie. dwa katy
DI1G, HGB wewnetrzne iednostronne, be-
da rowne summie dwoch katéw prostych.

Bo 16d. przez $rodek iYi linii GH, po-
prowadziwszy liniig LK prostopadta do
linii AB, a tern samem i do linii CD réw-
liotegiey wzgledem AB; dwa tréykagly CMH®
MGii prostokatne, maigce katy przy M
rowne (twier. 2), bok (iM--Mfi z wykre-
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silenia, sg réwne sobie (twier. 14); zatem
katy CUG, HGB naprzemianlegte sa réwne.
2re. Poniewaz z dowodzenija kat CHG=
i;GB, a 'iest kat CHG—EHD, wiec i kat
EMD=EGS8 (pew. 1): (oiest, katy iecjno-
strojne odpowiadajgce sg rowne sobie.
3cie. Kat £110=11GB, dodawszy spdl-
kat M G, bedzie kat EIJD +DHG =
Heli-j_ DHG (pew. 2); aze katy EHO,
i"HG przyjegle, sg rowne summie dwdch
kgiow prostych flwier. 1); wiec i dwa ka-
ty HGB, DJbfG wewnetrzne iednostronne,
sg takze rowne summie dwéch katow
prostych.

Whniosek. Jezeli kat DIIG iest prosty,
bedzie takim i kat 11GB; azatem kazda
liniia prostopadta do iedney z dwéch li-
idy rownolegtych, iest prostopadia i do
drugiey linii.

Uwaga. Widzimy tu, ze z katdw zawar-
tych miedzy bniiami AB, CD, réwnolegle-
mi, a liniia ie przecinaiagcg EF, wszy-
stkie katy ostre sg rowne sobie, i wszy-
stkie katy rozwarte sg miedzy sobg réwne.

20. Twierdzenie.

Dwie liniie réwnolegle Al/i, 1D, zawdr Fig2%
te miedzy liniiami réwnoleglemi AC, 11D,
sg réwne sobie.

Bo poprowadziwszy liniig BC; dwatroy-
katy ABC, DBC, maiace bok BC spoiny,
i po dwa katy przy nim lezace odpowie-
dnie réwne; toiest, kat ACB=CBD, i kat
ABC—BCD (twier. 19), -s3 réwne sobie
(twier. 4), zatem liniig AB=CD.

Wniosek 1. _Jezeli dwie limie AB, CD,
sg réwnolegle irdwne sobie; beda dwie
liniie AC, BD 1gczace konce tych limy,
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rowne i réwnolegte wzgledem siebie. Bo
dwa troykaty ABC, DCB, maigce bok BC
spoiny, bok AB—DC 1z zatozenia, i katy
ABC, BCD naprzemianlegte réwne, sg sobie
rowne (tw.t), zatem bok AC=8D, i kat
ACB=CBI>; a poniewaz to sg katy na-
przemianiegte, miedzy Jimiami AC, BD,
przecietymi od linii trzeciey BC ; wiec
liniia AC iest rownolegta wzgledem linii
BD (twier. 18)

Wniosek Il. W figurze ABDC maigcey
boki przeciwne roéwnolegte, sg tez same
boki réwne, i katy przeciwlegte réwne.

21. Twierdzenie.

Fa 27 Dida katy BAC, DBF, maigce ramio~
nu AB i DE, AC i EF, odpowiednie r6~
wnolegte , i skierowane w iedng strone, sa
rowne sobie.

Bo, przedtuzywszy DE, do spotkania sie
z AC w punkcie G, bedg katy DEF, DGC,
jednostronne rowne, iako zawarte miedzy
réwnolegtemi EF, AC, przecietemi od linii
DEG; aze katy jednostronne BAC, DGC,
sg takze miedzy sobg réwne; wiec Kkat
BAC—DEF (pew. 1).

22. Twierdzenie.

FHg 2« Dwie liniie AB, CD, réwnolegte tczgle-
dem linii trzeciey EF, sg réwnolegte wzgle-
dem siebie.

Jakoz, poprowadziwszy liniig PQR pro-
stopadtg do EF; poniewaz liniia A8 iest
rownolegta do EF, wiec liniia Pit iest
prostopadta do AB (twier. 19. wnio.). Po-
dobnie, poniewaz CD iest réwnolegta do
,EF, bedzie PR prostopadta do CD; zatem
dwie liniie AB, CD, bedac prostopadte do
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trzeciey linii PQ, sa wzgledem siebie rd-
wnolegle (twier. 17).'
23. Zagadnienie.

Aa daney linii prostey DE, ipfzypun-rig. a®
keie na niey danym D, tvykresli¢ kat ro~
wny katowi danemu A.

ramionach kata «lanego, obieram (lwa
.ajviekolwiek punkla B, C, i prowadze li-
ni‘g BC. Na linii DE odcinam Unitg DF =
AC,, iz punktu F, diugoscia BC kreslefltik,
a z punktu D dlugoscia AB, kresle luk
drugi; od punktu G przecieciasie tych
lukéw, do punktéw D, F, prowadze linii©
CD, GF: bedzie iroykat DFG réwny troy-
katowi ABC, gdyz maig trzy boki odpo-
wiednie réwne;zatem kat D=a=A (twier. 9).

24. Zagadnienie.

Ptezez punkt dany C, wziety za liniigda-Fz-30
na AB, poprowadzié r6wnolegltag d& teyze
linii. mm "\

Od punktu C, prowadze Jiniig CD, prze-
cinaiacag pod jakimkolwiek katem liniig
AB; przy linii CD i ptzy punkcie C, kre-
§le kat ECD=CDB: bedzie liniia EF ré-
wnolegta wzgledem AB, gdyz kafcy ECD,
CDB naprzemianiegte sg réwne.

I
ROZDZI AL IV

O WIELOKATACH | WAZNOSCI ICH KATOW.
Opisan ia
I+  Powierzchnia plaska zamknieta ilg-
kolwiek liniiaini prostesni, zowie sie wie-
lokatem czyli wielobokiem. Nayprostszy ze

Wszystkich wielokgtdw iest troykat, ©kto-
rym moéwilismy.
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li. Wielokat Oczterech bokach zowie sie
czworokatem, o pieciu bokach pieciokgtem,
0 szeSciu bokach szeSciokagtem ii. (i.

Fig.3L 11J. Czworokat, w ktorym boki przeci-
wne sg wzgledem siebie réwnolegle , zo-
wie sie réwnolegtobokiem, W réwoolegto-
boku, boki przeciwne, i katy przeciwlegte,
sg rowne wzgledem siebie (tw. 20. wn. 2).

Hg.2 V. .Czworokat, maiacy tylko dvva boki
przeciwne wzgledem Siebie rownolegte,
lecz nierdwne, zowie sie ro cnolegTodakiem
niezupefnyrn, albo trapezem.

Fig.33 Rownotegtobok maiacy cztery Kkaty
proste- nazywa sie prostokgtem.

Fig34 VI. Prostokat bierze nazwisko kwadra-
tu, kiedy ma cztery boki miedzy sobg
rowne.

Fg 3 VII. Réwnotegtobok maigcy wszystkie
boki rdéwne, a katy tylko przeciwne réwne,
zow ie sie kwadratem uko$nym.

VJ[Il. Wielokat maiacy wszystkie boki
1 wszystkie katy réwne, zowie sie wielo-
katem foremnym.

IX. Summa bokéw wielokagta nazywa
sie iego obwodem.

X. tiazda liniia prosta, tgczgca wierz-
chotki dwéch katow przylegtych wrwie-
lokgcie, zowie sie przekatng”.

25. TwierdMnie.

Fig-30 W kazdym troykacie j/ffIC, summa trzech
katéw A, B, C, czyni dwa katy proste.

Bo przedtuzywszy bok AC do punktu

P, i przez punkt C, poprowadziwszy ro-

wnolegtg CE wzgledem AB; bedg katy ABC,

BCE naprzemianlc™e réw ne ; i katy BAC,
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ECD iednostronne tak/e rgrwne (twier. li));
zatem kat ABC+BAC=BCD; dodawszy
spoinie kat BCA, bedzie kgt ABC+BAC +
BCA=iBCD-{-BCA (pew. 2); aZe summa
katéw przylegtych BCD, BCA, iest rowna
dwom katom prostym ftwier. \J; wiec i
summa katéow ABC, BAC, BCA, czyni tak-
ze dwa katy proste.

Whniosek I. Stad wypada, ze w kazdym
troy kacie ABC, przedtuzy wszy bok AC do
punktu D; kat zewnetrzny BCD, iest ro-
wny summie dwdch katow B, A, we-
wnetrznych iemu przeciwlegtych., a prze-
t° od kazdego z nich iest wiekszy.

Il. W troykacie, gdy kat ieden iest pro-
sty, dwa katy pozostate sa ostre, a ich
summa iest réwna katowi prostemu.

. 1. W dwobch tréy katach, gdy dwa ka-
ty iednego, sag réwne dwém katom dru-
giego tréy kata, bedzie i kat trzeci pier-
wszego, rowny katowi trzeciemu drugie-
go tréykata; i te dwa trdykaly sg ré-
wno katne.

IV. W troykacie maigc dna katy wia-
dome, gdy ich summe odeymiemy od dwéch
katéw prostych, otrzymamy waznos$¢ kata
trzeciego.

Y. Wiroykacie rownobocznym, kazdy
kat iest trzecig czescig dwéch, katéw pro-
stych, albo zamyka dwie trzecie czesci
kata prostego. Jezeli wiec kat prosty wy-
razimy przez 1, tedy kat troykata réwno-
bocznego wyrazi sie przez 8.

26. Twierdzenie.

W kazdym wielokacie AUCDEKk, sumFt
ma katow wewnetrznych réwna iest dwom
katom prostym, tyle razy wzietym, ile wie -
fokat ma bokéw\ mniey dwa boki.
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Bo, W? wierzchotka kata A, poprowadzi-
wszy,- przekatne AC, AD it d. do wierz-
chotkéw wszystkichr innych katow; wie-
lokat ten podzieli sie na tyle trdykatéw
ABC, ACD, i t d. ile vtwielokacie iest
bokéw mniey dwa boki; i bedzie summa
wszystkich katéw wewnetrznych wielo-
kata, rdwna summie wszystkich katéw
w tréoy katach. Aze w kazdym tréykacie,
sumuki trzech katow* rowna iest dwom
katom prostym (twier. 25); wiec summa
wszystkich katow wewnetrznych wielo-
kata, rowna ieSt dwom katom prostym
tyle razy wzietym, ile wielokat ma bokow,
Biniey (lwa.

Whniosek. Wiec np. w pieciokacie, sum-
ma katéw wewnetrznych, iest rdwna dwém
katom prostym wzietym . razy 5—2,toiest
rowna 6 katom prostym. Gdyby piecio-
kat byt foremny, wtedy, kazdy iego Kkat
bytby piatg czescig szesciu katow prostych,
albo f Kkata prostego,

Podobnie w sze$ciokgcie, summa katow
wewnetrznych réwna 2)</6—a)=8 kagtom
prostym; azatem w sze$ciokacie foremnym,
.kazdy kat wazy §, czyli | kata prostego.

Uwaga. W wielokgcie ABCDEF, prze-
dtuzywszy boki AB, BC i t. d. w tez sa-
rne strone; bedzie summa katow zewnetrz-
nych wielokata, rowna 4 katom prostym.
Bo kat zewnetrzny GBC, z katem wielo-
kata wewnetrznym przylegtym CBA, czy-
ni summe- réwng dwom katom prostym
(twier. 1); kat zewnetrzny IICD z katem
wewnetrznym DCB, czyni takze sum
me réwng dwém katom prostym, i tak
nastepnie/ Summa zatem katéw  ze-
wnetrznych z wewnetrznymi, bedzie ro-
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wna summie dwoch katéw prostych, tyle
razy wzietey, ile wielokagt ma bokow.
Aze summa samych katéw wewnetrznych
wielokata, iest rowna summie dwéch ka-
téow prostych wzietey tyle razy, ile wie-
lokagt ma bokdéw, mniey dwa; wiec, od
dwéch pierwszych summ roéwnych, od-
lawszy dwie drugie summy roéwne, po-
zostanie summa katéw zewnetrznych wie-
lokata, réwna 4 katom prostym (pew. 3).

* &

KONIEC XIEGI PIERWSZEV.
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XIE,GAII.

/A o ¢ Coomm

I\OZDZIAL V.

O Lt*"IIACH PROSTYCH UWAZANYCH W KOCK,
I .0 MIERZENIU KATOW.

Opis ania
TaM. fi.
Fs- * 1. Liniia prosta FG, taczaca dwa korce
luku FHG, zowie sic cieciwa.

Il. Odcinkiem kota, liazywa sie powierz-
chnia czyli cze$¢ kola, zamknieta lukiem
FHG, i iego cieciwg FG.

Ili. Wycinkiem zowie sie yze$¢ keta,
zamknieta tukiem BD idwoma promienia-
mi BO, CD, poprowadzonemi do koncow
tego luku.

V. Kat BAD zawarty dwiema cieciwami
BA, AD, i maigcy swoy wierzchotek na
okregu kota, nazywa sie katem wpisanym.

Y. Mowi sie, ze figura jakakolwiek iest
wpisana w koto, gdy wierzchotki wszyst-
kich iey katow znayduig sie na okregu kota,
a wtedy koté to nazywa sie opisanem na
tey figurze.

YI. Liniia prosta MN, dotykajgca sieokre- .!
gu kota w iednytn punkcie B, zowiesie stycz-
ng, a punkt B punktchi dotkniecia.

*VIl. Wszelki wielokat iest opisany na
kole, gdy wszystkie iego boki sg stycz-
nemi z okregiem kota ; i w tym razie mé-
wi sie, ze koto iest wpisane w wielokat.
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1 Twierdznie.

huzda $rednica AB, dzieli lioto i iego rFig-2
okrag, -ja dwie roéwne czesci.

Przytozywszy bowiénCdo siebie dwie ii-
gury AEB, ADU, tak aby miaty spoiny podsta-
we AB; liniia krzywa AEB przysta¢ musi (io
linii krzywey ADB, gdyz inaczey wszyst-
kie punktaiedney lub drugiey linii, nie by-
tyby rowno oddalone od $rodka, eoby sie
sprzeciwito naturze kola.

2. Twierdzenie.

Kazda cieciwa Al), iest mnieysza od $re- v>s 2
dnicy AB,

Jakoz , poprowadziwszy promien DC do
konica cieciwy Al); bedzie liniia ztamang
ACD czyli iey réwna AB, wieksza od li-
nii prostey AD. Wiec liniia naywieksza
Wpisana w koto, iest srednica.

3. Twierdzenie.

W kazdeni kole, albo w kotach réwnych,
tuki réwne ograniczaig cieciwy rowne,

i naodwrot, cieciwy réwne ograniczata
tuki réwne.

i tak zatozywszy, ze tuk AMB iest ro-Fig *3
wny tukowi FNE, pedzie i cieciwa A-B=
FE. Bo dwa te luki obrécone wklestoscia-
mi wiedna strone, i potozone ieden na
drugim tak, aby punkt B padi na E, dla
rownosci swoiey i iednakowego zakrzy-
wienia, przystang do siebie; wiec 4 punkt -
A padnie na punkt F, a przeto i iiniia
AB taczaca dwa punkta A i B, przy stanie
do Unii’FE, i bedzie iey7réwna.

Naodwrot, poprowadziwszy srednice AE,
BF; iezeli cieciwa AB~FE, bodzie iuk
AMB=FNE." Bo dwa troykaty ABC, CFE,
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maiace trzy boki odpowiednie rowne trzem
bokom, toiest, AC=CE, CB=CF iAB=FE,
maig i kat ACB=FCE (3,9) (*).Lecz dwate
katy, potozone ieden na drogim tak, aby
liniia CB przykryta liniig CE, przystang
do siebie; i dlaréwnosci ioh ramion, punkt
B padnie na punkt E, a punkt A na punkt
F; zatem i dwa inki AMB, FNE, maigc
wszystkie punkta réwno oddalone od $srodka
kota, przystang do siebie, i bedg rowne
sobie (pcw. YI).

Whniosek I. Wypada stad ze w kole, lub
w kotach réwnych, katy réwne maigce
swoy wierzchotek w $rodku, obeymuig

na okregu tuki rowne; i naodwrdt, iezeli
tuki sg rowne, bedg i katy obeymuiace
ramionami swemi te tuki, i maigce wierz-

chotki w $rodku kota, rowne miedzy soba.
4 Wniosek Il. Na okregu ACBE, wzigwszy
ilekoiwiak tukéw réwnych AE, EF, FG,
GH, i do koncédw tych lukéw poprowa-
dziwszy promienie AD, DE,DF, DG, DH:
poniewaz tuki AE, EF, FG,GH, sa ro-
wne, bedg podtug poprzedzajacego wnio-
sku, i katy ADE, EOF, FDG, GDH, ré-
wne miedzy sobg; zatem ile razy luk
caty AH, iest wiekszy od tuku czgstko-
wego AE, tyle razy i kat caty ADII, iest.
wiekszy od JSgta czastkowego ADE, i na-
odwrét. Stad widzimy, ze jakikolwiek
kat ADH, powigksza sie albo zmnieysza,
w miare powiekszania Jub zmniejszania
sie tuku iego ATI: azatem, % miare
(*) Przestroga. Z dwoch liczb zamknietych nawiasem
i oddzielonycn przecinkiem, pierwsza oznacza Xxie
druga twierdzenie do ktére go sie w tev xie-

dze odwoluiamy. Liczby za$ bez przecinka potozo-

ne vr nawiasie, «znarzaig twierdzenie tCy siegi ,
a Ltéray iest mowa.
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iakiegokolwiek kata, mozna wzig¢ tuk za-
warty miedzy iego ramionami.>w zakre-
Slony z wierzckotka lego kata.

Uwaga. Okragg kola podiug dawniejsze-
go podziatu dzieli sie na 360 czeSci ro-
wnych zwanych stopniami; kazdy stopien
na 60 czeSci réwnych zwanych minutami;
kazda minuta na 60 czeSci réwnych zwa- e
nych sekundami, i t d. Stopieh oznacza
sie przez znak ° potozony nad liczbg; mi-
nuta przez znak  sekunda przez znak ",
i t d Wiec np. dla oznaczenia kata ma-
jacego 23 stopnic, 25 minut, i 24 sekund;
pisze sie 23° 29" 24" i t. d. Poditug za$ no-
wego podziatu, ktéry nie iest wszedzie
przyiety, okrag kota dzieli sie na 400, stu-
pni, stopien na 100 minut, minuta na 100
sekund i t. d. Zatem potokrag, i czwarta
cze$¢ okregu, czyli 180" i 90", podtug po-
dzialu dawnego, odpowiadajg 260% i 100",
podiug podziatlu nowego.

4. Twierdzenie.

Prostopadta AB do promienia AC, z kon- Fig. 5
ca iego wyprowadzona, iest styczng z o-
kregiem kota.

Jakoz, poprowadziwszy iakakolwiek po-
chylg BC, ta bedzie diuzsza od promie-
nia AC (I, 13); ;;atem punkt B bedzie za
kotem: wiec liniia AB ma tylko ieden
punkt A spoti/ly z okregiem kota, przeto
iest styczng ( 11. opis. 6).

Whniosek. Stad wypada, ze promien AC»
poprowadzony do punktu dotkniecia A,

styczney AB, iest prostopadly do tey
styczney.
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5. Twierdzen
lig. 6 Promien CD prostopadty do cieciwy AD,
dzieli te cieciwe, i wsparty na r.iey tuk
A Dna dwie rowne czesci.

go poprowadziwszy promieniu AC, CB;
poniewaz promienie te uwazane wzgle-
dem prostopadley CE, sg Jiniiumi pochy-
temi réwnemi sobie; zatem sg one rowno
oddalone od ley prostopadley (1, 13), wiec
AE—EB. Nadto, poprowadziwszy liniie
AD, DB; poniewaz prostopadta DE prze-
chodzi przez S$rodek linit AB, wiec punkt
D wziety na tey prostopadiey iest réwno
oddalony od punktéw A i B(l, 13. wnio.3),
wiec linila AD—DB: aze cieciw”™ AD, DB,
rowne, ograniczajg luki réwno (3j, zatem
luk ADs=d>B; czyli luk ADB podzielony
iest na dwie roéwne ozesei.

Whniosek. Poniewaz $rodek C kola, $ro-
dek E cieciwy AB, i $rodek wspartego na
niey luku ADB, sg trzy punkta znaydu-
igce sie na iedney linii prostey CED pro-
stopadtey do cieciwy AB/ a do oznacze-
nia potozenia linii prostey dosy¢ iest miec
dwa punkta fi. opis, 1V); wiec kazda liniia
prosta, przechodzaca przez dwa ze wspo-
mnianych punktéw’, przechodzi i przez

0 trzeci, i iest prostopadta do cieciwy. Za-
tem prostopadta ze Srodka cieciwy wypro-
wadzona, przechodzi przez $rodek kota, i
$rodek tuku ograniczaicicogo cieciwe.

6. Twierdzenie.

Hg. 7 w kazdem kole, dwa tuki PB, BA., za~
warte miedzy styczna. PQ, a cieciwa do
niey r.0wndhgfa EA, sg réwne sobie: ¢a-
Aziez dwa tuki BAT, AIS, zawarte miedzy

" (litiema ciemwami réwnolegtemi EA, MN,

>sit. rowne miedzy sobu.
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Jakoz, poprowadziwszy promien XB pro-
stopadty do cieciwy EA, ten bedzie pro-
stopadly ido cieciwy MN, rownolegtey
do AE (I, 19..wit.  zatem przechodzi¢ on
bedzie przez $rodek luku EBA, i $rodek
luku MBN (59: bedzie wiec luk EB=BA
*tok MB~BN ; od dwdch pierwszych tu- ,
koévv, odigwszy dwa drogie, pozostanie
Juk EM—AN (pcw. II1).

7. Twierdzenie.

Kat ABC, zawarty miedzy styczng ABFs
i cieciwa BC, y/m za miara potowe tuku
B(}, zawartego miedzy tego ramionami.

Bo poprowadziwszy promien ED, pro-
stopadty do cieciwy BC, ten podzieli cie-
ciwe te w punkcie (), aiii,- BEC, w pun-
kcie E, na dwie row ne czesci (5). Popro-
wadziwszy nadto promien BD, do pun-
ktu dotkniecia B styczney., (en bedzie
prostopadty do styezney AB (4. wnio.J;
nakoniec punkta C i D zigczywszy iini-
ig CD: dwa troykaty prostokatne BOD,
COD, maigce bok OD spoiny, bok BO=d)C,
sg row™ne sobie (I, 3), a seatem iest kat
CBD=C, i kat BDOz=ODC- AZzZe kat ABC
z katem CB.O, czyni kat prosty; a wtrdy-
kgeie COD, kat ODC 1z katem C—CBD,
czyni takze kat prosty (I, 25. wnio. 2); wiec
kat ABC—ODC (I, 2. wnioj: kata zas ODC,
téwnego potowie kata BDC, miarg iest
potowig iuku BEC (3. wwn. 2), wiec i kag-
ta ABC, zawartego styczng i oieciwrg, iest
»»'jarg potowa luku BEC, zawartego mie-
nzy iego ramionami.

itniosek I. Kat DBF wpisany w koto, kg
ma za miare potowe tuku \DF zawartego
Miedzy iego ramionami. Bo kat AEF, za-
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warty styczna AE i cieciwg FE, ma za
miare potowe luku EOF; a kat AED za-
warty taz styczng, i cieciwg ED , ma za
miare potowe luku ED; zatem kat DEF,
ktéry iest réznicg tych dwéch katéw, miec
bedzie za miare .potowe roéznicy dwdch
tukow EDF i ED, czyli potowe luku DF.
1. Wszystkie katy DEF\ DBF, D(

6e(lace w tym samym odcinku DEBCF,
sd réwne sobie ; gdyz kazdy z nich ma za
miare potowe tuku DF.

wi%io ID. Wszystkie kagty ABC, ADC, wpisa-
ne w pétkole ABDC, sag proste; bo kaz-
da z tych katéw mu za miare potowe pat-
okresu ABC. * *

fi*xu V. Kazdy kat ABC, wpisany w odcinek
ABC wiekszy od po6tkola, iest ostry; a kaz-
dy kat ADC, wpisany w odcinek ADC
mnieyszy od poétkola, iest rozwarty: bo
pierwszy z tych katéw, ma za miarge po-
towe luku ADC mnieyszego od potokre-
gu, a drugi, potowe tuku ABC wiekszego
od poétokregu kota.

Fig12 V. W czworokgcie ABCD wpisanym
w koto, dwa katy B, D, sobie przeciwlegte,
wziete razem, wazg dwa katy proste: bo
kat B ma za miare potowe +tuku ADC,
a kat D, potowe tuku ABC; aze te dwa
luki razem wziete skladnig caty okrag
ABCD; wiec dwa katy B i D, maig za
miare potowe okregu kota, zatem ich sum-
ma iest rowna dwom katom prostym.

8. Twierdzenie.

FHg 13 W kole, kat BAD maigcy wierzchotek
A miedzy S$rodkiem a okregiem kota, ma
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za miare potowe tuku UJ), zawartego mie-
dzy {ego ramionami , wiccey potowa tutin
J O, zawartego miedzy przedtuzeniami
tych ramion.

Bo, poprowadziwszy cieciwe GM ro-
wnolegta do FD; bedzie luk FG=DM
(6), i kat BAD=BGM (1, 19); zatem kaz-
dy z tych katow mie¢ bedzie ten sam luk
za miare : aze kata wpisanego BGM iest
miarg luk BDM (7. wnio. 1), czyli luk

Q .

BP~.DM= BD4.FG.Miecimiarg kata BAD
2 2 2 2

iest luk gD+FG,
2 2
9. Twierdzenie.

Kat RAD, maigcy wierzchotek A za ©*Fig.i4

kregiem hotd,, a obeymuigCy ramionami
swemi tuki BD, ( E, ma za miare potowe
réznicy tych tukoéw. o’

Jakoz* poprowadziwszy cieciwe EF ro-
wnolegtg do AB; bedzie luk BF=CE (8),
i katFEDs=:BAD (1,19); zatem kazdy z tych
katéw mie¢ bedzie ten sam luk za miare:
aze kat FED wpisany, ma za miare potowe
lukii FD (7. wnio. 1), ktéry iest r6znicg mie-
dzy lukiem BFD a lukiem BF=CE, wiec
i kat BAD ma za miare potowe roznicy
dwéch tukéw BD, CE.

10. Twierdzenie,

Kazdy wielokgtforemny ABCDRFA
ze hy¢ wpisany w kolo, i opisany na kole.
Bo 16d, wystawiwszy sobie, ze punkt
Q i6&srodkiem kota, ktérego okrag pape-
chodzi przez trzy punkta A, B, C; okaze-
my, ze tenze okrag przechodzi przez pun*
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kta D, E, F, wielokata danego. Jakoz, z pun-
ktu\0. spusciwszy prostopadtg OH do cieci-
wy BC i poprowadziwszy liniie AO,OBit. d.
Dwa czworokaty OABH, OHCD, potozone
ieden na drugim tak, aby bok OH miaty
$§pdlny, przystang do siebie: iest bowiem
kat prosty OHB= OHC, i bok HB=HC
(5.)j zatem punkt C padnie na punkt
B, a dla rownosci kata C z katem B, ia-
ko w Wielokacie foremnym, liniia CD wez-
mie kierunek AB, i punkt D padnie na
punk A, gdyz CD=AB; zatem liniia OD
przystanie do linii OA, i bedzie iey réwna:
aze liniia OA iest promieniem, wiec iest
nimi liniia OD; zatem okragg kotaprzeydzie
przez punkt D. Podobnie okaza¢ mozna, ze
tenze okrag przeydzie i przez punkta E i F,
zatem wielokat foremny ABCDEFA bedzie
wpisany w koto /I1. opis. V.;.

2re. Z punktu O, poprowadziwszy pro-
stopadte OK, OL it. d. do bokéw CD,DE
i t d wielokata; wszystkie te prostopadite
feedg rowne sobie. Bo poniewaz boki BC,
CD, igko w wielokacie foremnym, sa ro-
wne, wiec i bokow tycb potowy HC, CK
(5-)* beda rdéwne miedzy sobg. Zatem
dwatrojkaty prostokatne HOC,CKO maia-
cehok HC=CK, i bok CO spoiny, sg réwne
wiec bok OH=0OK; podobniedowies$¢
mozna, ze prostopadta OK=0OL, i tak na-
stepnie: wiec z punktu Opromienieni OH,
zakresliwszy okrag kota, ten dotknie sie
wszystkich bokoéw ‘wielokata w ich $rod-
kach, przeto okrgg ten bedzie wpisany
W wielokat, czyli wielokat foremny bedzie
opisany na kole.
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Uwaga. 1. Punkt O, Srodek spélny koli
wpisanego i opisanego na wielokgcie fo-
remnym, uwaza¢ mozna za S$rodek tego
wielokata; i dla tego kat AOR zawarty dwo-
11,1 promieniami do koncéw boku AB pO-
prowadzonemi, zowie sie katem S$rodko-
wym. A poniewaz wszystkie cieciwy AB,

i t. d- sa rowne, przeto wszystkie ka-
ty srodkowe, sg rowne miedzy sobg; za-
tctn wartos¢4kazdego z tych katéw wy-
naydziemy, podzieliwszy 4 kat}7 proste,
PI’Zez liczbe bokoéw wielokata foremnego.

1. Aby w dane koto wpisa¢ wielokat
foremny, o pewney liczbie bokdw, dosyé
fest okrag tego kota podzieli¢ na tyle cze-
§ci rownych, ile wielokat ma bokow, i
punkta podziatéw potgczyé liniiauii pro-
stemi. Bo z przyczyny tukoéw rdéwnych,
beda i cieciwy AB, BC i t. d. rowne/ za-
tem wielokgt ABCJD ..bedzie réwnobocz-
ny. A ietroykaty OAB, OBC.... procz bo-
kow7 AB, BC .. rownych, maig inne boki
w punkcie O schodzace sie, réwne pro-
mieniowa kota, azatem i miedzy sobg ro-
wne; przeto troykaty te sg réwnokatne;
a zatem wszystkie katy ABC, BCD.. be-
dg rowne; w*iec wielokat ABCD . . bedzie
foremny.

Chcac np. w dane koto wpisa¢ kwhdrat,
dosy¢ iest przez Srodek kota poprowadzié
dwie Srednice do siebie prostopadte, i kon-
ce tych srednic potgczy¢ liutilami prostemi.

11. Twierdzenie.

Rok szesSciokata foremnego tepisanego
w koto, iest rowny promieniowi tego kota.

Bo, uwazaigc liniig AB za bok szescio-Fig-**
kata foremnego wpijanego wr kolo; w trdy-
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Itagcid6 ABO zawartym, tym bokiem i dwoma
promieniami AO, OB, bedzie kat AOB sz6-
stg czescig 4 katow prostych (10. uwag 1);
czyli, wzigwszy kat prosty za 1, bedzie
kat AOB=|=ac|; aze dwa katy pozostate
ABO, BAO, troykata rdéwnoramiennego
ABO, czynig razem 2—f, czyli | (1,25 ),
i sg miedzy sobg rowne (I, 15); przeto
kazdy z tych katéw iest= |; wiec troy-
kat ABO iest réwnoboczny (I, 25. wn. 5):
zatem bok AB szeSeiokgta foremnego wpi-
sanego w kolo, iest réwny promieniowi
tego kota.

Whniosek I. Chcac wpisaé szeSciokat fo-
remny w dane kolo, potrzeba promien tego
kota przenies¢ sze$¢ razy na iego okrag,
i punktu, iego podziatow potgczyé limimni
prostemi.

Fg 6 1. Maigc wpisany w koto szeSciokat

foremny ABCDEF, iezeli wierzchotki ie-
go katow A, E, C, potaczymy liniiami
prostemi AE, EC, CA, utworzy sie trdykat
rownoboczny AEC wpisany w Kkoto.

Uwaga. Poniewaz kazdy wielokat fo-
remny moze byé wpisany w koto, i opi-
sany na kole (10 ;/ i im wieksza bedzie
liczba bokow, kazdego z tych wielokatéw,
tym sie one bardziey bedag zbliza¢ do
kota, tak dalece: ze wystawiwszy sobie
dwa wielokaty foremne o nieskonhczoney
liczbie matych bokdw, ierfcn wpisany
W koto, a drugi opisany na niem, obwdd
kazdego z tych wielokatéw bedzie nie-
skonhczenie mato rézni¢ sie od okregu ko-
ta samego: idzie stad, ze obwdd wielokagta
forewnego o nieskonczoney liczbie matych,
kokéw uwaza¢ mozna za okrgg kota, asam
wielokgt za kolo. .
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12. Zagadnietny+

Dany kat MAC podzieli¢c na dwie ro6-Hg 17
wne czesci

Z wierzchotka kata A, iako $rodka ko-
la* promieniem jakimkolwiek, kresle tuk
ppzecinaigcy ramiona danego kata w pun-
ktach M i N, i prowadze cieciwe MN, z pun-
ktéw znowu M, N, iako srodkdw, promie-
niem wiekszym od potowy cieciwy MN;
kresle dwa tuki przecinajace sie w pun-
kcie O, i prowadze liuiig AD, ktéra po-
dzieli kat dany A na dwie réwne czesci.

Bo kazdy z punktéw A i D, iest rowno
oddalony od koncéw cieciwy MN; zatem
liniia AD przechodzi przez $rodek tey
cieciwy, i iest do niey prostopadia (I,
13. wn. 3); podzieli wiec tuk MN, a prze-
to i kat A maiacy ten tuk za miare, na dwie
rowne czeSci (.5).

Tym samym sposobem mozna podzieli¢
kazdy z katéw BAD, DAC, na dwie ro-
wne czesci, a przez tak nastepne podzia-
ty, kat dany A podzielimy na 4, 8, J6,
i t d czeSci réwnych.

Uwaga. Podobne wykreslenie stuzy do
podzielenia da-nego luku na 2, 4, 8, i4. d.
cze Sci réwnych.

13. Zagadnienie.

Dany kat prosty AGD, maiacy za- mia~Fig.is
re tak AD, podzieli¢ na trzy réwne c/.eAcL
cOd punktu A do S, przenosze promien
CA; bedzie tuk viS—60° (1li ), a pozosta-
ty tuk 08—30°. Przenosze znowu ten
sam promien od punktu D do E, bedzie
luk a pozostaty luk EA=30%*;
Zatem tuk SE iest takze réowny 30°.° aze
katy 1)CS, SCE, ECA, mierzone tukami
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rownemi DS/SE, EA, sg rowne sobie
(3, wnio. 2); wiec dany kat prosty ACD,
iest podzielony na trzy réwne czesci.
Uwaga. Co sie tyczy ieometrycznego
sposobu dzielenia kata na trzy réwne cze-
§ci zapomocg liniiatu i cyrkla, zagadnie-
nie to, nie moze by¢é rozwigzane tylko
w niektérych szczegdlnych przypadkach;
a w innych, poprzesta¢ nalezy na sposo-
bie praktycznym , na satrtey tylko proébie
opartym, ktory zrecznie wykonany, pro-
wadzi do podziatu dosy¢ doktadnego; i
takiego sposobu uzywac¢ sie zwykto do
dzielenia katana5,7 it <l czeSci réownych.
14. Zagadnienie.

Hg. 19 Maigc dane dwa katy .4 i B, tréykata,

znale$¢ kat trzeci.

Prowadze liniia prostg nieograniczong
DEF, i na tey przy punkcie jakimkolwiek
E, kresle kat DEC= katowi A, i Kkat
CEH= katowi B; bedzie kat pozostaty
HEF, katem tréykata szukanym: bo tctrzy
katywziete razem, czynig dwa katy pro-
ste (1, 1).

15. Zagadnienie.

Fig.20 Maicie dane dwa koki U i C, trdykata,

i kat A temi kokarni zawarty, wykresli¢
troykat.

Prowadze liniig nieograniczong DE, i
na tey przy punkcie jakimkolwiek D,
kresle kat EOF—katowi A, biore liniig
1>G—B, DII=rC, i prowadze liniig GH;
bedzie tréykat DGH szukany (i, 3).

16. Zagadnienie.

Fig-21  Maicie dany bok troykata, i dwa katy

przf tym koku lezace, wykresli¢ troykat.
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Prowadze liniiag DE réwna bokowi da-"ig ai
Woinu tréykata, i przy punkcie D, kresle
kat EDF réwny iednemu, a przy punkcie
E kat DEG, réwny drugiemu z katéw da-
nych ; dwie linie DF, EG przetng sie
z sobg wr punkcie H, utworzy sie wiec
troykat DHE zadany (1, 4).

17. Zagadnienie.

Z trzech danych liniy A, B, C, wykre-
$li¢ troykat.

Prowadze liniig DE=A, i z punktu E Fs*ai,
tako srodka, promieniem réwnym linii B
kresle luk, a z punktu D promieniem ro-
wnym linii C kre$le luk drugi; od pun-
ktu F przeciecia sie tych lukéw, do pun-
ktow D, E, prowadze liniie FD,EE;be-
dzie troykat DEF szukany (1, 9).

18. Zagadnienie.

Znale$¢ Srodek danego kota.

Biore na okregu kota trzy iakiekolwiekF‘g-23
punkta A, B, C; prowadze liniie AB, BC,

i te dziele na dwie réwne czeSci w pun-

ktach D i E; z punktow tych poprowadzi-

wszy prostopadle DF, GE do liniy AB,

fiC; punkt przeciecia sie 0, tych prostopa-

diych , bedzie S$rodkiem kola szukanym
wnio.)”

Uwaga. To samo wykreslenie stuzy do
poprowadzenia okregu kota przechodzace-
go przez trzy punkta dane A, B, C, tudziez
do opisania troykata ABC kolem.

19. Zagadnienie.

Przez punkt dany poprowadzi¢ stycznaHg 24
do okregu kota danego.

lod. Jezeli punktdany A iest naokregu

°ta, wtedy poprowadziwszy promien CA,
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a 7 punktu Aj prostopadta DA da promie-
nia CA ybeflizie prostopadta ta styczng za-
dang (i),

2re. Jezeli punkt A iest za kotem, wte-
dy ztgczywszy ten punkt ze Srodkiem C
kota danego, liiiiig CA, dziele ig w pun-
kcie O na dwie réwne czesci; z punku O
iako $rodka, promieniem OC kresle okrag,
mprzecinajacy okrag danego kota w pun-
ktach B, D, i prowadze tiniig AD, ktdra
bedzie styczng zadana.

J8o poprowadziwszy tiniig CD, bedzie
kat CDA w potkolu prosty (7. wn. 3),
zatem liniia AD iest prostopadtg z konhca
D promienia CD wyprowadzona, wiec iest
styczng (5).

ROZDZ1ALtL V.

O MIERZENIU POWIERZCHNI.
Opisania

l. Do mierzenia powierzchni uzywa sie
zwyczaynie kwadratu , ktéry, gdy ma bok
ieden réwny diugosci saznia, tokcia, sto-
py, cala it d. nazywa sie sazniem kwn-
dratowym, tokciem, kwadratowym, stopa
kwadratowa, calem kwadratowym i t.d.

Mierzy¢ zatem iakgkolwiek powierzch-
nig, iesito dochodzi¢ ile razy miesci sie
w niey kwadrat za miare czyli iednos¢
wziety.

2% n. Wysokoscig rownolegtoboku
albo troykata ABO , nazywa sie prosto-
padta BE , / wierzchotka ktdregokolwiek
kata B, na bok przeciwlegty AD, przedtu-
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zony iezetli tego potrzeba, spuszczona. Ten
bok AD zowie sie podstawg réwnolegto-
boku, albo troykata.

I1l. W prostokacie, bok iego iest razem
wysokoscia.

IV. WysokoS$cig trapeza ADBC, nazywa*”".20
SI? prostopadta DE, spuszczona z wierz-
chotka ktéregokolwiek iego kata D, na
bok przeciwlegty AC zwany podstawg.

V. Dwie figury, rézne co do ksztattu,
'cez réwne sobie co do powierzchni, na-
sywaia sie figurami réwnowaznemi. | tak,
bolo inoze by¢ rownowazne kwadratowi,
Iroykatowi, prostokatowi, i t d.

Nazywac za$ bedziemy zaw;sze figura-
mi roéwneini te tylko, ktére potozone, ie-
dna na drugiey, przystaig do siebie we
w szystkicb swoich punktach: takieini figu-
rami sg np. dwa trdykaty inaigce trzy bo-
ki odpowiednie rdwne, dwa kola réwnych
promieni, it d.

20. Twierdzenie,

Dwa rownolegtoboki ABCD, ABEF, ma-Fg. 27
igca tez same podstawe AB, i spoinawy-
soko$é ZIA, sa rGwnowazne.

Bo w réwnolcgtobokach ABCD, ABEF,
mst bok AD==CB, bok AF=rBE(WIV.0p.3),
nadto iest bok DC=AB i bok EF = AB,
Nateni bok DC—EF (pcw. 1.J; gdy za$ od
bnji DE, odeymiemy kazdg z liniy 1)C,
EE, pozostanie linila CE—DF (pew. Ill):
dvva wiec troykaty DAF, CBE, maigce trzy
boki odpow iednie réwne trzem bokom, sg
i°wne sobie (1, 9). Aze gdy od czworo-
kata ABED, odeymiemy troykat CBE, po-
zostanie rownolegtobok ABESJ; i gdy od

80z czworokata ABCD, odeymiemy troy-

6
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k$ DAF, pozostanie rownolcgtobok ABEF,
révvnv co do powierzchni réwnolegtoboko-
wi ABCO ( pcw. Ill.); wiec dwa réwnole-
gtobnki, iedney podstawy, i iedney wyso-
kosci, sa rownowazne.

Whniosek 1 Kazdy rownolcgtobok AC
(fig. 27 bis.), iest roGwnowazny prostoka-
towi AE, niaiacenm tez sarne z nim pod-
stawe AB, i tez sarne wysokos¢ AF-

Whniosek Il. Dwa prostokaty rowney pod-
stawy iwysokosci, sa rowne sobie.

21. Twierdzenie

Fg 28 KcTZdy troykat ABC, iest potowg réwno-
legtoboku ADRCy ranigcego z nim te same
podstawe ACy i wysoko$¢ spoina RX.

Jakoz'z natury réwnolegtoboku AB, iest
bok DB=AC, bok AD=BC; zatem dwa
troykaty ADB, ACB, maigce nadto bok
spolny AB, sg réwne sobie (1,9): aze te
troykaty razem wziete, skiadaig réwno-
legtobok caty AB; wiec kazdy z troyka-
tow ADB, ACB, jest potowa réwnolcgto-
boku AB.

Whniosek 1. Troykat ABC, iest potowa
prostokgta EC, maigcego z nim te sarne
podstawe AC, i sp6lng wysoko$¢ AE; gdyz
prostokat EC iest réwnowazny réwnole-
gtobokowi AB CIQ wnio. ).

Whniosek Ib Poniewaz roéwnolcgtoboki
maiace tez saine podstawe i wysokosé,
sg rownowazne (20); a tréykaty tey sa-
mey podstawy i wysokos$ci, co i rowno-
legtoboki, sg ich potowami; wiec wszyst-
kie troykaty maiace rowne podstawy, i
réwne wyso iosci >sg rownowazne.
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22. Twierdzenie.

Powierzchnia iakiegokolwiek prostokgtami 29

ABCD, jest rowna iloczynowi z tego pod-
stawy fie, przez tcysokosc AB.

"Przypusémy naprzykitad, ze tokiec
Wziety za iednos¢ Jiniiowg, miesci sie 4
razy w podstawie BC, a 3 razy w wyso-
kosci AB, prostokata AC. Przez punkta
podziatow E, G, poprowadzmy wzgledem
BC, liniie rownolegte EF, GH; te podzie-
la prostokagt AC na trzy prostokaty AF,
EH, GC, réwne (20. wn. 2): przez pun-
kta znowu podziatéw I, L, N, poprowadz-
my wzgledem wysoko$ci AB, liniie ro6-
wnolegte JK, LM, NO; te podzielg kazdy
z prostokatow AF, EH, GC, na tyle tok-
ci kwadratowych, ile iest podziatéw w pod-
stawie BC, toiest na 4. Aze dla otrzyma-
nia liczby kwadratéw zawartych w ca-
tym prostokacie AC, potrzeba liczbe kwa-
dratéw zamknietych w iednym prostoka-
cie GC, powtorzy¢ tyle razy, ile iest po-
dziatow w wysokosci AB, to iest razy 3;
zatem powierzchnia prostokgta AC, zamy-
ka¢ bedzie 4 tokcie kwadratowe wziete
razy 3, czyli 12 tokci kwadratowych:
Wiec taz powierzchnia wyrazi sie ogdélnie
przez iloczyn z BCX *B (%).

O) JYhSwi sie tylko przez skrocenie, zc powierzchnia pro-
stokata iest réwna iloczynowi z iego podstawy przez,
wysokos¢: gdyf wiasciwie nalezatoby powiedzie€,
ze powierzchnia prostokata iest réowna pewney
liczbie kwadratow, réwnych ustawionych na ie-
go podstawie, albo na wysokosci, tyle razy wzie-
tych, ile razy miesci sie bok iednego z tych

kwadratow W wysokosci, albo w podstawie pro-
stokata.
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Uwaga. Ten sam sposdb dowodzenia siu-
zy i na przypadek, w ktéorym iednosSe za
miare wzieta nie miesci sie zupalnie
w podstawie , albo w wysokosci prosto-
kata. Bo dayiny np. ze ta iednose miesci
sie w podstawie BC, razy 3§, » w wysoko-
§ci AB, razy 4. Poprowadziwszy roéwno-
legle wzgledem BC i AB; prostokat AC po-
dzieli sie na 12 kwadratéw roéwnych, i 4
prostokaty Eli, FE, GM, LIC, ktére sa ro-
wne miedzy sobg: gdyz kazdy z tych pro-
stokagtow ma podstawe réwng bokowi EF
kwadratu, awysokosé=sEIF=|; te 4 pro-
stokagty razem wziete, sg réwne jednemu
kwadratow i maigcermi za bok EF; wiec
prosii kat AC zwiera¢ bedzie 13 réwnych
kwadratéw', toiest liczbe taka, iaka why-
pada z pomnozenia 4 przez 3£.

Whniosek I. Jezeli prostokgt AC iest kwa-
dratem, toiest, iezeii podstawa BC iest
rowna wysokosci AB, wtedy powierzch-
nia tego prostokata bedzie réwna iloczyno-
wi z BCX BO—bc2

Whniosek 11l Powierzchnia iakiegokolwiek
rowuolegfohohu AC (fig- 27. bis), réwna
iest iloczynowi z iego podstawy AB, przez
wysoko$s¢ AF. Bo rdéwnolegiobokj AC iest
rownowazny prostokatowi FB, maigcemit
te sarne z nim podstawe AB i spoing wy-
soko$¢ AF (20. wm. |); aze ten prostokat
iest rowny A8X~"F, zatem bedzie iréwno-
legtohok AC— AB X AF-

Hg 28 Wniosek IlIl. Powierzchnia iakiegokol-
wiek troykata ABC, iest réwna iloczyno-
wi z podstaiby AC, przez potowe wysoko-
§ci UX trdykata* Bo troykat ABC iest po*
lowg réwnolegtoboku BA, tey samey z nim

/



Biblioteka Cyfrowa UJK
http://dtib¥a.ujk.edu.pl

podstawy, i wysokosci (21)); acze rownole-
Elobok BA=ACXBX, wiec bedzie troy-
at ABC=IXACXBX=ACXBX.
"2

Whniosek 1V. Oznaczywszy powierzchnie
dwéch réwnolegtobokdw przesz B, r, pod-
stawy przez F, p, wysokosci przez W, w;
bedzie 1— F)( W, r=p X WJ czyli B:r=
P X W: pX w* Ztey proporcji, przypusci-
wszy w niey P= p, i podzieliwszy drugi
stosunek przez F, wypada /?: r=W: w;
toiest, ze réwnolegtoboki maiace réwne
podstawy, maia sie do siebie iak ich wy-
soko$ci. T7atcy samcy proporcji, przypu-
§ciwszy w niey \Y=w, i podzieliwszy dru-
gi stosunek przez W, wypada B:r=P: p;
toiest: ie rownolegfoboki rowney wysokosci
maia sie do siebie iak ich podstawy.

Whniosek V. Poniewaz trojkaty sa po-
towami rownoleglobokow tey saniey z nie-
mi podstawy i wysokos$ci ; a potowy sgdo
siebie w tym samym stosunku, co ich cato-
§ci : wiec troykaty rowney podstawy, maia
sie. do siebie iak Wysokosm a troykaty
rownych wysokosci, maia sie do siebie iak
ich podstawy.

23. Twierdzenie

Powierzchnia trapeza ABDC, test rd Hg so
wna iloczynowi z iego wysokos$ci AF, przez
potowe summy bokéw AB, CD rédwnolegtych;
albo réwna iloczynowi ztey samey wyso-
koscj, przez liniig taczgep sSraodki dwoch
bokoir AC, BD nierdéwnolegjych.

Bo l6d. poprowadziwszy przekatng AD,
ta podzieli trapez na dwa troj katy ABD,
ACD, z ktorych pierwszy iest—AB X AF

(22 wm 3), a drugi— CDX AF; zatem surn-
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ma tych dwodoh troykatow, czyli powierz-
chnia trapeza ABDC icst =» AB X ™ +

CD X AF=AF(AB + CD).
2 , 2
2re. przez srodek O, bokuBD, poprowadz-
my GK roéwnolegtg do AC, i przecinajaca
przedtuzony bok AB w punkcie G; nadto
poprowadzmy O rownolegta do CD; beda
czworokaty ALOG, LCKO, réwnolegioboka-
mi (1,20. wn. 2). Aze zréwnosci dwéh troy-
katow BOG, KOD, maigcych bok BO— OD
z wykreslenia, katy przy O wierzchotkiem
przeciwlegte rowne, i katy GBO, ODK na-
przemianlegte rowne, wypada fi, 4), bok
BG=KD,0G—O0K, aw réwnolegtobokach
AO,LK, iest OG=AL,i OK=LC; zatem At =
LC(pew.-1). Wiec liniia LO przechodzi przez
srodki dwéch bokéw AC, KGréwnolegtych.
A poniewaz taz liniia LO=AG=3CK; zatetn
L0O=AG + CK=AB+BG + CK=AB + CD,
2 2 2 :
gdyz BG=KD. OkazaliSmy zas, ze po-
wierzchnia trapeza ABDC=AFXfAB-f-CD),
2.
przeto taz powierzchnia wyrazi sie ie-
szcze przez AF Xk<O;to iest, przez iloczyn
z wysokosci trapeza przez liniiataczaca
Srodki dwoch iego bokoéw nicréwnoleglych.
Uwagar. Chcagc doy$¢é powierzchni wie-
lokata oiakieykolwiek liczbie bokow, na-
lez} go podzieli¢ na troykaty, przez prze-
katne, albo przez iiniie poprowadzone od
punktu wewnatrz wielokgta obranego, do
wierzchotkéw wszystkich iego;katow, i
doys¢ powierzchni kazdego z tych troyka-
tow; a wzieta summa powierzchni tréykatow
wszystkich, bedzie szukang powierzchnig
wielokgta danego.
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24. Ttcierdznie.

Powierzchnia wielokgta foremnego Fit
AlICDE, issf réwna iloczynowi z tego ob-
wodu przez potowe prostopadfey OH
spnszczoney ze Srodka O wielokata, na bok
iego ktérykolwiek BC.

Bo troykat BOC=BC X0 Il (22. wnio. 3J;

2

troykat COD=CDXO/i; aze prostopadta

2
OH=r.OK (10), wiec summa tych dwdh troy-
katéw hedzie=:( BC-f-CD) X OH* Wynay-
2
dziemy podobnie powierzchnie troykatéw
I>0E, EOA, AOB. A zatem summa troy-
katéw sktadajacych wielokat catyABCDEA,
czyli iego powierzchnia, ma za miareg
(BO + CD+ DE+EA + AB)X OH; toiest,

2
réwna sie iloczynowi z obwodu wielokata,
przez potowe prostopadiey spuszczoney z ie-
go Srodka na bok wielokgta ktorykolwiek.

Wniosek I. Powierzchnia kota réwna
iest iloczynowi z iego okregu przez poto-
we promienia. Bo koto uwaza¢ mozna za
Wielokagt foremny o nieskonczoney licz-
bie matych bokéw (Il. Uwaga). Aze w ta-
kim wielokacie prostopadta spuszczona
z iego Srodka, na bok iego ktorykolwiek,
nie rézni sie od promienia, a obwod od
okregu kota; wiec powierzchnia kota ma
za miare iloczyn z okregu przez potowe
promienia.

Whniosek Il. Powierzchnia wycinka ko-
towego, réwna iest iloczynowi z tuku stu-
zacego za podstawe wycinkowi, przez po-
towe promienia kota. Bowycinek uwalac
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mozna iako ztozony z nieskonhczonej licz-
by trdykatéw, majgcych za podstawy iuki
wycinka, a za wysoko$¢ promien iego
kota.

Hg 23 Uwaga. Gdy od wiadomey powierzch-
ni wycinka AOBG odeymiemy powierzen -
nig -trojkata AOB, otrzymamy powierzch-
nig odcinka AGB.

25. Zagadnienie.
Dany wielokat zamieni¢ na trdoykat ie-
mu réwnowazny.

Fig.32 Niech naprzykiad, danym wielokgtem
bedzie pieciokagt ABCDE. PoprowadZmy
przekatng EC, aprzez wierzchotek D tréj-
kata DEC, liniig DF roéwnolegtag wzgle-
dem podstawy EC, i przecinaigcg prze-
dtozony bok AE w punkcie F :ciwa tréj-
katy FEC , DEC, maigce spoing wysokos¢,
i te sarne podstawe, beda réwnowa-
zno (21. wiiip. 2). Do kazdego z tych troy-
katéw, dodawszy czworokgt ABCE , be-
dzie czworgkat ABCF , réwnowazny pie-
ciokatowi ABCDE (pew. 2). Jezeli znowu
poprowadzimy przekatng BF, i zrobimy
wykreslenie podobne poprzedzajacemu,
okazemy tym samym sposobem, ze tréy-
kat GFC iest rdéwnowazny czworokato-
wi ABCF, a zatem i pieciokgtowi ABCDE.
Sto-suigc to samo rozumowanie do jakie-
gokolwiek wielokata, i za kazdem wy*
kreslenrein liczbe iego bokdéw zmnieysza-
igc iednyin, przyjdziemy do trdykata ro-
wbowaznego wielokatowi.

JPrzyktady.
I.  Znales¢ powierzchnig prostokgta ma-
jacego podstawe = 21, 37 tok. a wyso-
kos¢=9, 24 tok.
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Powierzchnia szukana bedzie—21, 37 X
9, 24s=-197, 4588 tokci kw. (22).

Il. Znale$¢ powierzchnag troykata ma-
jacego podstawe=48 lok. awysokosé=r3lok;

Powierzchnia szukana bedzie= f X47?=
7 tok. kw. (22- wn. 3).

I1l. Znale$¢ powierzchnig roéwnolegto-
boku, ktérego podstawa ma 6 sgzni, 4 stép,
5 cali i6 liniy; a wysoko$¢ zawiera 4
saznie, 5 stop, 8 cali i 9 liniy.
Poniewaz sazen kw. ma 36 stop kw*
Stopa kw. zamyka 144 cali kw.

Cal kw. ma 144 liniy kw.
Linjja kw. zawiera 144 punk. kW* i t. d.

Wiec wysoko$¢ 4 sgzni, 5 stép, 8calii9
liniy wyrazona w liniiach, bedzie 4281

Podstawa 6 sgzni, 4 stép,

5 cali, 6 liniy, wyrazona w lin. 5826

Stad iloczyn . e * 249411061in kW.

Podzieliwszy ten iloczyn przez 144, wypa-
dnie na iloraz 173202 cali kw. i18lin. kw.

Podzieliwszy znowu 173202 przez 144,
wypadnie 1202 stép kw. i 114 cali kw.

Podzieliwszy na koniec 1202 przez 36,
wypadnie 33 sazni kw.il4 stop kw.Zatem
szukana powierzchnia rownolegioboku iest
rowna 33 sazni kw. Il stop kw. 114 cali
kw. i 18 liniy kw.

KONIEC X1ECL DIttICIJHV;
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X1EGA IL
ROZDZIAL VIL

O PODOBIENSTWIE Fl«t«.
Opisania

I. Dwie figury sg podobne, gdy maig ka-
ty odpowiednie réwne, a boki odpowiedne
proporcyonalne. Przez boki odpowiedne
rozumieig sie te, ktore maig iednakowe
potozenie w obu figurach, czyli ktére sg
przylegte katom réwnym.

Il. Dwie figury rowne sa zawsze po-
dobne, lecz dwie figury podobne moga by¢
wcale nieréwne.

1. Twierdzenie.
Tabl. 3.

sig i- W troykacie ABC, liniia DE poprowa-
dzona réwnolegle do podstawy BC, prze-
cina boki AB, AC, proporcyanalnie; toiest,
bedzie AD: DB—AE: EC.
cJakoz dwa troykaty BDE, CED, stoigce
na iedney podstawie DE, i maigce spblng
wysokos$é, gdyz ich wierzchotki B, C, znay-
duig sie na iedney linii BC réwnolegtey do
podstawy DE, sg réwnowazne (U, 21. Wn.2J,
Dwa znowu troykaty ADE, BED, maig-
ce wierzchotek spolny w punkcie E, a
podstawy na fioii AB, maig iedng wyso-
kos¢, sa zateO» do siebie iak ich podstawy
AD, DB (Il, 1% wn. 5); toiest, ma sie troy-
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kat ADE. BED=AD: DB. Dla podobney
przyczyny fcroykat ADE: CDE — AE: EC;
aze troykat BDE—CDE, wiec dwa pier-
wsze stosunki tych dwéch proporeyy sa
rowue, zatem sa rdéwne i dwa drugie, to-
iest jpm sie AD: DB—AE: EC,

Whniosek I. Poniewaz iest AD: DB=AE:
EC, wiec, sktadaigc wyrazy tey propor-
cyi, bedzie AD+DB: AD= AE -fEC: AE,
cscyli AB: AD—AC: AE; tudziez AB:BD==
AC: CE.

Whniosek Il. Dwie liniieproste AB,CD,prze- fw
ciete rownotegtemi AC, EF, OH, i t- \It
podzielone na czesci WWOEN e to iest,
ma sie AF: CF—EG: FH=GB: HD. Bo
przedtuzywszy liniie AB, CD doich zey-
scia sie w punkcie O: w trdykacie OEF,
poniewaz bok AC iest rownolegty do EF,
wiec, poditug wniosUri poprzedzajacego,
bedzie OE: OF=AE: CF; podobnie w troy-
kacie OGH, poniewaz bok EF iest réwno-
legty do GH, bedzie GE: OF—EG: FH;
z tych dwoch proporeyy, z przyczyny spol-
nego stosunku OErt)F, wypada AE: CF=
EG: FH. Podobnie okaza¢ mozna, zeiest
EG: FH=GB: HO, i tak nastepnie.

2 Twierdzenie odwrotne.

Jezeli loki AB, AC troykata ABC, prze'FRly
ciete sa proporcjonalnie przez liniig DE,
toiest, ze tak sie ma AD: DB=zAE: EC; he-
dzie liniia DE°réwnolegta dopodstawy BC.

Bo iezeli liniia DE nie iest réwnolegta
do BC, niech taka bedzie inna jakakol-
wiek liniia DO; w tern przypuszczeniu,
*fta mocy twierdzenia poprzedzajgcego be-
dzie AD: DB=AO0O: OC. Aze z zglozenia
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iest AD: DB— AE: EC, wiec z przyczyny
sp6lnego tym dwom proporcyom stosun-
ku AD: BD, wypada AO: OC===AE: EC;
aze ta proporcya iest falszywa; iest bowiem
AE>AO, kiedy EC<OC; wiec ito przy-
puszczenie, ze linila DO iest réwnole-
gla wzgledem BC, mieysca iniec nie moze;
zatem liniia DE iest rownolegta do BC.
3. Twierdzenie.
fi 3 Wtroijkgcie ABC, liniia- AO, dzielgca
kat A na dwie réwne czesci, dzieli ipod-
stawe CB na dwa odcinki BD, CD, pro-
poi yanalne do kokow Aty AC, toiest, ke-
dzie BIlJ: J>c—AIX Agi
Jakoz przez punkt C, poprowadziwszy
CE rownolegta do AD, tak aby spotyka-
ta przedtuzony bok BA w punkcie E;
w troykacie BCE, poniewaz AD iest ro-
wnolegta do CE, bedzie BD: DC=
BA: AE (!¢). Aze trdykat ACE iest rowno-
ramienny ; bo z przyczyny Jiniy roéwno-
legtych AD, CE, przecietycii Jiniiami AC,
BE, iest kat ECANCAD, ikatAEC==BAD
(1, 19Jf iest zas kat CAD=BAD 1z zalo-
zenia , zatem kat 'ECA==AEC (pcw. I);
wiec bok AE—AC (L,15M; wzigwszy wiec
AC za AE w proporcyi powyzszey, be-
dzie BD: DC—BA: AC.
i. Twierdzenie.

Fig. 4 Jezeli dwairdykaiy ABC,AFG, sgréwno-
katne,tnuigi koki odpowiedne proporcjonal-
ne, atern Samem sg podobne; toiesp iezeli
kat A- -A. iIJ—w’, C—C, ledzie ¢n/, an
AJF=AC: AG=BC: FG: / AB:

Bo wystawiwszy sobie, ze troykut AFG
iest potozony na tréjkacie. ABC tak, aby
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punkt A padt ia A, a bok AF poszedt
po boku AB ; dli rownosci katow A, A
poydzie i bok Ar po AC; al/e kat F==B
z Zatozenia, wici liniia FG iest réowno-
legta do BC (I, 18j; przecinazatem boki
AB,AC proj/orcyoialr.ie ff.wn), toiest bedzie
AB: AF—AC: AC Lecz poprowadziwszy
GH réwnolegta cb AB, bedzie AC: AG—
BC: BH (1 wn.); Mice, z przyczyny sp0inego
tym dwom projnrcyom stosunku AC: AG,
bedzie AB:AF=B0 BH czyli FG (1,20"; wiec
dwa troykaty AIC, AFG rownokatne,
maig boki odpowbdne proporcyonalne, za-
tem sa podobne (I opis. 1).

Jfmiosek. Aby lwa trdykaty byty po-
dobne, dosy¢ iest iby mialty po dwa katy
odpowiednie réwne; bo w tym razie i kat
trzeci jednego, benzie rowny katowi trze-
ciemu drugiego tjoykata (I, 25.wn. 3",
zatem takie dwa tréykaty sa podobne.

Uwaga. Widzimy tli, ze w troykatach
podobnych boki odpowiedne AB, AF, sg
przeciwlegte katom rownym C, G; toz
samo iest z ilinemi bokami.

5. Twierdzenie.

Dwa troykaty ABC, DE/A maigce boki,
odpowiedne proporcyonalne, sg podobne:
toiest, iezcli masie BC: FF=aB: DIE—
AC: DF\ bedzie troykat ABC rownokatny
i podobny trokglowi DBF.

Przy punkcie E wykre$lmy katFEG—B,
a przy punkcie F kat EFG=C, bedzie
pozostaty kat G=A fl. 25. wni6. 3), i
troykat EFG bedzie réwnokatny z tréj-
katem ABC; wiec podiug twierdzenia po-
przedzajgcego bedzie BC: EF=AB: EG:
a*e z zatozenig iest BC: EF=A8: ElI>;, w?.«

Fig. 5
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AB: EG=AB: DE; zaten EO#-DE. Nad-
to, iest ieszcze podiug frgoz twierdzenia,
BC: EF=sAC:FG; a z zaozenia inamyBC:
EFMAC: DF. wiec AC: fG=AC: DF; stad
FG=DF: zatem dwa tréjkaty EGF, DEF,
sg rowne solbie (I, 9). L:cz z wykreslenia
troykat EGF iest rownckalny z troykatem
ABC, wiec i trdjkat D5F iest rownoka-
tny i podobny troy katowi ABC.

Uwaga. Ztych dwéct twierdzen widzi-
my, ze w troy katach zrdéwnosci katow
wyptywa [Jroporcyoualmsé ich bokow; 1
naodwrét, za proporcjonalnoscia bokéw
idzie réwnosc¢ ich katow,tak zeieden z tych
dwoch warunkow iest dostateczny dla po-
dobienstwa troykatéw. Lecz nie iest toz
samo w figurach ograniczonych wigcey niz
trzema bokami, iak to naytatwiey widziec
mozna na kwadracie poréwnywanym z pro-
stokgtem, w Kktdrych, lubo katy wszystkie
iako proste sg rowne, boki iednak okoto
tych katéw lezace nie sg propocyonalne:
wiec aby figury wiecey niz trzy boki ma-
igce byty podobne, potrzeba aby miaty
katy réwne, i boki okoto tych katdw le-
zace proporeyonatne.

6. Twierdzenie.

Dwa troykaty maiace po iednym Kkacie
rbwnym, zawartym miedzy bokami pro -
porcyanalnemi, sg podobne.

Pgc 4 Jakoz niech bedg dwa froykaty ABC,
AFG, maiace kat A spolnj', i boki okoto
tego kata proporcjonalne, toiest AB: AF —
AC: AG. Poniewaz ztey proporcyi vvvna-
'‘da, ze bok FG iest rownolegty do BC (2):
wiec kat AF(j=B, kat AGF=C (1, 19),
zatem dwa trojkaty ABC, AFG sa podo-
bne (4. wnio.j.
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7. Twierdzenie.

Dwa troykaty maigce loki odpowiednie
rownolegle, albo do siebie prostopadle , sg
podobne.

Gdyz 16d. w dwoéch troykatach ABC,DEF,Hs- 6
lezeli bok AC iest rownolegty do EF, a

BC do DF, beo6zie kat C—F, (1,21);
nadto, jezeli bok AB iest rownolegty
do ED, bedzie kat A=E; wiec dwa trdy-
katy ABC, DEF, sgpodobne (4. wnio.)

2re. w dwdch tréykatach ABC, DEF,rig. 7
niech bok DE bedzie prostopadly do AC,
kok DF do AB, abok EF do BC. Prze-
dtuzmy boki troykata DEF, do spotkania
s*¢ z bokami troykata ABC, w punktach
k* H, G. W czworokacie AKDH, ponie-
waz cztery katy wewnetrzne razem wzie-
te waza 4 katy proste (I, 26); sg za$ dwa
katy K, H, p.roste, wiec dwa pozostate kg-
ty KAH, KDH, bedg réwne summie dwdch
katdw prostych. Lecz dwa katy przylegte
KDF, KDH, sagtakze rowi™e summie dwoch
katow prostych, wiec kat KDF=KAH
(1, 2. wn.). Podobnie okaza¢ mozna, ze kat
DFE=B, i kat DEF=C; wiec dwa troy-
katy ABC, DEF sa réwnokatne, a przeto
podobne. )

Uwaga. W pierwszym przypadku boki
rownolegte AB, DE... a w drugim boki
do siebie prostopadte AB, DF... sg od-
powiednemi.

8. Twierdzenie.

W tréykacie ABC, liniie AF,AG.. iak-Hg s
Pétwiek poprowadzone od wierzchotka A
do podstawy BC, dzieta te podstawe, i
liniia do niey réwnolegta DE, na czesci
proporcyonalne toiest, bedzie DJ: BF=~fJC

*Q=cKL:G I}...
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Jakoz, poniewaz liniia DJ iest réwnole-
gta wzgledem BF, wiee dwa trdykaty
ABF, ADJ maigkat B:=ADJ,kat BFA==AJD
(1,19), zatem sg podobne (4-wn.), i daig
AF: AJ==BF: 0OJ. Dla podobncy przyczy-
ny, bedzie AF: AJ—FG: JK; zatem z przy-
czyny spélnego stosunku AF: AJ, bedzie
BF: DJ—FG: JK. Podobnym sposobem
znaydzicmy, ze iest FG: JK= GH: KL,
i t. d. zatem liniia DE w punktach J, K,L, a
podstawia BC, w punktach F, G, Il, po-
dzielone sa proporcyonalnie.

9. Twierdzenie.

Hg. 9 W troykacie prostokatnym ABC, iezeli
% wierzekotka kata prostego A, spuscimy
prostopadtg AD, naprzeciwprostokgtng BC:

l6d. dwa troykaty ABD, ADC beds
podobne sobie i catemn troykatowi ABC.

2re, ramiona AB, AC, kata prostego,
beda srednioproporcyonalne miedzy prze-
ciwprostokagtng BC a odcinkami im przy-
legtemi Bl), DC;

3cie. Prostopadfa AD, bedzie $rednio-
proporcyonalna miedzy dwoma odcinkami
BD, DC.

Bo 16d. dwa troykaty BAC,BAD, maigc kat
B spo6lny, kat prosty BOA — BAC, a za-
tem i kat trzeci BAD=d$CA, sg réwnokatne
i podobne. Dowiedlibysbny podobnie, ze
troykat OAC iest podobny troykatowi BAC;
a zatem i troykat DAC bedzie podobny
troykatowi BAD; wszystkie wiec trzy
troykaty sag podobne sobie.

2re. poniewaz trdykaty BAC, BAD sg
podobne, wiec maig boki odpowiedne
proporcyonalne, toiest, bedzie BC: BA-

BA: Bf) (lif.opis.l). Dla podobieristwa zrio-
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wu troykatow BAC, DAC, iest, BC: AG*
AC: DC; wiec kazdy z bokéw BA, AC, iest
Srednio proporcyonalny miedzy przeciw-
prostokatna, aodcinkiem iemu przylegtym.

3cie. z podobieistwa troykatow ABD»
ACD, iest BD: AD=AD: DC; wiec
prostopadta AD iest $rednig proporcyonal-

miedzy odcinkami BD, DC.

Whniosek I. W proporcyi BC*BA=BA.* BD,
pordwnawszy z soba iloczynyjs wyrazéw
skraynych i $rednich, bedzie-BA2=BCXBD;
podobnie z proporcyi BC: AC= ACj DC,
Wypada ACT*~BCXDC; wiec batXAC2—
N"CXBD+BCXDC; czyli BA* + AC”~=BC
X[BD+DC); azeBD+DC—BC;zatemM~4*
ACN=BC XBC=BClt; toiest, kwadratwy-
stawiony na przeciwprostokagtney BC, iest

rowny summie kwadratéw, wystawionych
na ramionach AB, AC, kata prostego. Do-

wiedziemy nizey tey samey prawdy, nie-
zaleznie od podobienstwa troykatow.

Whniosek 1l. Jezeli z punktu A wziete-*'»«-
go na podlokregu kola, poprowadzimy
dwie cieciwy AB, AC, do kohcow Sredni-
cy BC , bedzie kat BAG w poétkolu pro-
sty (Il, 7. wn. 3); zatem prostopadta AD,
iest Srednig proporcyonalna miedzy dwo-
tna odcinkami BD, DC, S$rednicy BC>

Whniosek IlIl. Poniewaz proporcya BC:
BA=BA: BD,daie BA*=BCXBD, az propor-
cji BC;CA=CA:DC, iestCA*=BCXDC; wiec
BAa:CA2=rBCXBD:BCXDC, czyli BA*: CA*
—BD: DC: toiest, kwadraty z dwdch ramion
kata prostego mata sie do siebie, lak odcin-
kiprzeciw[)rostokatneyprzylegte tym bokom.
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10. Twierdzilie* *

Hg li i)u:a wielokaty foremne o réwney liczbie
bokéw, safigurami, podobnemi.

Niecli bedg np. dwa szcéciokaty foremne
ABCDEF, abcdef; poniewaz summa ka-
tow w obu figurach iest taz sama, irdwna
sie 8 katom prostym (I, 26. wnio.j; wiee
kazdy z katéw A, a, iest szosta czeScig
tey summy; zatem Kkaty te sg roOwne so-
bie; dla tey samey przyczyny Kkat B~b,
kat C~c, it d. Nadto poniewaz z natu-
ry wielokgtéw foremnych iest bok AB=
BC=CD i t. d., tudziez bok ab=bc=cd
i t.d. bedzie wiec AB: ab=BC: bc=CD: cd
i t d; zatem dwa te szeSciokaty maig ka-
ty réwne, i boki proporcyonalne, wiec sg
podobne. (l1l. opis 1).

11. Twierdzenie.

Hg 12 Czesci dwoch cieciw AB, CD,przecina-
igcych sie w kole, sa odwrotnie proporcy-
owalne, toiest, ma sic AO: D0~CO0: OB.

Poprowadziwszy bowiem limie AC,BD;
dwatroykaty ACO, BOD, maigc katy przy O
rowne (I, 2), kat A=D, iako wpisane
w ten sam odcinek (11, 7. wnio. 2), sg
podobne (4. wnio.); wiec boki odpwiedno
tych troykatéw sa proporcyonalne, toiest
ma sie AO:DOs=:¢0: OB (III. opis. I.)

Whniosek. Z tey Proporcyi wypada
AO)(QB=DOXCO; toiest, prostokat z dwoch
czesci iedney cieciwy, iest rowny prosto-
katowi z dwoch czesci cieciwy drugiey.

12. Twierdzenie>

Fig. iS Jezeli Zpunktu O obranego za kotem,
poprowadzimy dwie liniie proste 0B,0C9
przecinaigce okrag kota w punktach A, B,
D} C; beda te liniie odwrotnie proporcy-
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analne wzgladem swoich czesci OJ, 0O/?,
wzietych z& kotem: toiest, bedzie OB: OC==
OD* 0J.

Jakoz poprowadziwszy liriiie AC, BI);
d<wa tréykaty OAC; OBD maigce kat O
spoiny, kat B=C (Il, 7. wnio. 2), sg podo-
bne fA. wnio.J; wiec daig OB: OC=0D:O0A.

Whniosek. Z tey proporcyi wypada
OBXAO = OCXOD ; toiest, prostokat
z dwoéch liniy OB i AO, iest rowny pro-
stokatowi z dwoch Jiniy OC i OD.

13. Tuicrdzenie.

Jezeli z punktu O wzietego za kotem* po”Hg. 14
prowadzimy styczng JO, i liniig OCprze-
einoiaca koto w dwoéch punktach D, C\
bedzie styczna OJ $rednig proporcyanal-
na miedzy cata Unita OC, i iey czeScig
OD uwazang za kotem; toiest, bedzie OC:
OA—OA: OD.

Poprowadziwszy bowiem Jiniie AD,AC;
dwa tréoykaty OAC,OAD,bedg podobne(4.w),
gdyz maia kat O spoiny, i katy OCA,
OAD rowne, jako maigce za miare poto-
we iukii AD (Il, 7.); bedzie zatem OC:
OA—OA: OD.

14. Twierdzenie.

Dwa wielokaty podobne, sktadnig sAf.Fig.iS
z réwney liczby troykatéw odpowiednie po-
dobnych, i podobnie potozonych.

Jakoz, w dwdch wielokgtach ABCDE,,
abede, od wierzchotkéw katéow A, a, po-
prowadziwszy przekatne AD, AC, ad, ac; i
poniewaz dla podobienstwa tych wielo-
katow iest kat B= b, i ma sie AB: BC"=
ab: hc (UIl. opis. 1J; zatem dwa trdoykaty
ABC, abc, sg pobobne (6). Dla tey sa-
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mey przyczyny i troykat AED iest podo-
bny troykatowi aed. Nadto poniewaz Kkat
BCD=bcd dla podbienstwa wielokatéw,
a Wtroykatach podobnych CAB, cab, iest
kat BCA=bca, wiec dwa te katy roéwne
odigwszy od dwdch pierwszych réwnych ,
pozostanie kgt ACD=acd. Podobnie oka-
za¢ mozna ze kat ADC=adc; wiec dwa
troykaty DAC, dac, sg rownokatne, a prze-
to podobne (4. wilio.). Stosuiae podobne
rozumowanie do wiekszey liczby troyka-
téw sktadajacych wielokaty podobne, o-
kazemy tym samym sposobem , (e dwa
wielokaty podobne o iakicykolwiek licz-
bie bokéw, podzielajg sie na réwng licz-
be trdykatéw podobnych, i podobnie po-
tozonych.

Uwaga, tatw®© iest dowies¢ naodwrot,
ze dwa wielokaty sa podobne, gdy sie
sktadaig z rowncy liczby troykatow po-
dobnych, i podobnie potozonych.

Bo w troykatach podobnych AED, aed,
iest kat E~e, i kat EDA=eda: w troy-
katach znowu podobnych ADC, adc, iest
kat ADC=adc, zatem bedzie caly Kkat
D=d; dla podobney przyczyny kat C=c
i t. d Jest takze w troykatach AED, aed,
AE; ED=ae: ed, ED: DA=ed: da, atroy-
katy ADC, adc, daig AD: DC=ad: dc;wiec,
* pomnozenia dwoch ostatnich proporcyy,
bedzie ED: DC=ed: dc, i tak nastepnie;
zatem dwa wielokaty maig katy rowne
i boki odpowiedne proporcyoualne , przeto
sg podobne.

15. Twierdzenie.

JRg 10 Tréykaty podobne ACB, ach, maia sir.
do siebie iak kwadraty z bokéw odpo-
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wiednych AC, ac; toiestj bedzie troykat
ABC: tréykata abc=ACz:acl.

Poprowadziwszy bowiem z wierzchotkéw
tigtow C, c, prostopadte CD, cd, do pod-
staw AB, ab; beda, prostopadite te wyso-
kosciami trdykatow ACB, acb. Aze tez
troykaty podobne daig AB: ab=AC: ac;
atroykaty ACD, acd, maigc kat A=a,
kat prosty D“ d, satakze podobne (4. wn.),
i daia CD: cd=AC: ac; wiec, pomnozywszy
te dwie proporcye przez siebie, bedzie
ABXCD: al)Xed= AC2: ac*; podzieliwszy
nakoniec pierwszy stosunek przez 2,jwy-
padnifi | ABXCD.* \ abXcd= AC2: aca: a
poniewaz iloczyny \ ADXCD,§ abXcd, wy-
razaig powierzchnie troykatéw ACB, acb,
(11, 22. wn. 3); wiec iest troykat ACB: troy-
kata acb=AC2: acz,

16. Twierdzenie.

Obwody wielokagtow podobnych AD, ad, Fg ir
tnaia sie do siebie iak odpowiedne boki
AB, ab,'albo iak odpowiedneprzekatne EB,
eb\ apowierzchnie wielokgtow podobnych,
maia sie iak kwadraty z tych bokoéw, lub
iak kwadraty ztychze przekatnych.

Cdyz l16d. z podobienstwa wielokgtow
AD, ad, iest AB: ab=BC: bc=CD: ed=
DE: de=EA: ea; wiec 1z ciagu tych sto-
sunkéw rownych, wypada, ze suinma po-
przednikéw AB+BC+CD+DE-f-EA, czyli
obwod wielokata AD, tak sie ma do sum-
my nastepnikéw ab+bc-g-cd-fde+aa; czy-
li do obwodu wielokgta ad, iak ieden po-
przednik do swego nastepnika, czyli iak
bok AB do boku odpowiednego ab. Aze
dla podobienstwa troykatéw AEB, aeb,
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icst bok AB: ab= EB; eb; wiec obwdd
ABCDE: obwodu abcde=bok AB: ab, iak
przekatna B?B. eb.

2re. poniewaz troykaty ABE, abe, sg
podobne; wiec, na mocy poprzedzajgcego
twierdzenia, bedzie troykat ABE; abe=
EB2: eb2. Troykaty takfe j)odobne ECB,
ccb, daig ECB; ech==EB2: eb2; wiec, z przy-
czyny spoélnego tym dwdm proporcyom
stosunku EB2: cb2, wypada, troykat ABE:
abe=troykat ECB: ecb. Podobnie okazac
mozna, ze iest tréykat ECB: ccbh=ECD;
cod ; bedzie zatem summa poprzednikow
ABE-f-BCE-f-CDiS, czyli wielokat AD, do
summy nastepnikéw abe-f-bee-f-cde, czyli
do wielokata ad, iak poprzednik ABE do
swego_nastepnika abe: aze troykat ABE:
aber"AB2’ ab2, albo iak EB2: eb"; wiec
wielokgt AD* widokagta ad=JB z: ab2~
£B 2: eb*.

Hg*18 Wniosek 1. Poniewaz wielokaty forem-
ne AD, ad, o rowney liczbie bokéw sg
figurami podobnemi (10 J wiec uwazajac
punkt O za spoiny $rodek opisanych na
nich koét; bedzie promien OC~OB i pro-
mien Oc=0b; zatem ma sie 0C: OB=0c:0b;
przeto dwa troykaty OCB, Och, maiace
kat spolny COB, i boki okoto tego kata
proporcjonalne, sg podobne; daig zatem
CB:c0o=C0O:cO; wiec obwéd ABCDEF:obw.
abcdef=3CB: cb=CO: ¢O; a wielokat At):
wielo. ad=(jB*: b¢2=C 02* ;0

Whniosek H. Aze kota uwaza¢ mozna
za wielokaty foremne o nieskonczoney
liczbie matych bokéw (U, 11. uwaga),
ktorych kot promienie, $rednice, i inkio
rowney liczbie stopni, sga limianu odpo-
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wiednemi ; wiec okregi kot matg S$ie do
siebie iak promienie *lub iak $rednice*albo
iak tuki o réwney liczbie stopni; a same
kota maia sie do siebie iak kwadraty z pro~
mieni, lub iak kwadraty z srednic* albo
iak kwadraty z lakéw o rdwney liczbie
stopni.

Whniosek Ili. W troykacie prostokgtnym FHg 19
ABC, figura 1) wystawiona u» przedw-
prostokatney AC, iest ré6wnowazna dwom
podobnym figurom E,F, wystawionym
na ramionach kata prostego. Jest bowiem
figura E: AB2=E: /BCj—D: AC2;, zatem
E-j-F: AB2-f-BCf=-D: AC2, czyli_ E + F: D
—AB2 +BC2: AC*; aze AC2= AB~* -f fiC2
(9 wn. I); wiec figura D=E-f-F.

Uwaga. Poniewaz kota sg figurami po-Fis-20
dobnemi, wiec powierzchnia potkola ABC
maigcego przed wprostokagtng AC za S$re-
dnice, iest rownowazna powierzchni pot-
kola ADB, i potkola BGC, maigcych bo-
ki xvB, BC, za Srednice; od dwoch osta-
tnich powierzchni, i od poétkola ABC, od-
igwszy odcinki AEB, BFC, spdlne trzem
powierzchniom , pozostanie troykat ABC
rownowazny dwdédm figurom X, Y, zawar-
tym liniiami krzywemi. Jezeli wiec troy-
kat ABC iest rownoramienny, z wierz-
chotka kata prostego B spuszczona prosto-
padita BO na podstawe AC, utworzy dwa
troykaty, z ktorych ieden bedzie réwno-
wazny figurze X, drugi figurze Y.

17. Zagadnienie.

Na daney linii ab*wykresli¢ wielokgtpo-Fig-17
dobny wielokgtowi danemu Ali(DE.

Prowadze w wielokgcie ABCDE da-
nym, przekatne EB, EC. Na linii ab,
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i przy punkcie a, kresSle kat a=A, 4dprzy
punkcie b, kat eba=EBA; dwiG liniie ae,
eh, przetna sie w punkcie e; bedzie wiec
troykat abe podobny troykatowi ABE

(4. wnio.). Podobnie na boku eb odpo-
wiednym bokowi EB, kresle tréykat ecb

podobny trdéykatowi ECB, a na boku ec
odpowiednym bokowi EC, kresle troykat
edc podobny trdykatowi EDC; bedzie
wielokat ac podobny wielokatowi dane-
mu AC; gdyz dwa te wielokaty ztozone
sg z rowney liczby tréoykatow podobnych,
i podobnie potozonych.

ROZDZI AL VI

O POROWNANIU FIGUR WYSTAWIONYCH NA

BOKACH TROYKATA.

17. Twierdzenie.

2l W trdoykacie prostokatnym ACB, kwa-
drat CG wystawiony na przeéiwproslokat-
ney CB, iest rowny summie dwéch kwa-
dratow CK, RM, wystawionych na ramio-
nach kata prostego CAB; toiest bedzie
CB*=C5>+BAz.

Z punktu A, spusémy prostopadta AE
na liniig FG, i poprowadzmy liniie AF,
LB. Poniewaz katy przylegte CAB, CAK,
sg proste, bedg dwie liniie AB, Ali, skia-
da¢ iedne liniig prosta BK (I, 1. Whnio.J.
Aze kat prosty LCA=FCB, dodaw szy wiec
spdlnie kat ACB, bedzie kat L€B=1CF
(pcw. 2), nadto iest bok L€=CA iako
w kwadracie, i dla podobney przyczyny
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bok FC=CB; przeto dwa troykaty LCBf
ACF, maigce dwa boki rédwne, i katyré»
wne miedzy temi bokami zawarte, sg roé-
wne sobie (1,3). A poniewaz kwadrat
CK, icst podwéyny wzgledem troykata
ECB, stoig bowiem na tey samey podsta-
wie LC, i maiaspdjng wysokos$é LK flI>2i);
dla podobney przyczyny i prostokat CE,
iest podwoéyny wzgledem troykata ACF,
gdyz majg tez samag podstawe CF, i spol-
ng wysoko$¢ FE; zatem kwadrat CK i
prostokat CE, bedac podwoynemi wzgle-
dem dwoéch troykato™w LCB, ACF, ro-
wnych , sa réwnowazne sobie: podobnie
okaza¢ mozna, ze prostokat BE, iest ro-
wnowazny kwadratowi BM; aze te dwa
prostokaty skiadaig™ kwadrat CG; bedzie
wiec CBt=CA*+BAa

TUniosek 1. W troykacie ACB, iezeli kwa-
drat z beku CB, iest rowny summie kwa-
dratéw z bokéw AC, AB, bedzie kat
CAB prosty.

JVniosek Il. Poniewaz kwadratz przeciw-
prostokatney, iest rowny summie dwéch
kwadratow z ramion Kkata prostego; wiec
kwadrat z iednego z tych ramion, bedzie
rowny kwadratowi réznicy miedzy kwa-
dratem z przeciwprostokgtney, a kwadra-
tem z drugiego ramienia kata prostego.

Uwaga. Chcac na mocy poprzedzaigce-
go twierdzenia zrobi¢ kwadrat réwny sum-
mie, lub réznicy dwoch kwadratéw da-
nych, kresle kat prosty; i w pierwszym
razie, od wierzchotka kata, na iednera
® »ego ramion odcinam bok kwadratu ie-
doego, i na ramieniu drugiem bok kwa-

ratu drugiego; a przeeiwprostofcatna be-
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«lzie bokiem kwadratu szukanego: w dru-
gim razie, od wierzchotka kata prostego,
na iednem icgo ramieniu odcinam bok
kwadratu mnieyszego, i z punktu gdzie sie
ten bok konczy, bokiem kwadratu wieksze-
go, zakreslam luk przecinajacy drugie ra-
mie kata prostego; a to odciete ramie be-
dzie bokiem kwadratu réznicy dwéch kwa-
dratéw' danych.
18. Twierdzenie.

Fig.22 Kwadratwystawiony nalinii AB, réwney
summie dwéch liniy AC, CB, skfada sie
% kwadratu wystawionego na linii AC,
z. kwadratu na liniiBC, i z dwoch pro-
stokatow, ktérych bokami przylegfemi sg
liniie AC, BC: toiest, bedzie j4B*==AC%E£

BC*+2ACXBC.
Wystawiwszy bowiem na linii A3 kwa-
drat AD, wzigwszy AH=rAC, i przez

punk H, poprowadziwszy HF réwnole-
gta do AB, a przez punkt C, rdéwnolegig
CJ do BD; kwadrat AD podzieli sie na
cztery czesci: pierwsza AG, iest kwadra-
tem wystawionym na linii AC, ma bo-
wiem katy proste, boki przeciwlegte ro-
wne (1 20), i bok AH=AC. Dla podo-
bney przyczyny, cze$é druga GD, iest kwa-
dratem wystawionym na linii BC, gdyz
AB—AR i AC—AH, wiec AB—AC=
AE—AH, czyli CB—EH=JG—GF; nako-
niec czesc¢ trzecia i czwarta, sg prostoka-
tami HJ, CF, ktorych boki HG, CG ré-
wme sg linii AC, boki zas$ JG, GF réwne
sg linii BC, bedzie wiec ABa=ACz+HCz-f
2ACXBC.
19 Twierdzenie.

Fig.23 Kwadrat wystawiony na linii AB, kté-

ra iest roznicg dwoch linii AC, BC, ro-
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wnasie summie Kwadratéw wystawionych
na linilach AC, BC, zmnieyszoney dwoma
prostokgtami z tychze limy AC i BC; to
test, bedzie AB=A€z+&C2—2ACXEC.

Jakoz na linii AC, wystawmy kwadrat
AD, wezmy AIllI“ AB, i z punktu H, po-
prowadzmy HF réwnolegtg do AC, az pun-
ktu B, réwnolegta BJ do CD,, iiakoniec
>ta Unii 1HE, wykresimy kwadrat LE: ta-
two icst okaza¢, Ze LE iest kwadratem
* linii BC; AG kwadratem z linii AB;
LJ, CJ, sg prostokgtami zliniy AC i BC;
wiec od caley figury ADL, czyli od kwa-
dratu z linii AC, i od kwadratu z linii
BC, odigwszy dwa prostokaty LJ, CJ, z li-
Jdy AC i BC, pozostanie kwadrat AG
z linii AB; wiec AB2==AC#+BC2—2ACXBC.

Uwaga. Do zrozumienia twierdzen na-
stepujacych potrzebna iest ta prawda:, Zze.
gdy do iakieykolwiek ilosci A, dodamy.i
©deymicmy tez samg ilo$¢ B, czyli kiedy
-f-B—B potozone przy A, zniszczymy,,
waznos$¢ ilosci A nie odmieni sie; zatem
bedzie A+B—B=A.

20. Twierdzenie.

W troykacie ostrokgtnym ACB, spusci- FgTA
wszy z wierzchotka C prostopadta CD na 125
podstawe AB; kwadrat z boku AC prze-
ciwlegtego katowi ostremu B, bedzie ro-
wny summiu kwadratéw z dwéch ramion
*4B, BC, kata ostrego, zmnieyszoney dwa
razy wzietym prostokgtem z boku AB, im
ktory pada prostopadta. CD, przez odci-
nek BD, zawarty miedzy tg prostopadig
a wierzchotkiem kata® ostrego B: toiest,
bedzie + M z—2AByxBD.
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Jakoz dwa”troykaty prostokatne ACD,
DCB, daig AC=AD4-KD*; CD2=CB’'—
DB* (17). W_ pierwsze wyrazenie, poto-
zyvvszy_za CD*, jygo waznos$¢, bedzie
AC*=AD*-f-CBa—DB*. Aze odcinek AD=c
AB—BD, a na fig. 25, odcinek AD=BD
—AB; bedzic_zatem w pierwszym idrugim
przypadku, AD*=AB'—2 ABXBD-}-Bi)*
(19). Wiec w wyrazenie drugie na AC%poto-
iywszy waznos¢ za AD*, bedzie aE*==AB’ +
Bc*—2ABXBD.

21. Twierdzenie.

Fig.as W tréykacie rozwartokatnym BAC,

Fig.

kwadrat z boku BC, przeciwlegtego kato-
wi rozwartemu HAC, iest rGwny summie
kwadratow z bokéw BA, AC, zawieraigcych
kat rozwarty, powiekszoney dwa razy wzie-
tym prostokgtem zpodstawy BA, przez
odcinek AD zawarty, miedzy wierzekot-
kiem A kata rozwartego a prostopadig
CD, do podstawy przedtnzoney BA', toiest
bedzie BC*=AEt+A€ft-fLAB\AD -
cJakoz troykaty prostokatne DBC,DCA,
daig BC*=FDS+CD*, t CD’==~ACS— At)*
f17); w pierwsze wyrazenie wiozywszy
wazno$¢ na CD’, bedzie BCI*135BID-jj-
AC2—AD*; aze BD=AB+AD, czyli BD*=
jCB*-f-Al)*+ 2ABXAD (18); wiec te ostatnig
waznos$é na BD2, potozywszy w waznos$¢
drugg na TO*, bedzie BC2==A&a4- AC2dr
2 ABX AD.
22. Twierdzenie.
iakitnkolwiek troykacie ABC,z wierz-
chotka kataA, dos$rodka E podstawyBC, po-
prowadziwszy liniig AE; bedzie podwoio-
ny kwadrat z tey linii, powiekszony po-
dwozonym kwadratem z potowy podstawy,
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rowny summie kwadratow z ozostafych
bokéw tr&ykata; toiest, bcdzte 2AE%{'
2BE2=JB z+ICH. *v

Bo z punktu A, spusciwszy prostopadig
AD na podstawe BC; w troykaciejostro-
kathym AEC, bedzie ACCCAEL+ EC* —
2ECXED (20). W troykacie rozwarto-
katnym ABE, iest aB2=AHE£ 4- EB5 4~
2EBXED (21); wiec, dodawszy tedwie
réwnosci do siebie, i uwazaigc, ZeEB=EC;
bedzie AB44-ACs~2A E a4-2EB?.

Whnioseke W kazdym rdwnoiegloboku AC,F«i27
summa kwadratéw z bokdéw ie”o, iest ro-
wna summie kwadratéw z przekatnych.

Troykat_bowicm ABC, daic AB24"B(3t=
2 AE} 4“2 JBER; troykat™ ADC, dai e podobnie
ADH#4-DC2=2AEa4-2Di:2; dodaw szydo sie-
bie te dwie rownosci, i uwazajac, zeBE =
BE £1,44; bedzie ATradyAOa4-Eit:34-DtJ2==
4XAEz+4Xi>Ez- Aze 4 AE™ iest kwadratem
z 2AE, ezyli z AC, a 41)E2 iest kwadra-
tein z 2DE czyli z BD; zatem sum ma kwadr a-
téw z bokéw réwnolegtoboku, iest rowna
summie kwadratéw z iego przekatnych.

23. Zagadnienie.

Dang liniig prosta AB, podzieli¢ na pe*Hg 28

wna liczbe czesci réwnych; albo na czesci

proporcyonalne liniiom danym jP, R.
16d. Daymy, ze liniig AB mamy podzieli¢
Ha 5 czeSci rownych. Przez koniec Alinii vy

AB, poprowadzmy jakkolwiek liniig AG
nieograniczong, i natcy od punktu A,wezmy
liniig AC iakieykolwiek dtugosci, iprze-
niesmy ig 5 razy na AG; agdy punktG
ostatniego podziatu, z konhcem B linii da-
tiey ztgczymy liniiag GB, i poprowadzimy
CJ rownolegta do GB; bedzie liniig AJ
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pigta czeScig AB; tak ze przenidsiszy AJ,
5 razy na AB, podzielimy te ostatnig li-
niig na 5 roéwnych czesci.

Bo w troykacie AGB, liniig CJ iest
rownolegta do GB, wiec przecina boki
AG, AB ,proporcyonalnie (1); toiest, ma
sie AG:AC=AB: AJ, aze AC iest piata
czescig AG, wiec AJ iest piagta czescig AB.

2rc. aby podzieli¢ liniig AB na czesSci
proporcyorialne liniiom P, Q, R; przenosze
limie te, na liniia AG, i na tcy punkt G
ostatniego podziatu, z punktem B, zigczy-
wszy liniia GB, a przez punkta inne
podziatéw linii AG, poprowadziwszy li-
niie rownolegle wzgledem GB ; te réwno-
legte podzielg liniiag dang AB, na czeSci
proporcyotialne wzgledem Ilimy danych

« (O
P Q’ ( 24, Zagadnienie

rig 2 Do trzech danych limy A, B, C, znale$¢
czwarta proporcyanalna.

Prowadze pod iakimkolwiek kagtem dwie
Jiniie nieograniczone DE, DF; i na linii
DE, biore DA— A, DB=B, na linii DF bio-
ye DC—C; prowadze liniiag AC, a do tey
przez punkt B réwnolegtg B X ; bedzie li-
jiila DX czwarta propcrcyonalng szukana.
Bo w troykacie ADC, BX iest rownole-
gta do AC, bedzie zatem DA: DB=DC:
1)X (1); aze pierwsze trzy wyrazy tey
proporcyi sg rowne trzein liniiom danym,
wiec DX iest liniig zagdana.

Uwaga. Do dwoch danych liniy A, B,
i linii trzeciey C réwney B, szukajac po-
dobnie czwartcy proporcyonalney, wynay-
dziemy trzecig proporcyonalng do liniy
A i B,
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21> Zagadnienie.

Zanie$¢ Srednig proporcyonalng miedzyfigjo

dwiema danemi liniiami A i B.

Na linii nieograniczoucy DF, biore
D2=A, EF=?B; na linii catey DF iako
na $rednicy, kresle pétkole DGF, iz pun-
ktu E wyprowadzam prostopadty EG, do Sre-
dnicy DF , przecinaigcg okrag kota w pun-
kcie G; bedzie liniia EG S$rednia propor-
cyonalng szukany.

Poprowadziw szy bowiem liniie GD,GF,
bedzie kat DGF w potkolu prosty (*'11,7.w.3),
a liniia EG S$rednig proporcyonalng mie-
dzy odcinkami DE, EF (9.), a zatem
i miedzy liniiami A, B, rdéwnemi tym
odcinkom.

26. Zagadnienie.

%

Dana liniig prostg AB, podzieli¢ w Sre-f* 3i

dnim i skraynym stosunku; “niest podzie-
li¢ ig na dwie czeSci taku aby cze$¢
wieksza byta $rednig propon \alna mie-
dzy linijg enta a drygag iey cz,, -#

\éiogg‘a A linii %% prowa e do niey
prostopadta CA réw ny poteiwi« AB; z pun-
ktu C iako $rodka, promienie™ ACzakroé-
$§lam okryg kota , prowadze lihiig. HCF,
biore nakoniec BE=DB; bedzie liniia
AB podzielona w punkeie E, w stosun-
ku zadanym.

Jest bowiem liniia AB styczny, alini-
ia HB przecina koto, zatem bedzie HB:
AB=AB: BD, (13); stad HB—AB: AB=AB—
Dfi: BD; azc promien CA jest rowny po-
nowie AB, wiec $rednica HD=AB; zatem,
Proporcyi tey bedzie wyraz pierwszy
tIB—AB=HB — HD=?BD, wyraz trzeci
AB-~-DB—AB—BE==AE; wiec taz propoi>
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cya zamieni sie na BD: AB=AE: BB; czy-
li odmieniwszy wnicy mieysce wyrazom,
i wzigwszy BE za BD, bedzie AB: BE"=x
BE: A.E;aze AB>BE, wiec BE>AE, za-
tem cze$¢ wieksza BE linii AB, iest $re-
dnig proporcyonalng miedzy AB, AE;
wiec liniig AB iest podzielona w punkcie
E, w stosunku zgdanym.
27. Zagadnienie.

Znalei¢ kwadrat rownowazny danemu
prostokatowi, albo troykatowi.

I6d. oznaczywszy danego prostokgta
wysoko$¢ przez w, podstawe przez p; a
bok kwadratu szukanego przez x; ponie-
waz prostokat ma by¢ réwnowazny kwa-
dratowi , wiec iloczyn z podstawy przez
wysokos$¢ prostokata, bedzie roéwny ilo-
czynowi zdwéch bokéw kwadratu; toiest
pXw=x2 (Il. 22), skad p: x=x: w. C#
pokaznie, ze miedzy podstawg a wysoko-
§cig prostokata danego, szukac¢ nalezy li-
nii $redni; ~proporcyonalney, na Kktérey
wystaw ior kwadrat bedzie réwnowa-
zny prosto gtowi danemu.

2re. podobnie miedzy podstawg a po-
towa wysokosci tréykata danego, wynay-
cluie sie $rednia proporcyonalna, a na tey
wystawiony kwadrat bedzie rownowazny
troykatowi (lanemu.

28. Zagadnienie.
HE 22 Z wiado-mey $rednicy AD, kota ABCDEY?,
znaleic przez .przyblizenie okrag tegoz kota.

Niech AB bedzie bokiem sze$ciokatafo-
remnego wpisanego w kolo ABCDEF, AB'
bokiem szesciokata foremnego opisanego
na kole, tak, aby boki tych dwoéch sze-
Sciokgtow byt;f do siebie réwnolegte. Po-
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prowadzmy promien OG' prostopadty do
boku AB, a zatem prostopadly i do boku
A'B' rownolegtego do AB (i, 19 wn.),;i
dzielagcy w punkcie G, bok AB na dwie
rowne czesci (li, poprowadzmy nadto
iiniie AU, BO. Poniewaz bok AB iest
rowny promieniowi BO, wiec obwo6d sze-
Sciokata foremnego wpisanego wkotobe-
dzie=6AB (Il, 1i. wn.lj. Nadtowjréyka-
cie prostokgtnym GOB, iest GO2—0B2 GID
(17.w.2),samawiec linila GO 0OB2— GBz2;
troykaty znowu podobne AOB,AOB’', da-
ig AB*AB=G'0: GO, skad A B'=ABXG”"O
GO
ABX GO
—". L. —__;zatem o<i>wod szeSciokata
V OBs—GB2
forerrnuego opisanego na kolo ABCDEF,
6 ABX GO
bedzie = r_ AZe orkag kota ART[>,
V 0B 2— GB*
Srodkuie miedzy obwodami tych dwoch
wielokgtow, iest zatem oczywiscie raniey-
szy od obwodu szeSciokgta foremnego
opisanego, a wiekszy od obwodii sze-
Sciokagta foremnego wpisanego w koto;
wiec dodawszy do siebie waznosci obwo-
déw tych dwdch szeSciokagtow, i wzig-
wszy wypadaigcey summy potowe, otrzy-
mamy w czesciach $rednicy AD, pierwsza
waznos$¢ przyblizong okregu kota ABCDEF.
Dia otrzymania drugicy waznos$ci okregu
hardziey przyblizoney , poprowadZmy ii-
*dig GB, i do niey réwnolegtg HIi; pier-
wsza z nich bedzie bokiem I12kata fore-
mnego wpisanego, druga bokiem 12kata
foremnego opisanego na kole ABCD.;
poprowadZzmy nakoniéc promierg Og, pro-
1
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sf«padlydoHff.ten bedzie prostopadty ido
boku G B w iego grodku g. W troyk$cie pro-
stokgtnym G'GB, iest <FB*=G7G2+"B2xw ige

G,B=VZci'G:i+ Gll~; zatem obwo6d 12kata
foremnego wpisanego w koto bedzk=

2XVNGTGI -j«Til}* Znaydziemy podobnie z

troykatow HOK, G'OB, ze obwdd 12kata

foremnego opisanego na kole ABCDEF
G'BXg'0

iest=12X"* 40 /dodawszy znowu wa-

zno$ei tych dwoéch obwodow , i wzigwszy

otrzymaney summy potowe, znaydziemy

druga wiecey przyblizong waznos$¢ okregu

ABCDEF {*). Wopisujagc nastepnie i opi-

(* J Przypusciwszy ze promien AB= i, bedzie obwéd
szeSciokagta foremnego wpisanego w kolo , czyli
6xAB—6, a obwdd szesciokata foremnego opi-

6xixi

sanego na kole ABCDEF czyli

3 — 6,9281082; wiec potowa summy
tych dwoéch obwodoéw, toiest 6+ 6,9282082 zzz

6 4641016-Zatem 6,46410x6 iest pierwszg waznoscia
przyblizong okregu kola ABCDAF. Podobnie druga
bardziey przyblizong waznos$cig okregu ABCDEF,za-
pomoeg iakata foremnego wpijanego wkoto i opi-
sanego na niemi, bedzie 6.7 116671 + 6 ,4307806 =
2

6,31ili88; i tak nastepnie. Nakoniec poniewaz
znaleziono , ze obwdéd wielokgta foremnego o 96
hokach wpisanego w Kkoto iest = 6,2820689 , a
obwod wielokata foremnego, o tyluz bokach opi-
sanego na kole iestr=6,2854292, wiec potowa sum-
my tych dwéch obwodéw réwna 6,2887465, mo-
ze by¢ wzieta za wazno$¢ okregu kota , ktérego
promien— i- Zatem stosunek S$rednicy tego ko-
la do okregu bedzie 1: 6,1837465, czyli podzie-
liwszy ten stosunek przez 2, i zatrzymawszy tyl-
ko dwie pierwsze cyfry dziesietne, bedzie stosu-
nek $rednicy do okregu kota, 1: 3,i4 Clsyli 100; 3i4,
a ktéry iest blizko =3:2.=7; 2%
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snige na kole ABCDEF, wielokaty fore-
mne majgce zawsze dwa fazy wiecey be-
kéw, niz poprzedzajace, iezeli promien
kota wyrazimy przez jakagkolwiek liczbe,
j te wprowadzimy w otrzymani wazno-
§ci na obwody wielokgtow, i bra¢ bedzie-
my potowy tyci» waznosci, otrzymywacd
bedziemy coraz bardziey przyblizong wa-
zno$¢ okregu kota, w czesSciach wiadomey
iego $rednicy lub promienia. Ta droga
postepuiac Archimedes, przez wielokaty
foremne o 96 bokach, ieden wpisany
ze stosunek S$rednicy do okregu kota iest
blizko réowny 7: 22; czyli ze okrag kota
iest przeszto trzy razy wiekszy od Sre-
dnicy, PoZniey po Architnedesie znalezio-
no krétszag drogg inne stosunki bardziey
przyblizone (*); ztych ieden sjest; 113:355,
drugi 100000: 31415926 czyli 1: 3, 1415926.

Uwaga. Ktorykolwiek a
stuzy do wynalezienia
okregu kota z wiadomey
do wynalezienia $rednicy z danego okre-
gu kota; iak to zobaczymy w nastepuja-
cych dwdch przyktadach:

I6d. Znalez¢ powierzchnig kata, ktére-
go promien= 5 fokci.

Z proporcyi 7:22=10: x, wynayde okrag
kota rowny , ktory pomnozywszy przez
potowe promienia (ii,24.vvn. 1), bedzie po-
wierzchniaszukana=~£X"~" 4 lok. kwa-

(*) Méwimy bardziey przyblizone, poniewaz stosu-
nek Arehimedesa obrécony na dziesietny i: 3, »4
ma tylko dwie cyfry dziesietne o, 14 prawdziwe,
kiedy stosunek n 3: 355 ma ich prawdziwym
sze$C, a stosunek i; 3,14*5936, ma iob siedem-
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2re. iV kole ktérego $Srednica— tokci
wynalezé powierzchniag wycinka maigce-
go tuk— 60°.

Z wiadomey S$redniej-, wynayduie okrag
kola, przez proporcyg 7:22=42: X=d32 lok.
Dtugo$¢ tuku wycinka otrzymam z pro-
porcyi 300°: 60°— j32: X =22 tokci; ktorg
dtugo$¢ pomnozywszy przez p6t promie-
nia czyli przez 10, 5, wypadnie powierz-
chnia wycinka= 22 X I®? 5= 231 tokciom
kwadratowym (li, 24. wn. 2).

Uwaga. Kazda figure prostokrésing mo-
zna zamieni¢ na tréykat (11,25), a za-
tem i na kwadratiey rbwnowazny (111,27);
chcac za$s wynale$s¢ kwadrat réwnowa-
zny kotu danemu, miedzy okregiem tego
kota, a potowa iego promienia, szuka¢ po-
trzeba Sredniey proporcyonalney, na ktorey
wystawiony kwradrat, tern mnicy réznié
sie bedzie od kota , im bardziey przybli-
zony bedzie stosunek S$rednicy tego kota,
do iego okregu. Szukanie kwadratu ré-
wnowaznego figurze prostokreslney, na-
zywa sie kwadraturg tey figury; podobnie
i zagadnienie kwadratury kota zalezy na
znalezieniu kwadratu rownowaznego Kko-
tu ktorego Srednica iest dana. To zagadnie-
nie nie moze byé z doktadnoscig ieomc-
trycznie rozwiagzane.

29. Zagadnienie.

TVYkresli¢ podziatke (scala).
fig. 38 Dziele lir.iig prosta DC na dziesie¢ czesci
rownych, z koncéw D i C wyprowadzam
do niey dwie prostopadte AD, BC, i na
iedjiey nich np. na AD, biore dziesiec
czésci rownych iakieykolwiek dtugosci, i
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tez samp cze$wi przenosze na BC? od A
do B prowadze iiniia AB nakoniec pro-
wadze liniie ukosne A9, CX, i inne liniie
proste, iak pokaznie figura. Poniewaz dwa
Jjoykaty XCB, mCl, sa podobne, wiec daig
Ci: CB==mi;XB, aze Ci z wykreslenia iest
IBtg czescig linii BC, wiec i im, iest IOty
czescig linii BX czyli Cn. Aze znowu Cn iest
I0ta czes¢ linii DC, wiecnu= r|-DC. Po-
dobnie okaza¢ moznr., ze czesci linii rowno-
legtych do AB oznaczonych liczbami 2,3,4
i t. d. zawarte, miedzy linSigmi BC i XC,
sg ri<y, i td linii DC. Sznur
mierniczy, o ktéorym nizey mowié¢ bedzie-
my, ma pretéw 10, a pret precikow 10.
Gdyby wiec Jiniia DC wyrazata sznur I,
liniia Cn albo BX wyrazataby pret I, a
liniie zawarte miedzy iiniiaini BC, CX
wyrazatyby 1, 2,3, 4 it. d. preciki; zatem
liniia np. ¢3 oznacza 5 pretow i 3 pre-
ciki ; liniia d6 oznacza 7 pretéw i 6 pre-
cikow. Przedtuzywszy liniig DC doF, tak
aby bylo DC=CE=EF i dokohczywszy
figury; liniia ¢ég wyraza¢ bedzie sznuréw
2, pretow 5, i precikéw 3; liniia za$ dh,
sznur I, pretow 7, i precikow 6.

Uwaga. Tak wykres$lona podziatka iest.Fig
liaywygodnieysza do uzycia. Mozna ig
leszcze robi¢ i tym sposobem: podzieli-
wszy liniia AF na czesci rowne AB,
BC, CD, DF, 1z ktorych kazda niech wy-
raza np. 10 tokci; dziele AB na dwie
czeSci rowne AM, MB, z ktorych kazda
oznacza¢ bedzie 5 tokci ; dziele nakoniec
AM, MB na 5 cze$ci rownych, z ktdrych
kazda oznacza ieden tokie¢. Aby wiec
na tey podztatcc wyrazi¢ tokci 35, 24,
| i. d. biore liniie FM, ON...



Biblioteka Cyfrowa UJK
http://dlibra.ujk.edu.pl
78

ROZDZIAL IX

O NARZEDZIACH UZYWANYCH DO POMIARU
GBUNTOW.

Na zasadach wytozoney dotad teoryi
opiera sie sposéb mierzenia powierzclm-
gruntow, czyli zdeymowania planéw. Spo
s6b ten zalezy na tem, aby wy kresli¢ na
papierze figure podobng figurze gruntu.

Pomiar zaczyna sie od wzigcia miar
pewnych na gruncie, za pomocg wita-
Sciwych do tego narzedzi, do czego uzy-
wa sie tancucha lub sznura i tyk; gdzie-
indziey wcgielnicy mierniczcy; w innych
razach buisoli, stolika, albo katomiaru.
Poczem podilug miar wzietych i sprowa-
dzonych do pewney podziatki, wykresli-
wszy, za pomocg liniiatu, cyrkla, wegiel-
nicy, i przenosnika, figure na papierze; na-
koniec za pomocag rysunku, cieni, kolo-
row, i innych umoéwionych znakéw , na-
dawszy wtasciwy charakter wszystkim
przed™iotom przeniesionym na figure; zro-
bi sie plan czyli mappa wyobrazaiaca
figure podobng figurze gruntu.

Oto iest kroétkie opisanie wspomnionych
dopiero narzedzi.

. Sznurem mierniczym nazywa sie diu-
gos$¢ zawieraigca 10 pretow.

tancuch mierniczy czyli potszmir za-
jnyka 37£ tokci warsz. Skiada sie on
z 50 drutéw zelaznych, przez mate kétka >
potgczonych z sobg, i wynoszgcych ra-
zem 5 pretow. Pret kazdy dzieli sie sa
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10 precikéw, czyli stdp ieometrycznych,
kazdy precik zawiera 10 tawek, tawka
zamyka 1, 8 cali i t. d. Na koifcacfr tan-
cucha daig sie kotka tak wielkie; aby
przez nie, laski okute na koncu zelazem
na 3 lub 4 stép diugie, stuzace do cig-
gnienia sznura, przechodzi¢ mogty. Przy
tancuchu znaydowac¢ sie powinno 10 kot-
kéw drewnianych, pdéHokciowych i*akon-
cu okutych zelazem.

Pomiar za pomoca tancucha odby
wa sie wprawdzie z wiekszg dokitadno-
§cig niz za pomocg sznuréw mierniczych
ukreconych z przedziwa; lecz ze te ta-
twiey i z mniejszym sporzadzajg sie
kosztem, wypada przeto namieni¢ sposéb
ich przygotowania, aby do uzycia siuzye
mogty. Na ten koniec bierze sie sznur
mieruey grubosci, blisko na 40 tokci dtu-
gi, i moczy sie przez dni kilka w oleiu,
aby potem wr powietrzu wilgotnem lub
suebem , iak naymnicy skracat sie lub
przedtuzat. Po zupetnem wysuszeniu sznu-
ra robig sie na iego koncach petelki, kto-
re zatozywszy na dwa kotki, rozcigga
sie niemi sznur na réwney ziemi; po-
czerh do jednego iego kohca, przyktada
sie koniec preta drewnianego czyli laski
na 78 ftokci fitugiey, i w punkcie gdzie
drugi koniec tey laski przypada na sznu-
rze, zawiezuic sie na nim wezet; tym
samym sposobem przenidstszy laske na
szuur 5 razy, zrobimy go diugim na 5
pretéw, czyli 50 stép, albo 37£ tokci. Tak
przygotowany sznur rdéwny potowie sznu-
ra mierniczego, w pomiarach mnieyszey
doktadnos$ci wymagajgcych, zamiast tan-
cucha moze by¢j wygodnie uzyty.
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li. Ttjhi ajbo laski stuzgace do wytykania
Ijniy, sag to drazki mniey lub wiecey dtu-
gie, na iednym koncu okute zelazem, aby
tatwo w ziemie wchodzi¢ mogty, na dru-
gim opatrzone choragiewkami, czesScig
z czarnego, a czeScig z biatego ptdtna
zrobionemi, aby za ich pomoca w znacz-
nych odlegtosciach tatwo mogty byé wi-
dziane. W niedostatku chorggiewek, wierz-
chotki tyk stomg okrecaé sie zwykty.

Fig.85 IlIl. Wegielnica miernicza iest koto mo-
siezne lubcdrewniane wydrgzone wewnatrz
i podzielone na 4 rowne czeSci przez dwie
Srednice  AB* CD, dosiebie prostopadle.
Ma kohcach A, B, C,D, $rednie, osadzone
sa prostopadte do piaszezyzny kola celo-
wniki czyli liniiaiy, z ktorych kazdy ma
podiuzng szpare, do teyze ptaszczyzny
prostopadtg. Przez te, szpary celuie sie
do przedmiotéw. W srodku Kkota iest
sztyft mosiezny na trzy cale diugi, stuzga-
cy do osadzenia wegietnicy na nodze dre-
whnianey, maigcey koniec okuty zelazem,
aby tatwiey w ziemi utwierdzac¢ sie mo-
gta. Czesto wegielnica miernicza skiada
sie tylko z dwoch liniiatow, czyli pra-
widet spoicnych z sobg na krzyz pod
katami prostemi, opatrzonych w koncu
prostopadtemi celownikami i osadzonych
na troynogu drewnianym. Wegielnica
iak iest narzedzie proste, tak bardzo wy-
godne do prowadzenia na gruncie liniy
prostopadtych.

Fig-36 Nazywa sie takze wegielniea inne na-
rzedzie drewniane lub metaliczne, stuza-
ce do prowadzenia prostopadtych na pa-
pierze, ktére sie skitada z dwdch prawi*
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det spoionych w konca pod katem pro-
stym, niekiedy statych, a czasem otwie-
ra¢ i zamykaé¢ sie mogacych za pomocg
zawiasek.

iv. Bussolla uzywana w zdeym owaniu rig. 37
juanow, nayczeSeiey do predkiego przeno-
szenia wszystkich drohnieyszych zalam-
kow figur, iest narzedzie ktorego uzycie
zasadza sie na tey witasnosci igly ma-
guesowey , ze ta obraca sie zawsze ku
pétnocy. Skiada sie hussola z puszki mo-
siezney okragtey, ktéra niekiedy osadzo-
na bywa w tabliczce drewnianey Jkwa-
dratowey, na cal grubey, i od 6 do 8 cali
dtugiey; w S$rodku puszki wznosi sie
sztyft stalowy dobrze zaostrzony, na kto-
rym osadzona igietka magnesowa obraca
sie  wolno w, kole metalic/nem podzielo-
liein na 360°. Jeden koniec igietki skazuigcy
péinoc, ktéry nazywa sie punktem pot-
nocnym, iest koloru Wodnego, drugi ko-
niec, skazuigcy potudnie, iest biaty. Na
iednym boku AB narzedzia, rownolegte
do linii pdinocno-pntudniowey, tpiest ro-
wnolegle do S$rednicy kota przechodzacego
przez podziaty 360°. i 180°, osadzone iest N
prawidto, z dwoma w koncach celowni-
kami, ktére obracaigc sie na zawiaskach
wtOgg sie skitadac¢, lub roztozone czynié
z prawidiem katy proste; niekiedy celo-
wniki te na koncach Srednicy CD osadzo-
ne bywaig. JRussola na tréynogu w cza-
sie roboty osadzal sie zwykia,

V. Stolik, iest tablica drewniana do-Ftg. 38
Ho vy'Totaflzona, maigca okoto 20 cali
< ugoéci a is szerokosci, tak osadzona na

anie czyli krazku wspartym na troy-
litbU, iz podtug potrzeby niozc sie obra-

i’
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caé i przytwierdza¢ na nim. Nadaie sie
stolikowi potozenie poziome (¢), za pomo-
cg narzedzia zwanego rownowaga (libellaj:
to iest rurki szklanney ksztattu walco-
watego (**Ji napetnioney jakimkolwiek
ptynem, i zamykaigcey bulke powietrz-
ng , ktéra gdy w tern narzedziu wzdtuz
ktadziouein na stoliku ustanowi sie w ré-
wney odlegtosci od obudwo6ch koncdw rur-
ki, skazuie potozenie stolika poziome.
Aby stolik przygotowa¢ do uzycia po-
trzeba na nim rozciggng¢ arkusz biatego
papieru zmoczony biatkiem iaia w piwie
rozbitem, poczeni brzegami do stolika przy-
klei¢, i na wolnem powietrzu wysuszy¢.
Na tak przyklejonym papierze zeby ozna-
czy¢ potozenie i odlegtos¢ danych pun-
ktow na ziemi, uzywa sie do tego pra-
widta AB z dwoma w koricach celowni-
kami AC, BD, (dioptraej, prostopadte-
mi do AB; ktorego dobro¢ zalezy na
ten*, aby szpary celownikéw odpowia-
daty zupeinie tey krawedzi prawidia,
przy ktorey na stoliku kreslg sie liniie
proste. Na tern samem prawidle wyrobio-
na bywa podziatka stuzaca do kreslenia
na stoliku lini}' proporcyonainych wzgle-

{*) Ciezar na sznurku wolno zawieszony , pokazuie
linii,pionowg; ptaszczyzna prostopadta do tey
linii i dotykajaca sie wierzchu ziemi, zowie sie
poziomem, (horlzon). Woda i wszystkie ptyny be-
dace w spoczynku, Ww inaley czeSci svv'oiey po_
wierzchni uwazane, ukladaig sie podiug tey pta-
szczyzny; dlatego dochodzimy potozenia poziomu,
albo przez zawieszone ciezary, albo przez powierz-
chnie ptynéw bedacyeh w spoczynku.

(**) Réwoowaga paiewa niekiedy forme puszki okraglcy.
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<lem dtukroci oznaczonych na ziemi. Kon-
ce tych liniy znaczg, sie nastoliku za po-
mocy igietek cienkich, prostych, i maja-
cych gtéwki oblepione lakiem.

Dla zgodzenia punktéw oznaczonych na
stoliku ustawionym poziomo, z punktami
danemi na gruncie, uzywa sie pionu, czyli
tak zwanych szczypczykéw drewnianych
mailcych ksztatt kata A, na ktérego ra-
mieniu AE diiizszem od AC iest zawie-
szony w koncu ciezarek na nici.

Znaydowac sie nakoniec powinna przy
stoliku igietka magnesowa, «zyli mata
biissola stuzaca do zorientowania planu
zrobionego na stoliku, czyli do oznacze-
nia na nim linii poétnocno- potudniowcy.
INa ten koniec, na stoliku ustawionym po-
ziomo , zgodziwszy liniig wiadomg z li-
liiig iey odpowiedng wymierzong na zie-
Ini, kladzie sie na nim bussota i poty
obraca sie poéki igietka nie sianie na li-
nii pétnocno-pottidniowey, awtedy wzdiuz
krawedzi puszki pociggnieta na stoliku
liniia prosta, bedzie kierunkiem magne-
msowey igietki, czyli linii pdinocno - po-
iudniowey.

Ai. Katomiar (asfrolahium) uzywany Fig. 39
do mierzenia katéw na ziemi, iest koto
mosiezne podzielone na 360 stopni; albo tez
pétkole podzielone na 180° i zakorczo-
ne prawidiem statem AB, do ktorego kon-
cow przyprawione sa dwa celowniki pro-
stopadle do AB. W srodku E katomiaru,
osadzone iest drugie prawidto ruchome DC,
opatrzone takze na koncach dwoma
celownikami prostopadlemi do DC,
Bra'"*dte statem iest iiniia prosta prze-
chodzaca przez iSrodek E, i odpowiadaig-
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ca dwom punktom O, 180; a na prawi-
dle ruchomem liniia prosta zakonhczona
skazéwka, pokazujgcg rozmaite stopnie
na potokregu, w czasie obrotu prawidta
ruchomego okoto $rodka E. W tymze $rod-
ku katotfharu osadzona iest w puszce
igla magnesowa stuzgca do oznaczenia
potozenia przedmiotéw wzgledem linii
pétnocno-potudniowey, i wschodnio -za-
chodniey. Nizey w kierunku $srodka E,
zawieszony bywa w katomijarze pion, czy-
li ciezarek na nici, stuzacy do zgodzenia
iego srodka z punktem danym na ziemi.
Narzedzie to iest tak osadzone natréynogu,
iz zapomocg sztuki zwaney kolanem, mo-
zna ie na wszystkie strony obracaé, iptasz-
czyznie potkola, podiug potrzeby, nada-
wac potozenie poziome, za pomocg réwno-
wagi, apionowe, uzywaiac pionu.

W pomiarach, gdzie wypada uwazac
przedmioty w znacznych odlegtosciach,
uzywa sie katomiaréw opatrzonych, za-
miast celownikow, dwiema lunetami osa-
dzonemi, iedna na prawidle stalem, dru-
ga na ruchomem. Chcac za pomocg kato-
niiaru wymierzy¢ kat na ziemi, pod kto-

Fig.4aorymby patrzacy z punktu o mogt widziec
dwa przedmioty A, B; ustawié¢ natozy ka-
tomiar do poziomu tak, aby iego S$rodek
odpowiadat punktowi O, potem prawidio
nieruchome skierowaé ku punktowi A,
ruchome za$ ku punktowi B; a liczba sto-
pni oznaczona na poélokregu skazoéwka-
prawidta ruchomego, bedzie miarg kata
szukanego. r*

Potrzeba mierzenia z dokladnosciag ka-
téw, byla powodem do urzadzenia kato-
miaréw tak, gby na nich braé¢ sie mogly
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stopnie z minutami. W tym celu na poto«
Kregu katomiaru wzieto tuk o pewney licz-
bie stopki, i przeniesiono go na tuk dru-
gi z nini spolSrodkowy o tey samey ditu-
gosci, wyrobiony nu brzegu prawidta ru-
chomego; poczens podzielono ten ostatni
tuk na tyle czeSci rownych, wiecey jedno-
Scig, ile tuk wziety zamykat stopni,i po-
dziat takowy nazwano podziatem Nonni-
usza. Daymy np. ze na pdtokregu kato-
Miai ii byt wziety tuk 19°, i ten przeniesiony
na brzeg prawidta ruchomego, podzielo-
ny zostat na 20 czesci rownych; kazda wiec
z takowych cze$ci bedzie réwnaj sto-
pnia czyli réwna 57' ;zatem ink ab w-JFYg4l
raza¢ bedzie 3', tuk cd, Q,it. d. az do 20
podziatu. Jezeli wiec w braniu katéw,
skazéwka prawidta ruchomego pada zu-
petnie na ieden z podziatéw stopniowych
katomiaru, natenczas liczba stopni zawar-
ta miedzy dwoma prawidtami bedzie pra-
wdziwg miarg kata szukanego. Jezeli za$ >
ta skazbwka pada pomiedzy stopnie kato-
Iniaru, wtedy uwazaé potrzeba, ktéry z po-
dziatéw Nonniusza nayblizey lub zupet-
nie pada na podziat stopniowy brzegu ka-
tomiaru, i miedzy liniig tgczacg te podzia-
ty a skazow kg prawidta ruchomego, wzig-
wszy naNonniuszn liczbe podziatéw posre-
dnich, i przez te liczbe pomnozywszy 3’,
a otrzymany stad iloczyn dodawszy do
liczby stopni zawartych miedzy dwoma
prawidtami katomiaru, wypadnie kat za-
tuyk;iigcy stopnie z minutami. | tak np.
lezeli trzeci podziat Nonniusza zgadza sie
z podziatem stopniowym katomiaru, wtedy
do liczby stopni zawartych miedzy dwo-

ma prawidtami dodac¢ potrzeba 9', i tak
nastepnie.
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Tym tedy sposobem rachowaé mozna
na katorniarze minuty od 3 do 3. Gdybhy
za$ na podiokregu katomiaru byt wziety
Itk Ila, i len na brzegu prawidta rucho-
mego podzielony zostat na 12 czesci ro-
wnych, kazda z tych czesci zamykataby 55';
a za-tem bratyby sie wtedy na katomia-
rze minuty od 5do 5, item podobnie.

Fig.42 VII. Narzedzie Stuzgce do mierzenia
albo kre$lenia katéw na papierze, zowie
nie przeno$nikiem (transportator). Jest to
pétkole mosiezne lub rogowe, podzielone
na 180°, maigce S$rodek C oznaczony ma-
ta dziureczka, lub wycieciem katowem.
»Stopnie sg oznaczone liczbami na brzegu
narzedzia potozonemi. Znaycuig sie prze-
nos$niki pokazujgce takze i poistopnie.

Cfccac poznaé wazno$é kata ACD na
papierze, przytozy¢ potrzeba $rodek prze-
nosnika do wierzchotka C kata, potem zgo-
dziwszy promien CB narzedzia, z ramieniem
CA kata, uwaza¢, ktoremu podziatowi na-
rzedzia, odpowiada drugie ramie CI) ka-
ta; aliczba stopni na brzegu przeno$nika
zawarta miedzy dwoma ramionami CA,
OD, bedzie miara kata ACD. | tak np.
iezeli CD pada na 45°, kat ACD bedzie
rowny 45°. Zeby za$ przenie$é kat dany
na papier, czyli przy linii CA i przy
punkcie C, wykres$li¢ kat np. réwny 45°;
potrzeba $rodek przenosnika przytozyc
do punktu C, i promien CB narzedzia
zgodzi¢ z Jiniig CA, potem naznaczy¢ na
papierze punkt D odpowiadaigcy 45° prze-
nosnika, aten punkt ztgczywszy z C, li-
niig DC, bedzie kat DCA=45°.
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ROZDZI AL X

O POMIARZE GRUNTOW.

10. Zagadnienie

Wytknac, i wymierzyC na gruncie liniiap;g 43
prostg, miedzy dwoma punktami A ¢il,
znacznie od°siebie oddalonemi, /e&z a /i/6-

ieden iest widzialny z drugiego.

I6d. aby wetknaé liniig prosta AB,, po-
trzeba oznaczy¢ kilka iey punktéw ust zie-
mi. Na ten koniec w punktach A i B,
zatykajg sie pionowo tyki, a pomiedzy
temi tyki, inne w punktach D, £, it.d.,
W przyzwoitych od siebie odlegtosciach,
tak aby tyka utwierdzona w A, dla oka
patrzacego z punktu X, zakrywata szereg
tyk innych; a wtedy wszystkie utkwione
tyki znaydowaé sie bedg w kierunku li-
nii prostey AB.

2re. w wymierzeniu linii AB, maiac
przygotowany tancuch lub sznur, dziesiec
kotkéw i dwoch ludzi, tak postepuie sie.
Cztowiek ieden z koricem tahcucha staie
w punkcie A, a cztowiek drugi, wzigwszy
kolki i drugi koniec tancucha postepuie
ku B, i w punkcie C, gdzie taricuch wycig-
gniony konczy sie, zatyka kolek, poczem
idzie daley, czynigc to samo; a posuwa-
jacy sie zanim cztowiek pierwszy w kie-
runku AB, przyszediszy do C zdeymuie
zatkniety kolek, gdy tym czasem czto-
wiek drugi, w punkcie D, gdzie tancuch
konczy sie, zatyka kolek drugi; i tak,
nastepnie odbywa sie robota, dopéki czto-
wiek naprzéd idacy nie stanie w kon-
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cii B linii AB, a wtedy liczba kotkéw za-
tknietych przez niego, a zebranych przez
cztowieka idacego za nim, wskaze ile
razy tancuch miesci sie w linii AB.

Gdyby grunt nie byt réwny, imprzy*
ktad gdyby punkt C byt znacznie nizszy
od punktu A, wtedy stdigcy w micyscu
C, czes$¢ albo caty tahcuch podnies¢ po-
winien tak, aby kierunek iego byt ro-
wnolegty do ptlaszczyzny poziomu.

Mozna tez samg liniig AB wymierzy¢
doktadniey, chociaz z wiekszg pracg, za
pomocag zerdzi z drzewa suchego i pro-
stego wyrobionych, diugich na tokci 7| i
napuszczonych oJeicm, aby sie nie paczy-
ty; na ten koniec przektadnig sie na prze-
mian dwie zerdzie tak, aby stykaty sie
z sobg koncami, i mialy potozenie do
poziomu zawsze rownolegte.

31. Zagadnienie.

Zakresli¢c okrag kota na gruncie.

Przywigzuie sie ieden koniec sznura
do laski ustawioney pionowo w punkcie
wzietym za $rodek kota, drugi zas koniec
sznura do inney laski, i tg, wyciaggng-
wszy dobrze sznur, obwodzi sie okoto
laski pierwszey, a liniia zakre$lona na
gruncie spodkiem tey laski drugiey, be-
dzie okregiem kota zgdanym.

32. Zagadnienie.

Pg44 Z punktu danego €, na linii ED wy-
tknietey na gruncie, wyprowadzi¢ do tey
linii prostopadta, zapomocg sznura i laski.

16d. iezeli punkt dany C znayduie sie
miedzy koncami £ iD, linii daney, wtedy
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wzigwszy CD=CB, iw punktach B i D,
utkwiwszy pionowo ilwic laski, przyw iazu-
ig sie do nich dwa korice sznura, dtuzszego
od BO, i maigcego Srodek A doktadnie ozna-
czony. W tym S$rodku wyciggnawszy sznur
tak, aby iego potowy AB, AD byty do-
brze wyprezone, i w punkcie A zatkngwszy
trzecig laske, prowadzi sie liniia prosta
AC, ata bedzie prostopadia zgdang; ma
bowiem dwu punkta A, C, réwno odda-
lone od konicow linii BD.

2re. iezeli punkt C iest koncem ligiiftg-**
CD, wtedy bez przedtuzenia tey linii,
chac do niey wyprowadzi¢ prostopadig;
z punktu E dowolnie obranego, dtugoscia
sznura rowng CE, naznacza sie na |li-
nii CD, punkt F, w tym punkcie ustawi-
wszy pionowo laske, za pomocg sznura
przediuza sie liniia EF do G; tak, aby
byto EF=EG; od Punktu Gdo C wytyka
sie liniia prosta GC, i ta bedzie prosto-
padtg zadang: sg bowiem trzy punkta
G, C, F rowno oddalone od punktu E,
wiec znayduig sie na okregu kola maia-
cego Srodek w E; zatem kat GCF w pot-
kolu iest prosty, a liniia GC prostopadia
do CD.

Uwaga. Podzieliwszy sznur FCE na trzyF™*-*6
nierowne czesci, ktoreby sie miaty do sie-
bie jak liczby 3,4, 5, i konce iego przy-
wigzawszy do Jaski ustawioncy w E, po-
tem wzigwszy CE~4, i zalozywszy sznur
na druga laske utkwiong w C, dwie iego
czesci CF, FE ,ré6wne 3,5, wyprezy¢

tek* aby przy punkcie F czynity kat
» N °d punktu Cilo JF wytknieta li-

nua GF, bedzie prostopadta do CD: iest
bowiem 5* =3* -f-4% czyli 25= 9+ 16= 25;

- 12



Biblioteka Cyfrowa UJK
http://dlibra 88jkedu.pl

zatem kat C iest prosty (17 tv. 1), gliniia
CF prostopadta do CE.
33. Zagadnienie.

Fig. 47 Z punktu C danego na linii, lub zaliniig
prostg AB, wyprowadzi¢ do tey linii pro-
»toporng, za pomocg wegielnicy mierniczey.

16d. gdy punkt C iest na linii AB, u-
stawia sie wegielnica do poziomu w pun-
kcie C, i iedno iey prawidto naprowa-
dziwszy na dwie laski zatkniete piono-
wo w punktach A, B, zatyka sie trzecia
ii.ska w punkcie X, znayduigcym sie na
kierunku promienia ocznego przechodzg-
cego przez celowniki drugiego prawidia
wegielnicy; a od punktu C do X, wy-
tkieta liniia prosta bedzie prostopadig
Zzadana.

2re. gdy punkt Ciest za liniig AB; wtedy
ustawiwszy prawidto wegielnicy na linii
AB, posuwa sie po Hity, miedzy pun-
ktami A i B, narzedziem poty, poki przez
celowniki drugiego prawidta wegielnicy
ustawioney poziomo, nie spostrzeze sie
laski pionowo litkwioney w punkcie C;
a wtedy od punktu X', na ktorym stoi
noga wegielnicy, do punktu C wytknieg-
ta liniia CX', bedzie prostopadtg szukana.

Uwaga. Sznur stuzy zwyczaynio do
prowadzenia prostopadtych na gruncie,
w matych odlegtosciach, w wiekszych za$
uzywa sie wegielnicy mieraiczey. Mozrfa
takze do linii AB poprowadzi¢ prosto-
padtg za pomocg wegielnicy przez ciesli
i mularzy uzywaney, przektadajac iedno
ramie ley wegielnicy do linii AB, ‘i wzdtuz
ramienia drugiego wytykajac liniig pro-
stg, ktéra bedaie prostopadtg do AB.
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3", *Zagadnienie.

Zmierzy¢ szerokos¢ AB rzeki, bagna,Fi*a
kandtn i t. d.

Z konica C linii AB przedtuzonej' prowa-
dzi sie do niey prostopadta CE, a do tey
z punktu E, prostopadta inna EF nie-
ograniczona; potem na linii CE, ozna-
cza sie za pomocag laski taki punkt D 7~
ktéryby byt w iednym kierunku z pun-
ktem Awidzialnym na przeciwnym brzegu
rzeki, (iakim bywa drzewo, kamien i t. d.)
i z punktem F wzietym na prostopadtey
EF; mierza sie nakoniec odlegtosci BC,
CD, DE, EF. Poniewaz dwa troykaty
prostokatne DEF, ACD sa podobne, wiec
daig DE: EF = CD: AC; 1z tey proporcyi
maigc trzy pierwsze wyrazy wiadome,

EFXCD
wynaydziemy czwarty CA= — od

linii znalezioney CA odigwszy BC, wy-
padnie AB Szeroko$¢ rzeki szukana.
Uwaga. Mozna jeszcze to samo zaga-Fig. 49

dnienie rozwigzaé innym sposobem: bio-
ragc dwa Kiie proste nieré6wne BD, CF, i za-
tykajagc pionowo kiy mnieyszy na brzegu
rzeki w punkcie B, kiy za$§ wiekszy w ta-
kim punkcie C, linii prostey CA, aby wierz-
chotki dwéch kiiéw, i punktu A widzial-
nego na drugim brzegu rzeki, byly na
iedncy linii prostey FA; mierzg sie po-
tem wysokos$ci kiiébw FC, DB, i odlegtos¢
CB. W troyjkcic FCA poprowadziwszy,
ED réwnolegta do podstawy AC, bedzie
FE: Ed==FC/CA (i); W tey proporcyi,
poniewaz trzy pierwsze wyrazy sa wia-
dome, gdyz FE iest roéznicg miedzy diu-
gosciami dwoch kii6w, ED=BC, a-FC
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jest wysokosca kiia; bedzie wiec CA™*
FCXED
— jrg— , od CA odiawszy dtugos¢ CB,

wypadnie BA szeroko$¢ rzeki szukana
35. Zagadnienie.

Fig. 50 Miedzy dwoma punktami A i B poto-
Zonemi z przeciwnych stron lasu, wytkngé
linii\ prosta, podtug ktorey las ma by¢
wyciety

Obiera sie zewnatrz lasu taki punkt C,
z ktéregoby dwa punkta A, B, byly wi-
dzialne; mierzg sie odlegtosci AC, CB,
i tych, od punktu C, do E i D, bior” sie po-
towy, trzecie, czwarte, i t, d. czeSci; pro-
wadzi sie liniia ED, ktéra w troykacie
ACB przecinajac boki AC, BC proporcyo-
liatnie, bedzie rdéwnolegta do AB (2);
z punktu B na Jiniig ED przedtuzona,
spuszcza sie prostopadta BF, ktora be-
dzie odlegtoscig linii AB od IEF; z pun-
ktu J linii EJ, wyprowadza sie tlo uiey
prostopadta GJ=BF; bedzie Kkoniec tey
prostopadtey punkiem G, znayduigcym
sie na kierunku dwoch punktéw A, B,

- podiug ktorych las nia by¢ wyciety.
36, Zagadnienie.

Fig.51  Zmierzy¢ wysoko$¢ AB drzewa, budyn-
ku, wiezy i t. d.

Biorg sie dwie laski nieréwne i saty-
kaig w ziemie pionowo, laska dtuzsza
w punkcie D, a krotsza w punkcie F
linii poziomey BDF, tak, aby promien
oczny EGA przechodzacy przez wierz-
chotki lasek CD, EF, padat na wierzcho-
tek A drzewa; mierzy sie potem na zie-
mi liniia EGss"FD, i linila GK=DB; i bie-
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rze sie roznica GC wysokosci lasek. Po-
niewaz dwa troykaty CGE, AKE sg po-
dobne, daig zatem GE: CG=EK: AK, aze
Eif=PB, wiec z tey proporcyi maigc trzy
pierwsze wyrazy wiadome, wynaydzie-
CGXEK
my wysokosci A K =------ GE- ’'(° ktérey
dodawszy wysokosci laski EF=KB, wy-
padnie wysoko$¢ szukana AB.

Uwaga. |. Mozna przesta¢ na iectney
tylko lasce CD, potozywszy sie wznak
na ziemi w takiey odlegtosci od CD, aby
promien oczny ACO padat na wierzcho-
tek C laski, i koniec A wysokos$ci szu-
kancy. Puczem zmierzywszy odlegtosci
OD, BD, tudziez dtugos¢ laski CD;
z proporcyi OD: DC=0B: AB, w kto6-
rey trzy pierwsze wyrazy beda wia-

DCXOB.
dome, wypadnie wysoko$¢ AB~= - — —

Uwaga. li. Mozna ieszcze wymierzy¢I -
tez samg wysoko$é¢ AB za pomoca cienia,
ustawiwszy pionowo laske CD, i zmierzy-
wszy naprzod <iey cien DE iwysokosé
CD, potem cien BF przedmiotu, ktoérego sie
wysokosci szuka. Gdyz w dwdch troyka-
tach ABF, CDE, liuiie proste AB, CD
iako pionowe sa prostopadte do BF, DE,
sg zatem do siebie réwnolegte; nadto limie
AF, CE, oznaczaigce kierunki promieni
stonecznych, moga sie takze uwazaé¢ za-
réwnolegte, zatem kat A=C (1,21); wiec
dwa tréoykaty DCE, ABF, prostokatne sg
podobne, i daia DE: CD=BF: AB, stad

bfxcd

AB =ss DE"*
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37. Zagadnienie.

Za mompcg tyk i sznura, zdig¢ plan
gruntu, zewnatrz, i tv kazitem mieyscu
wewngtrz, dostepnego.

Figt 53 Niech ABCDE wyraza figure gruntu do
zdiecia dang. Zwazywszy ze grunt ma
mie¢ pie¢ bokdw, robie pierwszy iego
uarys na papierze zwanym brulionem;
to test kresle od reki figure o pieciu bo-
kach, zblizajagca sie w podobienistwie do
figury gruntu. Potem wystawiwszy sobie
w mysli grunt podzielony na troykaty,
przez przekatne AC, AD, dziele podobnie
na tréykaty i figure orlrysowang na bru-
lionie* Nakoniec zatkngwszy pionowo
tyki w punkach A, B, C... mierze spo-
sobem wyzey wskazanym, wszystkie bo-
ki tréykatow skiadajacych powierzchniag
gruntu ABCDE, i waznosci liczebne tych
bokéw zapisuie na odpowiednyeh bokach
figury, na brulionie.

Chcac zrobi¢ na czysto plan grunta, kre-
§le naprzéd podziatke; potem poprowa-
dziwszy na papierze liniig ab, odcinani
na niey tyle czesci réwnych wzietych
z podzialki, ile bok AB mi miar w brulio-
nie. Z punktu a, otwartoscig cyrkla za-
wierajacag tyle czeSci podzialki, ile iest
miar w przekatney AC, kre$le tuk; az pun-
ktu b otwarto$cig cyrkla zamykaigcg tyle
czesSci wzietych z podzialki, ile bok BC
ma miar, kresle luk drugi; a przeciecie
sie tych dwdch Ilukdw oznaczy punkt c.
Z togo znowu punktu ¢, otwartoscig cyr-
kla zawierajgcg tyle czesci podzia ki, ile
iest miar w boku CD, kres$le luk, az pun-
ktu a, otwartoscig cyrkla zamykaigcg tyle
czeSci podzialki, ile iest miar w przeka-
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tney AD, Kkréle luk drugi,'a przeciecie

sie tych dwdch lukow, oznaczy punkt d;

podobnym sposobem za pomocg cyrkla,

i miar wiadomych liniy AE, ED, wzie-

tych zpodzialki, oznacze potozenie pun-

ktu e; potaczywszy nakoniec punkta b, c,

d* & liniiami prostemi bc, cd, de, ea;

utworzy sie figura abcde w.yrazaigca pian

gruntu ABCDE. Figura bowiem na papie-
rze i figura na gruncie skladaig sie z ré-
wney liczby tréykatow podobnych., i po-

dobnie potozonych. i

38. Zagadnienie.

Za pomocg wegielnicy mierniczey zdia¢
plan pola, albo taki, wewngtrz w kazdem
mieyscu dostepney.

Miech figura ABCDEF wyraza #gke do*»
zdiecia dang. Zatknawszy uayprzod piono-
wo tyki we wszystkich zakatach A,B,C,D,
E, F, tgkij obieram na niey taka Jiniig
AE, z ktoreyby wszystkie utkwione tyki
widziane by¢ mogty; potem ustawiam ie-
dno prawidto wegielnicy na linii AE, i
pa tey, miedzy punktami A i E, poty
narzedzie posuwam, poki przez celowni-
ki drugiego prawidta wegielnicy usta-
wioney do poziomu, nie da sie widzieé
punkt B; a wtedy punkt G nalinii AE,
odpowiedny $rodkowi narzedzia, ztaczy-
wszy z punktem C, liniig GB, ta bedzie
prostopadta do AE. .(*)

(*) Rzadko sie zdarza, j>rzez celowniki drugiego prawidta
wegielnicy, dostrzec od razu tyki ustawione w punktach
B, C, D . . lec» przychodzi sie do tego posuwaigc na-
przod lub cofaigc narzedzie po linii AE. Jezeli punkta
A» E, sgznacznie od siebie oddalone, potrzeba na Jinii-
AE, kilka tyk ustawi¢, aby celuje pierwszero prawi-

diem w-egjelnicy, do blizszych punktow, latwiey to
drawidto ntoztja .byt© zgodzi¢ z liniig AE*
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Odbywszy podobne dziatanie na innych
punktach C, D, F, w ktérych sa u-
tkwionc tyki, oznacze kierunki prosto-
padtych HC, JD, KF. Nakoniec od pun-
ktu G mierze sznurem liniig prosta AG
i prostopadig BG; odpunktu I, liniig GFI
i prostopadig HC; od punktéow J, liniig
JH i prostopadtg JD; od punktu K liniie
JK, KE i prostopadtg KF; i nakr.zdem
stanowisku zapisuie w brulionie, na
mieyscu witasciwem, miare kazdey cze-
§ci linii AE, i kazdey odpowiadaigcey
prosto padtey.

Aby zrobi¢ plan naczysto, kresle naprzdd
podziatke ; potem poprowadziwszy na pa-
pierze liniig prosta ae, zamykaiacg tyle
czysci wzietych z podziatki, ile ma sznu-
réow liniia AE wymierzona na gruncie,
odcinam na linii ae, liniie ag, gh, hi, ik,
ket zawierajgce tyle czeci wzietych z po-
dziatki, ile iest miar w liniiach AG,GH,
HJ, JK, KE. Do |linii ae z punktow
g, h, k, prowadze prostopadte gb, hc,
id i kf<zaniykaigcc tyle czesci podziatki,
ile iest miar w GB, HC, JD, KF; nako-
niec ztgczywszy punkta a, b, c, d, e, f,
liniiami prostcnii  ab, hc, cd, de, ef, fa,
utworzy sie figura abedef wyrazajgca plan
taki ABCDEF. Samo bowiem wykresle-
nie pokaznie, 26 figura planu, i gruntn,
ztozone sg z rowmey liczby troykatéw
podobnych i podobnie potozonych.

Uwaga |I. Gdyby szto o przeniesienie
na papier i oznaczenie diugosci linii Krzv-
wey ABCDE . . (fig. 54 bis.) daney na
gruncie; wtedy, poprowadzimy ,la tytpz(t
gruncie liniig prostg Alf, i do tey z réznych
zalamkéw B, C, D, E, E . . linii Jazy-
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Mg.tspusciwszy prostopadle BG, CH, DJ,
Eli.. mierza sie dlugosci ty«h prostopa-
dtych, tudziez liniy AG, GH, HJ, JK.
a maigc te miary wiadome, tatwo bedzie
sposobem dopiero wytozonym, oznaczyé
na papierze kierunek i dtugo$¢ linii krzy-
wey ABCDE.

Uwqga Il. Chcac, doyse powierchni ta-Fig. 54
ki ABCDEF, wyrachowac¢ potrzeba wrmia-
rach kwadratowych powierzchie Wszyst-
kich trdjkatow; i trapezow skiadajgcych
Slgure taki, i wzia¢ summe tych powierz-
chni.

39. Zagadnienie,

Zdia¢ za pomocg bitssali plan bagna”z-%
lasu, lub iafiiegoLohvieh gruntu wewnatrz
niedostepnego.

ISiech ABCDE wyraza powierzchnia
bagna wewnatrz niedostepnego. Zatkng-
wszy pionowo tyki na wierzchotkach ka-
tow A, B, C, D, E, uwazanych za do-
»stepne , ustawiam poziomo bussolle wpun-
kcio A, nastepnie w punktach 11, C, D, E,
i biore katy NAB, NBC, NCD, JSDE, ISEA,
Zawarte miedzy bokami AB, BC, CD, DE,
EA, a kierunkiem igietki magnesowey (%)
przechodzac za$ z jednego punktu na

(v) Dia =znalezieni * waznosSci tata zawartego miedzy
iiniig iakgkolwiek AB, a kierunkiem KAS igty ma-
gnesowej, potrzeba bussoli ustawioney do pozio-
inu zgodzie prawidto z liniig AB, tak, aby pro-
mienn oczny idacy z pnukthn A, padat na tyke pio-
nowo ustawiong w punkcie B, potem czekaé¢ na-
*czy, poOki igietka po odbyciu swoich waehari, nie-
wir.nve potozenia statego, a wtedy liczba stopni
wskazana na okregu punktem po6inocnym igietki»
Bedzie miarg kata szukana.

13
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drugi, mierze boki AB, BC, CD i t. &,
i na kazdem stanowisku, zapisuie w bru-
lionie wazno$¢ kazdego Kkata, i diugosc
kazdego boku.

Aby zrobi¢ plan naczysto, naznaczam
na papierze punkt a, wyrazaigcy punktA
na ziemi, i przez punkt a, prowadze do-
wolnie liniig nas, oznaczaigcg Kierunek
igietki magnesowey w punkcie A; kresle
za pomocg przenosnika kat nab=NAB,
a na boku ab, odcinam tyle czeSci Wozie-
tych z podziatki, ile iest miar w boku
AB. Przez punkt b prowadze liniig nbs
rownolegta do nas, i kreSle za pomocg
przeno$nika kat nbc=NBC, a na linii bc,
odcinam tyle czeSci wzietych z podziakki,
ile iest miar w boku BC. Kreslagc podo-
bnie kat ncd=NCD, kat ndo=NDE, i kat
nea=NEA; i na bokach cd, de, ea, odci-
najac tyle czeci branych z podziatki, ile
iest miar w bokach odpowiednych CD,
DE, EA; zrobie figure abede wyrazaig-
cg plan bagna ABCDE; czyli co na iedno
wychodzi, wielokat abede podobny wie-
lokgtowi ABCDE: bo katy pierwszego, sa
odpowiednie réwne katom drugiego wie-
lokata, i boki okoto tych katéw lezgce
sg odpowiednie proprcyonalne (*).

Ten sam sposOb postepowania bytby
gdyby szto o zdiecie planu lasu, rzekiit. d.

ab, be, cd, i t. d. z linilami san, abn, «ea
i t. d. rownoleglymi wegledem siebi«, czynig kaiy
odpowiednie réwne katom zawartym bokami AB
BC, CD i t. d, a kierunkami réwnolegteini igietki
magi~sowey; zatem katy zawarte miedzy bokami
pierwszemi tworzacemi wielokat abede, sg réwne
odpowiednie katom zawartym bokami djrugieai
tworzagcemi wielokat ABCDE.
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Uwaga. Dla skrocenia roboty, moznabf /
poprzesta¢ na ustawieniu bussoli natrzech
tylko stanowiskach A, Ci D, mierzac ngkaz-
dem s nich, katy zawarte miedzy kazdym
X bokow sobie przylegtych a kierunkiem
igietki magnesowody: i tak w punkcie A
mierzagc kat NA.B, i kat SAE=NEA;
w punkcie C, kat BCSr=NBC, i kat NGD;
w punkcie D, kagtNDE; przez co otrzymaig
sie te same 5 katow, ktére wymierzone by-
ty na pieciu stanowiskach.

40. Zagadnieni*

Zdigé za pomocag stolika pofolenis ro6-Fi*.so
znych ‘przedmiotéw niedostepnych, lecz wi-
dzialnych % dwoch punktow obranych na
gruncie.

Niech bedzie ilekolwiek przedmiotéw nie-
dostepnych B, C, D, widzialnych z dwoch
punktow M* N, ktére sg obrane na grun-
cie za konce podstawy MN. Aby ozna-
czy¢ potozenie tych przedmiotow, zatykam
naprzéd pionowo tyke w punkcie N, a
stolik nakleiony papierem ustawiam do
poziomu w punkcie M; poczem naznaczy-
wszy nastoliku za pomocag pionu, punkt a,
odpowiadajacy punktowi M, na ziemi,
zatykam w punkcie a prostopadle igietke,
przy ktérey potozywszy prawidto, celu-
je niem do tyki utkwioney w N, i wzdtuz
krawedzi prawidta prowadze na stoliku
liniig nieograniczong ax, odpowiadajgca
linit . MN na ziemi: obracaigc nastepnie
prawidto okoto igietki celuie niem ku przed-
miotom D, C, B, i wizdtuz krawedzi pra-
widta, odpowiadaigcey kierunkowi pro-
mieni ocznych, prowadze na stoliku li-
niic nieograniczone aD, aC, aB. To wy-
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kohatyszy, ssdeymilie stolik z punktu M,
i zatkngwszy w tym punkcie tyke, mie-
rze ‘tancuchem Indig MN, i tifczbe iey
miar wzietych z podziatki, odcinam na
linii ax oil a ito c. Maiac wiadoma li-
niia ae, przenosze stolik na punkt N, i
ustawiam go do poziomu tak, aby punkte,
i liniia ea na stoliku, odpowiadaty pun-
ktowi NV i linii NM na ziemi; poczem
okoto punktu e, celnie prawidiem do
przedmiotéow 15 0, D, i wzdituz prawidta
prowadze na stoliku liniie eB, eC, eD,
ktére przecigwstfyxsie z linii.ami aB, aC,
aD, oznaczg na stoli ku w punktach bjC, d,
potozenie pBzedttdotéw B, C, Q.

y!lg.5%5 Uwaga. Gdyby zupomoca stolika wy-
padto zd$a¢ pian gruntu, ktorego wierz-
chotki wszystkich katdéw svj dostepne, np.
plan,i)agna.-ABCDE; mwtedy na punktach
A, B, odbywszy takie dziatanie, jakie
mwykonato sie na punktach Mi N dla ozna-
czenia linii ae; i powtdrzywszy, te sama,
robote na punktach B i C, Qi D, D iE,
E i A; otrzymamy plan bagna,ABCDE.

Gdyby zas$ punkta B i C byty dostepne,a na

gruncie znaydow aly sie przewiniony X,Y,Z,
ktére z tych tylko punktéw ,sg u; p | -
ué; wtedy, wzigwszy liniig BC z.i pod-
stawe, oznaczytoby sie potozenie tych przed-
miotéw za pomocg stolika lub bussoli;
albo tez za pomocg wegielnicy mierni-
fczcy, iezoli te przedmioty nic sg znacznie
oddalone. Togo ostatniego narzedzia bar-
dzo czesto uzywaé sie zwykto, do ozna-
czania biegu rzeki, zakretéw drogi,i wszyst-
kich drobniejszych zatamkoéw figury (la-
ncy na gruncie.
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41. Zagadamnie

Zdig¢ za pomoca katomiaruplam grun-~t
tu AIiiCDE wewnatrz niedostepnego, lec&
ktérego boki i katy wymierzy¢ ulotna-

Zatkngwszy pionowo tyki w punktach
A B, C, D, E, i ustawiwszy, .naprzéd
katumiar w punkcie A, nastepnie \y pun-
ktach B, C, .0, E; biore katy EAB, .ABC,
BCD, CDE, JDEA; mierze poieip boki
AB, BC... i na kazdem stanowisku,wa-
zno$¢ wymierzonego boku i kata i zapisu-
ie w brulionie.

Aby zrobi¢ plan naczyste prowadze
na papierze liniig ca, zamykajaca tyle
czesci wzietych z podzialki, ile iest War
w boku EA, i przy punkcie a, za pomo-
cg przenosnika KkreSle kat ‘eabspEAB»*
wzigwszy znOWii na linii ab, ofi Uilod»,
tyle czesSci z pudziaiki ile ma miar liritia
AB, przy punkcie b robie fcagt abc"ABC;
i tak nastepnie wykresliwszy katy bed, éde,
dea, tudziez boki be, cil, de, otrzyvmtiiiy;
predkim sposobem, plan bagna ABCDE.*

KONIEC XTEbl 'TftZii.CIEy.
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X1EGA IV
ROZDZIAL xr.

O PLASZCZYZNACH PRZECINA1ACYGH SIE
I MNIJACH PROSTYCH PRZECIETY PH
PLASZCZYZNAMI,

Opisania

I. Przez ieden punkt, iako tez przoz ie-
dng liniig prosta, mozna poprowadzi¢ ni«-
skonczong liczbe ptaszczyzn.

Il. Liniia iest prostopadta do ptaszczy-
zny, gdy iest prostopadta do wszystkich
liniy prostych przez iey spodek na ptasz-
czyznie poprowadzonych; naodwrét i ptasz-
czyzna iest w tym razie prostopadta do
linii. Spodek prostopadiey iest punkt,
W ktorym ta liniia spotyka ptaszczyzne.

I1l. Liniia iest rownolegta do ptaszczy-
zny, albo dwie ptaszczyzny sa réwnolegte
wzglcdem siebie; gdy liniia nie spotyka
nigdy ptaszczyzny, albo gdy ptaszczyzny
naydaley bedac przedluzone zeys¢ sie
z sobg nie moga. } i

IV. Dowiedziemy (twicr. 1), ze spdlncm
przecieciem dwoch plaszcznyzn z sobg spo-
tykajacych sie, iest liniia prosta; nachy,

rap V.lenie sie zatem ku sobie dwdéch ptasz-
rig- J-czyzn MN, PQ, oznacza si¢ katem ABC,
zawartym dwiema prostopadtemi AB, BC,
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do spéjnego tycli ptaszczyzn przeciecia
PN» * jednego punktu B, na dwoch ptasz-
czyznach , poprowadzouemi.

N. Kqt brytowy, iest przestrzen kato- p.
wa S* zawarta wiecey niz dwiema ptasz- *
czyznami ASB, BSC, CSD, DSA, w ie-
dnym schodzacemi sie punkcie.

1. Twierdzenie.

Przeciecie sie sp 6lne dwoch ptaszczyzn
iest liniia prosta.

Bo liniia prosta przechodzaca przez
dwa punkta spdlnego przeciecia dwoch
ptaszczyzn, iest razem na iedney i dru-
giey ptaszczyznie, wiec taz liniia pro-
sta musi by¢ spo6lnem przecieciem tych
ptaszczyzn.

2. Twierdzenie.

Jezeli liniia prosta AP, iest prostopa-
dta do dwdch ludy PB, PC, przecinaia-
cych sie w iey spodku P, na ptaszczyZnie
MN; bedzie taz linila AP, prostopadta Fig. i
e do ptaszczyzny MN.

Obrawszy bowiem na liniiach PC, PB,
dwa iakiekolwiek punkta C, B, i potaczy-
wszy ie liniig prosta CB; a od $rodka Q
tey linii, poprowadziwszy do P, Jiniig
QP, nadto od punktu A do B, Q, C,
liniic AB, AQ, AC. Poniewaz w troy-
kacie PBC, podstawa BC iest podzie-
lona w punkcie na dwie roéwne cze-
Sci bedzie PCa+BP2=2PQ*+2QC™*(in,22);
podobnie w troykacie BAC, iest AC*+
AB*=2AQa-|-2QCt;wiec, odigwszy pierw-
szg rownos$¢ od drugiey, i uwazaigc, ze troy-
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katy APC, APB, prostokatne przy P, daig
AC2—C**~AP2, IB2—Pg2=AP?(l11,17.w.2),
Bedzie At»2+ M 2= 2AP2==2AQ2- - 2PQ2;
a podzieliwszy obie strony przez 2, otrzy-
mamy Al,2===A5f“-PQa; czyli, dodawsyy
do obu stron, PQ2, wypadnie AlI™N-f-Po2—
AQ2; zatem troykat APQ iest prostokatny
(11, 17, wn. D> przy P; wiec liniia AP iest
prostopadta do PQ: podobnie mozna oka-
za¢ ze linia AP iest prostopadia do kaz-
dey linii prostey przez punkt, P, na
ptaszczyznie MN poprowadzonej'; zatem
liniia AP bedzie prostopadia i do ptasz-
czyzny MN (opis. IlI).

3. Ticierdzeme.

4 Dwie tiniie proste AB, AC, przecina-
iacc sic z sokg, na iedney ptszczyznie i
oznaczata iey poTozenie.

Bo przez Imiig AB, wystawiwszy so-
bie poprowadzong ptaszczyzne, i obraca-
jaca sie okoto tey linii poty, péki nie
trafi na punkt C, wtedy, poniewaz liniia
AC, inie¢ bedzie dwa pmikta na tey ptasz-
czyznie, wiec cata na niej' znaydowac
sie bedzie; potozenie zatem tey ptasz-
czyzny bedzie tein samem oznaczone, ze
znayduig sie na niey dwie tiniie proste
AB, AC, przecinajgce sie z sobag.

5 Whniosek 1 Troykat ABC, czyli trzy
punktu A, B. C5 nie w linii prostey be-
dace, 6znUezaig potozenie ptaszczyzny.

Wniosek Il.  Dwie tiniie réownolegte
AB, CD, oznaczaig potozenie ptaszczyzny;
bo przerigwszy te tiniie, trzecig liniig EF,
bedzie ptaszczyzna dwoch liniy prostych
AE, EF, ptaszczyzng liniy rownolegtych
AB, CD.
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4. Twierdzenie.
liniie poGityte AD, Ali... poprowadzone py. &

6d punktu A do doptaszczyzny MN, ie-
zeli sg réwno oddalone &d prostopadtey
AP.,do teyzc ptaszczyzny, bedg rowne sobie;
a z dwdch pochyltych AE, AB nieréwno
oddolnych od prostopadtey AP; liniia AE
wiecey oddalona iest od dtuzsza AB.

Bo 16d. iezeli liniy pochytych odlegtosci
DP, PC, PB, od linii AP, sg roéwne; troykaty
prostokgtne APD, APC, APB, majace nadto
bok AP spéiny, bedg réwne sobie (I. 3): za-
tem pochyte AD, AC, AB, rowno oddalo-
ne od prostopadtey, sg miedzy soba réwne;

2re. jezeli odlegto$¢ PE pochytey AE,
iest wieksza od odlegtosci PB pochytey
AB, bedzie (1, 13) pochyta AE, wieksza
od AB, a zatem i od AC.

Wniosek. Spodek P prostopadiey AP}
iest srodkiem kota zakres$lonego na ptasz-
czyznie MN, z punktu A promieniem
Wiekszym od AP; witasnos$¢ ta ppdaie spo-
s6b prowadzenia prostopadiey do ptasz-
czyzny, z punktu nad hig wzietego.

5. Twierdzenie.

Jezeli przez spodek P, prostopadiey AP, Pg 7
do ptaszczyzny MN, poprowadzimy pro-
stopadtg PD, do linii BC lezgcey na tey-
ze ptaszczyinie, i koniec D tey prostopa-
dtey, ztgczymy z punktem iakimkolwiek A
prostopadtey pwrwszey, liniia AD; bedzie
ta liniia AD prostopadta do BC.

Wzigwszy bowiem BD==DC, i popro-
wadziwszy liniie PB, PC, AB, AC. Po-
niewaz liniia PD iest prostopadia do BC*

14
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i odlegtos¢ BD=DC, wiec poebyta PBs=
PC (1, 13); aze znowu wzgledem prosto-
padiey AP, odlegtos¢ PB=PC, zatem
pochyta AB=AC (4J; liniia wiec AD
ma dwa punkta A i D, réwno oddalone
od koncéw B i C, linii BC, zatem iest
prostopadtg do teyze linii.

Whniosek. Wypada stad, ze liniia BC iest
prostopadta do ptaszczyzny APD (2); bo
ta liniia iest razem prostopadta do dwdch
liuiy prostych AD, PD, przecinaigcych sie
W iey spodku D.

6. Twierdzenie.

8 Jezeli liniia AP, iest prostopadia do
ptaszczyzny M N, wszelka liniia ED r6-
wnolegta do linii AP, bedzie prostopadita
do teyze ptaszczyzny.

Bo przez liniie rownolngte AP,ED, popro-
wadziwszy ptaszczyzne APDE przecinaia-
ca sie Z ptaszczyzng MN, w linii PD,
a na ptaszczyznie MN poprowadziwszy
linilg EC prostopaditsg do PD, i punkta
A i D ztgczywszy liniiag AD; podiug wnio-
sku twierdzenia poprzedzajacego, liniia
BC bedzie prostopadta do ptaszczyzny
APDE, zatem kat BDE iest prosty; aze
kat EDP iest takze prosty (1, 19), bo
linila AP rdéwnolegta do DE, iest z za-
tozenia prostopadta do PD; zatem liniia
DE iest prostopadta do dwéch liniy PD,
BC, przecinaigcych sie w iey spodku D,
wiec iest prostopadta i do ich ptaszczyz-
ny MN (2).

Whniosek. Wypada stad naodwrét, ze le-
zeli dwie limie proste AP, ED, Sg pro-
stopadte do iedney ptaszczyzny jyiN 9 te
dwie linie sg do siebie rdwnolegte; bo
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potaczywszy spodki tych prostopadtych
jiniig PD, na ptaszczyznie MN, bedg lini- v
ic AP,ED prostopadte do linii PD (opis.Il),
a zatem bedag wzgledem siebie réwnole-
gte (I, 17;.

Whniosek Il. Dwie liniie AB, CD, ro-I'g-u
wnolegte do linii trzeciey EF, na odmien-
jicy z niemi ptaszczyZznie potozoney, sg
rownolegte wzgledem siebie. Bo wyobra-
ziwszy sobie ptaszczyzne prostopadig do
linii EF, kazda z limy AB, CD, bedac
réwnolegta do linii EF, bedzie prostopa-
dia do tey ptaszczyzny; a zatem podiug
wniosku poprzedzaigcego, liniie AB, CD,
beda wzgledem siebie rownolegle.

7. Twierdzenie.

Jezeli liniia prosta AB, iest rownolegfa¥\g. y
do linii CD lezacey naptaszczyznie MIS,
kadzie liniia AB rdéwnolegta i do tey
ptaszczyzny,

Bo gdyby linilia AB nie byta réwno-
legta do ptaszczyzny MN, wiec spotyka-
taby razem te ptaszczyzne, i potozong na
niey iiniig CD;,aze liniia AB nie moze
spotykaé¢ linii CD, bo iest do niey z za-
tozenia rownolegta, przeto taz liniia nie
moze spotkaé i ptaszezny MN; zatem
iest do niey réwnolegta (opis. IlI).

8. Twierdzenie,

Dwie ptaszczyzny M m PQ, prosiopadte FHg 10
doliniiprostcy AB, sci do siebie réwnolegte
, Gdyby bowiem te ptaszczyzny przedtu
zone. spotkaty sie z sobg wr linii DC!
wtedy, obrawszy na tey linii punkt O, 1
poprowadziwszy liniie Bo, U); poniewaz

A



Biblioteka Cyfrowa UJK
http://dlibra.ujk.edu.pl

liniig AB iest prostopadta 4© ptaszczyzny
MN, wiec iest prostopadta i do linii AD
poprowadzoney przez iey spodek na tey
ptaszczyznie (opis. Il.); dia tey samey
przyczyny ’ i liniig AB iest prostopadia
do BO; zatem bylyby dwie prostopadte
BO, AO spuszczone z iednego punktu O,
na liniig AB, co by¢ nie moze; nic moga
przeto dwie ptaszczyzny MN, PQ, spot»
kac sie z sobg; sg wiec réwnolegte.
9. Twierdzenie.

Vis U Jeieli dwie ptaszczyzny réwnolegte M Ny
m sgprzeciete trzeeig ptaszczyzng AB CDf
ich,przeciecia AB, CD, bedg wzgledem sie-
bie réwnolegle.

Bo gdyby limie AB, CD lezace na ie-
dney ptaszczyZznie ABCD, nie byly réowno-
legte , wiec przedtuzono zbiegtyby sie z so-

a zatem zeszltyby sie i plaszezyzny
MN, PQ, ng ktérych one znayduig sie; aze
te ptaszczyzny schodzi¢ sie nie moga, be-
dac z zatozenia réwnolegle; zatem i linii;?.
AB, CD muszg by¢ wzgledem siebie ro-
whnolegte.

10. Twierdzenie.

F't'ii Liniig AB prostopadta do ptaszczyzny
MN, iest prostopadta i do ptaszczyzny PQ,
rownolegtey do M N

Bo na ptaszczyznie PQ, pociggngwszy
dowolnie liniig BC, i przez dwie liniie
AB,BC poprowad2|wszy ptaszczyzne ABCD,
przecinaiace sie z ptaszczyzng MN, w li-
nii AD, bedzie to przeciecie AD réwno-
legte do BC (9); aze liniig AB iest pro-
stopadta do ptaszczyzny MN, a zatem
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iesti do linii AD lozgcey na tey ptasz-
czyznie (opis. Il1); iest zai liniia BC ro-
wnolegta do AD, wiec liniia AB iest
prostopadta i do linii BC (I, 19* W,,*V P°“
dobnie okaza¢ moznal ze taz liniia AB
iest prostopadta do kazdey linii przecho-
dzacey przez iey spodek na ptazczyznie
PQ, zatem liniia AB iost prostopadta do

ptaszczyzny PQx
11. Twierclzenie.

Dwie liniie rownolegte AB, CD, zaivarlevig i3
miedzy dwiema ptaszczyznami MN, PQ,
réwnolegtemi, sg rowne sobie.

Gdyz przez liniie réwnolegte AB, CD,
poprowadziwszy ptaszczyzne ABDC; prze-
ciecia AC, BD, tey ptaszczyzny, z dwie-
ma ptaszczyznami MN, PQ, beda wzgle-
dem siebie rownolegle (97, zatem figura
ABDC iest réwnolegtobokiem; wiec liniia

AB = CD.
12. Twierdzenie.

Jezeli dwa katy CAE, DBF, nie lezacepig. u
na iedney ptaszczyZnie; maig ramiona
AC i BD, AE i BF, wzgledem siebie r6-

wnolegte, i skierowane w iedng strong’,
bedg te katy réwne, a ieh plaszczyzny
rownolegte.

Wziifwszy bowiem AC=BD, AE=BF,
i poprowadziwszy liniie CE, DF, AB, CD,
EF; Poniewaz liniia AC iest réwnairéwno-
legta do BD, bedzie i liniia CD réwna 1l
rownolegta do AB (1,20. w. I). Dla podobney
Przyczyny i liniia EF iest royvua i réwno-

*° Bnii AB; dwie zatem liniie CD,
r *r°vvne i réwnolegte wzgledem linii
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Irzeciey AB, potozoney na innej’ z niemi
ptaszczyznie, sg réwne i réwnolegle wzgle-
dem siebie (6. w. 2); zatem i liniiaDFiest
réwna i réwnolegta do CE; wiec dwatroy-

WCE,"tJDF, maiace trzy boki odpowie-
dnie réwne trzem bokom , s réowne sobie
(1,9); a zatem iest kat CAE=DBF. Nadto,
poniewaz trzy boki troykata ACE, sa ro-
wnolegle wzgledem trzech bokéw tréyka-
ta BDF, wiec i ptaszczyzny tych troyka-
téw sg do siebie réwnolegte.

13. Twierdzenie.

Fs. 15 Jezeli dwie liniie proste AB, CD, prze-
ciete sg trzema ptaszczyznami réwnole.
gtemi Mn, Pil, JIS, przeciete beda pro-
porcyonalnie.

Niech liniia AB, spotyka ptaszczyzny
dane w punktach A, E, B; liniia CD,
w punktach C, F, D; powiadam, ze ma
sie AE: EB=r.CF: FD.

Bo poprowadziwszy liniig AD, spoty-
kajgcg ptaszczyzne PQ w punkcie G; i
nadto imiie AC, EG, GF, BD. Ponie-
waz przeciecia EG, BD, ptaszczyzn ré-
wnolegtych PQ, RS, z ptaszczyzng ABD,
sg do siebie rownolegte (9); wiec w tréj-
kacie ABD, masie aE: EB=AG: GD (lll, 1).
Podobnie dla przecie¢c AC* GF, réwnole-
gtych, w troykacie ADC, iest AG: GD=
CF; FD, wiec, z przyczjmy spotnego sto-
sunku AG: GD, bedzie AE: EB—CF: FD.

M. Twierdzenie..

Fig. 16 Jezeli liniia AP iest prostopadta do
ptaszczyzny MN, wszelka ptaszczyzna APB,
przechodzaca przez liniia AP, bedzie
prostopadta do ptaszczyzny MN. .
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Niech liniia BC, wyraza spo6lne przecie-
cie dwoch ptaszczyzn APB i MN. Na ptasz-
czyznie MN, poprowadzmy przez punkt P,
linila DE prostopadtg do BC: liniia APiako
prostopadta do ptaszczyzny MN, iest pro-
stopadta do kazdcyyz dwdch liniy BC,DE
natey ptaszczyznie poprowadzonych (op.It),
wiec kat APD iest prosty, aze ten kat za-
warty dwiema prostopadiemi PA, PD, do-
spblnego przeciecia BC, mierzy nachyle-
nie sie ku sobie dwoéch ptaszczyzn APB,
MN (opis. IVj; wiec dwie te ptaszczyzny
sg do siebie prostopadie.

Wniosek. Wypada stad, ze iezeli dwie
ptaszczyzny sg prostopadie do trzeciey,
bedzie i spo6lne przeciecie tych dwdch
ptaszczyzn prostopadie do ptaszczyzny
trzeciey.

15. Twierdzenie.

Jezeli kgt hrytowy s, zawarty iest trze-Fig. 17
ma katami ptaskiemi ASB, ASC, CSB,
hedzie summa dwdch ktéryehkolwiek z nich,
wieksza od kata trzeciego.

Niech kat !'ASB, bedzie wiekszy od kaz-
dego z katow, ASC, BSC; powiadam ze kat
ASB <ASC+BSC.

Bo na ptaszczyZznie ASB, wykresliwszy
kat DSB—CSB, wzigwszy SD—SC i popro-
wadziwszy liniie ADB, AC, CB: poniewaz
dwa boki BS, SD sg réwne dwém bokom
BS,SC, i katy BSD, BSC miedzy temi boka-
mi zawarte sg rowne, wiec dwa troykaty
BSD, BSC sg rowne sobie, zatem BB=BC.
Aie AB<AC+BC (1,5), wiec, odigwszy
z iedney strony BD, drngiey BC, bedzie
AD<AC. Lecz dwa bobi AS, SD, sa ro-
wne dwém bokom AS, SC, a bok trzeci
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AD iest tnnieyszy od AC, zatem kat
ASD<ASC 8); dodawszy spoinie kat
BSD=BSC, bedzie kat ASD-fBSD, czyli kat
ASB< ASC+BSC.

16. Twierdzenie.

Fig.is Summa katow ptaskich zaicieraiacych kat
brytowy, iest mnieysca od czterech katéw
prostych.

Przetniymy kat brytowy S, iakgkolwfek
ptaszczyzng ABCDE, i z punktu Owzie-
tego na tey ptaszczyznie, do wszystkich
katéw wielokgta ABCDE, poprowadzmy
tiniie OA,iOB, OE i, t d. bedzie summa
katéw w trdjkgtach ASB, BSC. . . inaig-
cych wierzchotki w S, réwna summie
katéw podobneyze liczbie troykatéow AOB,
BOC . . maiacych wierzchotki w O. AzZe
przy punkcie B, katy ABO, OBC, razem
wziete czynig kat ABC<ABS-}-SBC (I5);po-
dobnie przy punkcie C, iest kgtBCO-fOCD
<BCS-f*'SCD, i toz samo iest zewszyst-
kiemi katami wielokgta AD; zatem w trdy-
katach, ktorych wierzchotkiem iest punkt O,
summa katow przy podstawie, iest mniey-
sza od.summy katéw przy podstawie w troy-
katacli, ktorych wierzchotkiem iest punkt
S; wiec naodw rét summa katéw utworzo-
nych przy punkcie O,iest wieksza od summy
katéw przy punkcie S; aze summa katéw
przy O, iest rowna czterem katom prostym
(1, ;2.uwag.); zatem summa katow pia-
skich ASB, BSC ...zawierajacych kat bryto-
wy S, iest mnieysza od czterech katow
prostych.
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ROZDZI AL AT

O WLASNOSCIACH BRYL | M1ERZENHJ IGH

POWIERZCHNI-
Opis anta,

I. Nazywa sie bryfg wieloscienng, albo
krécey uieloscianem, kazda bryta zakon-
czona ptaszczyznami» czyli $cianami pla-
skiemi maigcemi za granice liniie. proste.
I tak bryla ograniczona czterema S$ciana-
mi, iest czworos$cianem, 6Scig $cianami»sze-
§cianem, 12stg scianami, dumiastos$cignem,
20sta $cianami, dwudziesto$cianem 11 ii.

Il. Spdlne przeciecie dycoch Scian przy-
legtych W wieloécianie, iiazyvya sie bo-
kiem albo krawedzig wieloScianu.

I11. Wieloscianem foremnym nazywa sie
ten, w ktéorym wszystkie S$ciany sg wie-
lokgtami foremnemi réwnemi, i ktorego
wszystkie katy brylowe sa réwne sobie.

Takich wielosciandéw iest pie¢ dlatego
16d, ze dla zlozenig kata brylowego po-
trzeba nayrnniey trzech katéow ptaskich,
2re, ze potrzeba aby katy ptaskie zawio6-
raiace kat brytowy wieloscianu foremne-
go byly katami foremnego wiolokgta, co
tatwo z opisania bryly foremney widzieé
sie daie; 3cie, ze kat brytowy zawarty
ilgkolwiek katami piaskiemi iefst zawsze
nmieyszy od 4 katéw7prostych (16). Stad
wypada 16d, ze dla zlozenia kata bry-
towego z katoéw tioykata roéwnobocznego?
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niemozna wzia¢ mniey nad ani  wien
cey nad 5 katow ptaskich * gdyz ieden
z tyci» katéw réwny iest 8 Kkata prostego,
wiec 6 takich katéw, czynigc 4 katy pro-
ste, nie mogtyby ztozyé kata brytowego
(16); a zatem trdjkatami réwnobocznemu
moze by¢ tylko zawarty czworos$cian, osrnio-
§cian i dwudziestoscian foremny. 2re z ka-
tow ptaskich kwadratu nie mozna mniey
ani wiecey wzig¢ nad trzy, dla zlozenia
kata brytowego: kwadratami zatem moze
tylko by¢ ograniczony szeScian. 3cie po-
niewaz kazdy kat pieciokgta foremnego
czyni 108° (*), mozna zatem trzema ka-
tami ptaskiemi tego pieciokagta zawrzel
kat brytowy, a pieciokgtami foremneini
zamkna¢ dwimasto$eian foremny.

Chcgc ztozy¢ z tektury wspomnione
wielosciany foremne, tak sie postepuie:

Fig. 19 Dla zlozenia czworo$cianu kres$lg sie na
tekturze cztery tréykaty rownoboczne.

-rig.20  Dla oSmioscianu . o$rn tréykatéw réwno-
bocznych.

rig.ai Dla dwudziesto$Scianu, dwadziescia
troykatow réwnobocznych.

Hg 22 Dla szesScianu, sze$¢ kwadratéw.

Fig.23 Dla dwuiiastos'ciaim, dwanascie piecio-
katow foremnych.

Potem za pomocg liniialu i scyzoryka ,
wzdtuz liniy oddzielajacych kazdg ptasz-
czyzne, nadrzynaig sie obwody figur do
potowy grubosci tektury, nakonicc skla-
daig sie Sciany i tgcza przez sklejenie
ich bokdw, ktéremi sie styka¢ powinny.

O podtug (1,26. w.) IQy wewnetrzne pieciokata
foremnego réwne 33 6 katom prostym, wiec jeden
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V. Graniastosfnp iost bryla ogtnniczo-F*
na ilgkolwiek ptaszczyznami, z ktdérych
dwie przeciwlegte sa wielokatami rowne-
ini i réwnolegtemi, a inne boczne réwn»-
tegtebokami; ptaszczyzny przeciwnie AL,
BJ sg podstawami graniastostupa J a zbidr
réwnolegtobokéw BD, Cbh, HL it d. czy-
ni powierzchnig boczna czyli wypukig
graniastostupa.

Prostopadta BR z ktdéregokolwiek pun-
ktu B iedney podstawy, spuszczona na
podstawe druga, iest wysokoscig grania-
stostupa; a iiniie BA, CD. .. sg iego kra-
wedziami.

Mozna uwazac graniastostup iako utwo-
rzony przez podstawe AL, posuwa:acg Sie
rownob.gle wzgledem siebie, po krawe-
dzi AB. Przecigwszy zatem gdziekolwiek
graniastosiup , ptaszczyzng réwnolegta do
podstawy, przeciecie stad otrzymane, be-
dzie réwne tey podstawie.

Graniastoslup iest prosty, gdy krawe-
tzie lego BA, CD... sg prostopadle do pod-
stawy: j wtedy kazda krawedz iest r0-
wna wysokos$ci graniastostupa. W kazdym
innym przypadku graniastosiup iest po
c rjfy> i wysokos¢ iego iest mnieysza od
krawedzi.

Gianiastostup iest troykatny, czworo-
katny, pieciokatny i t. d. podiug tego iak
podstaw a iego iest troykatem, czworoka cie
te™> pieciokgtem i t. d.

* Graniastosiup maigcy za podstawe
row'noieglobok zowie sie réwnolegtoscia-
B/PfL* ~ ' WnCdegtoseian ograniczony iest

<lwaU” _V,I<%” 0*0l:araii * ktorych kazde
plZeciwne sa rownolegte 1 réwne»
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Rownolegte”~cian iest prostokgtny, gdy
wszystkie iego S$ciany sa prostokatami»

Koéwnolegloscian prostokatny nazywa
sie szeScianem, gdy iest zamkniety sze-
§cig row nemi kwadratami-

Fig.20 YI. Ostrostup czyli piramida, iest bryta
ograniczona ilagkolwiek  ptaszczyznami
tréykatnemi schodzacemi sie w iednym
punkcie S, zwanym wierzchotkiem ostro-
stupa, i opartemi na bokach wielokagta
ABCDE, stuzgcego za podstawe ostro-
stupowi,

Prostopadta SP z wierzchotka ostrostu-
pa na podstawe spuszczona, iest tcyso-
koscig ostrostupa, iiniie SB, SC it d. sg
iego krawedziami, a zbiér troykatéw ASB,
BSC i t. (I. Sklada powierzchnig wypukia
czy li boczng ostrostupa.

Osirostiip iest troykatny, czworokatny
i t.d. podiug tego, iak podstawg iego iest
tioykat, czworokat i t. d.

Fig.27 Ostrostup iest foremny, gdy ma za
podstawe wielokat foremny BCDEF, igdy
prostopadta SP z wierzchotka ostrostupa
na ptaszczyzne podstawy spuszczona, prze-
chodzi przez srodek P tey podstawy.

W ostrostupie foremnym Kkrawedzie SB,
SC,SE, SD i t. d. sg wszystkie rOwne sobie;
bo sa przeciw'prostokagtnemi troykatow
prostokatnych réwnych SPB, SPC, SPD
i t. d; nadto wszystkie boczne tréykaty
SBC, SCD, SDE it d. sg réw noramienne i ro-
wne sobie. \ zatem z wierzchotka S ostro-
stupa foremnego, spuszczona prostopadta
>SK na podstawe DE tréykata bocznego
SDE, oznaczajacg iego wysokos$é, iest ra-
zem itusok&S$&ig wszystkich troykatow
bocznych.
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Przccigwszy ostrostup 8 ABCDE pTusz-*M-2%6
czynng abcde réwnoleglta, rlo podstawy,
bryta ABCDE abcde, z tego przeciecia otrzy-
mana, zowie sie ostrostupem S$cietym, albo
klocem ostrostupowym.

V4. Walec iest bryta, ktérguwaza¢ mo-Fis-28
zna iakby wutworzong przez prostokat
AI]CD obracaiacy sie okoto icdnego boku
AB, iako nieruchomego, pdkiby nie po-
wrdécit do tegoz samego mieysca, z Kktoé-
rego sie obraca¢ zaczat.

Osia walca iest liniia nieruchoma AB,
okoto ktorey prostokat obraca sie.

Podstawami walca sg kota réwne DHE,
CGF, utworzone obrotem dwdch bokéw
przeciwlegtych AD, BC, prostokgta AC. Po-
wierzchnia utworzona przez hok CD, na-
zywa sie powierzchnia wypukfa albo bo-

czng walca.
Prostopadta AB z punktu jakiegokol-

wiek iedney podstawy, spuszczona na
podstawe druga, iest wysokoscig walca.

Walec iest prosty, kiedy o$ AB iest pro-
stopadta do dwoch podstaw, i wtedy 0%
iest réwna wysokos$ci walca.

Walec iest pochyty, kiedy o$§ AB iestHg 20
nachylona do podstaw, i wtedy o0$ iest
wieksza od wysokosci walca.

VIIl. Mozna uwaza¢ walec za graniasto-
stiip, ktérego podstawami sg wielokaty o
nieskoiiczoney liczbie matych hokdw.

IX. Ostrokrag iest bryta, ktérg uwazac Fig. 30
mozna iako utworzong przez tréykat pro-
stokaty SAB, obracajacy sie okoto ie-
dneg6 zramion SA kata prostego, uwazane-
go za nieruchome, po6kiby nic wrdcit dotego

sameqo mieysca, z ktorego sie obracaé
zaczat.
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Osig ostrokregu, iest liniia nieruchoma
SA, okoto ktorcy troykat obraca sie, a
Wierzchotkiem iest punt S.

Podstawg ostrokregu iest koto BDC,
utworzone ramieniem AB kata prostego;
a powierzchnia utworzona przez obrot
przeci wprostokgtney SB, nazywa sie po-
wierzchnig wypuklg albo boczng. Kazde
przecieci« w ostrokregu zrobione prosto-
padte do iego osi SA, iest kotem.

Prostopadta SA, z wierzchotka ostrokre-
gu na podstawe spuszczona, iest wysoko-
$cia ostrokregu.

Ostrokrag iest prosty, gdy o0$ SA iest
prostopdta do podstawy, i wtedy wyso-
kos$¢ ostrokregu iest ré6wna iego osi.

FHg 31 Ostrokrag iest pochyty, gdy o$ iego iest
nachylona do podstawy; i wtedy wysokosé
ostrokregu iest mnieysza od iego osi.

Liniie proste SC, ND, it d. oznaczaig-
ce odlegtos¢ wierzchotka ostrokregu, od
okregu, podstawy, zowig sie bokami ostro-

Fig.sohregu. Wszystkie te boki w ostrokregu
prostym sg rowne sobie, bo kazdy z nich
iest rowny przeciwprostokatney SB, twa-
rzgeey powierzchnig wypuktg ostrokregu.

X. Mozna ostrokrgg uwaza¢ za ostro-
stup maigcy za podstawe wielokat o nie-
skohc¢zoney liczbie matych kokéw.

Hg*2 Jezeli ostrokrag prosty S&BD przetniemy
ptaszczyzng abd rownolegtg do podstawy
ABD, bryta ADda z tego przeciecia pow-
stajgca, zowie sie ostiokregiem $cietym,
albo klocem ostrokregowym.

Fig.53 Xl. Kula iest t/ryla ograniczona po-
wierzchnig Kkrzywag, maigcg wszystkie
punkta réwno oddalone od punktu C
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wewnatrz iey potozonego, Kktéry nazywa
sie $rodkiem Kkuli.

Mozna uwaza¢ kule iako utworzong
przez obrot catkowity potkola DAE, oko-
to Srednicy DE nieruchomey ; bo w tym i*
biocie powierzchnia opisana przez pot-
okragg DAE, ma wszystkie punkta ré-
wno oddalone od $rodka C.

Promien kuli, iest liniig prosta poprowa-
dzona od srodka C, do powierzchni kuli.
Srednica albo 0§ kuli, iest liniig prosta
DE przechodzaca przez s$rodek C, i za-
konczona z obu stron na iey powierzchni.

Wszystkie promieni«  kuli sg réwne,
i wszystkie iey S$rednice sg podwolyne
wzgledem promienia, przeto sg réwne
miedzy soba.

Dowiedziemy w (twier. 21), ze kazde
przeciecie kuli ptaszczyzng, iest kolem.
Wszelkie przeciecie kuli maiace $rodek
w C, zowie sic kotem wielkiem kuli;
kazde za$ inne przeciecie kuli nie prze-
chodzace przez iey s$rodek C, nazywa sie
kotem matem Kkuli.

Bryta utworzona przez obrdét catkowity
wycinka kotowego DCB, okoto promie-
nia DC, nazywa sie wycinkiem Kkuli.

Ptaszczyzna AMBF przecinajgca kufe
W jakimkolwiek kierunku, np. prostopadle
do iey osi DE, dzieli kule na dwa od-
cinki kuliste DAMBF, EAMBF, maigce
za spilng podstawe koto AMBF; pier-
wszego z tych odcinkéw wysoko$cig iest
Bnifa DO, drugiego, liniig OE.

Gdcmek kulisty AMBF A'M'B'F' ma dwie
podstawy AMBF, A MBr, gdy iest za-

warty miedzy dwiema ptaszczyznami pro-
stopadte«)! do osi DE.
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Mozna uwazaé orlémek kulisty DAMBF,
iako utworzony przez obrot catkowity
polodc¢inka kotowego DOB, okoto linii pro-
stce DO; a powierzchnia wypuktg tegoz
odcinka kulistego, przez obrot luku DB.

XIl. Méwi sie ze walce prosty iest o-
pisany na kuli, (fig. 33 bis) gdy ma za
podstawe koto wielkie BEC kuli, awy-
sokos¢ AB rowng iey osi.

Méwi sie podobnie, ze walec iest opi-
sany na ostrokregu, gdy ma spdlng z nim
podstawe, i tez sarng Wysokos¢.

XIIl. Bryly zowig sie podobne, gdy sa
zawarte rdznal liczba ptaszczyzn podo-
bnych, i gdy maig katy brylowe odpo-
wiednie rdéwne. Z tego opisania wypa-
da, ze w wielomianach podobnych, krawe-
dzie odpowiednie sg proporcjonalne.

17. Twierdzenie.

Powierzchnia boczna graniastostupa pro-
stego, réwna iest iloczynowi z obwodu
podstawy przez wysoko$¢ granistostupa.

sa Bo prostokagty AF, FD, AC., skiadaia-

ce powierzchnig boczng graniastostupa
prostego AH, maia za podstawe bokiAE,
ED, AG . k podstawy graniastostupa, a
wa wysoko$¢é iego krawedZ AB; aze po-
wierzchnia prostokata, iest réwna iloczy-
nowi z iego podstawy przez wysokos¢,
wiec summa tych wszystkiej) prostoka-
tow, cz«yli powierzchnia boczna graniasto-
stupa prostego All, ma za miare (AE-f-ED
DG+AG)XAB, toiest rowna sie iloczyno-
wi z obwodu podstawy przez* wysokos¢
grauiastosiupa.
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Whniosek. Powierzchnxa boczna itaka rig.U
prostego FD, iest réowna iloczynowi z okre-
gu iego podstawy FGC przez o$ JB. lio
walec prosty iest gruniastostupem prostym;
maigryin za podstawe wielgkat o nieskon-
czojiey liczbie malych bokéw, a wyso-
ko$¢ réwng osi AB (opi. VIII. roz. XII):

18. Twierdzenie*

Powierzchnia boczna graniastosTnpa po-Fig.24
cbytego DJ, iestrowna iloczynowi z tego kra-
wedzi kioréykolwiek AB, przez obwodprze-
ciecia adfle prostopadtego do teyze Kkra-
wedzi.

Ptaszczyzna bowiem przeciecia adfle,
prostopadia do krawedzi BA, iest razem
prostopadta do wszystkich krawedzi CD,
HF, JL, KE rdwnolegtych do BA (OJ;
a zatem i liniic, ad, di,it... na tey ptasz-
czyznie znayduigcc sie , sa odpowiednie
prostopadte do krawedzi BA, CD* IIF ...
~opis, I r. X1); lezeli wiec te krawedzie ro-
wne, wezmiemy za podstawy odpowiedne
j-6wnoiegtobokom AC, DH, Fi, EJ, AK,
sktadaigcym powierzchnig boczng grania-
stosiupa DJ; iiniie proste ud, df, fl, ol, ea*
beda wysokosciami tych réwnolegtobokdw;
aze powierzchnia kazdego z nich rowna sie
iloczynowi z podstawy przez wysokosé
(I, 22.wn. 2); przeto summa pow ierzchni
wszystkich réwnoleglobokéw, czyli po-
wierzchnia boczna graniastoslupa pochy-
tego 1)J, iest réwna iloczynowi z kra-
wedzi BA, przez summe Wszystkich bo-
kow' przeciecia adfle a; loiest rowna
BA fad 4-df4fl+te-f-ea).

ti niosek. Powierzchnia boczna walcn/Yg20
pochytego J'i)liest rowna iloczynowi zbo~

IG
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ku MF, przez obwod przeciecia abed
prosiopadtego do tegoz boku EF Bo \va-
lec pochyty iest graniastostupem pochy-
tym, maigcym za podstawe wielokat o
nieskohczoney liczbie matych bokdw.

Uwaga I. Poniewaz Jcometrya elemen-
tarna nie podaie sposobu oznaczenia ob-
wodu przeciecia abed, przesta¢ wiec po-
trzeba w praktyce, na wymierzeniu tego
obwodu mechanicznie, obwiiaigc walec
nicig wyciggnieta na obwodzie ptaszczy-
zny abed, prostopadiey do boku EF.

Uwaga. Il. Chcjjcjwynalez¢ powierzchnia
catg graniast-ostupa albo walca, potrzeba
do powierzchni boczney tych bryt, dodaé
summe powierzchni ich podstaw, ktore
w gsaniastostupie tak wynayduig sie iak
powierzchnie wielokgatéw, a w walcu iak
powierzchnie Kkot.

19. Twierdzenie.

Fig. 27 Powierzchnia boczna ostrostupa forem-
nego SBCDEFf iest rowna iloczynowi z ob-
wodu podstawy BCDEF, przez potowe
wysokosci SK, ie-dnego z trdykatow skia-
daiacyck powierzchnia boczna ostrostupa.

Bo tréykaty SBC, SCD,SDE, SEF, SFB
sktadaiacc powierzchnig boczng tego o-
strostupa sg rowne sobie (opis. VI. roz. XI1),
i wszystkie maig wysoko$¢ réwng prostopa-
dicy SK; aZze powierzchnia kazdego ztych
troykatow iest réowna iloczynowi z podsta-
wy przez potowe wysokosci SK; przeto
summa powierzchni wszyskich tréyka-
téw bocznych, czyli powierzchnia bo-
czna ostrostupa foremnego SBCDEF

iest= (BC+ CD+ DE + EF + FB)XSIC
2..
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toieet iloczynowi z obwodu podstawy

ostrostupa przez potowe wysokosci troy-
kata bocznego.

Whniosek. Powierzchnia boczna ostro-Fig. 30
kregu prostego SCDB, iest rowna iloczy-
nowi z okregu iego podstawy CDB, przez
potowe boku CS ostrokregu. Bo ostrokrag
prosty iest ostrostupem foremnym majg-
cym za podstawe wielokat o nieskoiiczo-
ney liczbie matych bokow.

Uwaga I. Chcac wynalez¢ powierzchnig
boczng ostrostupa nieforemneg-o, szukaé
potrzeba powierzchni tréoykatow skladaia-
cych powierzchnig boczng tego ostrostupa*
i wzig¢ summe znalezionych powierzchni.

Uwaga. Il. Wyrachowanie powierchni
boczney ostrokregu pochytego, Ilubo nie
nalezy do Jeometryi elemeutaincy, mozna
jednak na mocy prawd poprzedzaigcych
wynalez¢ te powierzchnig sposobem przy-
blizonym; uwazaigc ostrokag pochyty za
ostrostup niefpremny ktéregoby powierz-
chnia boczna skladata sie z nieskonhczo-
ney liczby troykatéw. Na ten koniec po-
dzieliwszy okrgg podstawy tego oslro-
kregu na tak wielkg liczbe *tukdw, izby
tc bez widocznego uchybienia, mogty sie
uwaza¢ za podstawy troykatdw bocznych
ostrokregu, i wynalaztszy tych troykatow
powierzchnie, otrzymatby powierzchnig
boczng ostrokregu pochytego. Dla obra-
cliowania za$ powierzchni caley tego
ostrokregu, dodaé¢ potrzeba znaleziong

owierzchni odstaw do powierzchni
Boczney. a P y P
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20. Twierdzenie.

Hg 3 Powierzchnia boczna kloca oslrokrego-
wego ADda, iest rowna iloczynowi z koka
Aa kloca, przez potowe su/timy z okregow
dwoch iego podstaw ABD, ahd.

Bo powierzchnig boczng tego kloca mo-
zna uwazaé¢ iako ztozong z nieskonezo-
ney liczby trapezow, (iak iest /labBj, kto6-
rych summa podstaw gérnych, iest réwna
okregowi podstawy gdérney abd kloca, a
summa podstaw dolnych, okregowi pod-
stawy dolney ABD tegoz kolca; azo po-
wierzchnia trapezu, iest rowna iloczyno-
wi z potowy summy dwdch iego podstaw ,
przez odlegtos¢ miedzy temi podstawami
(11.23); tg zas$ odlegtoscia w kazdym tra-
pezie iest bok Aa kloca, zatem summa po-
wierzchni wszystkie,!» trapezow, czyli po-
wierzchnia boczna kloca ostrokregowego
ADda, iest rowna iloczynowi z potowy
summy okregéw dwoéch podstaw ABD
abd, przez bok Aa Kkloca. /

Whniosek. Przoz $rodek M bokn Aa klo-
ca, przeeigwszy kloc ptaszczyzng réwnole-
gtg do podstawy AB!), przeciecie stad otrzy-
mane bedzie kotem, ktdérego Srednica iest
MO (opis: IX. r. XIl). Aze w trapezie ADda,
iest linila M 0= ID-fad (ii, 23): nadto

2

okregi ko6t maig sie do siebie iafk ich
Srednice (I1l1, 16.”woio. 2); zatem okrag
MNi)=dkr. ABD -f-okr: abd.
BV '~ ~ -

Wiec powierzchnia ¢jociHa kloca ostro-
kregowego iest réwna iloczynowi z boku
kloca, przez okrag przeciecia zrobionego
w Mocu w rowney odlcgfosei od dwoch
iegel podstaw.
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21’ Twierdzenie.

Kazde przeciecia kuli ptasczyzna AMBF''*
icc-t kotem.

Bo od Srodka € kuli, poprowadziwszy
prostopadtg CO do ptaszczyzny AMBF,
tudziez limie pochyle CF, CM, CB.. do
réznych punktéw obwodu AMBF ogra-
niczoigceg-o ptaszczyzne przeciecia, nako-
niec liniie OM, OF OB. poniewaz po-
chyte CF, CM, CB .. tako promienie kuli
sg rowne, sg wiec rowno oddalone od
prostopadtey CO (i); zatem wszystkie li-
niie OF, OM, 08.. sg réwne miedzy so-
ba; wiec przeciecie AMBF iest kotem,
ktorego $rodek iest w punkcie O.

22. Twierdzenie,

Powierzchnia kuli iest réwna iloczynowi
wi z okregu kota wielkiego Kkitli, przez
iey Srednice AB.

Bo wystawiwszy sobie, ze pdlokrag
AFB, tworzacy powierzchnig kuli przbz
obrot okoto S$rednicy AB, iest podzielony
prnstopadtemi EP, SO.. do teyze S$rednicy,
na nieskohczong liczbe matych tukéw, ia-
kira iestES; bedzie summa powierzchni u-
tworzonych przez te luki, réwna powierz*
ehui kuli. Aze powierzchnig utworzong
przez kazdy z tych tukéw, uwazanych za
liniie proste, mozna wzig¢ za powierzchnia
boczng matego kloca ostrokregowego,- wiec
ze Srodka M tplui ES, spusciwszy prostopa-
dta MR do $rednicyAB, bedzie powierzchnia
boczna, kloca ostrokregowego maiageego za
hok iuiiig ES, “6wna okr. MRXES i20.w.).

I uZatozywszy, poprowadzmy promien CM,
| liang EJ prostopadtg do SO, a przeto
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réwng PO (I, 20). Dwa trdykaty MCR,ESJ,
maigce boki odpowiednie prostopadle do
siebie, to iest; CM do ES (X, 5. w.),Mil do
EJ, RC do SJ, sa podobne (Ill, 7), *daig
CM: MR=ES: EJ=PO; zatem okr. CM: okr.
MRtMES: PO(111,16.w.2); stad okr. MRXES=
okr. CMXPD. Waiec powierzchnia bocz-
na kloca ostrokregowego , ktorego ES iest
bokiem, wyrazi sie przez okr. CMXPD,
toiest, bedzie réwna iloczynowi z okre-
gu kota wielkiego kuli, przez cze$¢ PO
Srednicy AB, oznaczajgcg wysokos$é kloca.
Zatem powierzchnia boczna wszystkich
klocow ostrokregowych, czyli powierz-
chnia kuli, iest réwua iloczynowi z okre-
gu kola wielkiego kuli, przez summe wy-
sokosci wszystkich klocow, czyli przez
Srednice AB, wiec powierzchnia kuli i t. d.

Whniosek 1. Powierzchnia kuli réwna iest
cztery razy wzietey powierzchni kola
wielkiego kuli. Bo”powierzehnia kola wiel-
kiego , iest réwna iloczynowi z iego okr.e*
gil przez potowe promienia, czyli przez
czwartg cze$¢ iego Srednicy (II, 24. w. 1),
przeto ten iloczyn cztery razy wziety,
iest rowny powierzchni kuli.

Whniosek Il. Powierzchnia kuli iest ro-
wna powierzchni boczncy walca prostego
opisanego na kuli. Bo walec prosty na
kuli opisany ma za podstawe koto wiel-
kie kuli, a wysoko$¢ rowng Srednicy ku-
li; zatem powierzchnia boczna tego walca,
réwna iest iloczynowi z okregu kota wiel-
kiego kuli przez iey $rednice (17. wnio.),
czyli réwna iest powierzchni kuli.

Fi*.3 Whniosek Ill. Powierzchnia wypukta od-
cinka kulistego BAFCE o iedney podsta-
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wie, mazacego za wysokos$¢ BD, réwna ieSl
iloczynowi z okregu kota wielkiego kuli,
przez wysoko$s¢ DB lego odcinka.

Podobnie, powierzchnia wypukta odcin-
ka kulistego AECFA'F'CF"' o dwo6ch pod-
stanach, maigcego za wysokos¢ DO\
test rotrna iloczynowi z okregu kota wiel-
kiego kuli, przez wysokos¢ O D.

23. Twierdzenie.

Powierzchnia kuli iestrowna dwom trze-
cim czeSciom powierckni catey walca pro-
stego opisanego na kuli.

Bo powierzchnia kuli réwna iest po-
wierzchni  boczney walca opisanego na
niey (22, wn. 2), i kazda z tych powierz-
chni réwna sie czterem kolom wielkim
kuli (22. wn. 1). Aze dla otrzymania po-
wierzchni catey walca opisanego na kuli,
potrzeba do powierzchni iego boczney
doda¢ dwa kota wielkie kuli, ktére sg
iego podstawami(18, uwag. 2); wiec cata
powierzchnia walca, bedzie rowna sze-
§ciu wielkim kotom kuli, kiedy powierz-
chnia tey kuli réwna sie tylko czterem
wielkim kotom: zatem powierzchnia kuli
ma sie do powierzchni caley walca opi-
sanego na niey, iak 4: 6, albo iak 2:3;
czyli, ze powierzchnia kuli réwna iest
| powierzchni catey wmlca prostego opi-
sanego na niey.

Uwaga. WidzieliSmy w twierdzeniach
poprzedzaigcych, ze powierzchnia boczna
iakieykolwiek brylty réwna sie iloczyno-
wi z dwoéch iey wymiaréw*. Wiec po-
wierzchnie boczne dwoch jakichkolwiek
bryt tego samego gatunku, maig sie do
siebie iak iloczyny z dwdch icli wymia-
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I6w Jednego imienia. Oznaczywszy zatem
przez »* s,epow ierzcienie dwdch jakichkol-
wiek bryt jednego gainnku, a przez Il, B;

li, b, ich wymiary iedsego imienia, be-
dzie SA s—HX B*iiXb- ~ tey proporcyi
uczyniwszy wymiar B=h, i podzieliwszy
drugi stosunek przez H. bedzie 8:s"B: b;
uczyniwszy znowu B— b, i podzieliw szy
ten sam stosunek przez B, wypadnie
S: s—=H; h; co pokaznie, ze iezeli uaprzy-
hicid dira graniaslosfupy proste, lub dna
watce proste, rnaia réwne wysokosci, a ob-
wody podstaw nieréwne; albo naodwrot,
iezeli rnaia obwody podstaw réwnes awy-
sokosci nieréwne; w pierwszym razie, po-
wierzchnie boczne tych bryt bedg si-e mieé
do siebie, iak obwodypodstaw, wdrugim,
iak wysokosci.

Toz rozumie sie o powierzchniach bo-
cznych dwéch ostrostupéow foremnych | i
dwdch osrolaggow prostych.

21. Twierdzcnie.

Pewiercyme dwéch bryt podobnych ma-
ia si/f flo. siebie iak kwadraty z ich wy.
niiarow oapowiednych. ®

JB'37V bowiem ponobne sg te, w kto-
rych wszystkie wymiary odpowiedne U,
B, h,b, sg proporcj onalne (opi. XIII. r.XI11);
bedzie zatejn wymiar I+: h ==B: b;
wiec proporeya 8 s= H XB: h X b
(23- tiwag,), zamieni sie na 8. s=H)(H;
I»Xh=%(B: bXb (*), czyii 8: s="H2: ha==
K2:h4, wUc powierzchnie dwéch bryt po-
dobnych ii. d.

p ) Bo stosunek R x B: li X b wypada jspommienia sto-
sunku H: h przez stosunek B: b; aze stosunek H; h
z przypuszczenia iest réwny stosunkowi JB b, wiec
zamiast iloczynu a dwoéch tych stosunkéw, mozna
\yzi.'i¢ iloczyn ziednego.
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25. Twierdzenie.

Powierzchnie dwéch h/l maia sig do
siebie iak kwadraty z ich promieni, albo
ze Srednic.

Bo powierzchnia kuli réwna iest cztery
razy wzietemu kotu wielkiemu kuli (22.W.1);
wiec powierzchnie dwéch kul maig sie
do siebie, iak cztery razy wziete kota
wielkie tveh kul, czyli iak tez kota raz
wziete; aze kota maig sie do siebie iak kwa-
draty z ieh promieni, lub iak dwadraty ze
$rednic, wiec i powierzchnie dwéch kul
maig sie do siebie iak kwadraty z pro-
mieni, lub z ich $rednic.

ROZDZ1A¢Lt Xur.

0 MIERZENIU BRYt.

Opisa ni a

I. Do mierzenia bryt uzywa sie zwy-
czaynie szescianu, ktéory gdy ma kra-
wedz iedng réwng dtugosci saznia, tok-
cia, stopy, cala it d. nazywa sie sazniem
szeSciennym, tokciem sze$ciennym, stopa
szescienng, calem szeSciennym i t. d.

Mierzy¢é zatem iakgkolwiek bryte, icst-
to dochodzi¢, ile razy miesci sie w niey
szeScian za miare czyli iedno$¢ wziety.

li. Dwa wietosciany rézne co do ksztat-

tu, lecz rowne sobie co do brytowatosci,
na/A waig sig rownowazne.

* 7
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26. Twierdzenie.

Bwa iaJiiekolmek graniastostupy sa ré-
¥\ wnowazne, gdy main wysokosci réwne, a
podstawy réwnowazne.

Bo wystawiwszy sobie te dwa grania-
stostupy podzielone na warszty nieskon-
czenie cienkie, ptaszczyznami réwnojegle-
mi do ich podstaw, mozna w kazdym grania-
stostupie, kazdgtakowg warszte uwazaé za
rowng iego podstawie (op.1V. r.XI1™;aze pod-
stawy w obu graniastostupaeh sg z zatozenia
rébwnowazne,* wiec kazda warszta grania-

1 stoslupa iednego iest rownowazna kaz-
dey warszcie drugiego graniastostupa:
nadto w obu graniastosiupach, z przyczyny
ich rowney wysokosci, liczba warszt iest
taz suma; przeto zbior wszystkich warszt
iednego graniastostupa iest rownowazny
zbiorowi wszystkich warszt graniasto-
slupa drugiego; czyli te dwa graniasto-
slupy sa rownowazne. (*)

27. Twierdzenie.

Fig. 37 Brytéwatos¢ rownolegtoscianu prostokat-
nego'SB, réwna iest iloczynowi z podsta-
wy SP CD réwnolegtoscianu, przez iego
wysokos¢ KS.

Przypus¢émy naprzykiad, ze tokie¢ wzie-
ty za miare liniiowg miesci sic 4 razy
w wysokos$ci KS, 5 razy w boku SP, a
4 razy w drugim boku SO, podstawy SPCD.
Poniewaz powierzchnia tey podstawy iest

(*) Dla krotkosci, uzyliSmy t*o sposobu dowodzenia;
sci$leyszy aad len znale$¢ inozpa wJeoinetryi Eu-
klidesa albo Lehudpa,
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rowna -SPXSD fil, 22), zamyka¢ wiec be-
dzie 20 tokci kwadratowycli; mozna zatem
na tcy podstawie umiesci¢ 20+tokci szescien-
nych. Aze gdy przez punkto f, g, Iy podzia-
tow' wysokosci KS, z ktérych kazdy oznacza
tokie¢, poprowadzimy ptaszczyzny réwno-
legle do podstawy SC, te podziekj bry-
te na 4 warszty, z ktérych kazda zamy-
ka¢ bedzie tyle tokci szesciennych, ile
iest tokci kwadratowych w podstawie SC,
toiest 20; wiec réwnolegtoscian SB za-
wiera¢ bedzie 20 tokci szeSciennych wzie-
tych razy 4, czyli brytowato$é' iego be-
dzie rowna SIXSI>XK? ; wiec it. d.

Wniosek | Jezeli prostokat SC iest
kwadratem, bok za$ iego SHJ iest rowny
wysokosci KS réwnolegtoscianu, wtedy
bryta ta bedzie szesScianem, i iey miara
SkX&DXKS zamieni sie na KSXKSXKS=z=
KS3.

Whniosek Il. Brylowatosé iakiegokolwiek
graniastostupa, prostego lub pochytego,
iest rowna iloczynowi z iego podstawy
przez wysokos¢. Bo kazdy graniastostup
iest ré6wnowazny, row nolegioscianowi pro-
stokgtnemu, maigeemu z nim tez samg
wysokosé, a podstawe réw nowazng (26);
iest za§ ten rownolegtoscian réwny ilo-
czynowi z podstawy przez wysokos¢,
przeto i vdszelki graniastostup mieé be-
dzie za miare tenze sam iloczyn.

Whniosek Ill. Brytowatos¢ iakiegokolwiek
walca prostego lub pochytego, iest réwna
iloczynowi z iego podstawy przez wyso-
kos¢. Bo kazdy walec mozna uwazaé za
graniastostup maigcy za podstawe wie-

lokat o nieskonczorjcy liczbie matych bo-
ké\%/ (opis, VIII. r.J)éTA Y
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28. Twierdzenie.

Fig.s8 Jezeli iukiholwiek ostrosthnp SAHCOE,
przetniemy ptaszczyzng abcde réwnolegtg
do iego podstawy ABCDE", przeciecie abcde
be.dzie wielokgtem podobnym podstawie.

Jakoz, poniewaz dwie ptaszczyzny
ABCDE, abcde, roéwnolegte przeciete sg
ptaszczyzng trzecia AES, wiec ich prze-
ciecia AE, ae, beda rdéwnolegte (9); dla
podobnej'przyczyny i liniie AB, BC,DC, DE
beda réwnolegte do ab, be,cd, dc; zatem katy
BAE, bae, ABC,abc it d. sg réwne f12J;
wiec wielokaty ABCDE, abcde sg réwno-
katne. Nadto poniewaz tréykaty SAE ,
SAB, SBC ... przeciete sg liniiami ae, ab,
bc... rdwnotegtemi do ich podstaw; be-
dzie wiec SA: sa=AE: ae= AB: ab= BC:
bc... (Il. Jw.): przeto wielokgty ABCDE,
abcde réwnokatne, maig i boki odpowiedne
proporcyonalne, sg zatem podobne.

AM38 Whniosek. Jezeli dwa ostrostupy SABCD,
SXYZ maiace wierzchotek spolny S, a
podstawy na iedney ptaszczyznie , czyli
maiace tez samg wysoko$é, przetniemy
ptaszczyzng abcxyz réwnolegty do ptasz-
czyzn podstaw ABCDE i XYZ; bedg przecie-
cia abcde, .ryz, proporcyonalne do tvchze
podstaw. Bo dla podobiehstwa wiato katow
AD, ad, iest wielokagt AD: ad= AOQV. ab*
(114 1G), azc iest AB: ab~==AS:. aS, wie«
wielokgt AD: ad=s=AS*; nSa. X)la podob-
ney przyczyny troykatXYZzZ; xyz=SAAslz.
Lecz ptaszczyzna abcxyz, i ptaszczyzna
podstaw ABCDE i XYC 8a do siebie ro-
wnolegte, i przeciete ptaszczyzng trzecia
ASX; bedg wiec przeciecia AX, ax ro-
wnolegle ; a zatem \y troykacie AXS ma
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sie AS: aS=SX: Sx,czyli AS2:aS2™ !~ * . Sxff;
przeto wielokat AD: ad=XYZ: xyz; czy-
li przeciecie abcde: xyz= podstawa
ABCDE: XYZ.

29. Twierdzenie.

Dwa iakiekolwiek ostrostupy SABCDE,S*g-3
SXYZ, maigce réwne wysokosci, maia sie
do siebie iak ich podstawy ABCDE, XYZ.

Bo dwa ostrostupy rdwney wysokosci
ztozone sg z réwney liczby przecieé, czjr
li warszt nieskonczenie cienkich, na kto-
re podzieli¢ sie moga ptaszczyznami nie-
skonczenie siebie bliskiemi i rownolcgte-
jAi do ich podstaw. Aze, podiug wnio-
sku twierdzenia poprzedzajgcego, kazda
warszta abcde nieskoriczenie cienka o-
strostupa SABCDE, ma sie do takieyze
warszty xyz odpowiedney w ostrostupie
SXYZ, iak podstawa ABCDE do podsta-
wy XYZ; przeto i zbiérwszystkich warszt
sktadaigcych ostrostup pierwszy, do zbio*.
ru v;szystkich warszt ostrostupa drugiego,
iak postawa ABCDE: XYZ; czyli ostro-
stup SABCDE: SXYZ=podstawa ABCDE:
XYZ; wiec dwa ostrostupy it d.

Whniosek. Stad wypada, ze dwa ostro-
stupy sa réwnowazne, iezeti maig wy-
sokosci rowno, a podstawy rownowazne.

30. Twierdzenie.

TEszelki ostrostup troykatny ACBF iesi FAg ¥
trzecia czescig graniastostupa trdykagtne-
go AE, muigcego z niin tez sama podstaw
u? ACH, i spoing wysokos$¢.

Bo odcig\A’szy ostrostup tréykatny ACBF

od graniastostupa AE, pozostanie ostro-
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stup czworokatny ADEBF, rnaigey za
podstawe réwnolegtobok ADEB, a wierz-
chotek w punkcie F. Pociagnawszy zno-
wu przekatng AE, i przez punkta A, F, E,
poprowadziwszy ptaszczyzne AFE, ta po-
dzieli ostrostup czworokgtny ADEBF na
dwa ostrostupy troykatne ADEF, AEBF,
ktére sg réwnowazne sobie (29. w.): maig
bowiem podstawy ADE, AEB, rowne
a za spo6lng wysokos$é prostopadta, spu-
szczong z wierzchotka F na ptaszczyzne
réwnolegtoboku AE. Aze ostrostup tréj-
katny ADEF iest takze réwnowazny o-
strostupowi froykatnemu ACBF, gdyz ma-
ig podstawy DFEJACB, réwne (opi. IV r.XII);
i lez samg wysoko$¢ co i graniastosiup AE;
zatem trzy ostrostupy troykatne ADEF,
ABEF, ACBF, sktadaigce graniastosiup
AE, sg rownowazne miedzy sobg, wiec
ostrostup ACBF iest trzecig czescig gra-
luastostiipa AE.

Whniosek 1L Poniewaz ostrostuptroykat*
my iest trzecig czes$cig graniastostupa troy-
katnego iedney z nim podstawy i wyso-
kosci , a kazdy graniastosiup ma za miare
iloczyn z podstawy przez wysokos$¢ (27.w.2)
wiec ostrostup troykatny iest rowny trze-
ciey czesci iloczynu z podstawy przez swo-
te wysokosc.
¢ Wniosek 1J. Wszelki ostrostup $\BCDE.

F/g.3gtrm za miare trzecig cze$¢ iloczynu %pod-
stawy ABCDE przez wysoko$¢ $0. Bo
przez wierzchotek S ostrostupa, i prze-
katne EB, EC, iego podstawy, poprowa-
dziwszy ptaszczyzny SEB, SEC; te po-
dzielg ostrostup SABCDE na ostrostupy
troykatne, z ktérych kazdy, podiug wnio-
sku poprzedzajacego, mie¢ bedzie za rnia-
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re trzecig cze$¢ iloczynu z swoiey pod-
stawy przez wysokos¢ SO; a zatem i
summa tych ostrostupow, c&yli ostro-
stup SABCDE iest réwny trzeciey czesci
iloczynu z podstawy ABCDE przez wyso-
kos§¢ SO.

Whniosek 111. Wszelki ostrokrag prosty
albo pochyty ma za miare trzecig czes¢
iloczynu z podstawy przez wysokos¢, ito
ostrokrag iest ostrostupem maigcym, za
podstawe wielokat o nieskoriezoney licZr
bie matych bokéw (opis. X. r. XII).

Whniosek IV. Kazdy ostrokrag iest trze-
cig czeScig walca rnaigcego %nim spoing
podstawe, i te samag wysokos¢» Bo pier-
wsza z tych bryl, ma za miare trzecig
cze$¢ iloczynu z iey podstawy przez wy-
soko$¢, a druga, caty teniloczyn (27. w. 3).

31. Twierdzenie.

W szelki ostrostup Sciety, czyli kloc ostro-v\g. 40
stupowy JECBEF\ skiada sie z trzech
ostrostupdéw mniacych wysoko$¢ kloca, i
%ktérych ieden ma za podstawe ACU
dolng podstawe Kkloca, drugi podstawe
DEK gb6rng kloca, a trzeci, podstawe Sre-
dnig proporcyonalna miedzy tetni dwie-
ma podstawami

Bo przez punkta A, F, B, poprowadzi-
wszy plaszczyzne ArFB, ta odetnie ort
kloca, ostrostup troykafny acsr, maigcy
za podstawe trdykat Ace, a wysokos¢
tez samg co i kloc; gftyz wierzchotek F tego
ostrostupa znayduie sie na podstawie gorney
kloca. Przez punkta D, F, B, poprowadzi-
wszy znowu plaszczyzne bprFB, ta pozo-

stal”, ost|ostup czworokatny ADEBF po-
dzieli na dwa ostrostupy tréykatne: ieden
J>FEB sioigcy na postawie DFE gérney
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kloea * maigcy te samag z nim wysokos$¢;
gdyz wierzchotek icgo B znayduie sie na
podstawie dolney kloca; drugi ostrostup
ADBF, maigcy za podstawe tréykat ADB,
a wierzchotek w punkcie F. Lecz po-
prowadziwszy liniig FG rdéwnolegtg do
EB, za ten trzeci ostrostup ADBF mozna
wzigé inny ostrostup ADBG ienni réwno-
wazny; ma bowiem z nim te samg podsta-
we ADB, i sp6lng wysokos$¢; gdyz wierz-
chotki F, G, tych ostrostupéw znayduig
sie na linii FG, rownolegtey do krawe-
dzi EB kloca, a przeto réwnolegtey i do
ptaszczyzny ich podstaw (7). AZe ostro-
stup troykatny ADBG, mozna uwazac
jako stoigcy na podstawie AGB, i maig-
cy wierzchotek w punkcie D, a zatem
maigcy wysokos$¢ kloca; sg wiec trzy o-
strostupy troykatne ACBF, DFEB, ABGD,
sktadaiace kloc ostrostupowy AE. Pozo-
staie tylko okaza¢ ze podstawa AGB osta-
tniego z tych trzech ostrostupow, iest
$rednig proporcyonalng miedzy podstawa-
mi dwéch pozostatych. Jakoz dwa troy-
katy ABG, ABC, maigce iednakowg wy-
sokos$¢, maig sie do siebie iak podstawy
BG, BC (Il, 22. w. 5jEj*>iest ABG:: ABC==
BG:BC;sbatem bedzie ABG2; ABC2=B G 2;BC2.
Aze trdéykaty DEF, ABC, maigc boki od-
powiednie roéwnolegte sa podobne (12],
i daig DFE: AB.C= EF* czyji BG2: BC2
rill, 15), wiec z przyczyny_spdlnego sto-
sunku BG2* ,BC*5 bedzie ABGS: ABCe=
DFE: ABC, stad ABG*=:ABCXI>FE, czyli
ABC; ABG=ABG: DFE; wiec podstawa
ABG iest Srednig proprcyonalng miedzy
dwiema podstawami kloca; zatem wszel-
ki ostrostup S$ciety i t. d.
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Whniosek 1. BFy?oivato$¢ kloca ostrostu-
powego ma za miare trzecig cze$¢ iloczy-
nu z Wysokosci kloca, przez summe zpod-
stawy iego gdrney, i dolney, i iredniey
proporcyonalney miedzy temi dwiema pod-
stawami.

Whniosek Il. Poniewaz kloc ostrokrege-
wy, mozna uwaza¢ za kloc ostrostupa ma-
jacy za podstawe wielokgt o nieskonezo*
ney liczbie matych bokéw; wiec i bryto-
waios¢ kloca ostrokrergowego ma za mia-
re trzecia cze$¢ iloczynu %iego icysoko-
§ci, przez summe z dwdch kot stuzacych
mu za podstawy * i kota $rednio propor-
cyonalnego miedzy temi podstawami.

32. Twierdzenie.

Gdy graniastostup troykatny maigcy Zarig.
podstawe ABC, przetniemy ptaszczyzng
DES nachylong do tey podstawy; bryta
ABCEDS 7z tego przeciecia otrzymana,
bedzie rowna summie trzech ostrostupdw,
ktérych wierzchotkami sg punkta S, E, D,
a podstawg spotng troykat ABC.

Jakoz przez trzy punkta S, A, C, po-
prowadziwszy ptaszczyzne SAC, ta od gra-
niastosiupa S$cietego ABCEDS, . odetnic
ostrostup tréykatny SABC, maiacy za pod-
stawe ABC, a wierzchotek w punkcie S;
W pozostatym znowu ostrostupie czwo-
rokgtnym SACDE maigcym wierzchotek
a podstawe ACDE, poprowadziwszy pta-
szczyzne SEC, ta podzieli ostrostup czwo-
rokatny na dwa ostrostupy trdykattae SACE,
i SCDE: z tych ostrostup SACE, maiacy
iba P°(,stawe froykat AEC a za wierzcho-
tek S, test row«owazjvy ostrostupowi BAEC,
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maigcemu sp6lng z nich podstawe AEC,
i spolng wysokos¢; gdyz wierzchotki S, B,
tych ostrostupdw znayduia sie na linii
SB rownolegtey do kazdey z linii AE, CD,
a zatem i do ich ptaszczyzny AEC (7): ten
za$ ostrostup BAEC, uwaza¢ mozna iako
maigcy za podstawe ABC, a za wierzcho-
tek punkt E. Co do ostrostupa trzeciego
SCDE, ten naprzod zamieniony by¢ moze
na ostrostup mu réwnowazny ASCD, ma
bowiem z nim te samg podstawe SDC,
i spoing wysokos$¢; gdyz wierzchotki A E,
tych ostrostup6w znayduig sie na linii AE
rownolegley do ptaszczyzny SCD: nastep-
nie, poniewaz ostrostup ASCD, moze by¢
zamieniony na ostrostup mu réwnowazny
BACD, maiacy z nim spélng podstawe ADC,
i sp6lng wysokos$é; bo wierzchotki S, B,
tych ostrostupéw znayduig sie na linii SB
rownolegtey do podstawy ADC; przeto
ostrostup SCDE iest rownowazny ostro-
stupowi BACD, z ktérych ten ostatni mo-
ze by¢ uwazany iako maigcy za podsta-
we ABC, aza wierzchotek punkt D. Wiec
graniastostup $ciety ABCDES, iest réwny
summie trzech ostrostupéw SABC, EABC,
i)ABC, naaigcych za podstawe spdlng, tréy-
kat ABC, a za wierzchotki odpowiedne
puakta S, E, D.

Whniosek, Jezeli krawedzie AE, BS, CD,
sg prostopadie do ptaszczyzny podstawy
ABC, bedg one razem wysoko$ciami trzech
ostrostupow sktadajgcych graniastostup $cie-
ty AD; wiec bryfowatoségraniastostnpo troy-
ftatnego Scietego wyrazi sie wtedy przez
NEXABC4-i BSXABC+|CDXABC=|ABC
X (AE -{-BS-jrCDJ; toiestprzez iloczynztrze-
ciey czesci podstawy graniastosfupa przez
summe trzech iego krawedzi,
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33. Twierdzenie.

Brytlowatos¢ kuli rowna iest iloczynowi
%powierzchni kuli, przez trzecig czei€ iey
promienia.

Kule buwjem mozna uwaza¢ eako zto-
zong z nieskohczenie wielu ostrostupow
majacych za podstawy, bardzo mate czast-
ki powierzchni kuli, a za wierzchotek spol-
liy, iey Srodek. Aze kazdy z tych ostrostu-
pow ma za wysokos$¢ promien kuli, iréwna
sie iloczynowi z powierzchni swoiey pod-
stawy, przez trzecig czes¢ tey wysokosci
(30. wn.l); przeto summa wszystkich tych
ostrostupow czyli brytowatos¢ kuli, réowna
bedzie iloczynowi z iey powierzchni, przez
trzecig cze$¢ promienia kuli.

Whniosek 1. Brytlowato$¢ kuli iest rowna
iloczynowi z powierzchni kota wielkiego
kuli, przez | iey $rednicy.

Bo powierzchnia kuli réwna iest i razy
wzietey powierzchni kota iey wielkiego
.(22. wn. 1); wiec brytowatos¢ kuli réwna
bedzie 4 razy wzietey powierzchni. tegoz
kota, pornnozoney przez f promienia; al-
bo réwna powierzchni iednego iey wiel-
kiego kota, pomnozoney przez ™ promie-
nia: aze f czeSci promienia réwne sg f
czesciom srednicy; wiec brytowatosé kuli
réwna iest iloczynowi z powierzchni ity
kota wielkiego przez § Srednicy.

Whniosek 11. Brylowato$¢ wycinka kuliste-'Fig. 3
go OABC, utworzonego obrotem wycinka
kotowego BO06’ okoto promienia BO, iest
Oowita iloczynowi z trzeciey czesSci promie-
nia kuli, przez cze$¢ powierzchni tego wy-
oinka kulistego, ittwprsong tukiem /M- >
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fs*io Gdy od wycinka kulistego OABC, odey-
mieiny ostrokrgg OAECF, maigcy za pod-
stawe kolo AECF, a wierzchotek w $rod-
ku kuli, otrzymamy odcinek kulisty BAFCE*
Zeby za$ wynale$¢ brylowatoé¢ ostrokre-
gu OAECF, potrzeba mie¢ wiadomg iego
wysokosé OD wyrazong w czesci promienia
kuli. W praktyce wysoko$¢ ta otrzymuie sie
tatwo: bo zmierzywszy cyrkiem albo innem
narzedziem S$rednice AC kota AECF, iwzig-
wszy tey $rednicy potowe DC; w tréykacie
prostokagtnym DCO, poniewaz D02=0C* —

DC*, bedzie DO— V otz-~HC*; maigc za-
tem wiadomg liniigOC, i kuli promien OC,
wynaydziomy wysokosé DO, a nastepnie
i brytowatos¢ ostro kregu OAECF (30.w3).

Wynalaztszy podobnym sposobem bryto-
wato$¢ odcinka kulistego BA'F'C'E', gdy
od tey odeymiemy brytowato$¢ odcinka
BAFCE, otrzymamy brytowato$é¢ odcinka
'I&uéi%ttle:go AC', 0 dwdch podstawach AECF,

Uwaga 1. Oznaczywszy kule przez K,
koto iey wielkie przez Q, $rednice przez S,
walec na kuli opisany przez W, ostro-
krag wpisany w walec, przez 0; bedzie
K==8SX#( 33.\v. I)» Azo walec opisany na ku-
li ma za podstawe koto wielkie kuli, a za-
wy sokos¢ iey Srednice, bedzie wiec W~SXQ
(27 wn. 3): iest znowu ostrokrag trzecig
czescig walca opisanearo na nim (30. wn.4);
zatem O—jSXQ. Bedzie \viec W; K: O—
SXQ: |SXQ: [sX Q= Il:]:]:= 3 2 1,
to iest, Walec, kula, i ostrokrag, gdyz tych
trzech bryt pierwsza iest opisana na dwoch
drugich, maig sie do siebie iak liczby
3, 2, .
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Uwaga Il. WidzieliSmy w twierdzeniach
poprzedzajacych, ze Jakakolwiek bryta iest
zawsze rowna iloczynowi z trzech wymia-
row; wiec dwie jakiekolwiek bryty iedne-
go gatunku, maig sie do siebie iak iloczy-
ny z trzech wymiaréw iednego imienia.
Oznaczywszy zatem przez S, s, dwie bry-
ty iednego gatunku, przez H, B, fi, h, b, 1,
ichtrzy wymiary iednego imienia: bedzie
S:s= HXBXL: DXbX 1- W tey pro-
porcyi uczyniwszy wymiar H = h, i po-
dzieliwszy drugi stosunek przez H; bedzie
S: s=B XL;bX 1- W tey samey propor-
cyi uczyniwszy znowu BX h. — bX I* i po-
dzieliwszy drugi stosunek przez BXL, wy-
padnie S; s==H: b. Skad widzimy, ze dwa
graniastestupy, albo dwa walce, albo grania-
stosfup z walcem, tnaigce tez samg wysokos¢,
sg do siebie w stosunku podstaw, maiace
za$ te same podstawy, sg do siebie iak ich
wysokosci. Toz rozumie, sie odwdch ostro-
stupach, lub dwdéch ostrokregach, albo o
ostrostupie z ostrokregiem, gdy maig te
samg wysokos$é, a podstawy nierdwne,
i uaodwrét.

34. Twierdzenie.

Dwie bryty podobne maig sie do siebie
iak szeSciany z icli-wymiarow odpowiednyc/t.

Bo w brylach podobnych (24) ma sie
H: h= B: b=L: 1 Zatem propom&sS: s-=
HXB XL: I'X bX I zamieni sie na N; s=
HXHXH: hXhXb=BXBXB:bXhXf»
TXLXU 1X1 X1 czyli S: sr=H»: 13—
B3:>3=L3: 13 wlec dnie bryty i t. d.
. niosek. Tflec naprzyktad, brytéwato-
wci divoch kul maia sie do siebie iak sze-
$ciany z ich promieni,* lub % ich $rednice
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Uwaga. Poréwnywaigc zatem z sobg
dwie kule, z ktérych iedna ma np. dwie
stopy Srednicy, a druga stope iedng; |wi-
dzimy: ze brylowatosci tych kul maig sie
do siebie iak 8; 1; ich powierzchnie iak
4: 1; a okregi kot wielkich iak 2: I*
W ogdlnosci, bryla ktérey wszystkie wy-
miary sg podwoyne, potrdyne it d. wzgle-
dem wymiaréw bryty drugiey, iest 8»
27, it d razy wieksza od bryly drugiey-

Przypis Ogdlny.

Poprzedzajgce twierdzenia o mierzeniu
bryt mozna ogo6lniey i krécey wyrazi¢ za-
pornog znakéw algiebraicznych, i tak:

I. Niech p, oznacza podstawe graniastu-
stupa; w, iego wysokos$¢.* bedzie bryto-
wato$¢ graniastostupa réwna pX w, albo
vw..(27. wn. 2).

I, Niech p, bedzie podstawg ostrostupa;
w, iego wysokoscia: brylowato$¢ ostrostu-
pa wyrazi sie przez PXw, lub pw.. (30. w.l).

3 3

HI. Niech w, wyraza wysokos$¢ klo-
ca ostrostupowego; p, p, iego podstawy
réwnolegte, miedzy ktéremi S$rednia pro-

porcyonalna bedzie V pXp': brylowatos¢
kloca ostrostupowego bedzie rdéwna
w X (P-f- P -f-Vp Xv'J- «(3r. w. i).
*gw

V. Niech p, wyraza podstawe grania-
stoslupa tréykatnego S$cietego; w, w', w",
wysokosci tr&ech iego wierzchotkow: bry-
towatoi¢ graniastostupa S$cietego bedzie
PX(w+ w'+ W"),. (32. wn.;.
3
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V. Niech K oznacza promien podstawy
walca; w, iego wysoko$¢: bedzie okrag
podstawy walca rowny 2 rX 22 (1li? 28. uw.);

e
a powierzchnia tey podstawy rdéwna
2 RX22X R= R”"X22 (Il. 24. w. 1); czyli sto-
7 a \Y
sonek 22 okregu kota do S$rednicy ozna-
'Y
czywszy przéz  bedzie powierzchnia pod-
stawy walca rowna * r2; a brytowatos¢
walca wyrazi s;e przez « r2X w > czyli
w .. (27. wn. 3).

VI. Niech r, oznacza promien podsta-
wy ostrokregu; w, iego wysoko$¢: bedzie
brylowatos$¢ ostrokregu rowna RAXiXw,
albo | *r2w .. (30, wn. 3).

VIlI. Niech a, B, wyrazaig promienie
podstaw' kloca ostrokregowego; w, iego
wysoko$é: podstawy tego kloca bedg A2,
« B2, a miedzy temi $rednia proporeyo-

nalna v “X”b2. brylowetos¢ za$ kloca

wyrazi sie przez *w'X(*a-Kb4+ » wa2X wR2)
czyli Swi\vX(a* +B2+ ) ..(31. w. 2)

VIIl. Niech R, oznacza promien kuli, iey
powierzchnia bedzie 4 w .. (22,w. 1):a
brytowato$¢ kuli wyrazi sie przez4”rX2R

3
cz} li £itr8. (337

IY. Nakoniec niech R, oznacza promien
wycinka kulistego; w, wysoko$¢ odcinka
kulistego, ktérego powierzchnia kulista,
stuzy za podstawe wycinkowi kulistemu
bedzie ta podstawa rowna okreg. r X w =

*n RXwf22. w7 3); a brylowatosS¢ wycinka
kulistego wyrazi sieprzez § w (33. W7 2).
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ROZDZI ALt XIV

O 0BR1ICHOWAN1U BRYL.

Przyktad 1. Wynnleic bryfowato$¢ ro-
whnolegtoscignu diugiego na sgzni 6. stop5,
cali 8; szerokiego na sgzni 5, stop A cali6;
wysokiego na sazni 4, stop 3, cali 9-

Poniewaz sagzen szeScienny ma stop

szesciennyCh ., . 216
Stopa szeScienna ... cal. szeSeien. 1728
Cal szesScienny .. .liniy szeSciennych 1228

i. t.d.; iest zas miarg réwnoiegloscianu ilo-
czyn z podstawy przez wysoko$¢ (21);
wiec kazdy z trzech wymiaréw rdéwnole-
gioscianu obrdciwszy na cale, i mnozac na-
stepnie te cale przez siebie; bedzie naprzod
500 X 41d cali — 207000 cal. kw.; potem
207000 cal. kw. X 333 cali = 68931000
cal szesciennym. Ten ostatni wypadek w
calach szeSciennych podzieliwszy przez
1728, otrzymam na iloraz 39890 stop. szes.,
i 1080 cal. szeSeien. Podzieliwszy znowu
39890 przez 216 wypadnie 184 sgz. szes.
i j46 stop. sze$. Zatem Irytowatnsé réwno-
legtoscianu danego, zamyka 484 sgz szeS.-
i46 stop sze$.; iogo cal. szes.

Pg.42. Muru DB i |wspartego na przy-
czotka ACznale$¢ powierzchnig zewne-
trzna DA CjJE, i brylowatos$é.

Poniewaz mur DB wraz z przyczotkiem
ACB mozna uwazaé za graniastostup pro-
sty, mniacy za podstawe wielokgt CAOEB,
a wysoko$¢ réwng szeroko$ci muru; wiec
oznaczywszy te szerokos¢ przez &, be-



Biblioteka Cyfrowa UJK
http://dljbra.ujk.edu.pl

dzic powierzchnia  szukana CABEB
prosto. ABED + iroykat. ACB= ADXAB
+ ABXCF="(AD+CP) X AB (u,22-, a
2 . 2
bryiowatos¢ granistoslupaDC =(AD + CF)
T
XAB)(S (27. wn. 2).

Daymy zc AD— 31 sgz.; CF=2 saz.;
AB=8 saz.; S=2 stop. Bedzie powierz-
chnia CADEB—(3.1-f-i1)XS=280 sgz. kwad.
a bryiowato$¢ graniaslosiupa DC—280
sgz. kwad. X 2 stop.; czyli,; obréciwszy2
stopy na saznie, i mnozac te stopy przez
sgznie kwadratowe; wypadnie bryiowa-
to$¢ muru wraz z przyczotkiem rowna
280 saz. kwad. § sgz. szes.

111. Wyualele$¢ powierzchnig zewnetrznaFis-43
i brytowalosy mnru tworzgcego pawilon AJ.

Mozna uwazaé pawilon AJ, iako ztozo-
ny z czterech réwnoiegtoscianéw prosto-
katnych, z ktérych kazde dwa przeciwle-
gte sg réwne sobie. To zutozywszy, wy-
pada l6d, dla znalezienia powierzchni zc*
wnetrzney pawilonu, wzigé summe po-
wierzchni $cian AH, 1JC, dwdch réwno-
legtoscianéw przylegtych, Kktdéra ies(=3£
HG X BH + HI X BU=2(HG -fHJWBK
(11,22); podwoiwszy te summe, powierz-
e/tnia zewnetrzna catego pawilonu wyra-
zi sie przez 2 BH'X (HG-f-HJ); toicst przez
iloczyn zpodwoyncy wysokosci paw Home,
przez summe z dtngps$ci dwéch $cian przy-
¢egfyeh!

2re. wynalaziszy bryiowatosé¢ dwoch
rowiiolegio$cianéw przylegtych sobie, ite
podwoiwszy, wypadnie irrytowatos$¢ catego
pawdonn. | tak, niech ABCD wyraza pod-
stawe pawilonu ktérego wysokos$és=jjH,

19
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v
niech bedzie inurii szeroko$¢ AE = Ea,
Bedzie brylowato$¢ réwnolegtoscianu ma-
jéjcego podstawe=ED, a wysokos$¢ = Bit.
réwna AD'X.AE)(BH (27); podobnie bryie-
wato$¢ rownolegloseianu, ktorego podstawa
—EabF, a wysokos$é iest taz sarna BIJ,
bedzie=EFX Ea X BH; wiec, podwoiwszy
summe tych brytlowalosci, i oznaczywszy
przez X brylowatos¢ pawilonu; bedzie
X — (2AD+2EFJXBHXAME. Azo figura po-
kazuje, ze 2AD+2EF—Ob. ABCO—4AE,
tudziez ob. ABCD—ob. abcd-j-SAE; bedzie
zatem X — (ob. ABCD— 4 AF) XBGXAE,
albo X3Er=(ob. abed + 4 AE)Bil X AE;
toiest dla otrzymania brytéwatosci pawi-
lonu,, potrzeba od obwodu zewnetznego iego
podstawy odici¢ 4 razy wzieta szerokosé
mnru. albo tez samg szeroko$¢ doda¢ do
obwodu.wewnetrzne;0 teyZe podstawy, i w
pierwszym razie réznice, a w drugim
otrzymang summe, pomnozyé przez ilo.
czyn z szerokos$ciprzez wysokos¢ mirr u.

Uwaga J. Poniewaz ob. ABCD=ob.
abcd-f-8 AE, a stad ob.abcd=ob. ABCD—
8 AE; wiec chcac z obwodu wewnetzne-
go abed podstawy pawilonu, doy$¢ iego
powierzchni zewnetrzney, potrzeba do tego
obwodu doda¢ S razy wzietg szerokos$c
mnru, « otrzymang summe pomnozy¢ przez
ivysok$¢ pawilonu. ° I nuodwrof, aby z ob-
wodui zewnetrznego AiiCD podsfaicypa-
witonu , wydali$¢ ¢aga powierzchnig we-
wnetrzng, potrzeba od tego obwodu odiac
8 razy wzieta szeroko$¢ muru, a otrzy-
mang roéznice pomnozy¢ przez wysokos¢
pawilonu.

fi«.44 Uwaga li* Gdyby szto o wyrachowanie
powierzchni duchu prostego EC wsparte-
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go na dwoch' przyczotkach ABC, EDF do
siebie réwnolegtych; albo dachu famanego
AM, toiest w ktérym cze$¢ wierzchnia
jest bardziey nachylona do podstawy, ni-
zeli boczna, widzimy: ze w pierwszym
razie trzeba wynale$s¢ powierzchnig ro-
wnolegtoboku EC it d. w drugim, po-
wierzchnig rdéwnolegtoboku FM, trapezu
AH, trdykata FEH i t. d.

IV. Wynale$¢ brytowato$¢ wiezy hu~-F>&45
fcwaney.

Niech wieza dana ABCD ma forme wal-
ca wydrazonego; bedzie wiec iey bryio-
watos¢ rowna ré/nicy dwoch walcow tey
samey wysokos$ci AB, imaigcych, ieden za
podstawe koto ADE, a drugi , koto ade;
czyli brylowato$¢ ta bedzie réwna roéznicy
dwéch koi ADE, ade, pomnozoney przez
wy sokosé AB (27. wn. 3j. Dayrny ze wyso-
ko$¢ AB— 12 sgz.;$rednic«» AD =15 s3z.; murii
szeroko$¢—| saz. Szeroko$¢ te podwojong
odigwszy od 15, wypadnie $rednica ad=
14 saz. Zatem powierzchnia kota ADE he-
dzie=f-ifX(H)2= »~ ° kw (IE24. w. 1)(*>;
a powierzchnia kola ade=f|£ X (h*)* —
NonNM s;jz. kw; wiec  ro6znica tych dwoch
koi be<lzie — saz. kw.; te roOznice
pomnozywszy przez 12, wypadnie hry-
towato$¢ szukana— 273" sgz. sze.

V. Wynale$¢ brytowato$¢ ziemi foyr/o-Fi %6
bytey przy wykopaniu studni ADCH.

Studnia ocembrowana moze mie¢ for-
me Walca, albo rdéwnolegtoscianii prosto-
(*) Zamiast stosunku 7: 22, $Srednicy do okregu kola.

uzywa¢ bedziemy we wszystkich przyktadach

stosunku 100: 3i/, ktéry iest prawdziwszy od

stosunku poprzedzajagcego, obréconego na utomek
2Izli|es'5§)ny £ wyiek&sat  hic*k»g cyf«r 0<$ drrip
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katnego; wiee w pierwszym razie pomno-
zywszy podstawe AED walca, wdrugim
podstawe réwnolegioscianu, przez AB gle-
boko$¢ studni, wypadnie ilo$¢ ziemi,
ktéra wypetniala mieysce zaiete przez
studnig i iey ocembrowanie.

Fig. 47 VL. Wynale$¢ brytowatosc dzwoniey mu-

P

rowoney AB CD.

Dzwonica moze mie¢ forme wydrazo-
nego ostrokregu, albo wydrgzonego kloca
ostrokregoweg-o: w pierwszym wiec razie,
brytowatoscia dzwonicy bedzie ro6znica
dwéch ostrokregow ABD, abd, znalezio-
nych podtug (30. w. 3); wdrugim, réznica
dwoch klocéw ostrokregowych ADCB, adeb.
Daymy Ze w tym drugim przypadku, w
klocu ADCB wiekszym, podstawy dolney
Srednica AD =16 stop.; podstawy goérney
Srednica BC= 9; kloca wysoko$¢ LK =
45 stép.: te waznosSci wilozywszy w for-
mute N wWXCA'MB2  AB).. (34.przypis. VII);

bedzie kloca ABCD brylowatos$é=|""X4X
( @i+ (D)i+1iXi)=5663 11 Stép. nzei.
Podobnym sposobem, maigc wiadome S$re-
dnice ad, bc, dwoch podstaw kloca abed
mnieyszego, wynaydziemy iego hrylowa-
tos¢, ktorg odigwszy od brylowatosci ldo-
ca ABCD, Otrzymamy brytowato$¢ muru
szukana.

Fig. 48 VII. Dwo6ch muréw BO, i wsparte-

go, na nich sklepieniu BDFf, wynales¢ po-
wierzchnig wewnatrzng i brytowatosc.

16d. niozna uwazaé dwa mury BO,QE,
za dwa rdwnolegtoseiany prostokatne ro-
wne sohie, a sklepienie BDIT, za potowe
wydrazonego walca; azatem powierzchnia
wewnetrzna dwoéch réwmolegtoscianéw
bedzie rdwna podwoioney powierzchni
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yrostokgta LO, maigcego podstawe NO
réwng diugosci sklepienia, a wysokos$¢
LN réwng wysoko$ci muru BO, czyli ta
powierzchnia wyrazi sie prze« 2X~OXLN
(11, 22); powierzchnia za$ wewnetrzna
'wydragzonego pélwalca, bedzie réwna
iloczynowi z potlokregu LMJ przez NO
( »7. wn.); wiec ©znaczywszy przez P, po-
wierzchnia wewnetrzng dwdch réwno-
tegtoscianow, i pdlwalca wydrazonego; be-
dzie P~2NOXBN+LMJXNO=NO (2LN+
LMJ); toiest, powierzchnig wewnetrzna ca-
mam ADty otrzymam, mnozac diu-
gosé sklepienia, przez podwoiong wysokos$é
muru BO, powiekszona potokregiem LMJ.
2re. poniewaz réwnolegtoscig!! BO mo-
zna uwazaé iako maigcy za podstawe pro-
stokgt LO, a wysoko$é BL rownag szero-
kosci muru: wiec brytowatos¢ dwéch ré-
wnolegtosciandéw réwnych BO, QE, wyrazi
sie przez 2XLNXNOXBL (27); bryto-
wato$¢ za$ sklepienia bedzie rdwna
LMJIXANXBL (27. wn. .3); czyli hrytowa-
tos¢ dwoch rownolegtoscianow i sklepie-
nia oznaczywszy przez B, bedzie B=
2XLN X NO X BL + LMJ X NOX BL=%
(2)XLN +LMJ)XBLXN®; toiest> irytowa-
tos¢ cafego muru AO(1 otrzymam, mno-
zac diugos$é sklepienia przez powierzehig
przeciecia czyli profilu NACGQ.
i Gdyby sklepienie BOH nie mialo for-
my zupetney pélwalca wydrazonego,
w tedy sposéb dochodzenia iego po-
wierzchni i brylowatosci bedzie tylko
przyblizony, i w tern sie r6zni¢ od po-
przedzaiucegd, iz zamiast pétokregu LMJ,
bra¢ potrzeba potowe summy dwdch Iti-
kOW LMJ, BCH, obeymuigcych grubosé
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sklepienia; ktore to luki wyuayduiag siq
za pomocg j$rednic LJ, BH, sznurkiem
wymierzonych. W lem zatozeniu, bedzie
P= NO (2 LN + L\iJ + BCH);

B=(2 LN + £MJ-f-BCH) NOXBL.
2
Daymy]ie LJ= 12stop., BL—2 stop.,
LN=45 stop. NO=25 sgz. Z wiadomey
¢rednicy LJ wynayde potokrag LMJ—
314X12
""3X100 28 Y Lodawszy LJ do 2BL,

wypadnie ¢rednica BH— 16 stop.; za po-
mocag tey $rednic} otrzymam podobnie

) 3i4X*6 _
potokrag BCH=2" —;azcLN==48, wiec

2LN=9 stop.; wtozywszy te waznosci w
wyrazenia na P, B, bedzie P =.

25X \Y 4X100 4X100/ 100

czyli obréciwszy utom#k na saznie,
dzielgc go przez 6, apotem pomnozywszy
przez 25; wypadnie P=129 sgz. kwad.
3 stop. kw.

Podobnie bedzie B = stop X~ X
2 stop=="?-| stop kw. X 25 s3z.; czyi»* ol)ro-
ciwszy utomek £fEL na saznie kwadrato-
we, dzielgc go przez 36, u polem pomno-
zywszy przez 25, bedzie B="3 sgz. sze;
6 stop. szes.

VIIl. Pntfoili wydrgzoney AUCDEF
wymierzy¢ powierzanifi wewnetrzng, ize-
wnetrzna, tudziez icy bryimoato&¢.

Fig.49 16d. Poniewaz powierzchnia kuli, ro-
wna iest 1 kotom wielkim (22. wn. 1)),
przeto potowa tey powierzchni, bedzie ro-
wna dwom takim kulom. Wynalaziszy
zutem powierzchnia kola wielkiego kuli,
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maigceg-o jffa$rednice DE, i te powierz*
KJinia podwoiwszy; potem powierzchnig
pola wielkiego kuli, ktérego S$rednica iest
AC, i te powierzchnig wzigwszy takze
dwa razy: otrzymamy na pierwszy wypa-
dek powierzchnig wewnetrzng, na drugi
zewnetrzng, potkuli wydrazonej', |1 tak
niech bedzie $rednica DE = 6 sgzni., muru
grubos¢ AD==j sagz.: dodawszy 2 AD do
DE, wypadnie S$rednica AC= Gg~gz. Za*
tem kota, ktérego Srednica iest DE, po-
wierzchnia bedzie= U' X 3* = sgz.
kw. (11,21. wn. 1); podwoiwszy te powierz-
chnia, wj'padnie, na powierzchnia we-
wnetrzng kuli —ff sgz. kw. Podobnie po-
wierzchnia kota maigcego za $rednice AC,

s 3?24V /6~a 314y r 1312 53066
bedzie = 100X - — X(-jj - _

sgz. kw.; a pndwoiona ta powierzchnia,
) 53060 26533 ;
bedzie —— —* — - suz. kw.

SCO 400

2re. dla otrzymania brytowatosci pot*
kuli wydrazonej , wynale$¢ potrzeba bry-
lowatdse poétkuli maiacey S$rednice DE,po-
tem brylowatos$¢ pétkuli, ktorey S$rednica
iest AC, i wzig¢ rdznice tych dwdch bry-
towatdsci. | tak, poniewaz brylowatos¢
potkuli rowna sie iloczynowi z iey powierz-
chni wypukiey, przez trzecig cze$¢ pro-
mienia, czyli przez sz6sta czes¢ Srednicy
kuli (33 ; wiec powierzchnig wewnetrzna
potkuli wydrazonej”™ rownag pomnozy--
wszy przez i DE=1 sgz., apowierzchnig
potkuli zewnetrzng, réwng -"~¢rS portino-
zywszy przez z AC=pf saz. i pierwszy
iloczyn od,i,qwslzii od drugiego, wypadnie
brylowatos¢ potkuli wydrgzoney, rowna 15
Sgz. SZG; 73 stop, sze.; i 838"% cal. szes.
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Uwaga. Tym samym sposobem moznaby
wynalezé powierzchnig i brylowatosé Ko-
paty, uwazaiac ig za pdtkule wydrazona.

F»g.50 1x. Wymieryé powierzchnia i brylowa-

to$¢ kolumny AC.

Jezeli kolumna iest iednakowey grubo-
sci  od wieBZchotka do podstawy; iey po-
wierzchnia i brylowato$¢ dochodzi sie tym
samym sposobem, co i walca. Jezeli za$
kolumna Ac, ma grubosé¢ te sumg od AB
do c H, a zmnieyszaigcg sie od cH do
wierzchotka bc; albo iezeli iey grubos¢
zmnicysza sie od er, do wierzchotka pc,
i do podstawy aB (fig. 50. bis.); uwaza sie
w pierwszym razie kolumna iako ztozona
z walca AH, i kloca ostrokregowego HoO;
w drugim, z dwdch klocow ostrokego-
wych AF, Ec, i w obu razach znaleziona
powierzchnia i brylowato$s¢ dwoéch czesci
sktadaigcych kolumne, bedzie iey powierz-
chnig i brytowatoscig szukana.

Uwaga. Poniewaz kolumny ac (lig. 50
bis.), uzywanny w budowlach, grubos¢ zwy-
czaynie bardzo mato od siebie roézni sie,
przeto bez uchihienia prawie mozna u-
wazac¢ te kolumne iako ztozong z dwdch
walcow AF, FD, majacych za podstawe
kota GH, JK, przechodzace przez S$rod-
ki ich wysokosci.

Fg 51 X. Wynalezé brytowutode ziemi skopa,

ney.

Aby doy$e barytowatoSci skopabey ziemi
wyrachowa¢ potrzeba proéznia przez sko-
panie ziemi utworzony; gdyjfc ziemia wzru-
szona wiecey daleko zaymuic mieysca,
nizeli przed iey wzruszeniem: dziatanie
to odbyé mozna sposobem przyblizo-
nym, za pomocag wiadomey wysokosci kop-
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coéw, iak sg E, F, G, ktore zostawia¢ zwy-
kli grabarze we wszystkich mieyscach,
gdzie ziemia przez nich skopana, miata
wysokos$é naywieksza i naymnieysza. | tak,
daymy np. ze podstawg rzeczoney prozni
iest prostokat AD, maigey diugosé¢ AB =
59 sgz., a wysokos¢ AC = 43 sgz. INiech
kopiec E, ma wysokosci 1 saz., kopiec
F, 3 saznie, akopiec G, 2 saznie. Dodaw-
szy do siebie wysokosci kopcow, i summe
stad otrzymang podzieliwszy przez ich
liczbe, iak w tym razie przez 3, bedzie
wysokos$é Srednia rowna 3 sgzniom; przez
te wysoko$é pomnozywszy powierzchnig
prostokata AD — 59X43 = 2537 sgz. kw.,
wypadnie brytlowatos¢ skopaney ziemi,
réwna 2537 X 3= 7611 sagz. szes.

XIl. Wymierzyé beczke. Hg 52

Mierzy¢ beczke , iest to dochodzi¢ ile
razy miesci sie w niey pewna miara pty-
nu, iaka iest np. kwarta. Gdyby beczki
byty podobne sobie, mierzycie byloby ta-
two, maigc wiadomg miare iedney beczki;
gdyz wtedy obietosci beczek miatyby sie
cto siebie iak szeSciany z ich bokoéw odpo-
wiadajacych; lecz ze forma beczek bywa
rézna, i te zbtizaig sie tylko do bryt, kto-
re doktadnie wymierzy¢é uiniemy, przeto
tez: i sposOb mierzenia beczek bedzie przy-
blizonymi ten iest nastepuigey. Daymy,
ze dtugos¢ GH beczki ABDE, zaw arta mie-
dzy dwoma iey dnami iest = 51 cal.; ze
kazda ze Srednic AB, ED, w obu dnach,
iest =3 16 cal.; ze nakoniec przy otworze
G beczki, szerokos$¢ iey naywieksza FC
iest ~ 22 cal.

20
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Wzigwszy potowe summy dwéch Sre-

dnic AB, FC, io iest 16 +22, bedzie Ssre-
2

dnia beczki szeroko$¢— 19 cal. Do Sre-
dnicy = 19, cal.,, wynayduie sie powierz-
chnia kola (11,24 ktora bedzie a=-?-fi X
f'£)z=22%$3 cui. kwadr; pomnozywszy
te powierzchnig przez 51, wypadnie i-
lo§¢ ptynu beczke wypeiniajgcego rdéwna
14452 cal. sze$. Ten ostatni wypadek
podzieliwszy przez liczbe cali sze$. zam-
knietych w kwarcie, znaydziemy na ilo-
raz, ile kwart ptynu zawiera sie w beczce
daney.

rig. 53 Na tey zasadzie opiera sie inny tatwiey-
szy i predszy spos6b mierzenia beczek,
za pomoca preta zeiaznego JBLM w kon-
cu zakrzywionego, i maigcego bok ieden
podzielony na czesci réwne, a drugi na
nierowne; podziat takowy tak sie wyko-
nywa. Do naczynia OPQJR, maigcego zu-
petng forme walca, nalawszy kwarte ja-
kiegokolwiek ptynu, wymierza sie iak nay-
doktadniey naprzod Srednica OB, dna tego
naczynia, potem wyseko$é OS, nalanego
ptynu. Na boku preta obiera sie punkt N
wprost przeciwlegly koncowi M preta,
i od punktu N wzigwszy linig Na, rowng
wysokosci OS, przenosi sieig 2, 3, 4 it. d.
razy, na bok preta; ktory bok tak podzie-
lony zowie sie bokiem wysokosci.

Aby podzieli¢ drugi bok preta; prowa-
dzi sie jiniia nieograniczona YVZ i do tey
z iey konca W, wynosi sie prostopadia YVX;
i na teyze lilii<\t Z, na prostopadley
i na drugim boku preta JKLM, biorg sie li-
niie W 1 WX, Jd, réwne, kazda $rednicy
OB. To wykonawszy, od punktu X do pun-
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ktii h prowadzi sie liniia Xi; inaliniiw Z,
i na tym Samym boku preta, biorg sie li-
nie W2, Ja, réwne, kazda linii Xi. Od
punktu znowu X do punktu 2, prowadzi
sie liniia X 2; i na linii WZ, i na boku pre-
ta, biorg sie liniie W3» J3» réwne linii X2;
i tak nastepnie dziatajac, podzieli sie bok
preta na zadang liczbe czesSci réwnych;
ktory bok zowie sie bokiem S$rednic.

Liniie j'% J% J4, i f. d. oznaczona na
boku prctn, so Srednicami podstaw 2, 3, 4?
it . d rdzy, wiekszych odpodstawy maia-
cey za $rednice Jd=OM.

Kola bowiem maig sie do siebieiak kwadra-
ty z i¢h $rednic (I1l, 16.w. 2); zatem koto $reT
_dnicy Xi= Wjl, ma sie do kota S$rednicy
Wi==Xia. Wia. AZe w troykacie pro-
stokgtny m réwnoramiennym  XWr,. nczy-
niwszy W I= 1, bedzie Xiz = XW2 +

W2 'j2 3. ja__2; wiec koto Sred. W.2:
kota $Sred. Wi =m 2: T. Podobnie, kolo
sred. X*, czyli $red. W3: kota $red.W*~
¢4, W22 j=1I1"~h 19+S2;la+ 12= 3:2; 1
tak nastepnie. Sa za$ liniie" WI, W2, W3
j t. d., odpowiednie réwne liniiobi Jd, .1

J3 it d.; wiec koto $red. Jd: kola S$red.
3™ kptasred. J3 it.d = 1L 2 3itd;
czyli ze liniie ./2, 7S, /4 i t. d., sg $redni-
cami podstaw i t. d.

Tak sporzadzony pret uzywa sie nastepu-
jacym sposobem: wzdiuz linii Oli ozna*
czaigcey dtugos¢ beczki, pczyiozywszy
pret JiiLM tak, aby iego koniec zakrzy-
wiony M, dotykat sie ktéregokolwiek dna
AK, uwaza sie na boku wysokoS$ci preta, ia-
r™r?7 loz.bi«* odpowiada dnoO przeciwiegte

eo. Potem koniec J preta, ustawiwszy ha-
przéd w punkcie A obwodu dna goérnego,
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nastepnie w punkcie E, obwodu dna dol-
nego beczki, uwaza sie na boku $rednic,
iakiey liczbie odpowiadajg punkta B, D,
wprost przeciwlegte punktom A, E. Na-
koniec przez otwdr C, zanurzywszy pret
do beczki tak, aby iego koniec J, dotykal!
sie beczki w punkcie F, uwaza sie iakiey
liczbie boku $rednic, odpowiada punkt C,
wprost przeciwlegty punktowi F. Da) my,
ze tym sposobem znaleziono, iz dtugosé
G H = 15,ze kazda ze Srednic AB,ED,iest= 16,
zenakoniec $Srednica FC=s26. Wzigwszy te-
raz summe dwoch S$rednic, naywiekszcy
j nayumieyszey, iiey potowe 1.6-|-2()=21,
r*
pomnozywszy przez 15, wypadnie na
iloezyu 315 kwart, ptynu napetniajgcego
beczke.

Uwaga. tatwo widzie¢, ze oba te spo-
soby mierzenia beczki, sprowadzaig sie
do mierzenia walca maigcego za Wyso-
kos¢ GTi diugos¢ beezki, a za podstawe
potowe summy powierzchni dwdch kot
z ktorych iedno ma za $rednice beczki
szeroko$¢ AB naymnieyszg, a drugie» sze-
roko$¢ F€ naywiekszg.

XI*  Wymierzyé brytéwato$¢ drzewa.

fi854 Kloc drzewa nieociosanego moznha uwa-
za¢ za kloc ostrokregowy, Kktdéry aby do
budowli mogt by¢ uzyty, obrabia sie na
belke maigcg zwyczaynie forme réwno-
legtoScignu prostokagtnego. Poniewaz do
wielkosci belki, czesci drzewa ociosanego,
czyli klocowe odcinki, nie naleza; wiec,
aby z kloca danego wynale$¢ brytowa-
tos¢ belki, uwaza sie za iey podstawe
kwadrat BC wpisany w koto ABDC, k,to6-



Biblioteka Cyfrowa UJK
http: //dli11>5r7a .ujk.edu.pl

rego okreg mierzy sie sznurkiem obwi-
nietym na powierzchni kloca, w potowie
jego Wysokosci. Aze w kwadracie BC,
poprowadziwszy przekatng AD, troykat
prostokagtny réwnoramienny ABP _dfl%
AD*=ABa4* BD2= 2 £Bs, skad ABz= APg
A’ ;LA
wiec oznaczywszy wysoko$é kloca przez
W,bedzie brytowatos¢ belki réwnaADaxX ™ :
2

toiest, iloczynowi z wysokosci kloca, \przez
potowe kwadratu z $rednicy kota maig.ee-
go okrag wymierzony na potowis wysoko-
§ci kloca. Daymy ze kloc drzewa nieo-
brobionego ma diugos¢= 51 stop. =612
eal.; ze okrag kola wymierzony na poto-
wie iego dtugosci iest—78* cal. Dla otrzy-
mania bryiowato$ci belki, szukam S$redni-
cy kota ktérego okrag=78* cal,; bedzie
ta Srednicaacz |ffX 7SE= 25 cal, (I, 28);
wzigwszy potowe kwadratu tey Srednicy
i pomnozyszy przez 012, wypadnie bry-
towato$¢é btdki = f25J2X617°==B)]250. «»li
szesciennych. 2

Uwaga I. Poniewaz stopa szescienna
iest miarg drzewa powszechnie u nas
uzywana, wiec podzieliwszy ten ostatni
wypadek przez liczbe cali szesciennych
zawartych \? szeSciennej' stopie, otrzy-
mamy na iloraz brytowato$¢ belki w sto-
pach szesciennych.

Uwaga Il. Chcac daney belki doys$¢ bry-
iowatosci, trzeba pomnozy¢ diugos$é belki
przez iey podstawe ; a lubo dziatanie toiest
dosyé proste; wszelako dla utatwienia ra-
chunku, wyrachowane i utozone zostaty ta-
blice bryiowatosci roéznych belek, ktore
aby ~ tych tablic wynale$¢, dosy¢ iest miec
ydadoflw trzy kazd#y belki wymiary-
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Ftgss XIIl. Wymierzy¢ bryfowato$¢ mostoto-
dzi [ponton),

Mostotodz ABCDEFGH sktada sie z dwéch
todzi szerokich w niewieikiem oddaleniu
z soba potoczonych, ipokrytych z wierzchu
deskami. Przecigwszy zatem mostotédz pta-
szczyzny pionowa przez srodek iey przecho-
dzacy, na dwie réwne czeSci ABCDabed,
EFGH abcd; pierwsza z tych czesci roztozy
sie nadwa graniastoitupy troykatne S$ciete
ABCabc, ADCadc, ktdrych bryiowatosci
wynalaztszy .summe , i te podwoiwszy,
wypadnie brytowato$¢ niostotodzi. Ja-
koz (34. przy. Y], graniastosiup tréoykatny
*«iety ABCabc = a™ X ahc ~

/i ia X §(iy™ Bb==Aa. Podobnie,

graniastotiip troykatny ¢ciety ADC adf=
a4 lid -G\ x acd=/Aa+dCc™ X acd, gdyz
(— 3-—) v 3 vy .

Dd=Cc. Z~tem bryta ABCDabed bedzie—
Q \n+c”™ abc+ “"A»+2C"ac(l; to wyrazenie po-

dwoiwszy, i brylowato$¢ niostotodzi ozna-
czywszy przezY ,bedzieabc-j-

N2Ra+ACcNacd. Aze Aa===EA,zajem 0Aa=2AE.

Dla Podobney przyczyny /|Cc=2CG, nadto
iest 2Aa==AE,2Cc=CG; waznosci te wio-
zywszy, w to ostatnie wyrazenie, wypa-
dnie V*= +Q0G abc + n

Daymy ze AB, szeroko$¢ naywieksza

mostotodzi, iest . . = i, 5saz.
CD, szeroko$¢ naymmeysza = 1, 3 —
Gtebokos¢ mostotodzi = 0, 8 —
Dtugos¢ naywieksza AE = 6,0 —
Dtugos$¢ naymnieysza CG = 44
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Bedzie powierzchnia troykafa abc =r
1. 5X0,8=0, 6.
2
Powierzchnia tréykata acd =1, 3X0, 8
7 ’ 2 '
—o, 52
ZatcmV="g+4,y 0,6+">+M”" X O, 52 =

5, 845 sazni szesSciennych.

X1V. Znalez¢ brytéwato$¢ kuli ziemskiey
ktérey srednica ma 2865 mil.

Z daney S$rednicy wynalaziszy okrag
wielkiego kota kuli ziemskiey (111, 28J,
ktorv zawiera¢ bedzie blisko 9000 milj
i ten pomnozywszy przez S$rednice, be-
dzie powierzchnia kuli ziemskiey réwna
9000X2865 = 25785000 mii kwad. (22):
te znowu powierzchnia pomnozywszy
przez széstg cze$¢ Srednicy, wypadnie
(33) brviowato$¢ kuli ziemskiey réwna
25785000)(477¢=12312337500 mil szescien.

Uwaga I. Jezeli cialo dane do mie-
rzenia iest nieforemne , uwaza sie wtedy
jako ztozone, chociaz przyblizonym spo-
sobem, z ostrostup6w, graniastcsiupéw it. d,
toiest bryt takich ktére wymierzy¢ umie-
my, a znaleziona summa ich brytlowato-
§ci, bedzie szukang bryiowatoscia ciala.

Uwaga Il, Jezeli ciato state ktére ma-
my mierzy¢, nie iest wielkie, wtedy mo-
zna ieszcze doys$¢ iego brylowatosci na-
stepuigcym sposobem. Do naczynia fo-
remnego, iakiem iest np. walec, nalewa
sie woda i punkt iey wysokosci oznacza
s*¢ na boku naczynia; potem zanurza sie
w wodzie ciato dane do mierzenia, i na-
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znacza sie podobnie punkt wysokosci do
ktérey sie woda podniesie; pomnozyw szy
odlegto$¢ miedzy terni punktami, przez
znaleziong powierzchnig wody przeciw-
legta podstawie naczynia, wypadnie szu-
kana brytowatosé ciata/

KOMEr, xii;gi czwartey.
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XiEG« V.

ROZDZI AL XV

POCZATKI

TRYGONOMETRYl PROSTOKRESLNEY.

1 Kazda figure prostokre$lng mozna za-
mieni¢ na troykat fil, 25); znaigo zatem
wiasnosci i spos6b mierzenia troykatow,
przyydzicmy tatwo do poznania wtasno-
§ci i sposobu wymierzenia jakiejkolwiek-
figury prostokre$lney;

2. W troykacie kazdym iest sze$¢ rze-
czy do uwazania: trzy boki i trzy Kipy;
7, tych szesciu, wynalezienie przez rachu-
nek trzech rzeczy, za pomoc?} trzech wia-
domych, miedzy ktéremi znaydoéwaé sie
powinien przynaymniey itden bok, przed-
miotem iest Trygonometryt prostohresiney.

3. Lecz aby z trzech rzeczy danych
troykata , wynale$¢ przez proporcya trzy
inne, potrzeba wielkosci w skiad troy-
kata wchodzace poréwnywaé z soba, to-
iest bok z bokiem, a kat z katem, iako
rzeczy iednego z sobg gatunku; z tego
poréwnania wypada stosunek bokow, i
stosunek katow; ze za$§ z takowych dwdch
Stosunkoéw niemozna utozyé propoPcyi; b
W tloykacie boki nie sg proporCyooalne
WZgiedem katéw im przeciwlegtych, ani

21
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wzgledem lukéw mierzacych te katy; iak
sie 0o tcm nayiatwiey mozna 'przekonaé
na tréykacie prostokatnym roéwnoramien-
nym, w ktéorym lubo kazdy z katéw o-
strych iest potowa kata prostego, boki
iednak przeciwlegte katom ostrym, wiek-
sze sga od potowy przeciwprostokatney:
z tego powodu, starano sie wprowadzi¢
inne liniie proste na mieysce katéw, pro-
porcyonalne do bokéw trdéykata, i te na-
zwano liniiami try%onometrycznemi. Trze-
ba wiec naprzéd poznaé¢ liniie trygono-
metryczne, i wskazaé¢ spos6b wyrachowa-
nia ich waznosci w liczbach na katy czy-
li luki kota; potem oznaczy¢ stosunki
tych liniy do bokdw troykata, za pomo-
cg ktorych, z trzech danych rzeczy troéy-
kata wynaydziemy trzy iune, co nazy-
waé sie zwykto rozwigzaniem tréykata.
Ta.vii 4. Dla poznania liniy trygometrycz-
Fif i.nych, wezmy jakikolwiek luk AB mniey-
szy od czwartey czesci okregu kota.
Prostopadta BE, spuszczonazieduego kon-
ca luku AB, na promien AC przechodzacy
przez drugi koniec fecego luku, nazywa sie
wstawg fciku AB, albo kata ACB maig-
cego ten luk za miare. Podobnie liniia
BG iest wstawg luku BF, lub kata BCF.
5.Liniia AE, czyli cze$¢ promienia AC,
zawarta miedzy kohcem tuku AB, a iego
Wstawg BE, iest wstawg odwrotng tuku AB,
' albo kata ACB. Podobnie liniia FG iest
wstawag odwrotng tuku BF, lub kata BCF.
t= Prostopadts AD, do promienia AC
przechodzacego przez ieden koniec tuku
AB, z konca iego wyprowadzona az do
przeciecia sie z promieniem BC przedtu-
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zonym, przechodzacym pwes drugi koniec
tegoz luku, iest styczna luku AB, albo ka-
ta ACB; liniia FJ iesP takze styczna tu-
ku BF, albo kata BCF.

r. Liniia CD, czyli promieA BC prze-
dtuzony az dospotkania sie¢ z styczng AD,
iest sieczng luku AB, albo kata ACR. Li-
lilia CJ iest takze siecznag luku BF, lub
kata BCF.

S. Gdy kat ACF, iest prosty, kat BCF
bedzie dopetnieniem kata ACB do kata
prostego, i wtedy,
iO nazywa sie wstawg dopet-

nienia, lufo dostawg
FO iest wstawg odwrotng do-

petnienia , cz?/li dostav?q od- luku AB

wrotna alko
FJ iest styczng dopetnienia, albo

dostyczna kata AOB
CJ iest sieczng dopetnienia, albo

dosieczf/g j

Widzimy podobnie, ze poniewaz Kkat
ACB iest nawzajem dopetnieniem Kkata
BCF, przeto wstawa, wstawa odwrotna,
styczna, i sieczna kata ACB, iest dostawa,
dostawg odwrotna, dostyczng, i dosieezng
kata BCF. (*).

9. Gdy punkt B bedzie sie zbliza! do
punktu F, czyli gdy luk AB bedzie coraz
wzrastat, wstawa iego BE bedzie sie
takze coraz powiekszaé, tak dalece; ze

(*) Dia skrécenia pisa¢ bedziemy wst. wst. edw. sty.
sic. dost. dost. odw. dosty. doaio, nainioyscu

mwstawa, wstawa odwrotna, styozna, séecana, do-
stawa, dostawa odwrotna, dostyczng, i dosiec-ena.
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gdy punkt B padnie na punkt F, wstawa
BE zeydzie sie z promieniem FC i be-
dzie ran réwna. Wiec proigien iest wsta-
wa kata prostego. Niekiedy promien na-
zywa sie wstawa cata.

FHg 2 W troykacie prostokatnym ACB , iezeli

przeciw prostokatng CB wezmiemy za pro-
mien, kazde z ramion kata prostego be-
dzie wstawg kata przeciwlegtego temu
rumieniowi, toiest AC bedzie wstawg ka-
ta B, AB. wstawa kata C.
i 10. Z poprzedzajacego opisania wstawy
widzimy, ze icstawa BE tuku iakiegokol-
wiek AB, iest potrwa cieciwy luku pod-
woynego wzgledem Alt.

Bo przedtuzywszy BE do punktu 0, pro-
mien CA prostopadty do cieciwy BO,
dzieli ig » tuk BAG na dwie réwne cze-
sci (I1,5); wiec BE wstawa tuku AB iest
potowg cieciwy tuku BAOdwa razy wiek-
szego od tuku AB; zatem wstawa i t. d.

11. Wiec lod. wstawa 30° iest potowg
promienia.

Jakoz, wstawa 30° iest potowa cieciwy lu-
ku dwa razy wiekszego, czyli potowa .cieci wy
luku 60°. Aze cieciwa luku 60°, czyli bok
szcSciokagta foremnego (I, Ilj, iest. réwny
promieniowi kota; wiec wstawa 30° iest
réwna potowie promienia.

12. Wiec 2re. wstawa kata rozwartego
liCK, iest ta sarna co wstawa BE iego
spetnienia BCA. (*)

Bo liniia BO, bedac cieciwg tuku BAO
porJwdynego wzgledem luku BA, iest oraz
cieciwa luku BKO podwdynego wzgledem

(*) Kat BCA, spetniaigey kat BCK do dwéch katow
prostych, uasywa sie iego spdnipwAm.
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tuku BK; zatem BE potowa tey cieciwy, czy-
li ustawa kata BC/V, icsttak/e wstawg kata
BCK; wiec yjstawa kata rozwartego, it. cl.

13. Styczna 45° iest réwiia promieniowi.

Bo w troykacie prostokagtnym DAC, gdy
kat DCA=45% bedzie takze i kat 0—4503
zatem bok AD—CA (1, 15 ? wiec sty-
czna 45° it d

14. Gdy kat DCA iest wiekszy od 45",
styczna iego AD bedzie wieksza od pro-
mienia; a gdy tenze kat iest prosty, stycz-
na iego bedzie rdwnolegta wzgledem*
sieczney CD, a zatem nigdy sie z nia.
nie zeydzie: i dlatego modwi sie ze sty-
czna kata jjrosiego iest nieskonczona.

W troykacie prostokatnym BAC, gdyCAWg« 3
iedno z ramion Kkata prostego wezmiemy
za promien, ramie drugie AB bedzie sty-
czng kata C przylegtego ramieniowi pier-
wszemu, a przeciwprostokgtng C8 sieczng
togoz kata. Podobnie gdy AB weZmiemy
za promienn, CA bedzie styczng kata B
a CB iego sieczna.

Jezeli teraz wystawimy sobie promien
podzielony na 10,000,000,000 czesci ro-
wnych, widoczna iest, iz wstawa 30° za-
mykac¢ bedzie takich cze$ci 5,000,000,000,
ft wstawy lukéw wiekszych lub mnieyszych
od 30°, zamyka¢ bedg wiecey Ilub mniey
tychze czesci; niemniey dostawy, styczne,
i t d. tych réznych tukéw zawierac¢ beda
pewng liczbe cze$ci promienia. Staray-
my sie wiec pozna¢ spos6b wyrachowania
w liczbach wstaw, dostaw, it d.

i*5' Aaprzéd z wiadomoy wstawy BE tg*1
IUtili A, wynay<lzieuiy tatwo iego O<
Stawe. Jest'\ bowiem Bc dostawa luku AB
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rowna EC- Aze troykfjt prostokatny BCE,
daie BC2—BEg+Ee% skad EC2==BC2—BE2,

czyli EC= VIb'C=—BE% albo dostAB ~

VP2— wst2 AB; wiec dostawa iakiegokol-
wiek tuku réwna sic pierwiastkowi kwa-
dratowemu \vyciagnionemu z rolnicy mie-
dzy kwadratem zpromienia, a kwadra-
tem ze wstawy tegoz tuku.

16. Poniewaz AE=CA—CE, czyli wsf.
odw. AB=P—dost AB; wiec wstawa
odwrotna iakiegokotwiek  Tuku, réwna
sic réznicy miedzy promieniem a dosta-
wa tegoi tuku:

3 17. Wiemy iuz ze wstawa. 30° iestro-
wna potowie promwenia (Il ) » otrzyma-
my wiec wstawe 15° i nastepnie wsta-
wy 7° 30, 3° 45, ii. d, gdy z wiado-
mey wstawy BE tuku BOA, i iego wsta-
wy odwrotney AE, wynaydzieiny wstawe
Be iuku BO, ktory iest potowy danego
luku BOA. Jakoz, poniewaz promien CO
iest prostopadty do BA; bedzie Be — BA

2
(1, 5 Aze jia2=RE*-f-Eg skad BA=
V be*-i- EA2, zatem y\BE2-~N 12, czyli

~2
wst BOA—E£\/'Wst2BOA -f wstodw£BDA;

wiec, 3vstawa tuku dwa razy mnieyszego
od tuku danego, iest réwna potowic pier-
wiastku kwadratowego wyciggnionego z
summy z kwadratu wstawy, i kwadratu
wstawy odwrotney danego Tuku.

18. Potrafimy nafdto wyrachowa¢ wsta-
wy i dostawy wiekszey liczby jakich-
kolwiek ‘tukdw, iezeji znajagc zosobna
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wstawe i dostawe dwdch lukéw, wynay-
dziemy wstawe i dostawe summy tyclize
tukow.

Zatozmy wiec Sobie z wiadomey wsta-Fig. 4
wy BE i dostawy CE, luku AB, tudziez
wstawy DG i dostawy CG, luku BD; wy-
nales¢ wstawe DP, i dostawe CP Iluku
AD=AB-f-BD. P\a tei; koniec, z punktu G,
w Kktérym cieciwa KG spotyka promien
CB do niey prostopadty, spusémy prosto-
padlag GJ na promien CA, i poprowadz-
my GMrownolegta wzgledem AC. To zato-
zywszy, bedzie DP===MP+DM=GJ+DM.
Trzeba wiec tylko wynaies¢ z osobna waz-
no$¢ na GJ, i na DM; ktore tatwo otrzy-
mamy: bo tréykaty podobne CBE, CGJ,
daia BC: CG=BE: GJ, Czyli P: dost BD =
wst AB: GJ, zatem GJ—wst ABXdost BP.

P

Tréykaty takze CBE, DGM, maigc boki
do siebie prostopadle sg podobne, i da-
ig CB: DG=CE: DM, czyli P: wst BD==
dost AB: DM, stad J)M =wst BDXdostAB;

" P
zatem GJ-j-DM, czyli wst (AB-fBD)=
wst ABX dost BD + wst BD X “ost AB

co pokazuie: ze z wiadomych tvstaw i do-
staw dwdch tukéw, aby wynaie$¢ wstawe
Tuku rownego snmtnie tukdéw danych, trze-
ba wzia¢ dwa iloczyny: 1szy ze wstawy
Tuku iednego przez dostawe Tuku dru-
giego-, 2gi ze wstawy Tuku drugiego przez
wstawe tuku pierwszego , i summe tych ilo-
czyndw podzieli¢ przez promien.
Aze CP, dostawa (AB-fBD)==CJ—JP— \

CJ— GM,- pozostaje wiec ieszeze wyna*
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Jes¢ osobno waznos¢ na CJ, i na GM.
Jakoz trdjkaty podobne CBE, CGJ da-
jg CB: CG—CE: CJ, czyli P: dost BD=
dost AB: CJ; stad CJ—dost ABXdost BD.
P
Tréykaty znowu podobne CBE, DGM,
daigCB: DG=BE: GM, czyli V: wstBD =
wst AB: GM; wiec GM=wst ABXwst JBD;
p
a katem CJ—GM, czyli dost (AB-f-BD/=
dost AB X dost BD—-wst AB'X'"'st BD.
P
19. Znaydziemy podobnie, ze Wst(AB—BD)
=wst ABX*I°st BD — wsi BDXdost AB;
P . "
a dost (AB— BD) =
dost; AB Xtlost BD - wst ABX"'st.BD.

20. Na mocy prawd dotad wytozonych
nietrudno bedzie wyrachowa¢ wstawy
i dofctawy tukéw. Gdyz inaigc wiadoma
w stawe luku 30° (11),, wynajdziemy
iego dostawe (15); a podiug sposobu
wskazanego pod liczbg ( 17J, szukajac
nastepnie wstawy tuku dwa razy mniey-
szego od luku danego, wynajdziemy
wstawy tukéw zawartych w szeregu ma*

30° 30° 30° 30°  30°
Icigcym ~ -3 : —:
30° 30° 30°
foT: 128: ~756: U d° Ale luki bardzo
mate nie rdznig sie prawie od swoich
wstaw; mozna wiec takie ‘tuki uw azaé
proporcjonalne do ich wstaw; azatem
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wstawe I' otrzymamy 1z tey proporoyi
wst 30°

30 :0°1= — — > wst 0° 1,

256 256

Zeby znowu otrzymaé ustawy tukow
2',3,4', dosy¢ iest nastepnie pomnozy¢
Wstawe I' przez 2, 3, 4. a dla wyracho-
wania wstaw i dostaw ‘tukow wiekszych
od 4', wuzyiemy prawidia pod liczbg 18,
stuzgcego do wynalezienia wstaw i do-

staw summy dwdch lukéw; i tak np.
znaigc wstawe i dostaw e 4', tudziez wsta-
we i dostawe I'y wynaydziemy wazno$¢

na wstawe i dostawe 5==4"+r.

21. Maigc wiadomg wstawe i dostawepig. i
kata, mozna wynale$¢ iego styczng i dosty-
czng. JBo 16d z podobienistwa trdykatéw
CBE, CDA, mamy CE: BE—CA: AD, czy-

li dost ACB: wst ACB—P; sty ACB; stad
sty ACB~S”™M"st ACB.

dost aC B ~

2re z podobienstwa tréykatéw CBG,
CJF, iest CG: BG=CF: FJ; aze wst BE
kata ACB iest réwna CG; wi<?c wst ACB:
dost ACB=P: dosty ACB; stad (losty ACB=
PXo6ost ACB.

w st ACB.

22. Mozna nakoniec wynalesé sieczng
i dosiecznag kata, ktorego wiadoma iest
wstawra i dostawa.

Bo 16d tréykafy podobne CBE, CDA
¢aiit CK: CIli=CA: CI), cr.yli dost ACB:
—P; sie BCA; wiec sie ACB~ Ps

dost ACB
22
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2re. z tréykatéw podobnych CRG,CJF,
irtamy CG: CB™CF: CJ, czyli wstACB:
P=P: dosie ACB; wiec dosie ACB= P2
t wst ACB.
23. Gdy liniie trygonometryczne w cze-
§ciach promienia zostalty wyrachowane;
dla skrécenia dziatali z liczbami wyraza-
igcemi te liniie, wzieto liczb tych ioga™
rytmy, i utozono ie w tablice albo ra-
zem zliniiami trygonometryczncmi, piszac
naprzéd inki, potem liniie trygonometry”
czne, nastepnie logarytmy tych Jiniy; albo
lak bywa nayczes$ciey, liniie trygonome-
tryczne opuszczajg sie, i ktadg sie tylko
luki, a obok nich logarytmy limy trygono-
metrycznych, tychze tukéw. Rzadko ktdre
tablice obeymuig logarytmy wszystkich li-
niy trygonometrycznych, nayczesciey za-
wierajg logarytmy tylko wstaw i stycznych,
atern samem dostaw i dostycznych. Uktad
i uzycie tych logarytméw, zwyczaynie przy
ich tablicach opisany bywa*

ROZDZI AL XV

TWIERDZENIA OKAZUIACE STOSUNKI MIEDZY U-
NHAM1 TRYGONOMETRYCZNEMI A KOKAMI

TROYKaTA-

Twierdzenie, j.

5 24. W kazdym troykacie ABC, boki tak
sie maia do siebie, zak testowy katow
przeciwlegtych tym bokom; toi¢st bedzie
BC: AC: ABz=wst A: wst B: test C.
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Jako/ opisawszy kotem tréykat ABC,
bedzie kata A, miarg' potowa tuku BC
(H, 7. w. i); kata B, potowa tuku AcC;
kata C, potowa tuku AB: wiec kazdy bok
troykata ABC iest cieciwg podpierajaca
tuk dwa razy wiekszy od tuku, kto6-
ry iest miarg kata przeciwlegtego temu
bokowi; a zatem potowa kazdego boku
troykata, iest wstawg kata przeciwle-
gtego temu bokowi (10j; toiest, bedzie
bok ?Gzzzrwst A; bok AC= wst B; bok
Ay=wst C. A rotein mJa sie BC; AC:AB=
2 2 2 2
wst A: wst B: wst C; czyli BC: AC:AB=
wst A: wst B: mt C; wieo tu kazdym
troykacie. i t. d.

25. "Wniosek I. W kazdym troykacie pro-rtg-
stokatnym BAC, promien tak sie ma do
przeeiwprostohgtney, iak wstawg iednego
% katow ostrych do boku przeciwlegtego
ternu katowi.

Jest bowiem BA; AC= wst C: wst B.
Aze w troykacie prostokdtnym BAC,
wstawa kata prostego C iest réwna pro-
promicuiowi, a bok BA iest przeciwprosto-
katng; wiec BA: AGfitrtk wst B, czyli P:
BA"wst B; AC; wiee w kazdym tréy-
kacie prostokatnym it. d.

26. Wniosek II. 1V tréykacie prostokat-
nym IiAC, promien ma sie do styczncy
iednego z katéw ostrych B, iak bok BC
przylegty temu katowi. do boku AC te-
muz katowi przeciwlegfego.

Gdy>j*iest wst A: wst B= BC:AC; iest

wst A=dost B; wiec dost B: wst B=r=
BC: AC. Aze dost B: wst B==P: Sty B
(21); wiec P:styB = BC: AC; wiec
W tréykaeic prostokgtnym i t.d.
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Twierdzenie. %

Fg 7 27. W'kazdym troykacie prostokresinym
7. bis. ACB, spusciwszy z wierzchotka ktéregokol-
wiek kata C, prostopadtg CD, na podsta-
we AB, przediuzong iezeli. potrzeba, tak
sie mie¢ bedzie podstawa AB, do summy
dwoch bokéw AC, BC, iak réznica tych bo-
kéw, do réznicy lub summy odcinkéw AD,
UD; toiest bedzie AD: AC+ BC=AB —BC:
AD-~ BO, albo AD + BDi
Jakoa Hwierzchotka kata C, dtugoscig
boku CB, zakresliwszy okrag kola prze-
cinajacy boki AC, AB, w punktach G, F,
i przedtuzywszy bok AC, do przeciecia sie
x okregiem kola, w punkcie E; bedzie AB:
AE = AG: AF (lll, 12). Aze iest CG=
CE==CB, a FD= BD (11,5); wiec AE —
AC+BC; AG=AC-BC; AF—AD — RD
(fig. 7), albo AF=AD + BO (fig.7bis); wiec
proporcya powyzsza AB: AE—AG: AF za-
mieni sie na AB: AC - BC — AC — BC:
AD —RD, lub AD + BD; wiec w kazdym
tréykacie it. d.

Twierdzenie, 3.

F, 8 28. W kazdym trdy.hacie prostokresinym
CBFj summa dwdch ktérychkotwiek bokow
CB, CF, tak sie met do rdznicy tychze bo-
kéw, iak styczna potowy summy katow F,
B, przeciwlegtych tym bokom,, do styczney
petowy rdznicy tychze katdw; toiest, bedzie
CB + CF: CB - BF—sty (CFB + (fBF):

Sty i CFB— CBF). ,

— N y -
Jakoz z wierzchotka kata C, diugoscig

boku mnieyszego CF, zakresliwszy okrag
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kota przecinajgcy bok CB, w punkcie D,
i poprowadziwszy liniig FD, a wzgledeni
niey réownolegtg BA, przecinajagcga w punk-
cie A liniia JFA, poprowadzong z punktu
J, w ktérym, przedtuzony bok CB prze-
cina okrag kotar bedzie kat JFD W poét-
kolu prosty (11, 7. w,3); iest zas katJFD"
FAB; wiec liniig JFA, iest prostopadia
do tinii FD, i do linii AB. A& troy-
katy podobne AJB, FJD, daig proporcya
JB: DB=eJA: FAy w ktorey, dja réwnosci
tiniy CF CIl i CD,"iest liniig JB, summg
dwéch bokéw,CB, CF, a Hpiia DB, iest
réznica tychze bokéw CB, CF; wiec po-
zostate tylko okaza¢ naprzéd, ze JA iest
styczng podowy summy katéw CFB,CBF;
powtore, ze FA iest styczng potowy roz-
nicy tychze katdw.

l6d JA= sty (CFB f CBF). Jakoz, w

2

iroykacio JBA, wzigwszy BA za promien,
bedzie JA styczna kata JBA, azatem i ka-
ta mu rownego JDF (i, 19). Azo kat wpi-
sany JDF, iest potowa kata JCF majace-
go wierzchotek w S$rodku kota; i rownego
summie katéw CFB, CBF (!,25.w.i); wiec
kat JDF czyli kat JBA“ CFB + CBF; a

zatem JA—sty (CFB -j- CBFJ.
2

Ire FA=sty (CFB—CBF). Bo w froy-

kacie FBA, wzigwszy BA za ien, be-
dzie FA styczng kata FBA. Aza kat FBA
iest rowny potowie réznicy dwoch katow
CFB, CBF; gdyz kat FBA—CBA—CBF=*
CDF— CBF (1,19)/ irst jza§ «o« COF, czy-
li rowny mu kat CFD= CFB DFB; wigac
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liagt FBA=CFB—CBF—DFB; @ dodawszy
sp6lnie kat FBA— DFB , bedzie 2 FBA="
CFB— CBF, czyli kat FBA = CFB—CBF;

zatem FA — sty ('"CFB—CBF/ yyiec po-

v 2
wyzsza proporcya JB: DB=JA: FA za-
mieni sic na €B ~~ CF: CB — CF =

sty (CFB + CBF): sty (CFB — CBF). Wiec

w kazdym %réychie prostokre%lnym it od

9 29 Maiage zas$” wiadoma summe dwédch
jakichkolwiek katéw ACB, BCD, i ich ro-
znice, tatwo iest wynales¢ ktérykolwiek
z tych katow.

Ba z dwdch ilosci nierdwnych, ilos¢ wiek-
sza rowna iest pofowie ich summy, i poto-
wie* ich rdznicy ; a iloS¢ mnieysza iest ro-
wna potowie ich summy, mniey potowa ich
réznicy.

Jakoz, z dwoch katow nieréwnych ACB,
BCD, miech kat ACB, bedzie wiekszy od
kata BCD: podzieliwszy kat caty ACD li-
niig CH, na dwa katy ACIF HCD, réwne;
bedzie kazdy z tych katéw potowg sum-
my dwoch katow danych ACB, BCD ; «
przy linii AC, i przy punkcie C, wykre-
S§liwszy /kagt ACO= BCD; bedzie kat GC.B
réznicg tychze katéow ACB, BCD. Aze od
dwoch katéow réownych ACH, HCD, odia-
wszy katy ACG.- BCD réwne, pozostanie
kat licG ==HOB,; przeto kazdy z tych
katéw iest potowag réznicy dwolh katéw
ACB, BCD. Jest za$ kat wiekszy ACB=
ACIl ~p HCB, a kat mnieyszy BCD =
HCD — HCB; wiec z dwoch katéw nierd-
wnych i t. d.
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Przyktady rozwigzania troykatéw prosto-
katnych.

30. W trdykacie prostokgtnym ACB, ma-Kig.io
iac wiadome dwa katy A, C, iprzeciwpro-
stokatng AC, wytiales¢ bok BC.

Bok BC, otrzymamy z nastepuigcey pro-
porcyi P. AC— wst A; BC (25), czyli
P: wst A— AC: BC.

Niech bedzie kat A = 35°4Q", bok AC—
576 pretom; znaydziemy ze bok BC=336
pretom.

Jakoz logarytm wstawy kata A= p,765720
Logarytm przeciwprostokat. AC= *2,760122

Summa tycli dwéch logarytmoéw— 12,526142
Od tey summy odigwszy logarytm

promienia . . . — 10,000000
bedzie boku BC Iogarytm — 2,526142
ktéry w tablicach odpowiada liczbie 336
blisko.

Dla znalezienia za$ drugiego boku AB,
uzyiemy proporcji P; wst C= AC: AB.

31. Maigc przeciwprostokgtng AC, t bok
BC, wiadome, znales¢ dwa katy A i C

Kat A otrzymamy z proporcyi AC: BC—
P: wst A. Maiac wiadomy kat A, gdy ten
odeymiemy od 90% znaydziemy kat C.

32. Maigc wiadome katy A, €, i kok ABy
wynale$¢ przeciwprostokatng AC.

Wynaydziemy AC z proporcyi wst C:
P=AB. AC. \%

33. Maigc lok BC i katy wiadome, wyna”
tes¢ lok AB.

Bok szukany AB otrzymamy z propor-
«yi P: sty C= BC: AB (26).

34. Maiagc dwa loki AB, BC, wiadome,
wynaie$¢ katy C, A
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Kat G, otrzymamy z préporcyi BC: A33=
P: sty C; ktory odciagnawszy od 90°, wy-
padnie kat A.

35. Maiac wiadome dwa boki Aii, BC,
wynalesé przeciwprostokatng AC.

Potrzeba naprzéd *wynalesé kat € z pro-
porcyi BC: AB — P: sty C, a maigc wiado-
my kat C, otrzymamy AC z proporcyi
wst C;, P= AB: AC.

Przyktady rozwigzania trdoykatéw ostro-

katnych.

Fig.11 36. Maiagc dwakaty i, C, i bok AB, troy-
hata ostrohalnego ACB, wiadome, wyna-
les¢ dwa pozostate boki AC,1BC.

Poniewaz wiadoma iest wazno$¢ dwdch
katow A, C, wiec odciggngwszy ich sum-
me od 180% wypadnie na reszte kat B.

To zatozywszy, dla znalezienia boku AC,
uzyiemy proporcyi wst C. wst B = AB:
AC (24).

Daymy ze kat A=s=40'53", kat € — 54*41’,
a bok AB—273 pretom ; bedzie bok AC=
323 pretom.

Jakoz summe katow A iC, odigwszyod
ISO”, wypadnie kat B—75°26', a logarytm
wstawy kata tego bedzie . = 9,985811

Logarytm boku AB . . —. 2.436163

Summa tych logarytmow — 12,421974:
Odigwszy od tey summy lo-

garytm wstawy kata C . . = 0.911674
Wypadnie nareszte logarytm = 2,510300

Ié}orig/ w tablicach odpowiada liczbie 323
is

Bok za$ BC otrzymamy z properow
wst C. wst A=:AB: BC. 15
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57. JPtroykacie ACfi, mamc dwa bokh'jg it
BC, AC, i hut C, miedzy temi bokami za-
warty, wiadome, wytiale&c dwa inne katy
A i B

Widzimy, ze na ten przypadek stuzy pro-
porcya BC -f AC: BC— AC= sty A+ B:

2
sty A— B (28).

Daymy, ze BC=584 pret., A€=*i69 pret.;
kat C = 68°; bedzie BC -f AC= 1053,
BC — AC= 115; kat C= 68° odigwszy od
180°, wypadnie summa<bwoch. kagtéow A i B,
rowna 112*; zatem A-j-B = 56°.

f z !

Aze logarytm liczby 115 =s 2,060698
Logarytm styczney 56° =10,171013
Wiee summa tych dwéch logar. = 12,231711

Od tey summy odigwszy luga-
rytm liczby 1053, ktdéry icst = 3.022423

Beszta S ... . 9,209283
bedzie logarytmem sty (A— B).

2

Logarytm ten znaleziony w tablicach od-
powiada styczney 9°12'.

To maigc, (29) bedzie kat wiekszy* A =
56u-f9° 12'= 65° 12", a kgt mnieyszy B=s
56° —9M2'=46°48".

38. Maigc wiadome dwa boki BC, AC, ikat
C miedzy niemi zawarty, wynaleZ¢ bok trze-
ci AB.

Wynalaztszy katy A i B sposobem do-
piero wskazanym, otrzymamy wazm”¢iia
AB, z pr.oporcyi wst A; wst € = BC: AB.

39. Maigc wiadome trzy boki AB, ACFig-13

G troykata AGH, wynalezé ie-ggzlégty.
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Z wierzchotka kata €, spuszczam pro-
stopadta CD, na bok AB icrau przeciwle-
gty, i uktadam proporcyg AB : BC-f-AC==:
BC — AC: BD — AD (27>

Daymy ze bok AB=318 pretom, bok
BC=314 pretom, a bok AC=236 pretom;
na czwarty wyraz tey proporcyi wynay-
dziemy, miedzy odcinkami BD, AD zro-
bionemi przez prostopadtg, réznice BD—
A D= 123 pretom blisko. Wiec odcinek
wiekszy BD= 348 + 123= 235¢£

2
a odcinek mnieyszyAD 3= 348 — 123

=4 12£ "2

To maigc, w kazdym z tréykatéw pro-
stokgtnych CAD, CBD, bedzie wiadoma
przeeiwprostokagtna i bok ieden; wynay-
daiiemy wiec katy ACD,BCD (31), a
zatem, i ich dopetnienia A, B. Wiec o-
trzymamy nastepnie i wazno$¢ kata ACB,
ktéry iest spetnieniem summy dwoch ka-
tow A i B.

Fig. 14 40. Maigc wiadome dwa boki CA,CB,t kat li
przeciwlegty iednomu z bokéw CA, tcynalesé
dwa inne katy troykgta ACB.

Dla znalezienia kata A utozymy pro-
porcyg CA: CB= wst B: wsfc A (24).
Wynalaztszy kat A, i ten z katem B od-
lawszy od 180% wypadnie na reszte kat C.

Uwaza¢ tu potrzeba, ze iezeli bok CA
przeciwlegty katowi B, iest mnieyszy ori
boku CB przylegtego temuz kgtowi, w roz*
wigzania takiego troykata zachodzi wat-
pliwosé. Bo z punktu C diugoscia CA
zakres$liwszy luk przecinaigry w punk-
cie D przedtuzony bok AB; utworzg sie
dwa rozrtey wielko$ci iroykaty cbB, CAB,
ktore luaig te same trzy rzeczy wiado-
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mc; tolest bok CB i kat B spélne, i bok
DC tréykata DCB, rowny bokowi CA
troykata CAB. Poniewaz bok DC==CA,
wiec kat D=CAD; aze kat CAD z ka-
tem CAB czynig 180% wiec i kat D z katem
CAB, uczyniag takze 180% zatem wstawv
dwoch katow CAB i D, sa tez same (12).
Wiec z proporcyi powyzszey CA: CB=

wst B: wst A, wypas¢ moze na czwarty
wyraz kat CAB, albo kat D; zachodzi
zatem watpliwos$¢ ktéry z tych dwéch
katow bra¢ nalezy; bo biorgc kat CAB,
wypadnie rozwigza¢ tréykat CAB, a bio-
ragc kat D trzeba rozwigzac¢ trdykat GDB.
Aby unikna¢ tey watpliwosci, znaé ko-
niecznie nalezy gatunek kata A, zawar-
tego miedzy bokiem danym a bokiem szu-
kanym; toiest, iezeli ten kat iest rozwar-
ty, albo ostry, bra¢ potrzeba w pierwszym
razie troykat CAB, w drugim troykat CE)B.

41. Maiac wiadome dtpa boki CA, CB,ikat
Bprzeciwlegty bokowi AC. znale$¢ bok AB.

Potrzeba naprzéd wynies¢ katy spo-
sobem dopiero wskazanym, a potem uto-
zy¢ proporcyg wst B: wst C=CA: AB.

42. Poznawszy sposoby rozwigzywania
jakichkolwiek troykatow, obaczmy teraz,
iak na mocy zasad dotad wytozonych,
dochodzi 'sie ich powierzchni,

43: Mav\c bok AB i dwa katy A i BWxti
wiadome , a tent samem i kat C, wyttaleSe
powierzchnig tréykota. ACB.

Z wierzcliotka kata C, spusciwszy na
podstawe AB prostopadtg CI), ta bedzie
wysokos$ciag troykagta ACB; ktérg aby wy-
nale$s¢, szukam napr/~d k tréykata ACB
boku AC, przez prop©r«yf|
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WSt C: wst B=AB: AC;

poczem, w troykacie prostokagtnym ACB,
maigc wiadomy bok AC, i wszystkie
katy, wynayde wysokos$ci CD, z proporcyi

P: virst A=AC: CD;

a pomnozywszy podstawe AB przez po-
towe ziial~zionoy wysokosci CD, wypad-
nie powierzchnia froykata ACB.

Mozna wtym przypadku doys$¢ powierzch-
ni troykata ACB, nieszukajgc waznosci na
bok AC, i na prostopadtg -CD. Bo po-
mnozywszy przez siebie dwie powyzsze
proporoye, bedzie
PXwst C:wst AXWS* B=ACXAB: CDXAC;
w tey znowu proporcyi, oba wyrazy dru-
giego stosunku podzieliwszy przez AC,
a potem pomnozywszy przez AB, wypadnie

PX'Vst C. wst A X wst B=AB*: AB/CD;

.V T 2
zatem AB/CD, czyli powier. trdy. ABC=
'h

AlIBNwst A/ wst. B

2P/WSI C”

toiest, dla znalezienia powierzchni troy-
kata, trzeba kwadrat z i'go podstawy po~
mnoztj¢é przez iloczyn ze wstaw katow
przylegtych podstawie, i enty stad ilo-
czyn podzieli¢ przez podwoiony iloczyn
z promienia przez testowe kata przeciw-
leg Tego podstawie.

44, Maitic wiadome dwa boki Ali, AC,
i kat C przeciwlegty bokowi Alt, znales¢
powierzchnia tréyknta ACH.

Aby z tréoykata prostokagtnego ACD wy-
mie$¢ prostopadig CD, potrzeba procz
wiadomego w-nim boku AC i kata pro-
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stega D, mie¢ znany ieden z katéw ostrycl*,,
Na ten koniec z troykgta ACB wynayduieg
kat B, przez proporcyg AB:AC==wst C:\rstB;
poczem, znajeziony kat B odigwszy wraz
z katem C ml ISO*, wypadnie kat A.
W troykacie wiec ACD, za pomocg pro-
porcyi P: wst A=AC: CD, otrzymamwy-
sokos¢ CD, Kktérg pomnozywszy przez
potowe podstawy wyoayde szukang
.powier/clinig troykata.

45.  Maicie_dwa boki AB, AC, i katA
miedzy niemi zawarty, Wiac}ome, wyna-
lezé powierzchnia troykata ACB.

W troykacie prostokagtnym ACD znaiagc
bok AC, i wszystkie iego katy, wynay-
de wysokosé CD, z proporcyi

P:wst A~AC: CD;
wzigwszy potowe znalezioney wysoko-
§ci CD, i pomnozywszy przez podstawe
AB, otrzymam powierzchnig troykata ACB.

Mozna w tym przypadku doys$¢é po-
wierzchni troykata, nieszukaigc wysoko-
§ci CD. Bo w proporcyi poprzcdzaiacey,
oba wiyrazy drugiego stosunku pomnozy-
wszy przez AB, bedzie

2
P: wst A=ABXAC : ABXCD, stad

ABXCD, czyli powierz, troykata ACB =

wstAXABXACj co pokaznie, ze dla zna*

eezienia powierzchni troykata, potrzeba
iloczyn z dwoch iego bokéw rozmnozy¢

Vr~e~ ustawe kata zawartego miedzy te-
mi fiokami, a otrzymany sfgd iloczyn, po-
dzieli¢ przez podwalony promien.
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40. Maigc trzy boki wiadome tréykata
ACBI, znaleZ¢ iego powierzchnig.

Szuka sie naprzéd odcinkéw AD, DB,
zrobionych przez prostopadta CD (27);
potem w ktéorymkolwiek z troykatéw pro-
stokagtnych ACD, CDB, wynaydiwe sig
\vysokos'¢ CD, a tey potowa pomnozona
przez podstawe AB, da powierzchnig troy-
kata ACB. (*)

UOZDZIAL>* XVir.

PRZYSTOSOWANIE TRYGONOMETRYI DO
PRAKTYKI.

Zagadnienie 1.

Fg i5 47. Wymierzy¢ iry&ohos¢ DM toiezy u
spodu dostepney. '
Przypusciwszy ze grunt iest poziomy,
mierze na nim od punktu wm, odpo-
wietlnego wierzchotkowi wiezy, odlegtosé
jakakolwiek m r; poczerh ustawiwszy Kka-

Mozua w tym przypadku otrzymaé¢ powierzchnig
troykata nie szukaigc iego wysokosci; na ten k»~
nicc bierze sie potowa wmiuy trzech danych bo-
kéw, i od tey odeymuie sie nastepnie kazdy bok
troykata, a z trzech reszt pozostatych robi sig ilo-
czyn, i ten mnozy si<€ przez potowe summy bo-
kéw; z tego ostatniego iloczynu wyciggniety pier-
wiastek kwadratowy, bedzie szukang powierzchnig
troykata. | tak, troykata ABC summe trzech bo-
kéw oznaczywszy przez S; bedzie powie. trovk,

ABC="jS(|S-AB) (S-AC)('iS-BcT
Ob»cz* Traité éjéoj. de Trigonométrie par Ea-
eroix. 5 edit. Paris iSro. art. 64.
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tc-iiar na linii MP tak, aby icge $ro-
dek 0 odpowiadat punktowi P na giruli-
cie, i aby prawidto nieruchome GE hyto
rownolegte do poziomu, a ptaszczyzna na-
rzedzia miata potozenie pionowe; celuie
prawidtem ruchornem ku JD wierzchotkowi
wiezy, i biore kat GOF réwny katowi
DOA wierzchotkiem przeciwlegtemu.

To wykonawszy, poniewaz w troyka-
cie prostokgtnym DOA, procz kata proste-
go A, bedzie wiadomy kat DOA, i bok
AO réwny linii MP wymierzoney na grun- |
cie; wynayde wiec bok DA, z propor-
cji P: sty DOA—AO: DA (26). Do znale-
zionego boku DA, dodawszy AM odlegtosc
$srodka katomiaru od powierzchni gruntu,
otrzymam DM catg wysokos$é wiezy.

Zagadnienie 2.

48. Wymierzy¢ wysoko$¢ DM wiezyvig.i6
u spodu tiiedostepney.

Obrawszy na gruncie dwa punkta P, N,
zhayduigce sie na przedtuzeniu linii po-
ziomey MP, iw punkcie P ustawiwszy ka-
tomiar podobnie ink w poprzedzajgcym
przypadku, biore kat DOA; poczem prze-
niostszy katomiar na punkt NI, biore kat
DJO; mierze nakoniec liniig PN—OJ.

Poniewaz w tréj kacie OJD bedzie wia-
domy bok OJ, kat DJO, i kat DOJ, ktory
iest spetnieniem kata DOA wymierzonego
tYa pierwszem stanowisku, a zatem bedzie
znany i kat ODJ; wynayde wiec bok DO
% proporcji
"st ODJ: OJ= wstDJO: DO (24).

Znaigc bok DO w troykacie prostokatnym

DAO naydo bok DA z proporcyi P:DO==
wst DO,K Do limi BA dodawszy



Biblioteka Cyfrowa UJK
http://diibrl.ujk.edu.pl

0P, odlegtos¢ $rodka katomiar.ii Jod po-
wierzchni gruntu, otrzymam calg wyso-
, kos$¢ DM.
Zagadnienie 3.

Fig. 17 49. Zndle$¢ odlegtos¢ punktu B od przed-
miotu niedostepnego O.
Mierze na* gruncie liniig prostg BC,
i na iednym iey kohcu B, ustawiwszy ka-
tomiar, a na drugim C, tyke; biore kat
CBO. Potem przenio6stszy tyke na punkt B,
a katomiar na punkt C, mierze kat OCB.
Poniewaz; w tréykacie BQC, bedzie wia-
domy bok BC, dwa katy B, C, a tern
samem i kat O, ktory r&st ich spetnie-
niem, otrzymam wiec szukany bok BO,
z proporcyi wst BOC: BC=wst OCB:BO.

Zagadnienie 4.

Fig.i«x 50. Znale$s¢ odlegtos¢ miedzy dwoma
przedmiotami D, C, widzialnemi, lecz
niedostepnemi.

Wymierzywszy na gruncie liniig prostg
AB, z ktérey koncéw przedmioty D i C
s.| widzialne, na iednym iey koncu A usta-
wiam katomiar, a nadrugim B, tyke; i
mierze katy CAB, DAB. Poczem wykre-
Sliwszy na papierze figure, zblizaigca sie
w podobienstwie do figury gruntu, zapi-
suie na niey wymierzone katy, i ditugosé
linii AB. Nastepnie przenosze katomiar
na punkt B, a tyke na punkt A, mierze
katy DBA, CBA, i ich waznosci zapisuje.

W tréykacie ABC, maigc bok AB, i dwa
katy CBA, CAB, wiadome, a zatem , i kat
BCA, Wynayde bok AC z proporcyi

wst ACB: AB=wst ABC:AC,
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W tréykacie znowu DAB, mmac bok
AB, i katyABD, BAD wiadome, a zatem
i kat ADB, wynayde bok AD, z proporcyi
wst ADB: AB—wstABD: AD.

Odigwszy kat BAC od BAD, pozosta-
nie kat DAC; wiec w trdoykacie ACD
znaigc dwa boki AC, AD i kat miedzy
niemi zawarty DAC, wynayde dwa inne
katy f28);- odlegtos¢ zas szukang DC,
otrzymam z propicyi

wst ADC* wst CAD=AC: DC.
Zagadnienie. 5.

Zdia¢ plan okolicy iaftieykolieiek.

51. Niech T, M, C, D, O, P, oznaczaig"g-
gtownieysze okolicy przedmioty, np. wie-
ze, wiatraki, dzwouice it.d. ktérych po-
tozenie wzgledem siebie, mamy wyrazie
na papierze.

Wewnatrz okolicy obrawszy pia¢ rowny,-
Z kiéregoby iak naywiecey w okoto mo-
Zzna byto widzieé przedmiotéw, mierze na
nim tancuchem iak naydoktadnigy podstaf
wWe AB;poczem poprowadziwszy Nna papie-
rze liniiag prosta, zapisuie na ni«y liczbe
miar znalezionych \V podstawie AB, i w 'oko*
i0 teyze linii oznaczam przedmioty T, M,
C, D, O, P, w takiern potozeniu, w lakiem
pokazuig sie dla oka (*);: dajey ustawiwszy
katomiar naiednyin koncu B {»odstawy, tak
aby jego $Srodek znaydowaisie Nna linii pio-
nowey przez tenze punkt.B, przecjiodzaeey,*
1 Ugodziwszy' prawidto nieruchome % lini-

BA, ceiuie nastepnie prawidtem rtichdmem
‘b) przedmiotéw T, C, i), O, P widzialnych

ok /

nab dokladaegti. wyo&ragzeiua ;«,J>0to**”
przednuofCer—KwV‘d/tc ppllzcl>4 r|I|cth| ttw-
jvch one znayduia sie. . k. s,

24
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z puftktu B £%), i na wtasclwem miey&cu
W brulionie zapisuie waznosci kagtéow TBA*
CBA, DBA, OBA, PBA, zawartych miedzy
promieniami ocznemi BT, BC,BD, BO, BP,
u podstawg BA.

To wykonawszy, przenosze Kkatomiar
na punkt A, i zgodziwszy iego S$rodek
z tymze punktem na ziemi, a prawidto
nieruchothe =z Iliniia BA, biore miedzy
przedmiotami T, C, D, O, P, a liniia BA,
katy TAB, CAB, DAR, OAB, PAB, i ich
waznoéci podobnie zapisuie w brulionie.

Co sie tyczy przedmiotu M, ktérego
z punktu B niemozna widzieé¢; obie.
ram dwa punkta T, C, iuz uwazane, z kté-
rych iest widzialny wiatrak M; i usta-
wiwszy kagtomiar naprzéd w punkcie T
mierze kat MTC, potem w punkcie C/’
i biore kat MCT; i waznos$ci tych kagtéw
takze zapisuie.

To maigc, poniewaz w kazdym z tréy-
katéw BTA, BCA, BDA, BOA, BPA, bok
BA i dwa katy przy nim lezace bedag wia-
dome, wynayde zatem ( ) waznoédci
kazdych dwdch innych bokoéw, na kté6-
rych przecieciu znayduig sie przedmio-
ty T, C, D, O, P. bo*

Dla rozwigzania za$ troykata TMC,
potrzeba naprzéd wynales¢ bok TC, za
pomocg troykata BTC, w ktéorym dwa
boki BT, BC, i kgt TBC miedzy niemi

"t) Aczeli wypada awah¢ przedmioty zna””ie odda-
lone, Mjwa wtedy Umiaru z lunetami; i
xExxxxxx dqu$W e» .» »w in sie polozeni«H)i>a.
w,dc T Owat ° i drugie na ten'sam
pmedmwt, i gdy pra”io ruchome pok~zuie na
katomiane zero, ‘'znakiem iest ze sie zupetnie
zgadza ae stallm.
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zawarty bedg wiadome (37]; gdyz z roz-
wigzania troykata BTA* otrzymam bok BT,
7. tréykata BCA, bok BC, akat TBC be-
dzie roznicg dwoch katéow wiadomych
tba, cba.

Po rozwiqzaniu tych tréykatéow robie
siodziatke; i poprowadziwszy na papierze
Ilnuq ba, odcinam na niey tyle czesci
wzietycli z podziatki, ile iest miar w pod-
stawie BA; poczem, dla oznaczenia nal
papierze punktu odpowiednego ktéremu-
Kotwiek z przedmiotéw widzialnych z koh-
cow podstawy AB, np. punktu wyraza-
igcego przedmiot T; biore z podziatki ty-
je czesci réwnych, ile z rachunku wypar
dlo miar na bok BT; i z punktu b iako
$rodka, promieniem rownym tym czeSciom
zakres$lani luk; biore znowu z podziatki
tyle czesci, ile z rachunku wypadto miar
na bok AT, i z punktu a, kresle luk dru-
gi; a punkt t, przeciecia sie tych dwdch
tukow, oznaczy potozenie przedmiotu T.
Tym samym sposobem biorgc zawsze
punkta b, a, za Srodki koét, wynayde po-
tozenie punktéw c, <, o, p. odpowiedni;
przedmiotom €, O, O, P. Dla oznacze-
nia za$ punktu m, wyrazaigcego przed-
miot M, wezme za $rodki két punkta t, c,
iuz, oznaczone.

Zeby zrobi¢ inappe z doktadnoscig, roo-
Mln ieszcze po rozwigzaniu troykatow

BCA, BOA, BOA, BP:t i troykata
*MC, wyrachowaé¢ prostopadtg oznacza-
j a odlegtos¢ kazdego przedmiotu od
podstawy BA tudziez odlegtosci koncow

ty podstaw od prostopadtéy,; iak to zo-
baczymy na przyk’fad2|e
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Wystawmy sobie prostopadig Ti po-
prowadzong z punktu T do podstawy BA.
Poniewaz w tréykacie prostokagtnym BTJ,
bedzie wiadoma przeciw prostokgtna BT
z rozwigzania troykata BTA, i kat TRA
Wiadomy z wymierzenia* wiec otrzymam
tJ, z proporcyi

P: TB==wst TBJ: TJ. (25); a BJ, z
proporcyi P: BT=rvvst BTJ: BJ.

Przez podobny rachunek oznaczywszy
pdlegfos¢ kazdego z przedmiotéw C,D, 0,P,;
uwazanych wzgledem podstawy BA, «
przedmiotu M, wzgledem podstawy TC;
prowadze na papierze liniig prosta ba,
zaniykaigca tyle czesci wzietych z podziat-
ki mappy, ile iest miar w podstawie BA;
potem odcinam na ba, od b do i, tyle cze-
§ci wzietych z podziatki, ile z rachunku
wypadto miar na liniig BJ; przez co ozna-
cze liniig bi; z punktu i, prowadze it
prostopadtg do ba, zawieraigea tyle czesci
podziatki, ile z rachunku wypadto miar
na TJ; a koniec prostopadley ti, wska-
ze na mappie doktadne potazenie punktu t,
wyrazajgcego przedmiot T.

Tym samym sposobem wynalaztszy od =m
legto$ci punktéw c¢, d, o: p, od podstawy
ab, a punktu m; od linii *ct oznacze poto-

zenie przedmiotéw C, 1), O, I\ Mb }
Nie zawsze uzywaé potrzeba sposobow

poprzedzajagcych dla przeniesienia na pa-
pier rzeczonych przedmiotéw. Jezeli ro-
bota nie wymaga doktadnos$ci wielkicy,
wtedy mozna bezpohiocy rachunku, wy-
nale$sé potozenie punktow T, C, O... spo-
sobem bardzo predkim i dosy¢ doktadnym.

Bo poprowadziwszy tirt papierze liniig ba,
zawierajgca tyle czes$ci wzietych z podziat-
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ki, ile jest miar w podstawie BA; iprzy
punkcie b, za pomoca przeno$nika, wy-
kresliwszy katytba, cba, <jpa, oba, pba,
odpowiednie ré6wne katom TiiA,CBA,DBA,
OBA, PBA, wymierzonym na punkcie &
a przypunkcie a, katy tan, cab, dab, oab,
pab, réwne katom TAB, CAB, DAB, OAB,
PAB wymierzonym na punkcie A; nastep-
nie przy punktach t, ¢, wykrdés$liwszy ka-
ty mtc, inct, réwne katom MTC,MCT,wy-
mierzonym przy koncach linii TC: ponie-
waz z tego wykre$lenia utworzag sie troy-
Jkaty bta, bca, bda, boa, bpa, tmc, odpo-
wiednie podobne troykatom BTA, BCA,
BDA, BOA, BPA, TMC, wiec punktat,m,
c, d, o, p, oznaczg nu papierze potozenie
podobne temu, jakie rnaig przemfoty T,
M, C, D, O, P, dane na gruncie.

Figura wykreslona na papierze., Kkto-
rymkolwiek z tych trzech sposobdéw, Jest
podobna figurze gruntu , gdyz obie sktada-
ig sie z rowney liczby tréykatéw podo-
bnych i podobnie potozonych.

Chcac pozna¢ odlegto$¢ miedzy dwoma
prze;jmiofami danerni na gruncie, NpP. od-
legto$¢ wiatraku M od dzwonicy C; bio-
re cyrklem na inappie odlegto$¢ dwoch
punktéw m,c, oznaczajgcych te przedmio-
tjb.i postanowiwszy ndzke cyrkla naiednym
z punktéw podziatéw wiekszych pbdziat-
ki mappy, uwazam na Kktéry punkt po-
dziniki pada n6zka druga cyrkla, a cze-
§ci podziatki zawarte w otwartos$ci cyr-
kla, wskazg w miarach wiadomych odle-

gtos¢ wiatraku od dzwonicy.

Poniewaz wiele nalezy na doktadnym <-
zriaczeniu odlegtosci 'mied/.y gtownemi
przedmiotami okolicy; stara¢ sie wiec po-
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trzeba sprawdzi¢ pomiar podstawy iu¢; 0-
zmaczony, mierzgc ig przynaytnniey dwa
razy; i uwazaé, czy wypadek roboty dru-
giey zgadza sie zupetnie, z pierwszym.

O przerabianiu Mapp.

52. Chcac zrobi¢ mappe roéwna daney,
tak sie postepuie: na gtadkim] stole, albo
na tablicy rozcigga sie papier biaty, a na
nim mappa, i ta wraz z papierem, za po-
moca szpilek, przytwierdza sie konhAcami
do tablicy. Poczem cienka igietkg prze*
kalaig sie na mappie konce wszystkic.lt
liniy, Zakrety droég, rzek, i punkta wszel-
kich przedmiotéw umieszczonych na niey.
Nakoniec, zrobione na papierze dziurecz-
ki, potgczywszy liniiami, czesScig proste-
mi, czecia krzywemi w miare potrzeby;
i oznaczywszy na nim przedmioty kazdy
wiasciwym kolorem, utworzy sie mappa
réwna daney.

Naydogodniey iednak iest uzyédotego
tafli szklanney, oprawney w ramki, itey
samey wielko$ci co mappa. Na ten Kko-
niec rozciggngwszy na tafli mappe, ana
niey bialy i cieki papier, przytwierdza
sie razem iedno idrugie do ramek; poczem
postawiwszy tafle na przeciw Swiatta, ry-
suig sie na papierze otowkiem wszystkie
szczegobty inappy, i nakoniec oznaczaig sie
wiasciwemi kolorami.

53. Gdyby za$ szto o przerobienie map-
pv daney na inng iey podobng, wiekszg
od niey albo mnieysza, toiest ktéreyby
powierzchnia imata sie do powierzchni
niappy daney, w stosunku danym N; M;
wtedy, iezeii mappa dana ma swoie po-
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dziatke* wynaydui© diugo$¢ podziatki map-
py szukaney, a na dtugosci znalezio-
ney zrobiwszy podziaike, i podiug tey
wykresliwszy figure podobng mappio da-
ney, otrzymam mappe szukana.

Na ten koniec poprowadziwszy JiniigHg
nieograniczong CE, i na tey wzigwszy
DC=M, DE=N, bedzie CD: DE==M: N.
Na linii CE zakre$lam pdtkole, z punktu
D, prowadze prostopadta AD do CE, pro-
wadze nadto cieciwy AC, AE, i te prze-
dtuzywszy nieograniczenie, na iedney z
nich AC, cd punktu A do Ii, odcina AB
dtugos¢ podziatki daney, przez punkt B,
prowadze roéwnolegtg Bb, wzgledem CE,
a ta réwnolegta odetnie na AE liniia Ab,
ktéra bedzie diugoscig podziatki szuka-
ney; poding tey podziatki zrobiona mappa
pobobna daney, bedzie do niey w stosun-
ku zadanym N: M.

Jakoz, w troykacie prostokgtnym ABDb,
poniewaz kwadraty z ramion AB, Ab sg
propcrcyonalne odcinkom BX, Xb, toiest
ma sie AB2: Ab5= BX: Xb (I, 9. w. 3),
iest zas BX: Xb**CD: DE — M : N, wiec
AB2: Ab2= M: N; czyli figura wykreslo-
na na AB do figury podobney wykresloncy
na Ab iak M: N (I, 1QJ; iest za$ figura
wykreslona podiug diugosci AB, inappa
dang, przeto figura podobna, wykreslona
poditug ditugosci Ab, bedzie inappa szuka-
ng. A poniewaz proporcya AB2: Abz=

M: N, daie Ab=V/XiTExNi= VAB>(N)(AB,

M M*
VViec dtugosé Ab podziatki szukaney , «-
trzymam; wynayduigc $Srednia proporcyo-



Biblioteka Cyfrowa UJK
http://dlibraigpjk.edu.pl

tialng miedzy dfngoseia AB podziafki da-

ney, a faz &ama dpago$cia pomnozona przez

stosunek N powierzchni mappy szukaney,
TI

do powierzchni mappy daney.
I tak np. iczeli mappa dana ma sic prze-

robi¢ na 2, 3, 4 it d. razy mnieysza, albo

na 2,3,4 it rf razy wiekszg: w pierw-

szym razie, podziaiki szukancy diugos¢ Ah,

wyrazi sie przez VAB XAB, ~ AB X ®AB
-t ' b

I/AIXABI t d.; wdrugim, przezVAB X2AB,

..A

VaSx m E; VMABX4 AB ft. d.

Niech fig. 21, wyraza mappe, ktéorg mam
przerobi¢ na dwa razy mnieysza. Prowa-
dze otéwkiem na mappie daney dwie li-
uiie AB, AG do si/ebie prostopadle, i na
pierwsza z nich AB, przenidstszy z po-
dzialki tey mappy pewnag liczbe czesci
rownych, naprzyklad 4? ha drugga AC ta-
kich samych czesSci, np. 3, i przez punkta
podziatow poprowadzivvszy rownolegte
do AB, AC, podziele dang mappe na kwa-
draty , iak pokaznie figura.

Na mocy formuty V ABX AB,wy»aydu-

2 i

ie dtugos$¢ podziatki mappy szukaney, bio-
rac Srednig proporcjonalng miedzy diugo-
§cig podziatki daney, i diugosci tey poto-
wa (111,25); aznaleziona dtugo$¢ podzieli-
wszy »a tyle czeSci réwnych, ile ich ma
podzialka dana, otrzymam podziatke map-
py szukane}'.

Fig.22 Prowadze na papierz¢ dwie liniie al> ac
do siebie prostopadie, i na pierwszey
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z nich ab, podtug znalezioney podpatki odci*
nam czes$ci rownych 4, nadrugiey ac, takich
czesci 3, a przez punkta podziatéw popro-
wadziwszy réwnolegte wzgledem ab, ac,
otrzymam prostokat bc, zamykajacy tyle
rownych kwadratéw, ile ich iest w pro-
stokgcie BC.

To maiac, tatwo teraz za pomocg cyr-Fig.ai

kia i podziatek przenie$¢ na prostokatbc, 22
wszystkie czeSci mappy zamkniete w pro-
stokgcie BC. | tak np. chcac przenie$¢ po-
tozenie rzeki DEFG, mierze liniig 1IG
podiug podziaiki mappy daney, a ile cze-
§ci ta liniia zamyka¢ bedzie, tyle ich
wzigwszy z podziaiki znaleziouey™, i te,
na boku odpowiednego kwadratu odcig-
wszy od li, do g, oznacze punktg rzeki od-
powiedny punktowi G. Podobnie ile ca -
$ci zamyka liniia KF na podziatce daney,
tyle ich wzigwszy podiug podziaiki zna-
lezioney, od k do f, i potgczywszy linig
wezykowatg punkta g, f, oznacze na pro-
stokacie bc, czes¢ gf rzeki, odpowiedng
czeSci FG. Tym samym sposobem wyra-
ziwszy na prostokacie bc, potozenie ca-
iey rzeki DEFG, i wszystkich przedmio-
téw znayduigeych sie na mappie BC, zro-
bie mappe bc, dwa razy mnieysza od pier-
wszey.

54, Gdyby mappa dana, przerobi¢ sieFig.2l
niaigca na mnieyszg lub wiekzg otl niey, 22
tde miata podziatki; wtedy poditug miary
dowolnie wziete),* podzieliwszy dana map-

na kwadraty skladaigce prostokat BC,

Zamiast szukania podziaiki d/a mappy

nowey, wynayduie takag liniig prostg (53),

naktéreyby wystawiony kwadrat, tak sie
25
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m»al clo iednego z kwadratow skilaiacych
prostokgt BC, iak sie ma powierzchnia
inappy szukaney, do powierzclini mappy
daney. Poczem wykres$liwszy prostokat bc
zamykajacy w dtugosci i szerokosci swo-
iey tyle razy wzietg liniia znaleziona,
ile iest czesci réwnych w diugosci isze-
rokosci prostokata BC, i przez punkta
podziatéw poprowadziwszy réwnolegte
wzgledem ab, ac, podziele prostokat bc na
tyle rownych kwadratéw, ile ich iest w
prostokgcie BC. Aze, iaki mie¢ bedzie
stosunek ieden z kwadratéw prostokata BC,
do ktéregokolwiek z kwadratéw prosto-
kata bc, w takim bedzie i powierzchnia
mappy zamknietey w prostokacie pier-
wszym, do powierzchni mappy szukaney
zawartey w prostokacie drugim; wiec
na kwadratach prostokata bc, umiesci-
wszy proporcyonalnie wszystkie przed-
mioty znayduigce sie w kwadratach odpo-
wiednych prostokgta BC, otrzymam map-
pe ktéra do daney bedzie w stosunku
danym.

Fig. 2* 55. Chcac dtugos¢ dang podziatki przero-
bi¢ na inng, ktéra do daney bytaby w stosun-
ku N: M; prowadzi si¢ na papierze lini-
ia prosta AB=M; i z punktu B iako $rdd-
ka diugoscig BC~N zakres$la sie luk DCE,
a z punktu A diugoscia AB, Iluk drugi
FCB, przecinaiacy si¢ z pierwszym w punk-
cie C; prowadzi sic od C do A liniia AC*
nakoniec z punktu A, promieniem AG ré-
wnym diugosci daney podziatki zakresli-
wszy luk GKH, bedzie liniia prosta HG
dtugoscig podziatki szukang. Jest bo-
wiem AG: GH=:AB: BC= M.N. (111,6;.
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R0ZDZ1At XVI.

POCZATKI ROWNOWAZENIA

( libelUtio, nivellement)

56. Na gruntach danych do mierzwom cze-
sto znayduie sie woda, ktoérg wypada nie-
kiedy sprowadza¢ z mieysca iednego na
drugie, badz dla osuszenia gréntow, badz
dla inney potrzeby. Aby ta robota, wy-
magajgca czestokroé wielkich naktadow
i pracy, nie byta bezskuteczng, nalezy przed
iey zaczeciem przekona¢ sie przez zr6-
wnowazenie gruntu, czy sprowadzenie wo-
dy moze by¢ wykonane.

Przedmiotem sztuki réwnowazenia iest
dochodzenie roéznicy miedzy odlegtoscia-
mi od $rodka ziemi, dwéch albo wdecey
punktow, czyli dochodzenia nieréwnosci
na powierzchni ziemi znayduiacych sie.
Mowi sie ze dwa albo wiecey punktow
sg do rdwnowagi, gdy sg rowno oddalone
od srodka ziemi; czyli gdy nalezg do po-
wierzchni kulistey rownciegtey wzgledem
powierzchni woéd stoigcych ; ptyny bowiem
bedace w spoczynku maig te witasnosé,
ze ich powierzchnie biorg ksztatt kulisty;
lubo z przyczyny wielko$ci promienia
ziemskiego, mozna powierzchnig wody
zamknietcy w matey przestrzeni uwazac
Za ptaska.

Przychodzimy do oznaczenia roéznicy
rownowagi punktow, odnoszac ich poto-
zenie do linii poziomcy daney, badz przez
liiliig prostopadta do linii pionowey, badz
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prffcz liniig réwnolegtg wzgledem osi na-
czynia walcowatego napetnionego ptynem
i zamykajacego bulke powietrzny, badi
przez promien oczny przechodzacy przez
powierzchnig ptynu zamknietego w na-
czyniu. Stad narzedzia ku temu zamiaro-
wi stuzgce, maig nazwisko roéwnowagi
piouowcy, powieirzney i wodney (*)

Fig.26 Wystawmy sobie w punkcie C $rodek

ziemi ; wszelki luk BA zakre$lony na icy

Fig. 24(*) Réwnowaga woda iest to rurka mosiez-

Fig. 25

na albo blaszana 4 stopy diugosci, a jeden
cal S$rednicy zwyczaynie maigca, w kto-
rey koncach AC, BD zakrzywionych pod
katem prostym osadzone sg rurki szklanne.
*£in potowie rurki przyprawiona iest u spo-
du ryfka, za pomocg ktérey rurka CABD
osadza sie na tréynogu. Chcac uzyé¢ tego
narzedzia., wypetnia sie caty kanat rurki
woda zafarbowang, tak , aby ta w rurkach
szktannych wznosita sie do wysokosci 2
lub 3 cali.

Do dziatan réwnowazenia potrzebny iest
pret dwésazniowy MN z tarcza; ten sktada
sie z laty drewnianey podzieloney na czeSci
rowne, i maigcey w kierunku podtuznym
wyrobiong fuge. w ktora zapuszczony iest
pret drewniany maigcy potowe tey ditugosci
co tata , opatrzony na iednym koncu gatka,
iza pomocg ktérey moze sie posuwaé do
géry lub na doét, a na drugim tarczg mo-
siezng ab, maigea wielko$¢ stopy kwadra-
towey, i podzielong liniia poziomg na tpVa
prostokaty réwne, z ktérych prostokat gor-
ny iest biato, a dolny czarno malowany
Przy tacie znayduie sie $ruba , zapomoca
ktérey pret w stosowney \Wsokos$d, do taty
przytwierdza¢ Sie moze.
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powierzchni, nazywa sie liniia réwnowa-
gi prawdziweyr, a styczna BT liniia ro6-
wnowagi pozorney. Cze$¢ AT sieczneyTD,
zowie sie wysokoscig réwnowagi pozorney
BT nad prawdziwg BA, czyli réznicg mie-
dzy réwnowagg pozorng aprawdziwag.
Jizecz widoczna, ze réwnowaga pozor-
na BT i prawdziwa BA ten» bardziey oddala-
ja sie od siebie, im sgdalcy przedtuzone za
piinkt dotkniecia B- Lecz ze okrag zie-
mi iest tak wielki, ze wzieta na nim li-
niia na 100 sazni dtuga nie rézni sie pra-
wde od linii prostcy; wiec w tym przy-
padku, réwnowage pozorng BT mozna
wzig¢ zaprawdziwg BA; w wiekszych
za$ odlegtosciach dochodzacych 300 lub
400 sazni, nalezy wynate$¢ wysoko$¢ AT
rownowagi pozorney nad prawdziwg, kt6-
ra tak sie otrzymuie. Poniewaz od punk-
tu T wzietego za kotem, poprowadzona
iest sieczna DT, istyczna BT, bedzie wiec
DT :BTrABT:AT fili, 12), stad AT=+BT*.
BT
Aze rboznica AT miedzy sieczng DT, a
Srednicg DA, iest iloscig tak matg w poré-
wnaniu do $rednicy ziemi ; iz uwazac ig
mozna za zadng, a tern samem przypu-
§ci¢, ze DA=DT,; wiec bedzie AT=BT%*;
DA
toiest wysokosé réwnowagi pozorney nad
prawdziwg iest rowna kwadratowi z od-
legtosci dwoch punktow B T, danych do
robwnowazenia, podzieloney przez S$redni-
ce ziemi. Znaydziemy podobnie ze na
~niigodlegto$¢ BT', wysokosé A T' bedzie—
BT'*; wiec AT.* A'x —Jfr*: BT'2, czyli

B A _ da dla
AT : A'T'=f}T2: BT'2; toiest trysokcsci ro-
wnowagi pozorney nad prawdziwa sg pro-
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porcyonalne kwadratom z odlegto$ci mie-
dzy punktami danemi do réwnowazenia.

Jezeli BT = 300 sagz, a Srednice ziemi
wezmiemy wyrachowana na 6538594 saz. (*J
bedzie AT=2ygffrdsgz. ==1 cal. blisko.

Maig wiec wyrachowanag wysokos$¢ ré-
wnowagi pozorney nad prawdziwg na
odlegtos¢ dang, mozna za pomocg powyz-
szey proporcyi, wynabs¢ wysokosé od-
powiedng inney odlegtosci np. 1000 saz.;
bedzie bowiem 90000: 1000000= 1 cal: X,
stad X = 1~ 58~ |eai.?=1l caj. blisko.

Tym sposobem moznaby wyrachowac
i utozyé w tablice wysokosci rownowagi
pozorney nad prawdziwg na rézne odle-
gtosci punktow danych.

Fig.27 Chcac zrownowazy¢ dwa punkta E, A,
dane na gruncie, widzialne ieden zdru-
giego, i tylko na 100 sazni od siebie od-
legle, ustawi¢ nalezy do poziomu roéwno-
wage wodna w poéakcie E, i teskiero-
wa¢ wa punkt A, gdzie stoiacy pomocnik
zatkngwszy pret pionowo, péfcy osadzo-
ng na nim tarcze podnosi¢ lub zniza¢ po-
winien, péki obserwujgcy w punkcie E,
nie ostrzeze go znakiem umowionym, iz
promien oczny CDO, przechodzacy przez
powiezcbnig ptynu w rurkach szklannycb,
pada na potowe tarczy. W tem potoze-
niu utwierdziwszy tarcze, mierzy sie wy-
sokos¢ OA, i wysokos¢ Ex promienia
ocznego. Jezeli te dwie wysokosci saro-

(*) Jest tu mowa o sazniach francuz, (toises); Kkto-
rych 766 czyni SSi sgzni polskich nowych, za.
tein * sgzen palsk=g|~j=||-| sazni irancuzk. ich.
Obaez dzieio J. Colberga, o noréwnauiu minr
i wag. 3tro. 18 i 2g.
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wne, punkta E, A, bedag rlo réwnowagi.
Jezeli za$ wysoko$¢ OA, iest mnieysza
albo wieksza od wysokosci EX, bedzie
w pierwszym razie punkt A wyzey, w dru-
gim nizey, punktu E.

Jakoz, poniewaz dosSwiadczenie dowio-
dto, ze wszystkie punkta powierzchni
wody stoigcey ukiadaig sie do zupeiney
r6wnoxvagi, wiec punkta C, D, powierz-
chni wody zamknietey w rurkach naleza
do linii réwnowagi prawdziwey, a zatem
promien oczny CDO przechodzacy przez
punkta C, D do punktu O, iest liniig ro-
wnowagi pozorney. Aze wiemy, ze w od-
legtosci 100 sazni liniig robwnowagi po-
zorney mozna wzig¢ za liniiag rownowa-
gi prawdziwey, wiec wszystkie punkta
linii CDO r6wnowagi pozorney sgréwno
oddalone od $rodka ziemi. Zatem, lezeli
dwa punkta E, A, sag rowno oddalone od
promienia ocznego CDO, bedag tez rdéwno
oddaloiie i od $rodka ziemi, bedg wiec
do Il6wnowagi; iezeli za$ punkt A iest
mniey, albo wiecey oddalony od promie-
nia ocznego CDO, nizeli punkt E, bedzie
punkt A odlegleyszy, albo blizszy $rodka
ziemi nizeli punkt E, czyli bedzie w pier-
wszym razie wyzey, w drugim nizey
punkt E.

Jezeli odlegtosé miedzy dwoma »punkta-
mi A i B iest wieksza od 100 sazni, lecz
flie przechodzi 200stu, wtedy dla zré6wno-
wazenia tych punktéow obiera siemiedzy nie-
mi w rowney prawie odlegtosci punkt M
i w tym ustawiwszy -réwnowage, celuie
sie naprzéd do preta z tarczg ustawio-

nego pionowo w punkcie A, i zmierzona
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na precie wysoko$¢ PA, zapisnie sie Wbru-
lionie. Celnie sige nastepnie do tarczy
ustawioney w punkcie B, i zmierzona wy -
sokos¢ BJ podobniez zapisiiie sie. Jezeli
wysokos$ci PA* >3, sg rowne* dwa punk-
ta A i B bedg do réwnowagi; iezeli za$
wysoko$¢é JB icst mnieysza, albo wieksza
od wysokos$ci PA, bedzie, w pierwszym
razie, punkt B wyzey, wr drugim nizey
punktu A.

Widzimy tU, iz, przypus$ciwszy ze
punkt M iest w ré6wney odlegtos$ci od punk-
tbw A i B; wszystkie punkta ré6wnowa-
gi pozorney DCP i CDJ, mozna uwaza¢t¢
za punkta réwnowagi prawdziwey; za-
tem ré6znica miedzy wysokos$ciami, PA,JB,
bedzie doktadna réznica réwnowagi dwoch
punktéw A | B.

Chcac wiec zrownowazy¢ dwa punk-
ta A i G, na kilkaset sazni od siebie od-
dalone, podzieli¢ nalezy odlegtos¢ AG na
pewnga liczbe czesci réwnych AM, MB,

BH, HG; i dla zréwnowazenia naprzod
punktéw A i B, ustawi¢ rownowage W
punkcie M, | iednego pomocnika z tarcza

W punkcie A, dla oznaczenia wysoko-
§ci AP, drugiego za$ w punkcie B, dla ozna-
czenia wsokos$ci JB; a gdy kazdy z nich
zapisze w brulionie znaleziong wysokos$¢;
przenie$¢ potrzeba rownowage na punkt
H, drugiego pomocnika Z punktu B na G
dla oznaczenia wysokos$ci LG, apitrwsze-
g0 Z punktu A na B, dla Wymierzenia
wysokosci FB, i znalezione wysokosci
znowu przez pomochikéw zapisac sie
powinny. 1O Wykonawszy, poniew az na
stanowisku m, roznica réwnowrogi dwroch
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punktow A i B, iest AP —JB; na stano-
wisku H, roznica roéwnowagi punktow
Bi G iest FB—LG; zatem AP — JB -f-
FB—LG=(AP -rFB)—(JB-f-LG); co poka-
zuie, ze dla zrownowazenia punktow
A i G, potrzeba wzig¢ summe wysokosci
JB, LG, oznaczonych przez pomocnika na-
przod idgcego, potem summe wysokosci
AP, FB, oznaczonych przez pomocnika po
~im idgcego, i te dwie summy od siebie
°dciggnaé, a reszta bedzie dokiadna roz-
nicg rownowagi pnnktow A i G, bez
Wozgledu na rdéznice réw nowagi pozorney
od prawdziwey.

Daymy ze AP —d tok. JB= 3 tok.
FB= 6 tok. LG=10 tok.- bedzie fAP+FB)
—fiJB + LG)=(4 +6) ~f3+ 10)=,3 tok-
ciom; zatem punkt G iest o o tokcie ni-
zey od punktu A.

Réwnowazenie nazywa sie proste, gdy
®a iednem tylko odbywa sie dziataniem;
ztozone, gdy powstaie z kilku pojedyn-
czych dziatan. Aby sprawdzi¢ dziatanie
rownowazenia odbytego od A do G, po-
trzeba powtoérzy¢ tez sama robote idac
°d G do A; i gdy wypadek w drugim ra-
®%e ofrzjmany niewiele ro6zni sie od
poprzedzajgcego, wtedy potowe summy
°bu wypadkéw, mozna uwazaé za roéz-
nice réwnowagi punktéw A i G.

Tak postepuigc nietrudno bedzie prze-
konaé¢ sie, ktory z pumktéw danych do
rownowazenia iest wyzey albo nizey dru-

8,e90, i pozna¢ razem, czy sprowadzenie *

"Vody z jednego mieyscc« rh-ugie, "tta
Sie uskutecznié. [/

KONIEC.
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