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ROZDZIAL PIERWSLZY.

O ilosciach sobie przeciwnych.

8 .

Sg pewne ilosci, ktore gdy sie z sobg zejda, nawzajem sie
zmniejszajg lub tez jedna znosi zupeinie druga. Takiemi iloSciami sg
np. przychéd i rozchdd, czyli dochody i wydatki; kto ma 20 zir.
dochodu a 8 ztr. rozchodu, ma rzeczywiscie 12 zlr. dochodu; 8 zhr. do-
chodu a 20 zk. rozchodu, jest tyle co 12 zkr. rozchodu; mie¢ 20 MC
dochodu i zarazem 20 zliv*rozchodu, wychodzi na to samo co nie
mie¢ ani dochodu ani rozchodu. W pierwszy”razie dochdd 20 zir.
zmniejszony zostat rozchodem 8 zir., w drugim razie rozchéd 20 zir.
zmniejszony zostat dochodem 8 zir. ; w trzecim razie dochéd i roz-
chod zniosty sie nawzajem zupetnie.

W ten sam sposéb jak dochdd z rozchodem majg sie tez z so-
ba majatek i dtugi, zyski i straty, nadmiar czyli przewyzka i brak
czyli niedobor, ruch naprzéd i wstecz, ruch w goére i na dot, cie-
pto i zimno i t. d.

Takie wiec ilodci ktdre sprowadzone z sobg, zmniejszajg sie
wzajemnie lub catkiem znosza, nazywamy iloSciami sobie przeciw«
nemi (entgegengeferte ©roften).

Z dwdch sobie przeciwnych ilosci, jedna oznacza¢ moze co$
rzeczywistego czyli bedgcego, a wtedy druga jako tamtej przeciwna
oznacza juz co$ brakujgcego. Pierwszg ilos¢ zowiemy wtedy dodaj-
na (pofitib), druga za$ ujemng (negatib).

Wychodzi to na jedno, ktérg z dwodch sobie przeciwnych ilo-
sci wezmie sie za 6™.0dajng; np. mozemy majatek uwaza¢ jako do-
dajny a dlug jako ujemny; ale tez dlug moze by¢ iloScig dodajng

majatek ujemna. W rachunku zalezy wybor ten od istoty zadania.
Chcac np. obrachowaé czyj$ majatek, wtedy wszystko co stanowi ten

majatek uwazamy jako dodajne, a wszystko co stanowi dtug jako
1



ujemne; jezli za$ idzie o to aby obrachowac calty diug, w takim razie
wszystko co stanowi len diug uwazamy jako dodajne, a wszysko
co wchodzi w majatek jako ujemne.

& 2.

Pojecia ilosci sobie przeciwnych nie trzeba, jakeSmy to dopiero
uczynili, ogranicza¢ li tylko do liczb mianowanych, jak np. do przy-
chodu i rozchodu, majatku i dtugu ; pojecie to stosuje sie takze i do
liczb niemianowanych.

Poczynajac bowiem w naszym ukiadzie liczb od zera, otrzyma-
my przez nastepne przydawanie jednostki rzad liczb :
0+1, 0+ 2 0+ 3 0+ 4 0+ 5 0+ 6 ....
lub, poniewaz zero moze byéwypuszczone:

+ + 2, +3, +4, +5, + 6 .. ..

Jak za$ przezdodawanie jednostki, liczby cigglepostepuja, tak
tez przez odejmowanie jednostki schodzg one, np. 6, 5, 4, 3, 2, 1, 0.
Atoli nie potrzeba stawa¢ na zerze, mozna iS¢ i po za nie, a tak
ofrzymamy rzad liczb:

0—1 0- 2 0.— 3 0—4 (f—5 0— 6. ...
lub, wypuszczajac zero, bedziemy mieli :

- 1 - 2, _ 3 - 4, - 5 - 6,

Zestawiajac wiec oba rzedy liczb po obu stronach ich wspdl-
nego poczatku, to jest zera,bedzie :

*ee o+ 4+ 3+ 2,+ 1,0, — 1 — 2 —3 4, .

W tej stronie liczb, ktéra idac od zera wzrasta, uwaza¢ nalezy
kazda liczbe jako majacq dodac¢ sie do zera, a zatem jako nad-
wyzke nad zero; w tej za$ stronie liczb, ktdéra idac od zera, spada,
kazda liczba ma byé od zera odjetg, i oznacza ona ile jednostek
brakuje aby mddz d6js¢ do zera. Zatem liczby po obu stronach
zera sg sobie przeciwne.

Poniewaz liczby z znakiem + wskazujg nadwyzke nad zero,
a wiec co$ bedacego, a owe ze znakiem — co$ brakujacego czyli
niedostajagcego, pierwsze uwaza¢ nalezy jako dodajne, drugie za$
jako ujemne.

Mozna wiec tez powiedziec :

Liczba, ktérg w rachunku wypada dodK, yowie sie dodaj-
na; liczba za$, ktérg w rachunku wypada odja¢ czyli uja¢,
nazywa sie ujemnag.

Objasnienie to da sie tez zastosowa¢ do liczb mianowanych,
sobie przeciwnych. Jezli np. idzie o obrachowanie jakiego majatku,



w takim razie, jak sie juz wyzej powiedziato, wszystko co sanowi
en majatek uwazaé trzeba jako dodajne, a wszystko co stanowi dtug
jako ujemne; bo tez czesci skiadajace majatek pomnazajg go, a cze-
Sci sktadajace dlug uszczuplajg majatek; w rzeczy wiec samej, ilo-
Sci dodajne uwaza¢ nalezy jako majace sie dodac, a iloSci ujemne
jako majace sie ujgé. Chcac wiedzie¢. o ile kto$ zrobiwszy z pe-
wnego miejsca kilka krokéw naprzod a kilka w tyt, o ile mowie
z tegoz miejsca naprz6d sie posungt, w ktdrymto razie ruch naprzdd
uwaza¢ potrzeba jako dodany, a ruch w tyt jako ujemny;rz
pewna, ze kroki naprzéd przyczynity siedo pomnozenia, a kroki
w tyt do uszczuplenia drogi przebytej, ze wiec ilosci dodajne uwa-
za¢ potrzeba jako majace sie doda¢, a ujemne jako majace sie ujaé.
Z danego tu objasnienia o ilosciach dodajnych i ujemnych wy-
nika, ze ilosciom dodagjnym nalezy sie znak -f-, a iloSciom ujemnym
znak —. Na poczatku wyrazenia liczebnego tudziez po znaku ro-
wnosci  nie kiadzie sie znaku -fs co za$ do znaku —, tego nigdy
opuszczaé nie nalezy. Jezli wiec przed jaka liczbg nie masz zadnego
znaku, liczbe te uwazamy jako dodajng; np. 4 znaczy to samo co 4.
Uwazajac liczby bezwzglednie (abfo(ut), okazuje sie, iz ta
z nich jest wieksza, ktéra w sobie wiecej jednostek zawiera; inaczej
sie ma z liczbhami sobie przeciwnemi. 1tak,poniewaz w rzedzie liczb
" 4, -f- 3, -j-2 f 1, 0, —1L—2,-3, —4
kazda liczba mniejsza jest o 1 od liczby po lewej stronie bedacej,
wypada wiec ze
-f4>4-3>+ 2> +1>0> — 1> —2> —3> —4;
gdzie znak >> okazuje, iz liczba w jego rozwarciu bedaca, wieksza
jest od liczby u jego wierzchotka potozonej.
A tak w liczbach dodajnych ta jest wieksza, ktéra wiecej ma
w sobie jednostek, przeciwnie za$ w liczbach ujemnych ta istotnie
jest wieksza, ktdra mniej w sobie jednostek zawiera.

I. Zbieranie iiczb sobie przeciwnych.
& 3.

Dwie lub wiecej liczb ze znakiem -J- lub — dadza sie zawsze
zebraé czyli $ciggna¢ mrebUjiren) wJledng liczbe, a to wedlug naste-
pujacego prawidia :

1 Liczby z jednym i tym samym znakiem zbiera sie wje
clng przez dodanie ich do siebie i potozenie przed icfo sumg
znahu spélnego.



-3 -f- 5 = 8. Bo doda¢ naprzéd 3 apotem 5, jest to sa-
mo, co doda¢od razu 8. Np. 3 zir. majatku i5 zr. majatku, jest-
to 8 zir. majatku; 3 kroki naprzdd i 5 krokéw naprzdd, jestto 8
krokéw naprzéd; 3 stopni ciepta i do tego jeszcze 5 stopni ciepta,
czynig razem 8 stopni ciepta.

+ 7+ 5+ 3+ 6= 21
+ 312 + 518 + 231 = ?
+ 5084 + 59 + 31857 + 21563 ==?

— 4 — 7 = — 11. Bo chcie¢ odjg¢ 4i 7 jest to samo co
odja¢ 11. Np. 4 zir. dbugu i 7 zkr. dhugu czynig 11 zhr. diugu; kto
schodzac po drabinie mingt naprzdd 4 szczeble a potem 7 szczebli,
ten zeszedt w ogble 11 szczebli.

—1—13 — 7 — 10 = — 3L
— 713 — 8 — 47 — 91 = ? fj
— 2468 — 3579 — 8154 — 37926 = ?

2, Dwie liczby réwne z znakami przeciwnemi znosza sie
nawzajem zupetnie.

+ 5 — 5= 0. Majagc bowiem przyda¢ 5 i ujgé 5, wychodzi
to na jedno jak gdyby sie nic nie przydato inic nie ujeto. Np. 5 zir.
majatku i 5 zir. dlugu znosza sie nawzajem, bo na umorzenie diugu
trzeba caly majatek wydac; 5 zhr. zysku i 5 zir. straty znoszag sie
nawzajem zupetnie.

3. Dwie liczby nieréwne, z ktérych jedna jest dodajna,
druga ujemnag, zbiera sie, odejmujac mniejsza od wiekszej, i
ktadgc przed pozostatg resztg taki znak, jaki miata liczba wieksza.

+ 10 — 6 = + 4. ldzie tu oto, aby doda¢ 10 a odja¢ 6;
roztozywszy wiec + 10 na+ 6 i+ 4, liczbha + 6 zniesie sie
z liczbg — 6, a zostanie rzeczywiscie tylko + 4. ]fp. kto 10 zir.
zyskat a 6 zir. stracit, *ma ostatecznie 4 zhr. zysku; kto z pewnego
miejsca posunie sie o 10 krokéw a o 6 krokéw cofnie sie, pedzie
0 4 kroki przed tem miejscem, z ktorego sie ruszyt.

+ 6 — 10 = — 4. Majac doda¢ 6 a odjagé 10, trzeba na-
przodd odja¢ to 6 ktore sie dodato, przezco to co sie dodato zniesie
sie, a wtedy zostanie tylko 4 do odjecia. Np. 6 zir. dochodu i 10
ztr. rozchodu, jestto wsamej rzeczy 4 zir. rozchodu; kto ma 6 zir.
majatku a 10 zhr. dlugu, musi caly swdj majgtek to jest 6 zir. wy-
da¢, aby nim umorzyt cze$¢ swego diugu, i zostanie mu jeszcze 4
zkr. dhugu; jezli jakie cialo o 6 stop sie podniesie a potem o 10 stép
spadnie, to wilasciwie jest o 4 stdp nizej swego pierwszego miejsca*



— 5 —

-J- 85 — 32 + 53.

— 66 + 51 = —15.

— 1348 + 215 ==?
7094 — 9213 = ?

4. Chcac zebra¢ kilka takich liczb, z ktérych jedne sg do-
dajne, inne ujemne, trzeba zebraé osobno liczby dodajne, oso-
bno ujemne, i otrzymane wypadki ztagczy¢ w jedno. i-
4" 54M 8 —3 r 4- 13 —u3 “ 4- 10
4 -2 — 54-8_- 7= 4- 10— 12 = — 2.

-f.44- 12 — 204-8 — 25 = -f 24 — 45 = — 21.

— 3-}9m 8 — 154- 48 4- 10= 4- 67 — 26 = 4- 41.
4- 1533— 49 -f 16 = ?
— 2084-749 — 337 4- 214 =7
4-5106 — 2189 — 34 -}- 186 — 3715 = ?
-4- 15 — 2144- 32011 — 1578 — 24568 -f- 30756 = ?
— 77908 -f 25792 — 2 4 - 813 -f- 21957= *?

Il. Cztery dziatania liczbami sobie przeciwnemi.

1. Dodawanie.
8 4

Przy dodawanlu idzie o znalezienie takiej liczby, ktéra dwom
lub wiecej danym liczcbom razem wzigtym réwna sie. Aby wiec
doda¢ do siebie liczby sobie przeciwne 9 dos¢ jest liczby te z ta-
kiemi jakie majg znakami umiesci¢ jedng obok drugiej, a potem ze-
bra¢ je w jedna liczbe.

Liczbe ze znakiem + lub —, ktérg sie ma do innej doda¢ lub

od niej odja¢, bierze sie w nawias; tak np. — 3 4—(— 4) ozna-
cza sume, a + 3 — (— 4) rdznice liczb + 3 i — 4.
Przyktady.

+ 6+ (+ 2=+ 6+ 2 = + 8;

+ 6+ (— 2= + 6—2 = + 4;

— 6j-(+ 2= — 6-f-2 = — 4,

— 6j-(— 2= —6—2 = —8§;
ktoreto wyrazenia moznaprzedstawi¢ i w ten sposob :

+ 6 +6

+ 2 - 2"

+ 6+ 2= + 8; + 66— 2= + 4



- 6 - 6
-f 2 - 2
— 6+ 2= — 4 —6— 2= — 8
f d. 33 (_ 1= 2+ |/
Y — 12345 -f- (+ 13824) = f

| j_ 381345 + (— 479258) = ?
| — 908642 + (— 91378) = ?

2. Ode jni6wanie.

8§ 5.
Tu mogag co do znakéw cztery zajs¢ wypadki:
j- 8 — (- 3),
+ 8 — (-f 3),
- 8- (+ 3,
- 8- (-3, ,

ktére po kolei przejdziemy.
aj -j- 3odjaé od -j- 8, jestto znales¢ lakg liczbe, kléra dodana do
+ 3wyda -j~ 8; liczbg tg jest oczywiscie -f-5, bedzie zatem:

+—S— (+H3)= —5=; 88— 3
b) — 3odja¢ od -f- 8, jestto znale$¢ taka liczbe, ktéra dodana do
— 3wyda -]~ 8;otéz najpierw trzeba do — 3 doda¢ -J- 3 aby

otrzyma¢ 0, a do O doda¢ jeszcze -f* 8 aby otrzyma¢ -j- 8;
wiec do — 3 wypada doda¢ -f- 8 {3, aby z tego wypadio
-4- 8, zatem
+ 8— (— 3 =-f8+ 3= 1L
c) Aby -f* 3 odja¢ od — 8, szukasie liczhy, ktéra dodana do ~}~ 3
wyda — 8; otéz naprzéd trzeba do -j- 3 dodaé — 3 aby otrzy-
ma¢ 0, a do 0 doda¢ jeszcze —8 aby z tego wypadto — 8;
wiec do -J- 3 wypada doda¢ — 8 — 3 aby otrzymac
bedzie tedy :
—8—(+ 3% = —8—3= — 11
d) Aby nareszcie — 3 odjag¢ od — 8, trzeba taka znales¢ liczbe,
ktéra dodana do —* 3 wyda — 8; tg za$ liczbg jest — 5, be-
dzie wiec:

—8—(—3= —5= —8+ 3
Zestawiwszy te wypadki:

-(-8 —(f3 = -J-8— 3 = -~ 5,

+-8 —(— 3 = 4“8%*'3 = —+ 11,

—8 —(+3 = —8—3 = —TI,

—8 —(—3 = —8+ 3 = — 5;

filbotez i w nastepujgcym skiadzie:



od -j- 8 od -|—8

odjgwszy -f- 3 odjgwszy — 3
zostaje + 8— 3 = -J- 5; zostaje -+ 8 F 3== F-11;

od — 8 od —8

odjawszy -j~ 3 odjgwszy — 3
zostaje — 8— 3 = — 11; zostaje — 8 -f- 3= — b5;

wypada nastepujgce prawidto :

Odejmowanie liczb -sobie przeciwnych odbywa sie w ten
spos6b, ii w liczbie majgcej sie odjaé, zamienia sie znak na
przeciwny, poozem liczbe te dodaje sie.

Tak wiec liczba ktérg mamy odja¢ zamienia $ie po uskutecz-
nieniu odjecia z dodajnej na ujemna, a z ujemnej na dodajng. Ze
odjecie liczby dodajnej jest w istocie dziataniem oderwania, rzecz
przez sie jasna i naturalna; ale to moze zastanowi niejednego, ze
odja¢ liczbe ujemng jest to samo co przyda¢ takg same liczbe do-
dajng. Atoli blizsze zastanowienie sie nad istotg iloSci sobie przeciw-
nych naprowadzi na droge. | tak: aby komu ujg¢ 10 zir. dtugu czylr
uwolni¢ go od dtugu 10 zir., trzeba mu da¢ 10 zir. majatku do
umorzenia tego dtugu ; jezli sie komu 10 zir. wydatku ujmuje czyli
oszczedna, jest to samo, jak gdyby mu sie przysporzyto 10 zir. do-
chodu, aby miat czem zaspokoi¢ ten wydatek; chcac komu$ ujaé
czyli ochroni¢ go od straty 10 zir., trzeba mu daé 10 zh. zysku
aby mogt zagtadzi¢ te strate; jezli kto cofngwszy sie o 10 krokow,
chce wréci¢ na swoje miejsce, musi 10 krokéw naprzdd postgpic.
Z wszystkich tych przyktadéw widoczna, ze ujgé — 10 jest to samo
co przyda¢ -f* 10

Przyktady.
343 212y -
. 1578 — (_ 1374) = ?
39072 — (+ 18902) = 2
— 395107 — (— 402864) = /t,
3 Mnozeni e
§. 6.

I przy mnozeniu sg co do znakéw obu czynnikéw cztery przy-

padki do rozréznienia:

+ B



a) Aby -f- 5 pomnozy¢ przez -{- 3, trzeba z liczbg + 5 postgpic
w taki sam sposdb jak sie postgpito otrzymujac + 3 zjednostki;
ze za$ -J- 3 powstalo z jednostki przez 3krotne jej wziecie, to
jest ~3 = + 1+ i+ 1 zatem i +5 trzeba wzigs¢ trzy-
krotnie i doda¢ do siebie, bedzie wiec:

+ 5.+ 3=+ 5+ #+ 5=+ 15

b) Aby -f- ~ pomnozy¢ przez — 3, trzeba z + 5 utworzyé nowg
liczbe w taki sam sposéb w jaki — 3 z jednostki sie wzieto;
a ze — 3 powstalo z jednostki, biorgc jg 3 razy ujemnie, bo
— 3= — 1— i — 1; to tez -j- 5 wypada wzigs¢ 3 razy
ujemnie, a ze -j- 5 wziete ujemnie staje sie — 5, bedzie wiec%

-f5¢—3= —5—5—5= — 15

¢) Aby otrzymac iloczyn z — 5 przez 3, mowimy: — 5* po-
mnozy¢ przez -j- 3, jestto z liczbg — 5 postgpi¢ w taki sam
sposob, w jaki -f- 3 powstato zjednostki; ze za$ -f- 3 powstato
zjednostki przez 3krotne jej wziecie, wypada wiec takze i — 5
wzigé¢ 3krotnie z tym znakiem jaki ma przed sobg i doda¢ do

"V siebie, a bedzie :

—5. + 3% —5—5—5n~ — 15
() Aby nareszcie — 5 pomnozy¢ przez — 3, trzeba z — 5 utwo-
rzy¢ nowg liczbe w ten sam sposob w jaki — 3 z jednostki
powstato; ze za§ — 3 wyszio z jednostki przez 3krotne wziecie
takowej ujemnie, wypada wiec takze i— 5 wzig$¢ 3krotnie ujem-
nie, a zatem z znakiem przeciwn™n temu jaki ma, a bedzie.
—5.—3= -f5-f 5+ 5= -f 15
Jest tedy: -f 5.+ 3= + 15
-j-5. — 3= — 15
— 5 .+ 3= —15,
— 5 .— 3= -f15

Z Czego wypada iz:
Dwa czynniki z jednakowemi znakami dajg iloczyn dodaj-
ny, a dwa czynniki z odmiennemi znakami dajg iloczyn ujemny.
Zarazem widoczna jest, iz mnozenie przez mnoznik dodajny
jest powtdrzonem dodawaniem, a mnozenie przez mnoznik ujemny
powtdrzonem odejmowaniem mnoznej.

Do objasnienia tego coSmy tu powiedzieli, postuzg nastepujgce
przyktady:

Kto po 5zir.zyskat 3razy, ma wzysku 15ztr.; kto po 5

krokdw 3 razy postgpit,ten posungt sieo 15krokéw;  atak jest
+ 5.+ 3= + 15



Jezli komu zabratem 3 razy po 5 zir. zysku *sprawitem mu
przez to strate 15 zlr.; jezli 5 krokdéw po szczeblach drabiny w go-
re zrobionych, 3 razy odejme czyli cofne, to przez to spuscitem sie
0o 15 krokéw na ddt; a tak jest + 5. — 3 — — 15

Kto po 5 zir. wydat 3 razy, ma 15 zir. wydatku; kto zrobit
po 5 krokéw w tyt 3krotnie, zrobit tera samem 15 krokéw w tyk;
a tak — 5. 3 — — 15 A

Jezli  kto komu po 5 zir. straty 3razy zabierze, sprawi mu
wiasciwie 15 zhr. zysku; gdy- kto 5krokéw w tyt 3krotnie odjat,
ten przez to posunat sie naprzod o 15 krokow'; a tak jest
— 5. —3=-f 15

Jezli jest do pomnozenia przez siebie wiecej niz dwie liczb
sobie przeciwnych uwazac trzeba iz:

Gdy wszystkie czynniki sg dodajne, iloczyn bedzie takie
dodajmy. Np.

42 .33 .--4=r-- 6.-j-4= 424,

+ 2 .+ 3+ 4.+ 5=+ ?24°+8*. = + 120-y

Gdy wszystkie czynniki sg ujemne, iloczyn staje sie do-
dajnym gdy ilos¢ czynnikéw jest parzysta, a ujemnym gdy
ilo§¢ czynnikdéw nieparzysta. Np.

— 2. —3.—4 — ) 6ti# 4 — — 24,
— 2. —3. —4. —5= — 24, — 5= + 120,

—2.-3. —4. —5. —6= -f 120. — 6= — 720,
— 2. —3.—4 5.-6.—7= —720.— 7= + 5040.

Gdy nareszcie miedzy czynnikami sg jedne dodajne, inne
ujemne, znak iloczynu stosuje sie tylko do liczby czynnikéw
ujemnych, to jfct: iloczyn staje sie dodajnym gdy liczba czyn-
nikéw ujemnych jest parzysta, a ujemnym gdy liczba czynni-
kéw ujemnych jest nieparzysta. Np.

+ 2 + 3. — 4= + — 4 = — 24,
+ 2 + 3. —4 ., — 5==—24-. — 5= + 120,

+ 2.+ 3. —4., — 5.+ 6= + 120. + 6 = + 720,
+ 2 + 3.—4., —5.+6. — 7=+ 720.— 7= — 5040.
Przyktady.

+ 315 . — 519 = ? \

e — 1356 . — 248 = ? -
— 428 —"76. — 219 — ? \/

+ 783 .— 570. — 138 = ?
— 2906 .+ 2076 . — 149 —89 = ?
+ 137 .— 28 — 119 . + 83.—75 . — 125 = ?

2



4 Dzielenie.
8. %
Dzielenie daje sie wyprowadzi¢ z tej zasady, iz iloraz pomno-
zony przez dzielnik, musi wyda¢ dzielng na iloczyn.

a) 7 podzielenia 12 przez -j- 4 musi wypa$¢ na iloraz -f- 3,
gdyz tylko dodajna liczba -f- 3 pomnozona przez dodajng -|» 4,
moze wydaé iloczyn dodajny -f- 12, a tak jest:

—+ 12 : -j—4 =; -j- 3.

b) Chcac -f* 12 podzieli¢ przez — 4, uwazmy ze iloraz 3 musi
taki mie¢ znak, aby rozmnozony przez — 4 wydat 4“ 12; ze
za$ tylko ujemna liczba pomnozona przez ujemng wydaé¢moze ilo-
czyn dodajny, zatem iloraz musi by¢ w tym razieujemny, a tak
jest :

12— 4 r= — 3
c) Aby — 12 podzieli¢ przez -f- 4, znale$¢ trzeba takg liczbe, kto-
ra pomnozona przez -f- 4 wyda iloczyn — 12; liczbg tg moze
by¢ tylko — 3, zatem
— 12 :+ 4= — 3
d) Podobniez rozumujac, wypada iz
— 12:— 4=+ 3

Zatem iloraz staje sie dofktjnym, gdy dzielnik i dzielna
sa z jednakowemi znakami; a ujemnym, gdy dzielnik i dzielna
odmienne majg znaki.

Przyktady.
— 42435 1 + 345 = ?
— 861971 : — 3407 = ?
+ 326393 : - 529 = ? i
- 6709716 :- 729 = ?

— 123456789 : + 24679 = *?



ROZDZIAL DRUGI.

O ilosciach algebraicznych.

§ 8.

Z liczb, ktérych dotad uzywaliSmy i ktore cyframi sie wyraza-
ja, kazda w szczeg6lnosci ma w sobie jaka$ oznaczong mnogos¢ je-
dnostek; liczby te nazywamy szczeg6lnemi (befotibere 3al)(en) Tak
liczba szczegdlna 7 wyraza mnogos$¢ jednostek dokladnie oznaczona,
bo ani mniej ani wiecej jak 7 jednostek. Ale tez wiasnosé ta liczb
szczegOlnych sprawia, iz rachunki ktére za ich pomocag odbywamy,
nie mogg przyda¢ sie jak tylko na kazden raz szczeg6lny, i pona-
wiacéby je potrzeba za kazdg najmniejszg zmiang wielkosci tej lub
owej liczby szcze™nej. Aby wiec modz takze odbywaé ogdlne ra-
chunki, ktéreby raz uskutecznione we wszystkich podobnych zada-
niach rachunkowych przyda¢ sie mogly, i calkiem byly niezalezne
od szczegdlnych waznosci liczebnych ilosci w zadanie rachunkowe
wchodzacych, umyslono zamiast liczb takie wprowadzi¢ znaki, azeby
niemi wyraza¢ mozna wszelkg dowolng mnogo$¢ jednostek iich cze-
§ci, i znaki te nazwano liczbami og6lnemi (atlgemeine 3al)len). Do
najstosowniejszego oznaczenia takich liczb ogélnych przydaty sie
gtoski, i to z matego abecadta tacinskiego. Tak np. gloska a ozna-
cza liczbe og6lna, mogaca w sobie zawieraé dowolng mnogos$¢ je-
dnostek lub ich czesci, np. 1, 2, 10,— 20, 3® lub kazdg inng licz-
be czy dodajng czy ujemna. Ale przystepujgc do rachunkujgdy
sie glosce nada pewna wazno$¢ liczebng, musi juz ona mie¢ te sa-
me wazno$¢ w catym ciggu rachunku; tak, nadawszy w jakiem za-
daniu rachunkowem gtosce a wazno$¢ jaka$ pewna, np. 5, to juz
w catem tem zadaniu gloska a wszedzie zatrzyma wazno$¢ 5.

Gdy w jaki rachunek rozmaite wchodzg gtoski, rozumie sie, iz
kazda z nich inng znaczy liczbe; w szczeg6lnych jednak razach by¢
nrtoze, iz duze gtoski tez sarne majg waznosc.



Ze na og6lne znalu wybrano gloski, poszlo to zapewne ztad,
ze w poczatku uzywano do rachunkéw samych stdw, a péZniej tylko
poczatkowe gloski tych stéw zatrzymano. Tak np. w rachunkach
procentowych dowiedlismy, ze dochdd od kapitalu na procent dane-
go wynajduje sie, mnozac kapital przez procent, i otrzymany iloczyn
dzielagc przez 100. Prawidlo to moznaby unaoczni¢ w nastepujacy
sposob :

Ce kapitatowi x rocent
dochad J kA ot ,

lub zamiast stow biorgc tylko poczatkowe ich gtoski,
d = k 1-0’6,

Tu k moze wyobraza¢ wszelki dowolny kapitat, badz duzy,
badz maty, p wszelki dowolny procent; a wtedy ha wartos¢ d wyj-
dzie z wykonania rachunku liczba wskazujgca dochdéd odpowiedni
temu kapitatowi i procentowi, ktéry przez k i p jest wyobrazony.
A tak przez wyrazenie d — wystowione jest przytoczone wy-
zej prawidto w calej swej ogélnosci, a przecie tak jasno, ze kazdy
moze je od razu wyczyta¢, byleby tylko wiedziat co znacza gtoski
d, k, p.

Nauka odbywania rachunkéw za pomocg “jjgsek nazywa sie
Arytmetykg og6lng czyli Algebra, dla roznicy od Arytmetyki szcze-
go6lnej. w ktorej tylko szczegélnych liczb sie uzywa.

§ 9.

Czestokro¢ wypada w dodawaniu lub odejmowaniu powtdrzy¢
jedne i te same liczbe ; w takim razie pisze si¢ liczbe o0g6lng tylko
raz, a przed nig kfadzie sie liczbe oznaczajaca, ile razy liczba ogél-
na ma by¢ dodang lub odjeta, ze znakiem dodawania lub odejmo-
wania. Np.
zamiast — a - a -f- a-F—a | a piszesie -f 5a, lubtylko 5 a,

w ~b — b—b—b ” . — 4b.

ya przed og6lng iloscig potozona liczba -f-5 lub — 4 nazywa
sie spotczynnikiem (Jtoefjrjieiit). A wiec spotczynnik wskazuje, ile
razy ilos¢ ogdlna ktérg on poprzedza, ma by¢ do siebie dodana Iub
od siebie odjeta, a to wedlug tego jak tenze jest dodajnym lub
ujemnym.

Gdy gloska nie ma przed Sobg spétczynnika,wtakim razie
domyslaé sietrzeba spétczynnika, ktory sie nigdy nie pisze; tak
wiec a znaczy to samo co la, za§ — a to samo co — la.
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Spotczynnik mozna bardzo wiasciwie uwazaé jako liczbe,/gto-
ske za$ jako miano iz w 5a spétczynnik 5 oznacza mno-
gos¢ jednoslek, za$ a gatunek takowych, jak np. w wyrazeniu 3 ziote-
renskie cyfra 3 wskazuje ticzbe, a zlote-refskie jej miano.

Gdy dwie lub wiecej gltosek mamy pomnozyé przez siebie,
znak mnozenia wypuszcza sie zwykle. Np.

zamiast a X b lub a . b pisze sie ab,%

. aX bXc¢c .h.c , , abc
Wyrazenia abc nie trzeba bra¢ za jedno z wyrazeniema -j- b
c, tamto bowiem oznacza iloczyn, tozassume. Bojezli np. zro-
bimy a — 2, b =3, ¢ = 4, bedzie
abc == . 3. 4= 24
zas a +—b +—C 2 +3-j4 9.

Spoétczynnik ilosci og6lnej moze by¢ zawsze uwazany jako jej

czynnik, bo np. jest
5 = a 4+-a +-a 4—a +a a.5="5.a\
— 4 Dbc — bc — bc — bc —bc be . ~~\A — — 4

g. 10.

{ lo$¢ ztozong z spotczynnika i gtoski, lub tez z kilku gtosek
zadnym znakiem z sobg nieztgczonycli, nazywamy wyrazeniem alge-
braicznem pojedynczem (cinfadjer nlgebraifrfjfr Stufibrucfj, np. a. 2 ab,
— 3aax, 5bcceyy.

llos¢ zawierajgcg dwa lub wiecej wyrazow znakiem lub —
potgczonych nazywamy wymieniem zloionem (jiifammciigefcijter
5lugbrucf); oddzielne czesdci takiego wyrazenia, potgczone z sobg zna-
kiem -j~ lub — nazywamy jego wyrazami (©liebrr). Wyrazenie zto-
zone z dwoch wyrazbw ma w szczegdlnosci nazwisko dwumianu
(Sinom), z trzech wyrazéw tréjmianu (Srinom), z wiekszej za$ li-
czby wyrazéw wielomianu ($OIDIIOI). | tak

a -f~b, 2m — 3n, axx — byy
sg to dwumiany,
zaS a — b-f-c, 2ax -)- 3by 4cz, 3aaa — Z2aab -f- abb
sg to tréjmiany, a w ogdlnosci moéwiac, wszystkie te ilosci sa wyra-
zeniami ztozonemi.

Do odbywania dziatan rachunkowych ilosciami ztozonemi, trze-
ba kazda z nich bra¢ oddzielnie w nawias. Aby np. wskaza¢ ze
— a -f- b ma byé. pomnozone przez ¢ d, pisze sie to tak:
(a-f b) . (c d); bo gdyby sie nawiaséw nie uzyto itylko wprost
a-f b.c-f (I napisato, wyrazenie to nie oznaczatoby ze a b
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ma by¢ pomnozone przez c¢ -f- d, lecz tylko to iz b trzeba pomno-
zy€ przez ¢, ido otrzymanego iloczynu dodac* a tudziez d. Robigc np.
a— 2, b= 3 c¢c= 4, d— 5 Dbedzie
@+ b).(c+ d= 2+ 3).@+ 5 = 5.9= 45
zaSa+ b.c-f-d= 2-f3.4+ 5=2+ 12+ 5=19.

8. 11.
Gdy w dwa wyrazenia algebraiczne wchodzg te same gtoski,
i glosek tych jest tylez wjednem co i wdrugiem, wyrazenia takie na-
zywajg sie jednorodne (fyomogen); spétczynniki za$ tych wyrazen
moga by¢ niejednakowe. Nazywamy za$ dwa wyrazenia algebraiczne
réznorodne (Jjcterogen), jezli one albo z odmiennych sktadajg sie
gtosek, lub tez z jednakich lecz nie wjednakowej liczbie. Np.

2a, 5a \
ab, — 3ab > sgjednorodne,
5mxx, 8mxx )
\ bV, zas 3a, 3b \
5mn* ;-*~-2mp _} sg r6znorodne ilosci.
f 3ax, 3aax ]

Dwa lub wiecej wyrazen jednorodnych mozna zawsze
sprowadzié¢ czyli $ciggna¢ w jedno wyrazenie pojedyncze, a to
w ten sposo6h, iz spotczynniki tych wyrazehn zbiera sie w jeden we-
diug zasad podanych wyzej dla liczb sobie przeciwnych, a wyraze-
nie zawierajace gloski przypisuje sie raz obok tegoz spéitczynnika.

Przyktady.

1) a+* 3a +e 3a_(1+ 3+ 3)>"=Ta
2) — 3bs: — 2bx — 8bx = — 13bx.

3) 2abc -- 2abc = 0.

4) 5ab — 3ab = 2ab.

5) abx — dabx =:— 3abx.

6) mMp — 2mp + 3mp — 4mp = — 2mp.
v 8bbyy + 2bbyy - 7bbyy = 3bbyy.
S) 7ax — 4by — 3ax + 2by =:4ax — 2by.
9) 50 + 3b — 4b + 3x = 4b 4- 3x

10) aa —+—ab + att-j- bb = aa 4- 2ab 4- bb.
Uu) 5m + 6m — 15m 4§-3m = ?

12) 3px — p* —-12px + 4px — px = ? <JU -
13) 7am -- 4y - 2am + 8y — 2x 4~ 3am = ?



Gdy w wyrazenie ztozone wchodzg wyrazy jednorodne i rézno-
rodne, wtedy jednorodne iloSci Sciaga sie razem, a réznorodne przy-
pisuje sie tak jak sg. Np.

5h 3b — 4b 3x = 4b 4" 3x,
aa ab 47 ab 4“ bb — aa 4" "ab 4~ bb.

I. Cztery dziatania pojedynczemi wyrazeniami algebraicznemi.

1. Dodawani e

8. 12
Pojedyncze wyrazenia algebraiczne dodaje sie, kladac je
obok siebie z znakami takiemi jakie maja; a jeZli s jednorodne,
to wyrazenia takie zbiera sie czyli $ciaga.

Przyktady.
i) 4"ad4~ (4"b) =1+ a+ b 2) 4~ a 4" (— b=  4*a—Dh.
3y —ad4-(@4b) ——ad"b 4~ a-f (~ b)= —a—b.
Dodawanie to moznaby przedstawié¢ i w ten sposob :
4~ a 4“ a — a a
4~b —b 4~b — b
a 4" h. a— b — a 4~ h. —a— b
5 3a 6) 4 a N — 2a
5 — 8 a 4” 3 a
8 a — 4 a a-
8) 5ab 9) 8mx 10) — aaxx
— 5ac — 2mx — _
5ab— 5ac. 6mx. — 8aaxxz

11) 7abc 4- (— 5mx) = ?
12)/120my 4- (—9my) = ? 7
13) — 33abb + (— Ilabb) = ?
14) — 75xy 14- (-f 20xxy) = ?

2. Odejmowa yrt

8. 13
Do odejmowania pojedynczych wyrazen algebraicznych stuzy

to samo prawidlo co i do odejmowania liczb sobie przeciwnych. Aby
tego dowies¢, rozwazymy kolejno cztery przypadki, jakie co do zna-j
kéw zajs¢ moga.
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aj Od a mamy odja¢ ilos¢ -f- b. Poniewaz ilos¢ a nie zmie-
ni swej waznosci gdy do niej przydamy -]~ b — b, mozna wiec

zamiast a wzigé¢ -j- a |~ b — = Od tego wyrazenia od-
jawszy + b, wypada reszta -f- a — b; majgc wiec
od + a \ mozemy zamiast a wzig¢ -+ a 4+—b — b,
odjac K) i od czego odjgwszy + b
» s —_— - —*
AN zostaje reszta -j- a — b
b) Majagc od”~J- g odjg¢ ilos¢ — b, bedzie:
od a ) "albo -f-a -f-b — b
odjgé — b / od czego odjgwszy — b

zostaje reszta -~ a -j- b.
c) Majagc od — a odjg¢ -f- b, bedzie ;

od — a i albo — a-f-b—0Db
odjaé b I od czego odjgwszy b
zostaje reszta — a — b
d) Majac od — a odja¢ ilosé— b, bedzie :
od —a ) albo — a-f~b— b
odjagé — b ( odczego odjgwszy — b
zostaje reszta — a -f* b.
Jest wiec: + a (-j- b)— a —b;
a~ (~ b—+ a+ b;
— a— f4~b)—— A —b;

— a— (—b—— a—+b;
to jest: odejmowanie pojedynczych wyrazen algebraicznych od-
bywa sie ?? ten sposdb, ze w iloSci majacej by¢ odjetg zamie-
nia sie znak na przeciwny, i przypisuje siete ilo$¢po prawej
stronie drugiej ilosci danej.

Jezli ilos¢ majacg byC¢ odjeta, pisze sie pod iloscig dang, wte-
dy znak zamieniony na przeciwny kiadzie sie “wykle zaraz pod da-
nym znakiem, (idy obie ilosci sg jednorodne, w takim razie zbiera
sie je w jedne.

Przyktady.
1) 5X_ (_ 4x) =£ 5x + 4x = 9.
2) — 3ab — (-(- 5ab) — — 3ab — 5ab — — 8ab.
3) 2mx 4) — 3cp 5) 8ax
— 4dmx -[ 3cp — 3ay
+ — +

,6mX. — »bep. 8ax -j~ 3ay.
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8) — abc 7 3abb* 8) I5mmxx
— 2abc + |0abb — 7mmxx

+ +
abc. — Tabb. 22mmxx.

9 — 7ay - (- 3ay) = ?
10) — 3mp — (-J- 4mq) = ?
11) 5aax — (— 3aax) = ? |
12) 2abby — (+ aby) = ? J
3. Mnozenie.
§ 14,

Liczby szczegdlne mozna istotnie przez siebie pomnozy¢, to jest
na iloczyn olrzyma sie nowg liczbe, w ktérej nie bedzie juz zadnego
Sladu czynnikdw, np. 3 X 6 = 18. Z gloskami nie da sie mno-
zenie w taki sposob wykona¢; iloczyn ich moze by¢ tylko wskazany,
a to kladac jedne gtoske obok drugiej, a dla tatwiejszego przegladu
w porzadku abecadtowym. Tak iloczyn ilosci a i b oznacza sie przez
/IA, iloczyn z ap i bq przez abpg.

Niech beda do pomnozenia przez siebie wyrazenia pojedyncze
5a i — 4b, Poniewaz spotczynniki moga by¢ uwazane jako czynni-
ki gtosek, a czynniki w jakimbadZ dowolnym porzadku przez siebie
pomnozone, tenze sam wydajg iloczyn, bedzie wiec:

52 X —4b = 5X — 4 X aX b= —20X ab = — 20ab,

Zatem mnozenie pojedynczych wyrazefh algebraicznych od
bywa sie wten sposéb, ze spélczynniki mnoza sie wedtug tych sa-
mych zasad jak liczby sobie przeciwne, a otrzymany iloczyn kladzie
sie przed iloczynem z gtosek.

Przyktady.

Y O+ a .+ b=+ ab.2) + a . — b= —ab.
3y —a .f-b= — a4 — a . — b= -f-ab.
5v 7a 5b r= 35ab. 6) —3x .8m = —24mx.

7) 3ax . — 4by = — 12abxy.

8 — 8m . — dn = 8cdmn.

9) 6a . —ffca = — 12aa.

10) — 7ab 2ac = — 1l4aabc. «

11) 8abb . 3ac . — 4cc = — 96aabbccc.

12) 3ax . — 2am . — 4mx . bb = ?

13) 7ab . Omfl = 2 *

14) 318a . — 5lb . — 63c = ?

15) — 97ax 7%™ "by . 82cz . — acy j* ?



4, Dzielenie.

§. 15
Dzielenie gtosek odbywa sie, piszac je w ksztalcie utomka

np. a:b =
Gdy?*w liczniku i mianowniku sg czynniki jednakowe, te wy-
puszcza sie, np. . \

abc : bc = — 4, , aabx : aby = raabx «X
aby y *

Wypada ztad ii:

aby mie¢ iloraz dwdch ilosci algebraicznych, opuszcza sie gto-
ski spolne dzielnej i dzielnikowi, pozostato$¢ bedzie szukanym ilo-
razem. Gdy za$ w dzielniku sg takze i takie gtoski jakich nie ma
w dzielnej, wtedy dzielenie przez te gtoski moze by¢ tylko wskaza-
ne, kltadac je w mianowniku ilorazu.

Majac tedy dum pojedyncze wyrazenia algebraiczne podzie-
li¢ przez siebie, trzeba naprzéd podzieli¢ przez siebie spétczynniki
wediug tych samych zasad jak liczby sobie przeciwne, i otrzymany
iloraz potozy¢ przed ilorazem z glosek.

Przyktady.
) + ab:-f-a— b. )+ ab: —a— —bh
3) — ab: a— —bh 4) —abr—a= + b
5) 6mx :2x s= 3m. 6) 12am : — 3m — — 4a.
7) — 20aab : — 5ab = 4a
8) — 3babccd : 5bed = — 7ac.
9) 108b : — 2bc = oo,
IO)] — 8am : — mm — S—a.
m
11) abx : baby = ?
12) — 3bmx : daxx = ?
13) — b5labdxx : 3bdx =?

14) 225mmy : 25myy ==*?
15) 3lamz : — 32any = ?
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II. Cztery dzialania ztozonemi wyrazeniami algebraicznemi,
czyli rozwigzywanie nawiaséw (flupfung Der JKfammern).

1 Dodawanie.

8. 16.

Dodawanie ztozonych wyrazen algebraicznych odbywa sie,
ktadac je obok siebie z takim znakiem jakie maja.

Jezli w sumie sg wyrazenia jednorodne, trzeba takowe zebrac
czyli $ciggnaé. W takich razach iloSci majace sie dodal do siebie,
najlepiej jest napisa¢ jedne pod drugiemi, i to tak aby ilosci jedno-
rodne przypadty wprost pod soba.

Przyktady.
1) a+ (b+ ¢)= a"+ b+ c
2) B3a— 2b)+ (3c — 4d) — 3a — 2b + 3c - 4d.
3) 5a+ 2x,+ (Bb — 2y)A- 3c— 2d + 2) =
== ba 4~ 2x + 3b — 2y4- 3¢ — 2d+ =z
4) 8x— 5y + (5x-f-2y) =8x — by 4* bx -f- 2y = 13x —3y.

lub 8x — 5y
5x + 2y
13x — 3y. *
5 aa + ab 6) aa4“ab
+ ab + bb — ab + Dbb
aa + 2ab4*“ bb. aa 4* bb.
7) 6m — 5n 4~ 2p
5m 4~ 8n — 5p
— 4dmr /n 4" 3p
m 4- 2n.
8 64mmm —  96mmx 4- 36mxx
—  48mmx 4"  72mxx — = 27xxX
64mmm -r- 144mmx 4* 108mxx —  27XxX.

9) 3ab 4- (5ab — 4m) 4* (6m — 2ab) =
10) 17xx — 25ax — lOaa 4- (3xx + 12ax — b5aa) =

2. Odejmowanie.
8. 17.

Odejmowanie ztozonych wyrazen algebraicznych odbywa
sie w ten sposob, iz ilos¢ od ktdrej sie odejmuje zostaje nietkKmfta,
a w ilosci majacej by¢ odjeta przemienia sie znaki wszystkich wy-
razow na przeciwne, i ez ilos¢ obok tamtej przypisuje. Aby sietem Jj



przekonaé, dajmy ze od a+ b — c trzeba odjag¢ m — n + P*

Ot6z zamiast a -~ b — ¢, mozng wziaé¢ a 4~ b — c-f" m—m
-J-n—n -f“P—P%ocl te ilosci odjgwszy powyzsze m — n -f*pP?
zostaje reszta a + b — c¢— m -|- n — p; albowiem
oda-j-b—cczylioda + b —cCc--m — m-j“n — n4" P — P
odjawszy -“m — n 4" P
zostaje reszta a-|-b—c — m-|]-n — P
jest wiec:

a+ b—c— (M n-f-p=a-j“b—c—m-f*n— p

Widoczna jest takze z tego, ze gdy przed wyrazeniem zawar-
tem w nawiasie jest znak —, mozna nawias opusci¢, jezli tylko znaki
wszystkich wyrazow w nawiasie zamknietych zamienimy na znaki
przeciwne.

JeZzli w wyrazeniach majacych sie od siebie odjg¢é zachodza
wyrazy jednorodne, to dla Sciggniecia takowych najstosowniej jest
wyrazenie jedno pod drugiem tak umiesci¢, aby ilosci jednorodne
przypadty wprost pod siebie, a potem w ilosci majacej by¢ odjeta
poktas¢ znaki przemienione tuz pod znakami danemi.

Przyktady.
1) 33 —(2b -J-4c) = 3a — 2b — A4c.
2) 9x —2a — (2y — 3b) — 9x — 2a — 2y -}-3h.
3) bax -f- 6by — (3cx — 4ay -j- 5bz) =
= bax 4~ ®y — 3cx 4- 4ay — 5bz.

4) 3a + (b —5c) — (6d — 7e¢) = 3a -f-4b— 5¢ — 6d Te.
5 8a —4b -j—3c — (6a +—2b — 30)
= 8a — 4b -~ — 0a — 2b 4* 3c =: 2a — 6b 4~ @9
lub 8a — 4b 3°
6a 4- 2b — 3c
J— ~ .,f.~
2a — 6b -j- 6¢C.
6) 3ax — 4by 7 xx -f* ®ax 4" aa
* 2ax 2by XX — 4dax
- + - +
4 ax — 2by. 10ax -j- aa.
8) ,2aa — 3a -f- 4 9) b5abx — 3bcy
3aa+ a — b5 — abx -j- 4bcy — 3cdz
| 4 + ~ +

mL  “Xx*aa — 4a 4- 9- 6abx — 7bcy + 3cdz.
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10) 5xx -f 7x — 5 — (Bxx — 2x — 6) =
11) 2ax — 3b — (ba + 2b) + (4a — Db) =
12) 8mmm — 7mmy — 3myy— (3mmy— 5myy + 8yy) =

3. Mnozenie.

8. 18

W mnozeniu wyrazerh ztozonych mamy do rozrdznienia dwa
przypadki: albo jeden z czynnikéw jest wyrazeniem ztozonem, a drugi
pojedynczem, albotez oba czynniki sg wyrazeniami ztozonemi.

L Gdy jeden czynnik jest wyrazeniem ztozonem a drugi poje-
dynczem.

Dajmy iz a ma by¢ pomnozone przez b <—c¢ — d. Tu trze-
ba z ilosci a utworzyé nowa liczbe w ten sam sposéb w jaki
b -f- ¢ —d z jednostki powstato; otéz b -J- c — d powstato w ten
sposéb z jednostki, ze naprzdd utworzyto sie b, potem c, nareszcie
— d, i otrzymane wypadki dodato sie do siebie; trzeba wiec takze
z ilosci a otrzyma¢ wypadek w taki sposéb w jaki b zjednostki po-
wstato, to jest a pomnozy¢ przez b; potem z a trzebal szukal wy-
padku w taki sposéb w jaki ¢ z jednostki powstato, to jest a po-
mnozy¢ przez c¢; nareszcie z a otrzyma¢ wypadek w taki sposob
w jaki — d z jednostki powstato, to jest a pomnozy¢ przez — d,
i te trzy wypadki doda¢ do siebie. Bedzie wiec:

a.@D c—d = a.b-f-a.c + a. —d=ab-f-ac — ad

Poniewaz iloczyn nie zmienia sie czyli zostaje ten sam, choé
w nim porzadek czynnikéw zmienimy, jest wiec takze

(b-f-c—d.a= ab ac — ad.

Wyptywa ztad iz :

Wyrazenie zlozone mnozy sie przez wyrazenie pojedyncze
w ten sposéb, ii Jkazdy wyraz wyrazenia zlozonego mnozy sie
przez wyrazenie pojedyncze, a otrzymane iloczyny czgstkowe
dodaje sie do siebie.

Przyktady. A
) 5a. @Bb-f 4c — d) = 15ab -f 20ac — b5ad.
2) — 3ax . (by — 2cz + 5) = — 3abxy 6acxz — 15ax.
3) (6a — 5b) . 3c = 18ac — 15bc. *
4) (fTm — 6n + 5p) . — 3x = — 2Imx -f- 18nx — 15px.

5) (2-4*3a— 4aa— 5aaa) . 6aa = 12aa-j- 18aaa — 24aaaa — 30aaaaa.
6) (3ax — 5by — ¢cz) . — 2mp = . . . M



7) (5aa — 3a -f- 2) . — 6ax =
8) 8hy . 1 — 2x -f- 3xx) =
9) (7am 6bn — 5cp + 4dq) . 3fx =

§ 19-

2. Gdy oba czynniki sa wyrazeniami ztozonemi.

Przypadek fen da sie odnies¢ do poprzedzajgcego. Chcac bo-
wiem a + b + c¢ pomnozy¢ przez n -(- p -f ~ oznaczywszy
mnozng a -j- b -j- ¢ tymczasowo przez m, bedzie

m.(n-f-p + gg= m.n-f-m.p-f-m.q,

a ktadgczamiast m.napowrét jegowartose,
(a b-fc/. (n-j-p -j- 9= (@ -f’b -f-c) .n
4“ @ + b+ ¢ P
4- (@ 4-b 4-c¢) .q,
lub
@4-b4“c)ys(n+ P +q) = an 4" bn 4- cn
4- ap + bp+ cp
-f ag 4- bg+ cq;
to jest: aby dwaalgebraiczne wyrazenia ztozone pomnozy¢
przez siebie, trzeba calg mnozng pomnozy¢ przez kazdy wyraz
mnoznika, czylico najednowychodzi, trzeba kazdy wyraz je-
dnegoczynnika pomnozyéprzez  kazdy wyraz drugiegoczynni-
ka9 a potem otrzymane iloczyny czgstkowe dodaé do siebie.

Przy wykonywaniu mnozenia pisze sie zwykle czynniki ztozone
jeden pod drugim, a w iloczynach czastkowych jezli sg jakie ilosci
jednorodne, te dla fatwiejszego $ciggniecia réwniez pod sobg wprost
sie umieszcza.

Przyktady.
1) (5a — 3b) (4c — 2d) = (5a—3b) .4c +. (5a — 3b) ,— 2d

== 20ac — 12bc"— \0ad 4->®bd.v -V.
(m4-2n—3p) . 2x4-(m4“2n—3p) . 3y
2mx 4 - 4nx — 6px 4~ 3my 4 - 6ny — 9py.
3U(ba — 6b) (3a — 4b) =: lbaa— 18ab 20ab 4* 24bb

— 15aa — 38ab 4" 24bb.

2) (m4~2n — 3p) (2x4-3y)

lub 5a — 6b
3a — 4b
ljaa — 18ab
— 20ab -j- 24bb

15aa — 38ab + 24bb7



4) 3+ 2a—b) (5mx— 7ny -}- 9pz) = 15mx-f- 10amx — 5bmx
— 2Iny — Many -}- 7bny -f* 27pz -f~ 18apz — 9bpz.
5) (3a-f-4b)(2c—d) (5m—6n) = (6ac-j-8bc—3ad—4bd) (5m—6n)
= 30acm -f* 40bem — l6adm — 20bdm — 36acn
— 48bcn-f- 18adn -j- 24bdn.

6) xx — 3x -j- 4

x—3_
TXxx —  21xx -f-28x

Ef — 3xx -f- 9X— 12
TXXX —  24xx+ 37x— 12.

7) 3xx — 5xy -f- 2yy
2xXx + Xy~ 3yy

BXXXX —  10XXXy-j- 4xxyy
# -f 3xxxy —  5xxyy-f  2xyyy

— Oxxyy+  15xyyy — 6yyyy
EXXXX —  Txxxy— 10xxyy-J- 17xyyy — 6yyyy.

8 (X — 2y — 32 X -j~2y — 2) = .

9) (4ab — 3cd -j~ 2ef) (dab + 3ed — 2ef) =

10) (@ — 2b -j- c -j- 3d) (2a + b — 2e -}- 6d) =
11) (2mx — 3ny -j- 4pz) (Bmx -f“ 2ny — pz) =
12) (3x — 7y) (6k -f 2y) (3ax — 4by) = . ~ .

4, Dzielenie.

g 20.

W dzieleniu algebraicznych wyrazenn ztozonych, moga byé trzy
przypadki: albo dzielna jest wyrazeniem ztozonem a dzielnik poje-
dynczem, albo dzielna jest wyrazeniem pojedynczem a dzielnik zto-
zonem, albo nareszcie tak dzielna jak dzielnik sg kazder"WJfSzeniem

ztozonem,
1 Gdy dzielna jest wyrazeniem ztozonem a dzielnik wyraze-

niem pojedynczem.
Poniewaz jest
@+ b-Jc).p— ap4” bp -f- cp,
gdy wiec iloczyn dwoch czynnikow podzielimy przez jeden  ztych
czynnikéw, musimy drugi czynnik otrzyma¢ na iloraz; zatem musi by¢
(@p + bp + cp):p + b+ ¢
lecz a, b, c, sa to ilorazy, ktére sie ‘Otrzymuje dzielagc kolejno ap,
bp, cp przez p; zatem wynika ztad prawidio :
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Aby wyrazenie ztozone podzieli¢ przez wyrazenie pojedyn-
cze, trzeba kazdy wyraz wyrazenia ztozonego podzieli¢ pftez
wyrazenie pojedyncze.

1) (8ab — 12ac) : 4a = 2b — 3c.

2) (15am — IObm 4~ 20cm) : — 5m = — 3a -f- 2b — 4c.
3) (I18amy — 27bny + 36¢cpv) : — 9y = — 2am -f- 3bn —4c
4) 20abmn— 16acmp 4“9adnq): 4am = 5bn — 4cp 4*
5 (B0mnp — 25mnq — 15mnr 4™ |Omns) : — 5mn =
6) (2lax — 18bx 4" 15cx) : — 3x =
7) (&Qaazz — 24azzz — b5zzzz) : baziz =
2. Gdy dzielna jest wyrazeniem pojedynczem, a dzielnik wyra-
zeniem ztozonem. w

W tym przypadku dzielenie moze by¢ tylko wskazane, wyra®
zajagc iloraz w postaci utomka.

Przyktady. ,
D 3:(@+ b)y.= AT b-
2) _ 3*:(Ba- 2b =~ 5r-

8 21.

3. Gdy tak dzielna jak dzielnik sg wyrazeniem algebraicznem
ztozonem.

Aby ten przypadek rozwigzaé, najstosowniej bedzie dwa wyra-
zenia zie$>ne a + b 4" c tudziez n 4- p + q pomnozy¢ przez
s iey i ojtrzymanego iloczynu wyczyta¢ prawo, wedtug ktdérego
wyrrrzAMkt czynnikow powigzaly sie z soba.

Dzielnik a 4~ b 4“ c*
lloraz n 4* p + ~
( an -j- bn + c¢n
4 ap 4" bp 4“ cp
+ ag + bg + cq.

Gdy wiec iloczyn wezmiemy za dzielny, jeden czynnik
a+ b4-c za dzielnik, wtedy drugi czynnik n + P + 9 musi
by¢ ilorazem.

Pierwszym wyrazem dzianej jest any to jest iloczyn z pierwsze-
go wyrazu a dzielnika i pierwszego wyrazu n ilorazu; a zatem otrzy*



muje sie pierwszy wyraz n ilorazu, dzielgc pierwszy wyraz an dzjet-"*
nej przez pierwszy wyraz a dzielnika. — Wypada teraz ten pierwszy
wyraz n ilorazu pomnozy¢ przez wszystkie wyrazy dzielnika, i otrzy-
many iloczyn czastkowy odjag¢ od dzielnej; co gdy uskutecznimy,
pierwszy wyraz ap reszty jest iloczynem z pierwszego wyrazu a
dzielnika i z drugiego wyrazu p ilorazu; otrzymamy wiefc ten drugi
wyraz ilorazu, jezli pierwszy wyraz reszty podzielimy przez pierwszy
wyraz dzielnika. — Pomnozywszy ten drugi wyraz p ilorazu przez

Anzystkie wyrazy dzielnika, i otrzymany iloczyn odjgwszy od poprze-

dzajgcej reszty, pierwszy wyraz aq nowej reszty jest iloczynem z pierw-
szego wyrazu a dzielnika i z trzeciego wyrazu q itorazi®; jezli wiec,
ten pierwszy wyraz reszty podzielimy przez pierwszy wyraz dzielnika,
otrzymamy trzeci wyraz q ilorazu; i tak dalej.

Z powyzszego wyprowadzi¢ sie daje nastepujace prawidio
dzielenia przez siebie dwdch algebraicznych wyrazen ztozonych.

1. DziNl pierwszy wyraz dzielnej przez pierwszy wyraz dziel-
nika, a otrzymasz*'fctad pierwszy wyraz ilorazu. Przez ten otrzymany
pierwszy wyraz ilorazu pomnéz caly dzielnik, a 'wynikly iloczyn
ridejm od dzielnej. 4

2. Do otrzymanej reszty przypisz z dzielnej nastepujacy wyraz
iiib kilka wyrazéw, i pierwszy wyraz tej nowej dzielnej czastkowej
*ziel przez pierwszy wyraz dzielnika, a otrzymasz drugi wyraz ilo-
razu; przez ten drugi wyraz pomnéz caly dzielnik, a iloczyn odejm
od reszty dzielnej.

3. Do tej nowej reszty przypisz znowu jeden lub' kilka naste-
pujacych wyrazéw dzielnej, i tak samo powtarzaj dziatanie dalej,
dopoki wszystkie wyrazy dzielnej nie zostang zuzyte. -

4. Jezeli na sam koniec jaka reszta pozostanie, trzeba jg jeszcze
przez dzielnik podzieli¢; atoli w tym razie iloraz moze by¢ tylko
wskazany, i w postaci utomka przypisa¢ go trzeba do otrzymanego
catego ilorazu.

Przy .
1) (24abc —515cxy -r- 48abd -f* ; 0*c — 6d) = 8ab — bxy.
24abc — 48at>d
— +
— 15cxy 30dxy
— 15cxy 30dxy

+
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2) (I0aa — ltab — 6bb) : (2a — 3b) =' 5a  2b.

|I0aa — 15ab *
— .+
+ 4ab — 6bb
4ab — 6bb
o

3)  (45mm — 4mn — 60nn) : (9m 4~ I0n) = 5m — 6n.
45mm + 50mn

m — 54mn — '60nn

— 54mn — 60nn#,
-+ + t
2ccdd
4) (JOaabb- 7abcd- 10ccdd) : (2ab- 3cd)=5ab-}~4cd-4" o]
10aabb— 15abcd - -a - ¢
— + N %
4~ 8abcd — IOccdd
+ 8abcd — 12ccdd \
4~ 2ccdd i
(Oyy— 4xx —4x — 1) : By — 2x— 1) = 3y + 2x + 1
9yy — 6xy — 3y
— 4 +
4~ 6xy + 3y — 4xx — 4x
. 4 * 6xy — Mxx — 2x
- L2
* 4- 3y — 2x — |
=3y — 2x — 1
- —_+_ -
0]
§) (l0abcxy —J5defxy 47flbcz — 3defz) : (2abc — 3def)
% J B 1 —b5xy 4- z
7) (3aa 4~ 4ab — 8ac 4* 8bc —3cc) : (3a — 2b + ¢
= a 4-2b — 3c
8 (1 4- 5m4- 6mm— 8n— 19mn 4“15nn) : 1 4“ — 5n)
= 14“2m — 3n.
9) (6aa — 13ab 4~ 4ax 4- 6bb— ilbx — 10xx) : (3a —ib 4~5x)
= 2a— 3b — 2x

10) (24xx — 38ax 4- 15aa): (4x — 3a).=
1) @mmm — 1) : 2m— 1) =
12) (27yyy — i35yyz— 225yzz 4 “125zzz) ;(3y — 52) %
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Ill.  Utomki algebraiczne, czyli odbywanie rachunkéw wyra-
zeniami algebraicznemi utomkowemi. ~

§. 22.

Utomki algebraiczne tern sie tylko r6zriTg od lic’rfjnyfch™ ze co
w tych wyrazaja liczby, to w tamtych wyraza si¢ przez IAskfc dosé
wiec bedzie tutaj dziatania arytmetyczne z utopikgrfii Hffi&eDnlmi za-
stosowa¢ wprost do utomkow algebraicznych. *

Jedng tylko musimy tu zrobi¢ uwage, i to ¢ do Kczlfcwielo-
rakich. Oto w szczeg6lnych liczbach Wielorakich utomek”bedacy
przy '‘iczbie catkowitej uwazany jest jjawsze jako mcyacYJjdctdac sie
do niej, zatem jako dodajny, tak iz npJ$r/4jest to sam# 5+ A>
gdy tymczasem w ogolnej liczbie w”lorajriej takj“omei/*k|6ry jest
przy niej, jakotez i sama catkowita licE®>a mogffi by6, cfodgjne lub
ujemne, tak, iz ilos¢ algebraiczna wielpraka mo” byé w nastepum-
cej postaci: Jfft j

m w / m * Mn
a~r—| a—n\ a? ~ 8 — f O

W n ™

Aby odbywac dziatania rachunkowe liczbami “ieloitfkiemi, trze-

ba je wprzéd zamieni¢ na utomki niewtasciwe. 6 o«tlgé*zas, tak jak

fb liczbach szczegélnych, mnozy sie liczbe Sfctkowita przez mianow-

nik utomka do niej nalezgcego, a do tego i“czynu <lodaje sie licznik

lub odejmuje od niego, wedtug tego jSk ytomek”est*dodajny lub
ujemny. \Y/ /> #

Przyktady'zartiiany lic*b wielorakich *na)q}ocﬁki.

m ‘ran4- m

» a+ 17 = —_— /
m an — m

7 n n

N m m — an

4) 2s _ *2 = *Lr_5».

7 4z 4z
AN ~y_ 1+ y+ x-y pod
' x -fy' x + Yy X+ y>
6) i—x~y= X+ y-~x+y _
X+ Yy~ x+y [ Ir o+ 0y

AT+ 2xx O;((__ 1+ 2x§ "XO3xx 1 ~oxx,

] r

8 a+ b _ ii-tz?= “ L A
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9 2a -f- —— . . .
10) 5a4 %+ P _

2 — 3.a-4- 4aa

8 24.
Przyktady sprowadzenia kilku utomkéw do najmniejszego spoln*
mianownika.
R ox 3a

. AL ) iy

1.’§/N|r(re]’£| bedg u’romklr e ktére sprowadzi¢ trz g
najmniejszego mianownika 8pdinfgo.

NaJRiniejszy mianownik spoiny jest 2 .3 .5 = 30; jest wiec

A 0 1™a
30 : 45d a X 15 = 15a, wiec — == — ;
2a 20a
30 : 3T= 10,2a X110 = 20a, ,- = —
30 : 8'=*-*6*3a X6 = 18a, ,j =
2. Ulomki #— Asprowadziédo najmniejszego  mianow-

* ’

nika spoélnego.

Poniewazmianownik bp ierw szegow d
drugiego utomka sg’czynnikami mianowii® A A A A AN AKX AQ
zatem id jest najmniejszym mianownikiem sp6lnym, 4 ~

ad c bc v e e
*Th" ~ bd’ d'“ bd’ bd — bd*
J * \*
3. Utlomki — —, — sprowadzi¢ do najmniejszego miano-
wnik” spélnego.
* aaa
\ i ~—~~ | aa
— aa aa, zatem —= — ;
#*a a aaa
‘i a 2a, w - =
aa aa aaa
— 3, w —=.F —.
aaa aaa aaa

* 1 a 3x 5 ., Lo .
4. Utomki —, -j-, Nsprowadzi¢ do najmniejszego mia-

nownika spélnego.

A
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3, b,4cd, 6dd,

2 b, 2cd, 3dd,
d b, 2c, 3d,

Najmniejszym spolnym mianownikiem jest wiec 2.d.b. 2c. 3d
= 12bcdd, zatem bedzie

12bcdd
~ 4bcdd 4bcdd, zatem -~
3 ’ 3 12bcdd
2 12cdd 12acdd, , = 2.
b g b I2bcdd
X ébd 9bdx, ” > - —gbdxd;
8. 25.
Przyktady dodawania utomkow.
) i + - = *+ b
m m m
2) X+ yjix ~y_ _xX+y+x-y_ 2 _jl
2p 2p 2p 2p p*
L+ P + I+ -
3,) T . 3 : 39 13 o
1] a._. L b _ — an+ bm
J i A il it mn * mn
HU% . x — 2y 6x -f 9y j 2x — 4y 8x + by
2 3 — 6 * 6 “ 6 ¢
> + -f-; - Hemry
> 7 + ] + Fro= o o o
3m — 2n f m -f-2n
m -J~ 2n * m — 2n
8. 26.
Przyktady odejmowania utomkdéw. *
a b a— b
'm m m
2) X+ X ~ i+ X + z
) 2my_ 2my_ y2m Y- 2m — ot

5m — 3n m + n 5m — 3n — m —n 4m — 4n

3) T — = 1 = — - = "> e
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4 — — br~«
) a b ab ab aby
5b 3 _I0b _ 9% _ b
/! 8 T 12 12 12
O x+y_ X~vy_ (*+y)(*+y)—(*—y)(»—y)
X —y x-fy x—y) x+ vy
4xy
XX — W'
. ba 3a W
7> » - * = o o o
2b — 5x 4b —5x
3b + ~4x ~ 3b —2x —
g\ 3m 5n 4p _
’ 2x 3y 5xy
§. 27.
Przyktady mnozenia utomkoéw.
) f . m= 9N
2 P T o
2abx 10abcx
3> ts- - b5c= --37-
4 (1 + .3 = ?-xi .3a= 3a + 3b.
€ (X- y+ T +flex +yY=x"ry X+ y)~ XX
6) — — = — ! k**
n *q nq*
2a 3b 4c 2abc
" 4« 5p 5mnp
8) /. + i) .(, _ i) = bLti.LU = JLAJIiL
/ Vv y/ \ y/ y y W
.v?/ b\ /2b \ 6ac + b 2b — bac
% (»+ 0U - V= ——-—— =
« 2bb -f~ 7abc — 30aacc
15cc
£ ™ “y 4 e o/ - ”
10)7 \(\1 n/)\( - n)/in-J-nnl— m&./'7 »*.
v 5x 3y 2a 7z
' 3a 4b  5c¢ 8d — ——-
o / 4ax _— 3 [MAN1rt% \
12) (3 523y _ sab = CA> T v
2a ] %
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Liczbe jakg wynie$¢ do potegi 2giej, 3ciej, . . . mtej,
jestto wzig¢ te liczbe 2razy, 3razy, . . . m razy za czynnika; np.
wynies¢ 3dopotegi 4tej jestto liczbe 3 wzigé 4razy za czynnika,
zatem 3X 3 X 3 X 3= 81; atak potegg 4tgliczby 3 jest 81.
Dziatanie to oznacza sie w ten sposob, iz nad pierwiastkiem nieco
z prawej jego strony kiadzie sie wykladnik, jest wiec :

34= 3X 3X 3 X3
43= 4X 4 X 4
ab= a.a.a.a.a

Wyktadnik 1 nie przypisuje sie, tak iz a oznacza tyle co al
to jest kazda ilos¢ jest sama swojg pierwsza potega.

Spoétczynnika trzeba dobrze rozrézni¢ od wyktadnika potegi,
tak np. jest ,

4a a4 a—-+t=-a— g
za$ af.= a . ™ . a . a
ktdreto wyrazenia w istocie swej (fatkiem sa odmienne; zrobiwszy
bowiem a = 3, bedzie
4a = 3+ 3+ 3 + 3 = 12,
al= 3. 3 .3 .3 —38lL

Z liczby danej wyciggna¢ pierwiastek stopnia 2go,
3go, . . .mgo, jestto znales¢ taka liczbe, ktéra wzieta za czyn-
nika 2 razy, 3 razy, . . . m razy, wyda liczbe dang; np. z licz-
by 32 wyciggna¢ pierwiastek stopnia 5go, jestto znales¢ laka liczbe,
ktora ~wzieta 5 razy za czynnika wyda 32; tg liczbg jest 2, ho
2.2.2.2.2 = 32. Do oznaczenia iz z ilosci jakiej ma by¢ wycigg-
niety pierwiastek, uzywamy znaku \/, kfadac go po lewej stronie
tej liczby, a w otworze tego znaku umieszcza sie wykfadnika ; tak

np. pierwiastek 5go stopnia z 32 znaczy sie tak:\/ 32. Do oznaczenia
pierwiastku stopnia 2290 nie uzywa sie wykladnik 2, tak iz np. \/ 5

aczy to samo co\/ 5; to opuszczanie wyktadnika 2 nie moze pro-
dzi¢ do zadnego nieporozumienia, gdyz pierwiastek pierwszego
pnia kazdej liczby réwny jest tejze liczbie* i dlatego tez gdy idzie
ierv~astek pierwszego stopnia, nie masz wcale potrzeby uzywac
ku pierwiastkowego.

l. Znaki poteg.

8. 30.
stanbwmy sie naprzoéd nad potegami pierwiastku dodajnego
tak jest:
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4* <MazZZZ4*ae4”a - 4~aa - 4~"5

(-kJ- a)3= -f"a<+4" a+4“ a — 4~ aaa = 4“ a*

“I* a)*~ ** aed~ a4" ac4- a 4" aaaa —m4" a*®
i tak dalej, a tak:

Pierwiastek dodajny wyniesiony do potegi czy parzystej
czy nieparzystej, daje zawsze wypadek dodajny.

Inaczej sie ma z pierwiastkiem ujemnym; wzigwszy np. — a,
bedzie
(—al= —a.—a= -aa— 4"a*»
(—a3 ——a. —a.—a= — aa= — ajl
(— a)4 —a.—al—a.—a= -|“ama— +
(—a5= —a. —a. —a.—a. —a= — aaa@a = — aj

i tak dalej, z czego sie okazuje iz:

Pierwiastek ujemny wyniesiony do potegi parzystej, daje
wypadek dodajny; a wyniesiony do potegi nieparzystej, daje
wypadek ujemny.

[I. Cztery dziatania rachunkowe potegami.

I. Dodawanie i odejmowanie.

8. 31.

Dodawanie i odejmowanie poteg odbywa sie wedtug tych sa-
mych zasad jak dodawanie i odejmowanie .wyrazen algebraicznych
w ogolnosci. Wypadek za$, to jest otrzymang sume lub roznice,
mozna wtedy tylko $ciggng¢, gdy potegi sg jednorodne, to jest gdy
majgq jednakie pierwiastki i jednakie wyktadniki.

Przyktady.
) 3a*+ (_ 4b»)==3a* — 4b3
2) 3a‘— (— 4bs)= 3a* -f 4b3
3) 2a3-f (5a9 — (3a) = 2a3+ 5a3 — 3a 4
4) 3alJ+ (— 5a3— (4a)) — (— 73 = * J

= 3a3— b5a3— 4dat + 7a» = a3
5) 7a’b3 — 3ads + 4a»3 — 2at b3 = 5akb3+ adl

2. Mnozenie.
& 32.
Mnozenie poteg odbywa sie wedtug tej samej zasady jak
zenie wyrazen algebraicznych w ogélnosci; np.
aXk3 X by3= a3bx3yt; 3am3 — 5b513= ~ 15abim’A3r
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lloczyn wtedy tylko moze byc¢ $ciagniony czyli sproszczony, gdy
potegi powstaty z jednego i tego samego pierwiastku, albo takze
gdy jednakie majg wyktadniki.
a) Gdy pierwiastki poteg sg jednakowe.
al.a = aa.a= aaa = a*
a3.a2= aaa .aa = aaaaa = ah
ab.a3— aaaaa . aaa = aaaaaaaa — aR)
a3.a*.ad4= aaa .aa .aaaa — aaaaaaaaa — a9
Widzimy w kazdym z powyzszych iloczynéw, iz wyktadnik
iloczynu réwny jest sumie wyktadnikow wszystkich czynnikdw, a tak :
lloczyn poteg z tego samego pierwiastku powstatych otrzy-
muje sie, gdy temuz pierwiastkowi da sie za wyktadnika sume
wszystkich wyktadnikéw.
Przyktady.
1) a4.— 3a — — 3ab
2) 5m .2mx2 = 10mXk3
3) — 3aX2. — ax4= 3ax6
4) 6ab/3.— 2b¥3=—— 12ab5e6
5 2a2nXk4.— 3amx2. 4a3nx
6) 5a*b2.3ac3. — 2b3H . — 4dacH5—
7) 7aXx . 3ax2.— 2ax =
g) 8mJP5:— "M Hp . 3m312b4 n5=

b) Gdy wyktadniki poteg sg jednakowe.

Jest
a2. b2=aa.bb = ab.ab = (ab)2
a3. b3 — aaa . bbb = ab .ab .ab = (ab)3
ad. bda= aaaa . bbbb = ab .ab .ab . ab = (ab)4
a3. b3.c3 t= aaa . bbb . ccc = abc . abc . abc= (abc)3

Zatem mnozenie poteg o jednakowych wyktadnikach odby-
Jwa sie w ten sposoOb, iz pierwiastki mnozy sie przez siebief
a iloczyn ich wynosi sie dojyot&gi spélnej.
Przyktady.
1) 23.53= (2.5)s= 103
2) 44.54.54= (4>.5.5)4 = 1004
3) 25.a5.b5= (2ab)h
4) (x + y) (x — y) x* — yhl-
§5) Vi .

« (E) *(-©"' « (-© "'- m e
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3. Dzielenie.

§. 33.
Dzielenie poteg odbywa sie wedtug tej samej zasady jak dzie-

lenie ilosci algebraicznych. Np. *

']

24abX4:6ax4=4b3; 15"bX%3: — 3b2y2==—

Dziatanie to wtedy tylko moze by¢ skrécone lub sproszczone,
gdy albo jednakowe pierwiastki, albotez jednakowe wykfadniki poteg
wchodza.

aj Gdy pierwiastki poteg sg jednakowe.

Rozwazmy najpierw ten przypadek, w ktéorym wyktadnik dziel-
nej wiekszy jest od wykfadnika dzielnika. | tak
ab5: a2= aaaaa : aa == aaa = a3
a6 : a4= aaaaaa : aaaa =>aa = al,
ad: a —aaaa :a = aaa — a3
zatem wyktadnik ilorazu jest zawsze réwny wyktadnikowi dzielnej
zmniejszonemu wyktadnikiem dzielnika.
Gdy wykfadnik dzielnej mniejszy jest od wyktadnika dzielni-
ka* w takim razie iloraz ma posta¢ utomka; np,

a2 : ab= aa : aaaaa 1: aaa ==

Vv a3
a3:ab==aaa : aaaaa = | : aa = — .
a
a4:aB8= aaaa : aaaaaaaa = | : aqaa = —

ad
A wyrazajgc utomek — przez a~m, ktéreto wyrazenie nazywa-
my potegg z wyktadnikiem ujemnym, gdy tymczasem am nazywa
sie potegg z wyktadnikiem dodajnym, bedzie
a2:ab = .;):: a-3,

1

a3 : ab . a-2
1
- _
ad:a8 =
z czego widoczna, ze i w tym przypadku wyktadnik potegi dla ilo-
razu otrzymuje sie, gdy od wyktadnika dzielnej odejmiemy wyklad- vy
nik dzielnika. jti

Jezli nareszcie tak dzielna jak dzielnik majg tego sameg# Wife
ktadnika, np. gdy wyktadnikiem tym jest 3, bedzie
a3 : a3 =; 1,
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o W tym wiec razie iloraz nie jest zadng potega ilosci fl, lecz
iloraz ten jest jednostka. Jezli wiec 1 uwaza¢ bedziemy takze jako
potege ilosci a wilasciwie jagko potege stopnia 0, tak iz a° = .1,
bedzie a3:a3= 1= a°
i stosuje sie tu takze ta sama zasada, co i w dwoch poprzednich
razach.

Mozna wiec w og6lnosci powiedzie¢, iz:

Z podzielenia poteg z spdlnego pierwiastku powstatych,
otrzymuje sie na iloraz tenze spghw pierwiastekyz wyktadni-
kiem wynikajgcym z odjecia wyEImSEika dzielnika od wyktad-
nika dzielnej.

Prz2© dy - i t
1) 12a7:3a3= 4at£E**
2) — 18a3: 6a5= 1. fr
< £a --j* *
3) 16ab‘ : — da*x» % ta
4 Mxy :5x<,.= - & , rpy 5
5 mPpx4: mpx3 j v 4

6) abZx8: — abc
7)) 3dXFYy*Z* 7T Xy .
/Em' 8) dasmix5: — S « mE>

b) Gdy II"*niki poteg sg jednakowe. *S
Jest : 4557
L2.0ui /i
, b2 bb b'b Vb/ m
@ = T T hw b 1Y)
4 a4 aaaa a a a a ~Nd o
b4 bbbb b b b b \b/ *

V  Ztad wypada iz :

Dzielenie poteg o jednakowych wyktadnikach odbywa sie
w ten sposoOb, iz pierwiastki dzieli sie przez siebie, a otrzyma-
ny iloraz wynosi sie do spélnej potegi.

A Przyktady.
36\3 3
7) =9-
2) (5aabcs)4: (5ac)4 = = (abc34

3 % , <F»F,)e = gg )t =



4) (48ab&32: (6abX)2 =
5 (@Bmn2p33: (4m2) =

4. Dziatania rachunkowe wyrazeniami algebraicznemi
uporzadkowanemi.
8. 34.

Gdy w wyrazenie algebraiczne z kilku wyrazéw ztozone wcho-
dza potegi tegoz samego pierwiastku, zwykto sie dla tatwiejszego
przegladu uktada¢ wyrazy podiug stopnia potegi tegoz pierwiastku.
Jezli sie przy tern zacznie od potegi najwyzszej i do coraz nizszej
kolejno schodzi, wielomian zowie sie uporzadkowanym malejgco
(fa(lenb geortmet);*j*li za$ to samo odbedzie sig, poczynajac od naj-
nizszej potegi™polnego pierwiastku, a konczac na najwyzszej, wtedy
wielomian jest uporzadkowany rosnaco (fteigenb (jeerbnet). Tak
np. wijjflzfnie

5x2+ 1 — 3x -f x5 — 4x3 — 6x4
uporzadkowawszy malejgco, zamieni siena
6x4_ 4x3 5x2 — 3x + 1;
a uporzagdkowawszy rosngco, na
I — 3x -j- 5x2 — 4x3 — 6x4 +

Dziatania rachunkowe wielomianami uporzadkowanemi wyko-
nywujg sie w taki sam spos6b jak wyrazeniami algebraicznemi
w og6lnosci. W dodawaniu i odejmowaniu umieszcza sie wyrazy jedno-
rodne pod sobg i $cigga sie je. W mnozeniu zachowuje sie toz sa-
mo co do iloczynéw czastkowych. W dzieleniu trzeba przy spuszcza-
niu kazdej reszty ten sam zachowal porzadek jaki jest w dzielnej
i dzielniku.

Przykt+tady,
a) Dodawanie.
1 X8— 5x2 -f 3x — 6
3x3 42x24“ 4-8
4x3 — 3x2+ 8x 4- 2.
2) x4 — 3x3y4-5xy2 4 “?xy3
4- X3 — 3xy2 — 3xy3 —8y4
X4— 2x3y 4 “2xy2 -j- 4xy3 — 8y4
b) Odejmowanie.
1) 5a4 — 4a3+ 3a2— 2a 4- 1
3a4 — 3a3 — 5a2 4
— + + ~ ~
2a4 — a3 + 8a2 — 7a—-6.

5a-j-7




2) 9+ 8 —7m2— 6m3 + 5m4
— 5 -J- 4m —3m24- 2m3 — m*
+ ~ + — 4 - _
14 -)- 4m — 4m3 — 8m3 -f- 6m4
c) Mnozenie.
1 X3 — 8x3+ 5x — 7
X — 2
3x4 — 24x3 -f- 15x3 — 2ix
— 2x3-j- 16xs — 10x -f- 14
3x4 — 26x3 31xJ — 31x -j- 14
2) 3+ 4x 4- 5xs— 6x3
4 — 5x — 6x3
12 4" 16x -j-20x3— 24x3
— 15x— 20x3 — 25x3-f- 30x*
— 18x3 — 24x3— 30x4 -f 36x5

124. x— 18x3 —73x3 4- 36x5
3) X5 — x*4~x" —xad'x — 1
x +1
X6 — X5 4~ X4 — X3 4- X1 X
4 x5 X4 4" X3 X3 4" X — i
X6 — 1.

4) (a4d a34- a34-a-f 1) @a— 1) ==ab— 1
5 (M4~2m — 3)(M5—2m + 3) = m*—4m3+ 12m — 9.
6) (3a3— 5ad + 7ab3 — 4b3 (2a2 — 5ab 4- 3bg) =
7 (2p3- 3pJ- SP+ 12) (3p34-7p- 9 =
8 Xx—1) x—2) x— 3= ...
9 (2x—3) X — 4 (@x — 5 (Bx — 6) =
I0/rpA* da 4- 2) (5ab4- 7a— 6) (a3 —2a + 5) =
U) (@xt—3xy—y3 (x3-2xy4-2y3 (2x3+2xy4-3y3 =
d) Dzielenie.
1) (6x3— 15x34- 12x — 3) : (x3—\ + ) = 6x -r 3.
6x34— 12x34_" ®%

— 3x34* 6x — 3
— 3xa4-6x —3
+ - +
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2) (9x* — 16x2+ 12x— 5) : (3xJ—2x+1) = 3x2+ 2x—5
9x‘— 6x3-[- 3x2

+ 6x3— 19x2 -j- 12x
-j- 6x3 — 4x2-J- 2x

— 15x2j- 10x —5
— 15x2f* 10x — 5

+ ~ +
(0]
3) @4d— 1) :(a-f 1) = a3 — a2+,a — 1L
a4 a®
— a3 — 1
— a3 — a2
+ +__
+ a2— 1
-f- a2+ a
]
—a—1
+ +
(o]

H x»— D ; x— D= x4+ x3+ x2-f x+ 1
5 (16m4 — 8m~5 -f* n9) : (4ml 4" 4mn -J- n2 = .
6) (y« — 2ys— 7y4-f-20y3—21y2— 18y-f-27) : (y2-2y -3)

7) (7x>°- 25x8/2-f-48x6y4— 2g<yBA-5x2s) : (Txt — 4 Y2-j-y4
= * AX*y4

8) (8p3+ 27): (4p2 - 6p -f9)=

9 (M8—1)i(m— 1)

100 ml— ) :(m — 1) -

11) (a44" 4b9: (a2 — 2ab4" 2b2 =

12) (2x4 4- 7bx34- bX24- 2bX4-24b4 : (2x2 — 3bx 4-4b 2
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[1l. Wynoszenie do poteg, czyli tworzenie poteg z rozmai-
| tych pierwiastkéw.
n I Tworzenie poteg z sumy lub réznicy
8§ 35.

Do potrzeb niniejszej ksigzki naukowej do$¢ bedzie okazac,
jakim sposobem sume lub réznice dwoch liczb, to jest dwumian
wynosi sie do potegi drugiej i trzeciej.

Aby otrzymaé kwadrat z dwumianu a -f- b, do$¢ jest pomno-
zy¢ go przez a -j- b, a bedzie

(a b)2= a~J-Jak4Jb”
Réwniez jest
(@-A b)2= a2— 2ab 4~b2
Zatem kwadrat z dwumianu réwna sie kwadratowi z pierw-
szego wyrazu, wiecej podwojnym iloczynem obu wyrazow, wie-
cej kwadratem z drugiego wyrazu.

Oba kwadraty sg zawsze dodajne, a znak podwdjnego iloczynu
jest gdy wyrazy danego dwumianu majg te same znaki;, jest
zaS —, gdy te wyrazy majg znaki przeciwne.

Z pomnozenia kwadratu jakiej liczby przez tez liczbe, otrzy-
muje sie szescian tej liczby. Jest wiec

(@ -f- b)3<=(a2 2ab 4“ b2 (a4“h)

= & + 3a<b*f-3aV' + bJ

za§ (@ — b)3= (a2 —2ab 4" b2 (@ —b)

" = a3-v:. 3ad + 3ab2 b3
Zatem szescian z dwumiartTTfowiia sie stTToéfanowi z pierw-
szego wyrazu, wiecej potrojnym kwadratem z pierwszego wy-
razu rozmnozonym przez drugi wyraz, wiecej potréjnym wyra-
zem pierwszym rozmnozonym przez kwadrat z drugiego wyrazu,

wiecej szescianem z drugiego wyrazu.

Gdy drugi wyraz dwumianu jest ujemny, wtedy drugi i czwar-

ty wyraz szescianu z tegoz dwumianu sg takze ujemne.

Przyktady.
1 (x + \y = x2+ 2x + 1
2 (*— \y = x2 — 2x -j- L
3) 5+ & = 25-f I0a |- a2
4 (33— a)Jd= 9 — ba a2
5) (y+ 2)3t= y3“$ 6y2 + 12y -j- 8.
6) 3— b»= 27 — 27b -j- 9bJ — b



42 -~

2. Tworzenie poteg z iloczynu.

im
Nab) ab .ab = aabb = aaba
(@b)3'=s ab . ab .ab = aaabbb = a3 b3
(ab)4= ab .ab .ab .ab = aaaabbbb = a4b4

*\

Zatem aby iloczyn wynie$¢ do pewnej potegi, trzeba kazdy
z jego czynnikdéw wynie$¢ do tej potegi, i rozmnozy¢ te potegi

przez siebie.

Przyktady.
) (xy)5= x55 2) (2x)3= 8x3
3) (Gax)4= 625 (ax)4 = 625a44
4) (I0abc)5= 100000 a5 b%xh
5 (abc)= . . . 6) (3amxy)3=r . .
7 (Ba + 4b)2==. . . 8) (2x — 3y)3 =

3* Tworzenie poteg z ilorazu (utomka).

Jest

AN L= —— —
(b) b 'l bb b*

a\ 3 _ a a aa_ @
J ~ T '-'V = bbb~ b

a a a a aaaa a4

a )‘ b b b b bbbb ba

Zatem aby utomek wynie$¢ do pewnej potegi, trzeba jego

licznik i mianownik wynie$¢ do tej potegi, i potege
podzieli¢ przez potege mianownika.

Przyktady.

» (r)'" T « (§) = i4-

N
\db/ ~ 16b2
A\ /' m H" n> 2 + -mn + 1)2
m VvV 2p / ~ 4pa
= - 8 (r - 7)’=m
4. Tworzenie potegi z potegi.
Jest (@3a= a3.a3= a6= a33
(@a34==al.a3.al.al= a* — a3}

licznika



(am)2= am .am = aim.
(ara)3 = am .am .am = a3m.
Zatem z potegi otrzymuje sie potege, gdy sie pierwiastko-
wi da za wyktadnika iloczyn wyktadnikéw.

Przyktady.

1) (aB3= al 2) (10a23 = 100046
N [2axa 2 dax*
3) (Bmind)J = 9Imh4 4) \3bf) ~ Obld'>
f3a*m*xh ¢ 6) (5aJ — 6y3J =
5> \AbW ) — ¢ o o 14x* 52.V
7)) (2axJ -f- 3by33= . . . \ 3 a %
/3a*x Thyh3 oo fak'mb L 6D

9> (5*7 " I>e) = e o 10) (ir +-S2y “ oo

IV. Wynoszenie liczb szczB”Injch do kwadratu i wycigga-
nie.~ nich pierwiasfira kwadratowego. *

Kwadrat danej li r§ 30je o2 Z i
j liczby otrzymuje sie, mnozac te liczbe samg
przez sie. Np.
305* = 305 X 305 = 090*5,
(vVda= 23x y8= %A -. n
(1-25)a = 1*25 X 1*25 = 1-5625.

Jasna jest sama z siebie, ze kwadrat utomka dziesietnego za-
wiera w sobie miejsc dziesietnych dwa raz”tyj” jakjicyp uforféek
dziesietny; z czego wynika ze w kwadracie jest liczba miejsc dzie-
sietnych zawsze parzysta. $v

Kwadraty liczb jednocyfrowych $3: wx ek
Pierwiastek kwadratowy 1, 2, 3, 4, 5 6, 7, 8, 9.

~Kwadrat 1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81.

Do uzasadnienia nauki o wycigganiu pierwiastkéw kwa3rato-
wych, ktérego wdalszym ciagu potrzebowac¢ "bedziemy, ,wypada nanr
tu zastanowi¢ sie jeszcze nad tworzeniem kwadratu liczby ziozonej
z dwdch, trzech i t. d. cyfer, czyli rozpatrzy¢ sie jakim sposobem
cyfry te wchodza w sktad kwadratu.

Chcac np. wynies¢ 47 do kwadratu, roztézmy te liczbe na
dwie czesci 40 + * utworzmy kwadrat wedtug wzoru ogoélnego
@+ b)2= a2-{- 2ab + b2 Otrzymamy w ten sposéb

47* = (40 + 7)) = 40a+ 2 X 40 X H 72



Aby np. liczbe 368 z Irzech cyfer ztozong wynie$¢ do kwa-
dratu, roztézmy jg 'rbwniez na dwa wyrazy czyli na dwie czesci
360 +—8, a bedzie

3682 = (360 + 8)2to 3602-f 2 X 360 X 8 + 82
ale gdy wedlug wzoru wyzej przytoczonego jest

360J = (300 -f 60)2= 3002+ 2 X 300 X 60 + 602
zatem gdy zamiast 3602 wstawimy te jego warto$¢, bedzie
3682= 3002-f 2 X 300 X 60 + 602+ 2 X 360 X 8 + 82
lub tez wyrazy te utozywszy pod soba, bedzie

3682 — * 3002 .. . 90000
+ 2 X 300 X 60 . . . 36000
+ 602 . . . 3600
+ 2 X 360 X 8 .. . 5760
+ 82 . . . 64
1354247
W tenze sam sposOb postepujac,bedzie
24382 = 20002 . . . 4000000
-f 2 X 2000 X 400 S 1600000
-f 4002 . . . 160000
+ 2 X 2400 X 30 S 144000
-f 302 900
4- 2 X 2430 X 8 S 38880
4- 82 . . . 64
5943844."

Gdy uwzglednimy dokfadnie te miejsca jakie w oddzielnych
czeSciach sktadowych zajmuja cyfry, przekona¢ sie tatwo, iz zera
mozna w pisaniu catkiem wypuszczaé; do$¢ bowiem rozwazy¢, ze
kazda nastepujgca cze$¢ sktadowa ma o jedno zero mniej od po-
przedzajacej; a wiec wypuszczajac z niej zera, wypada pozostatosc
zawierajgcg same cyfry wysuna¢ o jedne cyfre w prawo. Wypu-
Sciwszy wiec zera w dwoch poprzedzajacych przyktadach, bedg one
tak wygladac:

3682 24382
. 9 22 . 4.
2 X3 X6 . .36- 2 X2X4 . .16-
62 . . 36- 41 . . 16-
2 X 36X 8 .o 576- 2 X 24X 3 . .144-
82 . . 64 32 . . 9-
135494 2 X 243X 8

9 3888y

“ 5943844,



Z tych i innych w podobny sposéb przeprowadzonych przy-
ktadéw, wypada nastepujace prawidto tworzenia kwadratu z liczby
kilkocyfrowej:

1 Pierwsza cyfra pierwiastku daje kwadrat z siebie same;j.

2. Kazda nastepujgca cyfra pierwiastku daje na kwadrat dwie
czeSci: dwukrotnos¢ liczby ja poprzedzaj.gcej pomnozong przez lez
cyfre, i kwadrat z siebie same;j.

3. Gdy wszystkie te czesci sktadowe lak pod sobg napiszemy,
ze kazda nastepujgca wysunieta bedzie o jedne cyfre na prawo, a
potem tak jak sa pod sobg napisane dodamy do siebie, suma bedzie
kwadratem danego pierwiastku.

Przyktady.

) 12342
V- oL e
2 X1X 2 L 4
2% . . 4
2 X 12X3 . . T2
32 9-
2X 123X 4 . . 984
42 16
“ T522756"
2) 94-9072
9r . .81-
2 X9X4 L. T2
L 16
2 X 94X9 . . 1692-
92 . . 81...
2 X9490X 7 ... 132860
72 49
9007-8886407”
3) 7242= 2 4) 10922= 2 5) 0%340813= ?

6) Woynale$¢ powierzchnie kwadratu, ktérego kazdy bok ma 3' 5"
dtugosci. (Trzeba dtugos¢ jednego boku wynies¢ do kwadratu).

7) Co kosztuje plac kwadratowy pod kamienice, gdy bok tegoz
placu ma dlugosci 9° 3', a kazdy sazen kwadratowy zgodzono
po 35 zir. 20 kr. ?

8§ 37.
Sposéb wyciggania pierwiastku kwadratowego z liczby jakiej,
daje sie wyprowadzi¢ z prawa, wedlug ktoérego cyfry pierwiastku
kwadratowego wchodza w skiad kwadratu.



Wynoszac np. 7342 do kwadratu, bedzie :
73422
yr® .49
2 X 7 X 3 . 42,
32 . . . 9 .
2 X 73 X 4 58 4.
42 16 .
2 X 734 X 2 293 6.
2a 4

53 (9049164

Poniewaz pierwsza cyfra pierwiastku daje w kwadracie jedno
albo dwa miejsca, dla kazdej za$ nastepnej cyfry pierwiastku zawsze
dwa miejsca w kwadracie przybywajg, zatem kwadrat liczby zawie-
ra w sobie albo dwa razy tyle cyfer ile ich jest w pierwiastku, al-
bo o jedne mniej. Podzieliwszy tedy kwadrat od prawej ku lewej
na przedziaty po dwie cyfer, przyczem pierwszy z lewej strony prze-
dziat moze takze tylko jedne mie¢ cyfre, bedzie w ogéble tyle prze-
dziatéw, ile jest cyfer w pierwiastku.

Aby nastepnie wynales¢ cyfry, jakie w pierwiastku by¢ powin-
ny, musimy rozwazy¢ iz:

Kwadrat pierwszej cyfry pierwiastku zawarty jest w pierwszym
przedziale; pierwszg tedy cyfrg pierwiastku bedzie ta cyfra najwyz-
sza, ktorej kwadrat miesci sie w pierwszym przedziale; tg cyfra
jest 7. *

Gdy wiec pierwszg cyfre pierwiastku 7 #yniesiemy do kwa-
dratu, kwadrat ten odejmiemy od pierwszego przedziatu, i do pozo-
statej reszty 4 przypiszemy drugi przedziat 90, to w powstatej w ten
sposéb liczbie 490 zawarte sg te czeSci, ktére w kwadracie powsta-
ty z drugiej cyfry pierwiastku, tojest iloczyn z tej drugiej cyfry i z po-
dwojonej pierwszej cyfry, tudziez kwadrat z drugiej cyfry; wihasciwie
za$ iloczyn z drugiej cyfry i z podwrojonej pierwszej cyfry pierwiast-
ku rozcigga sie tylko na pierwszg cyfre drugiego przedziatu, zatem
zawarty jest w 49. A wiec cyfre, ktdra powstata z poprzedzajgcej
reszty iz przypisania do niej drugiego przedziatu, z wylaczeniem
ostatniej cyfry, tojest liczbe 49 podzieliwszy przez podwojong pierw-
szg cyfre pierwiastku, to jest przez 14, wypadnie 3 na druga cyfre
pierwiastku.— Dalej, aby utworzy¢ czesci sktadowe kwadratu, ktére
z tej drugiej cyfry pierwiastku powstajg, mozna, — zamiast pomno-
zenia naprzod pierwszej podwojonej cyfry pierwiastku przez druga,
nastepnie tej drugiej cyfry samej przez sie, potem umieszczenia tego



drugiego iloczynu pod pierwszym, z wysunieciem go o jedne cyfre
na prawo, i nareszcie odbycia dodania, — mozna mowie kréciej po-
stapi¢, a to, gdy do podwojonej pierwszej cyfry pierwiastku, to jest
do dzielnika 14 przypisze sie drugg cyfre pierwiastku 3, i powstalg
w ten sposéb liczbe 143 przez druga cyfre pierwiastku 3 pomnozy.
To jest mozna, zamiast ze przez pomnozenie
2.7.3= 14 .3 = 42-
i nastepne dodanie 32 = .3 = 9

bedzitf sie¢ mialo 429
otrzyma¢ to samo kréciej, bo 143 . 3 — 429.

Gdy ten wypadek 429 z drugiej cyfry pierwiastku odejmiemy
od reszty z dwoéch pierwszych przedziatdw, i do wyniklej ztad dal-
szej reszty 61 trzeci przedziat przypiszemy, to w powstalej w ten
sposob liczbie 6149, z wylgczeniem ostatniej cyfry, zatem wilasciwie
w 614 zawarte s te czeSci, ktére w kwadracie powstaly z trzecie
cyfry pierwiastku, to jest iloczyn z tej trzeciej cyfry i z podwojone
drugiej cyfry pierwiastku. Te wiec liczbe 614 podzieliwszy przez
podwojony pierwiastek 146, iloraz da trzecig cyfre pierwiastku. U-
tworzymy znowu czesci sktadowe kwadratu, ktére z tej nowej cyfry
pierwiastku powstaly, gdy do poprzedniego pierwiastku podwdjnie
wzietego tojest do dzielnika 146 przypiszemy nowo wynaleziong cy-
fre 4, i otrzymang tym sposobem liczbe 1464 przez te nowg cyfre
pierwiastku 4 pomnozymy.

Wypadajacy ztad iloczyn 5856 odjgwszy od poprzedniej calej
dzielnej 6149, do reszty 293 przypisawszy przedziat nastepujacy, i
otrzymang w ten sposob liczbe z wylgczeniem z niej ostatniej cyfry,
zatem 2936 podzieliwszy przez caly dotad otrzymany podwdjnie
wziety pierwiastek to jest przez 2 X 734 — 1468, bedziemy mieli
na iloraz czwartg cyfre pierwiastku 2.

Tak wiec caly rachunek utozy sie w ten sposéb :
n53 00149164 = 7342.

49 2X 1— '14
4910 . 143 X 3
£29 2X 73 = 146
61.4:9 >* 1464 X 4
585 6 2 X 734 = 1468
9368 : 14682 X 2
29364

u

lloczyn ktéry sie otrzymuje, gdy do kazdego z kolei dzielnika



przypiszemy nowo wynaleziong cyfre pierwiastku, i calg te liczbe
pomnozymy przez tez cyfre pierwiastku, iloczyn ten mozna w cza-
sie mnozenia odja¢ od razu od dzielnej. Rachunek bedzie wtedy tak

wygladat: \/53190J49164 = 7342.
49,0 © 143 X 3

6 14,9 . 1464 X 4

293 64 : 14682 X 2

Z tych i innych przykMlow,* na ktérych wskazane tu zasady
rozwiniemy i sprawdzimy, #4’ nika nastepujace prawidto wycigga-
nia pierwiastku kwadratowego:

1 Dang liczbe, poczynajagc od jednostek, trzeba podzieli¢
przedziaty po dwie cyfry; ostatni z lewej strony przedziat moze tez
mie¢ jedne tylko cyfre. Gdy liczba ma przy sobie utomki dziesietne,
podziat na przedziaty w tej czesci ktora zawiera catkowite poczyna sie
od kropki odgraniczajacej dziesietne ku stronie lewej, a w czesci
zawierajacej dziesietne od tejze kropki ku stronie prawej; jezli
w dziesietnych na ostatni z-prawej strony przedziat jedna tylko cyfra
wypadnie, wledy przypisuje sie zero, aby dziesietnych bylo parzysto.

2. Szuka sie najwiekszej cyfry, ktérej kwadrat zawarty ]
w pierwszym z lewej strony przedziale, i pisze sie jg na pierwszg
cyfre pierwiastku. Te cyfre wynosi sie do kwadratu i kwadrat ten
odejmuje sie od pierwszego przedziatu.

3. Nastepne cyfry pierwiastku wynajduja sie przez dzielenie.
| tak: do otrzymanej reszty przypisz przedziat nastepujacy; liczba
ta gdy od niej odtgczysz cyfre ostatnia, jest dzielng. Dzielnika zas$
bedziesz miat, gdy znaleziong wiasnie cze$¢ pierwiastku pomnozysz J
przez 2. Wtedy wykonasz dzielenie, a otrzymany iloraz jako nowa
cyfre przypisz tak do pierwiastku jak i do dzielnika.

4. Znjieniony w ten sposob dzielnik pomntfiykz -wtedy przez
mnvo wynaleziong cyfre pierwiastku, a iloczyn o”jrnfesz od dzielnej
wzietej razem z ta ostatnig cyfrg, ktoras od niej wprzéd odigczytes.
Jezli ten iloczyn nie da sie odja¢, cyfra ktéras wihasnie wzigt na
pierwiastek jest za wielka; trzeba wiec ztoniej*aé*te c|fre” tak aby
odejmowanie dato sie uskutecznic. * Vi

5. Do otrzymanej reszty spjjszptg .rtow» jwzedziat naste-
pujacy i powtarza dziatanie w taki sposéb jak pierwej, dopoki
wszystkie przedziaty z kolei nie wyjdg. JeZli 'na jaka cyfre pier-
wiastku wypadnie 0, wtedy nie mnozgfc i nie odejmujac spuszcza
sie zaraz przedziat nastepujacy, ale wprzddtrzeba to zero przypisac
tak do pierwiastku jak i do dzielnika.



6. Jezli w kwadracie sg dziesietne, trzeba wtedy gdy sie przy-
stepuje do spuszczenia pierwszego przedziatu dziesietnych, potozyé
w pierwiastku kropke, na znak iz od niej idg juz dziesietne.

A 7. Jezli na ukonczenie dziatania zadna nie zostata reszta, znak
to ze pierwiastek znalazto sie zupetnie, ze wiec dana liczba jest zu-
petnym kwadratem. Gdy za$ zostanie jaka reszta, znak to ze pier-
wiastek nie jest zupetny; mozna go jednakze oznaczy¢ dalej w dzie-
sietnych z wszelkiem dowolnem przyblizeniem, a to przypisujac do
kazdej reszty po dwa zera, i ciggngc dalej dziatanie w sposéb juz
wiadomy.

Przyktady.
1) \/3|7 6j36 = 194
276 29 X 9
153t6 : 384 X 4
arr
2) \/3418 6178)4 410 1 == 59049.
9 8,6 109 X 9
57844 ;11804 X 4
1062801 : 118089 X 9

3) \/3115 = 17*7482 vy . . *
215 27 X 7
260,0 £ 347 X 7
1 710,0 © 3544 X 4
292 40,0  : 35488 X 8
849 60,0 : 354962 X 2
| 39 67,6
4) V17| 76-62125 =  42-15.
176 . 82
1262 : 841
42125 : 8425

5)  \/5|7 43117810 = 23-9857.
174 *43
45 31 1469
41078 14788
277410  :47965
375850,0: 479707

400 55,1
6) = v/0-87|50 = 0-935414 ..
| 65,0 : 183
10 10,0 : 1865
77 50,0 . 18704
268 40,0 . 187081
i 8131 90,0 © 1870824

648 604
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Jezli w pierwiastku ma byé bardzo wiele dziesietnych, mozna
robote znacznie skroci¢. | tak:majac  juz zwyczajnem dziataniem
0 jedne cyfre w pierwiastku wiecej nizeli potowa liczby wszystkich
cyfer jakie w pierwiastku by¢ majg, wtedy zamiast do reszty przy-
faczy¢ dwa zera, wypuszcza sie w nowym dzielniku ostatnig cyfre,
1 wynajduje dalsze cyfry pierwiastku za pomoca dzielenia skrdcone-
go. Naprzykiad :

7) Aby z 7*3891 wyciggna¢ pierwiastek kwadratowy o siedmiu
dziesietnych, bedzie
doktadnie

\/7-38|91 = 2-7182899 .
338 D47
99,1 : 541
45 00,0 : 5428
157 60,0 : 54362 |
48 87,6 -0,0 : 5436%
538'4 160,0 V 543B569
49 1 247 90,0 : 54365789

1 955799

, skréceniem

v/7-38|91 = 2-7*82899 .
338 T 47 -
99 1 : 541
45000 : 5428

157600 : 54362
48876 : 54,3.6,4
5385 '
492

S - 3
8) V 1'7|82|35J20 = 1-2562783 .

> 57 122
138,2 1 245
15 73,5 : 2506

6992 0 : 25122
.1967,6 : 25124
2 V,

08'9 V-C*
- e %79
4
9) \/582169 = 2 10) \/6849-2176 — ?
11) v*0-000256 = ? 12) \/0-0144144036 = ?
13) \/321 = ? 14) \/235689 = 2
15) \/3"52 = ? 16) \/035821 = ?

*7) = » 18) /s = 7?



19) tagka kwadratowa ma powierzchni 12C~in0 28 D'; jakaz jest
dtugo$¢ boku tej tgki ?  Jfv

Aby z powierzchni kwadratu znale$¢ dtugos$¢ jednego boku, trzeba
z tejze powierzchni wyciggna¢ pierwiastek kwadratowy.
1201\J° 28D' = 43264D", \/43264 = 208' = 34° 4

20) Gdy kwadrat ma powierzchni 2D° 15D' 16Q", jak wielki jest
jego bok ?  1° 3' 4",

21) Jaka jest dtugos¢ boku kwadratu, ktdrego powierzchnia réwna
sie trzem kwadratom, zktérych jednego bok ma dtugosci i' 4",
drugiego 2' 1", trzeciego za$ 2' 3" ?

22) Dom, ktorego podstawa ma ksztalt prostokata, jest na 12° 5'
dlugi a na 8° 4' szeroki; jakaz jest odlegtos¢ dwoch naprze-
mianlegtych rogéw tego domu ?

Diugosé i szerokos¢ domu mozna uwaza¢ jako dwa boki czyli ka-
tety trojkata prostokatnego, ktérego przeciwprostokatng jest wiec
odlegtoscig dwdch naprzemianlegtych rogéw. Majac za$ w trdj-
kacie prostokatnym dang dtugos¢ obu jego katetéw, znajdziemy
przeciwprostokatna, gdy kazden katet wyniesiemy do kwadratu,
kwadraty te dodamy do siebie, i z ich sumy pierwiastek kwa-
dratowy wyciggniemy.

Diugos¢ = 12°5'
Szerokos¢ = 8°4'

77) , ., 112— 5929
52' | y 522= 2704

Przeciwprostokatng = \/8633

= 92*%91' =

= 15°2'11".

23) Jak dtuga musi byé drabina, aby po niej dosta¢ sie na budynek
majacy 2° 2' wysokosci, jezli sie ja pochylo w ten sposéb po-
stawi, ze spodem bedzie o 1° 2' od budynku odlegty ?

24) Drzwi na 7*2' wysokie a 4*5' szerokie majg by¢ opatrzone krzy-
zownicg; jakaz musi mie¢ dtugos¢ ta krzyzownica ?

25) Podiloga pokoju ma dlugosci 5° 3' 4", a 4° 1' 8" szerokoSci;
w innym za$ pokoju podloga ma tez same powierzchnig, ale
ksztatt kwadratu; jakze diuga jest jedna jej strona ?

26) Jak wielki jest promien kota, ktérego powierzchnia ma
I0d' 8ID" ? VvV 10"

Tu trzeba powierzchnie podzieli¢ przez 3*1416 (przyblizony stosunek
okregu kota do S$rednicy), i z ilorazu wyciggna¢ pierwiastek
kwadratowy.

27) Chcac zrobi¢ tarcze okragta, ktéraby miata powierzchni
2CT 39[H", jakaz da sie dtugos¢ promieniowi tej tarczy ?



V. Wynoszenie liczb szczeg6lnych do szesciann, i wyciaga-
nie z nich pierwiastku szesciennego.

§. 38.
Dla utworzenia szescianu z jakiej liczby, do$¢ jest wzias¢ te
liczbe 3 razy za czynnika. Np.
7383 = 738 X 738 X 738 = 401947272.

(9f \3 9/ 'y o v/ 9/ 729/

9
v/16 / /16 /16 /16 — /4096*

7%023 = 702 X 702 X 7402 .= 345*948408.

Z trzeciego przyktadu widoczna jest, ze szescian z utomka
dziesietnego musi zawieraé w sobie trzy razy tyle dziesietnych ile
ich ma dany utomek dziesietny, ze wiec w zupetnym szescianie licz-
ba dziesietnych jest zawsze wielokrotnoscig liczby 3.

Trzecie potegi liczb jednocyfrowych sg :
Pierwiastek szescienny: 1,2, 3, 4, 5 6, 7, 8 9;
Szescian: 1,8, 27, 64, 125, 216, 343, 512, 729.
Aby pdzniej modz nauke wyciggania pierwiastkéw szesciennych
nalezycie uzasadni¢, wytozymy tu drugi sposéb wynoszenia liczby do
szescianu, biorgc do tego za podstawe wzOr nastepujacy :
(a b)3 = a3+ 3akd 4- 3ab24" b3
Abywedtug tego wzoru wynie$¢ np. liczbe 57 doszescianu,
bedzie
573= (50 4*7)8= 5034" 3 X 502X 7+ 3 X 50 X 72+ 73
Chcac liczbe trzycyfrowg np. 429 wynie$¢ do szescianu, trzeba
ja naprzdéd roztozy¢ na dwie czeSci 420 i 9, a bedzie wedtug po-
WyZszego wzoru
4293— (4204-9)3= 4203+ 3 X 4202X 9+ 3 X 420 X 924- 93;
gdy za$ podiug tegoz wzoru jest
4203 = (400+ 20)3= 4003+ 3 X 4002 X 20
+ 3 X 400X 2024- 20%;
zatem kladac te warto$¢ wyzej zamiast 4203 wypada
4293 =2 4003+ 3 X 4002X 20 + 3 X 400 X 202+ 203
4-3 X 4202X 9+ 3 X 420 X 92 + 93;
lub umieszczajac pojedyncze czesci pod sobg i rzeczywiscie je roz-

wijajac, 4293 — 4003 . . . 64000000
— 3 X4002 X 20 . . . 9600000

— 3 X400 X 202 . . . 480000

4- 203 . . . 8000

4- 3 X4202X 9 . . . 4762800

+ 3 X420 X 92 . . . 102060

+ 93 . . . 729

“789535809.



Podobniez otrzymuje sie takze

12843 = 10003 . . . 1000”00000
-i- 3 X 1000a X 200 . . . 600000000
+ 3 X 1000 X 2002 . . . 120000000

4-2003 . . . 8000000

4- 3 X 12002 x 80 . . . 345600000
4- 3 X 1200 X 80a . . . 23040000
4- 803 .. . 512000

4- 3 X 12802 X 4 . . . 19660800
4- 3 X 1280 X 42 . . . 61440
4- 43 . . . 64

, 21168743047

Zera mozna w przypisywania pojedynczych czesci skfadowych
catkiem wypuscié, tylko kazda nastepujaca cze$¢ trzeba wysungé o
jedne cyfre na prawo. Dwa wiec ostatnie przyktady, gdy w nich
zera wypuscimy, bedg tak wygladac:

4293
3 X 42X 2 . 1.96¢
3 X 4X 2) . . . 48-
23 8-
3 X 421X 9 . . . A47628-
3 X 42X 9a . . . 10206-
93 . . . 729
18953589.
12843
3 X 11 X2 6-
3IX 1 X213 . . . 12
23 . .. 8-
3X 12axXx 8 . .. 3456-
3 X 12 X82 . . 2304-
8s . . . 512 -
3 X 128aX4 . . . 196608-
3 X 128 X 42 . . . 6144-
43 . . 64
2116874304.

Z tych przyktadow wypada nastepujace prawidto tworzenia
szeseianu z liczby hilkocyfrowej :

1 Wzigs$¢ szescian pierwszej cyfry pierwiastku.

2. Z kazdej nastepnej cyfry pierwiastku utworzy¢ trzy czesci,
to jest: potrdjny kwadrat tej liczby ktdéra jg poprzedza, pomnozony



przez tez cyfre; potrojong liczbe ktdra jg poprzedza, pomnozona
przez kwadrat z tejze cyfry; nareszcie szescian tej cyfry.

3. Czedci te napisa¢ jedne pod druga w takim porzadku, al
kazda nastepujaca wysunieta byta na prawo o jedne cyfre, a potem
dodaé¢ wszystko do siebie.

Przyktady™>*

) 39153
33 27-
3 X 31X 9 243-
3X 3 X 92 729-
93 720%
3 X 39IX 1 4563-
3X 39x12 . 117
3 X 3912X 5 2293215 -
3 x 391X 52 = 20325 .
*53 125
60006085875
2) 2-18063
23 8
3X 21 X1 12
3X 2 X2 6
13 1-)
3X  21* X8 10584-
3X 21 X 8a 4032-
83 512
3 X 21801 X 6 85543200-
3 X 2180 X 62 235440-
63 . 216
10368788674616.
3) 2373= 2 4 17833 = 2 5)  0%0810523= 2

6) Jaka jest objetos¢ szescianu, ktérego krawedz ma 2' 8" dlugo-
§ci ? (Trzeba diugos¢ krawedzi wynies¢ do potegi 3ciej).

7) Krawedz kamienia w kostke (to jest w szescian) ociosanego jest
174", jaka jest objetos¢ tego kamienia ?

8. 39.

Chcac wskaza¢ droge, ktorg w wycigganiu pierwiastku sze-
Sciennego postepowac nalezy, najstosowniej bedzie zastanowi¢ sie,
w jaki sposéb w skitad szescianu wchodzg czesci pierwiastku sze-
$ciennego, aby je przy wyciaganiu pierwiastku umie¢ nalezycie wy-
dobyc¢.



Wynoszac np. 4567 do szescianu, bedzie

45673
43 . . . 64 o
3 X 42 X5 ... 240
3 X 4 X52 e 300.
53 125 -
3 X 45X 6 .1 .3 645 0e
3 X 45 X 62 o 48 60.
63 . . . 216 -
3 X 4562 X 7 . . 436 665 6
3X 456 X 11 « m o 670 32.
73 . . 343

9512561521263

Poniewaz pierwsza cyfra pierwiastku daje w szescianie jedno,
dwa albo trzy miejsca, a dla kazdej nastepnej cyfry pierwiastku za-
wsze trzy miejsca w szescianie przybywajg, zatem szescian liczby
zawiera w sobie zawsze albo trzy razy tyle cyfer ile ich jest w pier-
wiastku, albotez o jedne lub o dwie mniej. Podzieliwszy tedy sze-
scian od prawej ku lewej na przedziaty po trzy cyfer, przyczem
pierwszy z lewej strony przedziat moze takze mie¢ tylko jedne albo
dwie cyfry, bedzie w ogole tyle przedziatéw ile pierwiastek ma cyfer.

Aby cyfry pierwiastku jedne po drugiej wynale$¢, musimy roz-
wazyC iz :

Szescian pierwszej cyfry pierwiastku zawarty jest w pierwszym
przedziale; znajdziemy wiec pierwszg cyfre pierwiastku, gdy wez-
miemy najwyzsza cyfre ktorej szescian miesci sie w pierwszym prze-
dziale ; w 95 miesci sie szescian liczby 4 to jest 64; zatem pierw-
szg cyfrg pierwiastku jest 4.

Gdy szescian pierwszej cyfry pierwiastku od pierwszego prze-
dziatu odejmiemy, i do reszty 31 drugi przedziat przypiszemy, w li-
czbie tej 31256 zawarte sa te trzy czeSci, ktére w szescianie po*
wstaty z drugiej cyfry pierwiastku, to jest iloczyn z potrojonego
kwadratu pierwszej cyfry przez drugg cyfre, iloczyn z potrojonej
pierwrszej cyfry przez kwadrat drugiej cyfry, i szescian drugiej cyfry,
kazda z tych czesci o jedne cyfre na prawo wysunieta; wiasciwie
za$ iloczyn z potrojonego kwadratu pierwszej cyfry przez druga cy-
fre pierwiastku, rozcigga sie tylko po pierwsza cyfre drugiego prze-
dziatu. Zatem liczbe 31256 po wypuszczeniu z niej dwdch ostatnich
cyfer, podzieliwszy przez potréjny kwadrat pierwszej cyfry pierwiast-
ku to jest przez 48, wypadnie 5 na drugg cyfre pierwiastku.

Rozwingwszy te trzy czesci sktadowe, ktére w szescianie z tej
nowej cyfry pierwiastku powstaty, i kazdg z nich wysungwszy o je-



dne cyfre na prawo, gdy sume #tych trzech czesci odejmiemy od
reszty z dwdch pierwszych przedziatdwotrzymanej, i do nowej re-
szty 4131 trzeci przedziat przypiszemy, w powstatej ztad liczbie
4131152 po wylaczeniu z niej ostatnich dwéch cyfer, zatem w licz-
bie 41311 muszg by¢ zawarte te trzy czesci, ktére w szescianie po-
wstaty z trzeciej cyfry pierwiastku, tojest iloczyn z potrojonego kwa-
dratu dwoch pierwszych cyfer (jako jedna liczba wzietych) przez
trzecig cyfre pierwiastku. Podzieliwszy wiec 41311 przez potrojny
kwadrat liczby z dwdch pierwszych cyfer pierwiastku ztozonej, to
jest przez 3 X 452 czyli przez 6075, otrzymamy 6 na trzecig cy-
fre pierwiastku.

Utworzywszy dalej te trzy czeSci sktadowe, ktére w szescianie
z tej nowej cyfry pierwiastku powstaty, i kazdg z nich wysungwszy
0 jedne cyfre na prawo, gdy sume tych trzech czesci odejmiemy od
reszty z trzech pierwszych przedziatowotrzymanej, i do nowej re-
szty 437336 czwarty przedziat przypiszemy, w powstatej ztad liczbie
437336263 po wylgczeniu z niej ostatnich dwdch cyfer, zatem w li-
czbie 4373362 zawarty jest iloczyn z potrojnego kwadratu trzech
pierwszych cyfer jako jedna liczba uwazanych, przez czwartg cyfre
pierwiastku. Zatem 4373362 podzieliwszy przez potréjny kwadrat
trzech pierwszych cyfer, tojest przez 3 X 4562 czyli przez 623808,
wypadnie 7 na czwartg cyfre pierwiastku.

Caly rachunek tak wyglada : /
\/95]256]| 152[263 = 4567.
64
. 31256 148 3 X 42
3 X 4aX5 . . 240
3 X 4X 5a . . 300-
53 . . 125
4131 152 6075 3 X 4ba
3 X 452X 6 . . 3645 0-
3 X 45X 62 o o 48 60 *
63 . . 216
437 336 263 1623808 3 X 4562
3 X 4562 X 7 . . 436 665 6
3 X 45 X 72 . . 670 32-
73 . 343

Z powyzszego wynika nastepujagce prawidto wyciggania piere
wiastku szesciennego:



1 Dang liczbe, poczynajac od jednostek, trzeba podzieli¢ od
prawej ku lewej na przedziaty po trzy cyfry; pierwszy z lewej stro-
ny przedziat moze tez miefé tylko jedne lub dwie cyfer. Gdy dana
liczha ma przy sobie utomki dziesietne, te, poczynajgc od kropki
dzieli sie ku prawfj stronie na przedziaty; jeZli na ostatni z prawej
strony przedziat zostaje mniej niz trzy cyfer, przedziat ten uzupetnia
sie zerami.

2. Szuka sie najwiekszej cyfry, ktdérej szescian zawarty jest
w pierwszym z lewej strony przedziale, i pisze sie ja na pierwsza
cyfre pierwiastku. Te cyfre wynosi sie do szescianu i odejmuje sie
go od pierwszego przedziatu.

3. Nastepne cyfry pierwiastku wynajdujg sie przez dzielenie.
I tak: do otrzymanej reszty przypisawszy przedziat nastepujacy, li-
czba ta gdy sie od niej odigczy dwie ostatnie cyfry z prawej strony,
jest dzielng; dzielnikiem za$ bedzie potrojny kwadrat z znalezionej
wiasnie cyfry pierwiastku. Otrzymany iloraz przypisuje sie jako no-
wg cyfre do pierwiastku.

4. Teraz potrzeba utworzy¢ te czesci sktadowe, ktére w sze-
scianie z tej nowej cyfry pierwiastku powstaty, to jest potréjny kwa-
drat z liczby jg poprzedzajacej pomnozony przez tez cyfre, potrojo-
ng liczbe poprzedzajacg pomnozong przez kwadrat tej cyfry, i sze-
scian z niej samej; pierwszg z tych trzech czesci sktadowych pisze
sie pod dzielng, a kazdg z nastepujagcych pod tg pierwsza, wysu-
wajac o jedne cyfre na prawo; potem sume tych czesci odejmuje
sie od dzielnej, wzietej razem z temi dwiema cyframi, ktore sie od
niej wprzéd odigczyto. JeZli ta suma nie da sie odja¢, znak to, iz
cyfra ktorg sie wilasnie wzieto na pierwiastek, jest za wielka; trzeba
wiec zmniejsza¢ ja, tak aby odejmowanie dato sie uskutecznié.

5. Do otrzymanej reszty spuszcza si¢ znowu przedziatl naste-
pujacy i powtarza dziatanie w taki sposob jak pierwej, dopoki wszy-
stkie przedziaty z kolei nie wyjda. Jezli na jaka cyfre pierwiastku
wypadnie 0, wtedy trzeba nierozwijajac trzech czesfci sktadowych i
nie odejmujac, spusci¢ zaraz przedziat nastepujacy, ale wprzéd nale-
zy przypisa¢ do pierwiastku jedno zero, a do dzielnika dwa zera.

6. Jezli w danej liczbie to jest w danym szescianie sg dzie-
sietne, wtedy przystepujac w rachunku do spuszczenia pierwszego
przedziatu dziesietnych, trzeba potozy¢ w pierwiastku kropke, na
znak iz od niej idg juz dziesietne.

7. Gdy na ukonczenie dziatania zadna nie zostanie reszta, znak

8



58

to ze pierwiastek znalazto sie zupelnie, ze wiec dana liczba jest sze-
Scianem zupelnym. Jezli za$ zostanie jaka reszta, znak to ze pier-
wiastek nie jest zupeiny; mozna go jednakze oznaczy¢ w dziesiet-
nych z wszelkiem dowolnem przyblizeniem, a to przypisujgc do kaz-
dej reszty po trzy zera, i ciggnac dalej dziatanie %/ sposéb juz wia-
domy.

Przyktady.

1). v"140/6 08 = 52.
125

156,08 : 75
150

60

8.

2) \/'30|5 17|5 78|125 = 3125.
27

~3517 27
27

9

1

7265,78 : 2883
5766
372
8

146 2 50 1,25 1 292032
1460160
23400
125

3) V'242-9 701624 =  6-24.
216
269,70
216
72
8

464 26,24 : 11532
46128
2976
64

;108



4) \/'7|8 24 — 19-852 .

68,24 : 3
27
243

729

965000 : 1083
8 664
364 8
512

~ 616 08,00 : 117612
588 060
14850
125

26 533 750,00 : 11820675
23 641 350
23820
8

2890 017 92

5 \>5818 = n>5-187|50 = 1-731 .
1

4 1,87 3
21

147

343

2 74 5,00 © 867

260 1
459
27

9 7830,00 : 89787

89 787
519
1

799109

6) \%-CO0j070= 00412 .. .
64

“60,00 1 48
4
P
1
~107 90,00 s 5043
100 86
49 2
8

65412
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1 9)
i)
113)

15)
117)

m18)

m19)

120)

m2l)

122)

#40353607 = ? 8) 78108486729 = ?
\/0017173512 = ? 10) \V/I-191016 = ?
\/29 = 2 12) \/123456789 — ?
\Z13-0835 = ? 14) \/0*0000297 a ?
d 39 ==7 16) \N2712 == 7

Gdy objeto$¢ szescianu wynosi 438976 cali szeSciennych, jakze
dtugg jest jego krawedz ? 76",

Aby z objetosci szescianu wynales¢ dtugos¢ jego krawedzi,
wycigga sie z tejze objetosci pierwiastek szescienny.
Objeto$¢ szescianu wynosi 4' szesciennei 237" szeSciennych;
ilez ma dtugosci krawedz jego ? 17/ 3",
Jaka jest dtugo$¢ krawedzi szescianu, w ktorego objetosci mie-
§ci sie objetos¢ dwoch szescianow, z ktorych jeden ma w kra-
wedzi 2' 5" a drugi 1' 8" diugosci ?
Kotlarz ma zrobi¢ kociot ksztattu szescianu, majacy trzymaé 592
garncy; jakaz: musi da¢ diugos¢ krawedzi tego kotta, wiedzac
iz jeden garniec czyni 210" szedciennych i 3" szescienne ?
Jak Mielka jest Srednica kuli, ktérej objetos¢ wynosi 25' sze-
seijrnnyA i 1402" szesSciennych ?

virzeWi objeto$¢ pomnozy¢ przez — to jest przez

czyli pritez Y9099, i z otrzymanego iloczynu wyciggnaé pier-
wiastek szescienny.

Kula mosiezn®pwazy 4 funty; jak wielka jest $rednica tej kuli,
gdy 1 cal'lszescienny mosigdzu wazy 8% futa.



ROZDZIAL CZWARTY.

Nauka o kombinacyach.

8. 40.

Przedmiotem nauki o kombinacyach («Rombinajion§[ef)re) jest
w o0golnosci uktadanie r6znemi sposobami i zestawianie danych ilo-
§ci, czy to gtoskami czy liczbami szczeg6lnemi wyrazonych. Kazda
takg ilos¢ dang zowiemy wyrazem (dlement), a potaczenie z soba
d\véch lub wiecej wyrazéw, wedtug pewnych praw z nauki tej ida-
cych, zowiemy gromadka (©rupjje, “omplegion).

Mamy tu dwa gtéwne zadania do rozwazenia:

Albo idzie o to, aby dane wyrazy pouktada¢ tak w gromadki,
izby wszystkie w kazdg gromadke wchodzity. Tak np. z trzech gto-
sek a, b, ¢, mozna ulozy¢ sze$¢ porzadkiem gtosek roznigcych sie
gromadek, jakoto: abc, acb, bac, bca, cab, cha. Takie ulozenie wy-
razbw nazywamy przektadaniem (“ermutiren).

Albo tez idzie o to, aby z danych wyrazéw utworzy¢ wszyst-
kie jakie by¢ moga pofaczenia po dwa, po trzy, po cztery .
wyrazy, bez wzgledu na porzadek wyrazow w gromadkach. Takie
taczenie danych wyrazéw nazywamy kombinowaniem («Rombiniren).
Potgczenie dwoch wyrazéw nazywa sie ambo lub kombinacyg dru-
giego rzedu, potaczenie trzech wyrazéw terno lub kombinacya trze-
ciego rzedu, czterech wyrazéw kwaterno lub kombinacyg czwarte-
go rzedu, i t. d. Cztery gloski a, b, ¢, d, dajg szes¢ amb: ab, ac,
ad, bc, bd, cd; cztery tern: abc, abd, acd, bcd, i jedno kwa-
terno abcd.

Tak w przektadaniu jak i kombinowaniu idzie o dwie rzeczy:
0 istotne utworzenie gromadek zgdanych, i o oznaczenie mnogo-
§ci gromadek.

Wyrazy oznacza sie albo przez liczby w naturalnym porzadku
po sobie idace, w ktorym to razie kazda liczba przybiera nazwisko
skazdwkt (3eiger), albotez przez gtoski.



Moéwimy ze gromadka jest uporzadkowang (gut jjeorbnef), gdy
w niej skazéwka najnizsza jest na pierwszem miejscu, a po niej z ko-
lei coraz wyzsze skazOwki, tak iz najwyzsza na ostatniem przypadat
miejscu, np. 123, 134; gdy przeciwnie gromadka 132 nie jest upcf*
rzagdkowang. Z dwdch gromadek zawierajacych jedne i te same ska-;
zO6wki ta zowie sie icyzszg, ktdra wzieta w znaczeniu swojem jako
liczba, wyzsza ma warto$¢; np. gromadka 132 wyzsza jest niz 173;
réwniez 234 wyzsza jest niz 124.

Z glosek za$ bierzemy te za wyzsze, ktére w zwyczajnym po-
rzadku abecadta pOzniejsze majg miejsce; tak gromadka abcd jest
uporzadkowana, a achd nie jest uporzadkowana; za$ achd jest gro-
madka wyzszg nizeli abcd.

I. Przektadania (“ermutajioncn).

§e 41.

L Aby z kilku danych wyrazéw otrzymac¢ wszelkie jaki
by¢ moga przektadania, trzeba najpierw wyrazy te utozy¢ w gro-
madke uporzadkowang; z utozonej w ten sposéb gromadki najniz-
szej tworzy sie gromadke z kolei wyzszg, przemieniajgc miejsca tyl-
ko dwdch ostatnich wyrazow; dalej, aby mie¢ nastepng gromadke,
gdy juz tym dwém ostatnim wyrazom miejsca zmieni¢ nie mozna,
trzeba w miejsce trzeciego wyrazu tylnego wstawi¢ wyraz z kolei
wyzszy, a po nim dwa pozostate uporzgdkowane; nastepnie w otrzy-
manej gromadce mienia sie miejsca dwdm ostatnim wyrazom. W ten
sposob postepuje sie aby z kazdej gromadki mie¢ w kolei nastepu-
jaca wyzsza, dopdki sie nie dojdzie do najwyzszej, ktdéra sie po
tem poznaje, ze wyrazy w niej sa w odwrotnym porzadku z wyra-
zami gromadki pierwszej. Np.

Wyrazy 1, 2, 3. Wyrazy a, b, c.
123 213 312 abc bac cab
132 231 321 acb bca cha

Wyrazy a, b, ¢, d.
abcd bacd cabd dabc
abdc badc cadb dacb
acbd bcad cbad dbaé
acdb bcda chda dbca
adbc  bdac cdab dcab
adcb bdca cdba dcha

W taki sam sposob postepuje sie tez gdy miedzy wyrazami
sg niektdre sobie rowne. Np.



Wyrazy a, b c c
gbbbcc babbcc bbabcc  bcStIBE“ N cawStfcf  cbabbc  ccabbb
abbcbc babcbc bbacbc  bcabcb  cabbcb cbabch ccbhabb
abbcchb babcch bbacch  bcacbb  cabcbb cbacbb ccbbab
abcbbc bacbbc bbbacc bcbabc  cacbbb cbbabc ccbbba

abchcb bacbch bbbcac  bcbacbh cbbacb
abccbb baccbb bbbcca  bcbbac cbbbac
acbbbc bbcabc  bcbbca cbbbca
acbbcb bbcacb  bcbcab cbbcab
acbcbb bbcbac  bchcba cbbcba
acchbb bbcbca  bccabb cbcabb

bbccab  bccbab cbchab

bbccba bccbba chcbba

8. 42.
2. Ze sposobu otrzymywania przektadan mozna tez tatwo mno-

gos$¢ ich oznaczyc.

Rozwazmy najpierw przypadek, w ktérym dane wyrazy sa
wszystkie odmienne.

Zjednego wyrazu a nie mozna mie¢ jak tylko tenze sam wyraz.

Dwa wyrazy a i b dajg dwa zestawienia, jakoto ab i ba.

Z trzech wyrazow e kazdy moze byé dwa razy na pier-
wszem miejscu, a dwa inne po nim, mieniajagc ich miejsce miedzy
sobg; zatem bedzie 2 X 3 == 6 rdznych zestawien.

Z czterech wyrazéw a? b, or d kazdy moze by¢ tylekrotnie na
pierwszem miejscu, ilekro¢ trzy inne miedzy sobg miejsce mieniaé
moga,zatem 6 razy; bedzie wiec 6 przekladan z gtoskg ana cze-
le, tylez z gtoskg 2Z tylez z c i tylez z d naczele;razem  wiec
6 X 4 = 24 rbéznych zestawien.

Podobniez przekona¢ sie mozna, ze 5 wyrazéw daje 24 X 5
= 120 przektadan.

Oznaczajac wiec mnogo$¢ wszystkich przektadan z n rozmai-
tych wyrazéw przez Pn (liczba przektadarh z »), bedzie wedtug po-
przedzajgcego

Pi i;
=4-2- =-1 .2;
Pg = 3= 1.2.3;
P4=P3.4= 1.2.3.4;
P5= P4.5= 1.2.3.4.5;
zatem w ogolnosci
Ph= 1.2.3.4. (n— 1) .n



A tak : liczba przektadan z danej mnogosci wyrazoéw, jest
rowna iloczynowi z szeregu liczb naturalnych od 1 az do tej
liczby, ktéra wskazuje mnogo$¢ wyrazow.

lloczyn 1.2.3.4. . . .(n — 1) .n zwyklo sie wyrazaé
symbolicznie przez n! ; jest wiec
P2= 2!, P3= 3!, P4= 4! . . . .Pn= n!
8. 43.

Liczba przektadan wypada mniejsza, gdy niektére wyrazy sg
jednakowe\ czyli gdy miedzy danemi wyrazami niektére sie powta-
rzajg*

Majac np. znale$¢ liczbe przektadan z wyrazow a, b, b, b, c;
w takim razie trzem jednakowym wyrazom b przydawszy skazowki,
i uwazajgc a, bt, b2, b3, ¢ jako catkiem odmienne wyrazy, liczba
przektadan bytaby 5! = 120. Wyobraziwszy sobie przektadania te
jako rzeczywiscie utworzone, ujrzelibySmy ze miedzy gromadkami
jest zawsze jaka$ mnogo$¢ takich, w ktérych a i o powtarzajg sie
na tem samem miejscu, i ze gromadki te rdéznig sie tylko tem, iZ
w nich bj, b2, b3, odmienne zajmujg miejsca; a wiasciwie ponie-
waz bj, b2, b3 wedlug tego co sie wyzej powiedziato, dopuszczajg
zestawien rozmaitych 3! = 6, wypada wiec na kazde miejsce przez
a i c zajete zawsze 6 takich przektadan, ktore sie miedzy sobg roz-
nig samem zestawieniem tych glosek ktdére skazdwkami sg opatrzo-
ne; tak np. przekfadania w ktorych a jest na pierwszem, a d na
drugiem miejscu sg nastepujace :
abt cb2b3, abj cb3b2, ab2ch, b3, ab2cb3bt, ab3cb, b2, ab3ch2b,.

Wypusciwszy tu skazowki, to jest uwazajac wszystkie trzy b
jako jeden i ten sam wyraz, wtedy wszystkie te 6 przekfadan spty-
ng sie tylko w jedno abcbb. Tym sposobem w 120 przektadaniach
gdy wypuscimy skazowki, bedzie zawsze po 6 jednakich, to jest
z kazdych 6 przekfadan bedzie tytko jedno. Trzeba wiec liczbe prze-
ktadar z wszystkich wyrazéw podzieli¢ przez liczbe przektadan z wy-

razow jednakowych; zatem liczba wszystkich odmiennych przektadan
51 120
z glosek a, b, b, b, cjest — = — = 20.
o! 0
W tenze spos6b przekona¢ sie mozna ze wyrazy a, b,b, b, b, ¢
dajg P - I223 g.-A = 30 roznych przektadan.
Gdyby w danych 10 wyrazach, procz 4 jednakowych wyrazow

byto tez jeszcze i 3 innych jednakowych wyrazéw, trzebaby z takichze



powoddw liczbe przektadan ~ przez wzglad na (e 3 jednakie wy-
razy jeszcze iprzez 3! podzieli¢; a tak liczba wszystkich przektadan

odmiennych b,l,b, — = 1e2e3e¢4e5e8¢18:J L° = 2520,,.
J J M43l 1.2.3.4. 1.2.3

8. 44
Przyktady.

1) lle razy moga 6 os6b u stotu siedzacych zmienia¢ miedzy sobg
miejsca, aby wszystkie jakiemogg by¢ szyki wkoleizabraty?
6!'= 1.2.3.4.5.6 = 720 razy.
2) lle razy mozna zmieni¢ kolej 24 gtosek abecadta ?
241 = 620,448401733239433360p00 razy.

3) lle razy mozna jedne gatke bialg, dwie niebieskie i trzy czer-
wone rozmaicie z sobg poprzektada¢ ?
& = _:E_.__Z__.“S“._fl-“._?“.“G_ = 60 raz

/213! 1.2.1.2.3 %

4) W iloraki spos6b mozna pie¢ przegrodek obsadza¢ trzema réz-
nemi gatkami, biata, z6tg i czerwong ?

Za kazdym razem trzy tylko przegrédek moze byé gat-
kami obsadzonych, a dwie bedg prozne; wystawiwszy wiec So-
bie, ze dwie prézne przegrodki obsadzone sg przez 0, bedzie-
my mieli 5gatek, miedzy  ktéremi 0 zachodzi dwarazy; be-

dzie wiec
= ?2"?| 324~ = sposobOw obsadzenia.
5) llekrotnie dadzg sie poprzektada¢ czynniki kazdego z nastepuja-
cych iloczynéw: abcdef, aZkc =: aabc, adzxd, x324
am-nfan ?

. Kombinacye

8. 45.

Rozrézniamy kombinacye bez powtarzania i z epowtarzaniem,
(ofjne unb mit 2Bieberf>ofungen), a (0o wedlug tego, jak jeden i ten
sam wyraz wchodzi raz lub wiecej razy w gromadke.

1 W sktadaniu (23i(bun8) kombinacyi postepuje sie tak jak
w przektadaniu, zawsze od gromadki nizszej do wyzszej

Aby z Kilku danych wyrazéw ztozy¢ wszelkie amba bez po-
wtarzania, taczy sie kazdy wyraz po kolei z nastepujacym.

9



Naprzyktad :

Wyrazy 1, 2, 3, 4. Wyrazy a, b, c, d, e
12, "13, 14; ab, ac, ad, ae;

23* 24, bc, bd, be;

34. cd, ce;

de.

Aby otrzymac terna bez powtarzania, taczy sie kazde z kolei
ambo z kazdym nastepnym wyrazem. Np.

123, 124, 134; abc, abd, abe; acd, ace, ade;
234. bed, bce; bde;
cde.

W podobny sposob skiada sie kwaterna, kwinterna .
bez powtarzania.

Chcac za$ z kilku danych wyrazow ztozy¢ wszystkie amba zpo-
wtarzaniem, trzeba kazdy z kolei wyraz potaczy¢ zsamym soba, i
nadto ze wszystkiemi nastepnemi wyrazami. Np.

Wyrazy 1, 2, 3, A4 Wyrazy a, b, ¢ d, e

11, 12, 13, 14; aa, ab, ac, ad, ae;
22, 23, 24; bb, bc, bd, be;
33, 34; cc, cd, ce;

44, dd, de;

ee.

Terna za$ z powtarzaniem otrzymuje sie, gdy kazde z kolei
ambo z powtarzaniem zigczymy naprzdd z wyrazem wyzszym w nie
wchodzacym, a potem z kazdym z nastepnych wyrazdéw. Np.

111, 112, 113, 114; 122, 123, 124; 133, 134; 144,
222, 223, 224, 233, 234; 244;
333, 334; 344;
444,

Wedtug takiej samej zasady sktada sie kwaterna, kwinterna,
* ¢ .z powtarzaniem.

§. 46.

2. Mnogosci roéznych kombinacyj z kilku danych wyrazév
dojdziemy z nastepujacego rozbioru.

Majac np. danych pie¢ wyrazéw a, b, ¢, d, e, otrzymamy na
pewno wszystkie amba bez powtarzania, gdy naprz6d wyraz a po-
taczymy z kazdym z kolei innym wyrazem, a potem toz samo uczy-
nimy z wyrazem b i z kazdym nastepnym. Gdy amba ktéresSmy
z kazdego wyrazu otrzymali utozymy w jeden rzad oddzielny, oka*
ze sie iz



a jest ab, ac, ad, ae;
» b, ab, bc, bd, be;
s C ac, bc, cd, ce;
d , ad, bd, cd, de;
e ae, be, ce, de.
Widoczna, iz tyle otrzymalismy rzedow ile jest wyrazéw, t. j.
5; a w kazdym rzedzie o jedno ambo mniej niz jest danych wyra-
zO0w, t j. 4; zatem wszystkich amb jest 5 X 4. Ale ze kazde am-
bo powtarza sie dwa razy, np. ambo bc, bos’my5p/9tri1czyli b zc tu

dziez o z b\ przeto amb odmiennych jest tylko —— = 10. Gdy-

by byto danych wyrazéw n, mielibySmy n rzedéw, a w kazdym rze-
dzie n — 1 amb, razem wiec n (n — 1); ale ze w tem jest za-
wsze amb jednakowych dwa po dwa, przeto wszystkich amb od-

. . nh—1
miennych jest nfp—1,
Dalej i to jest pewna, ze otrzymamy wszystkie terna bez po-

wtarzania, gdy kazde ambo zlaczymy z kazdym z kolei wyrazem,
précz tych dwoch, ktére w to ambo juz wchodza. A tak:

ambo ab daje abc, abd, abe; ambo bd daje abd, bcd, bde;

., ac , abc, acd, ade; . be , abe, bce, bde;
. ad , abd, acd, ade; . c¢d , acd, bcd, -cde;
. ae abe, ace, ade; . CEe ace, bce, cde;
. bc abc, bcd, bce; M de ,, ade, bde, cde.

5.4
Tu jest tyle rzedow ile przedtem byto amb, wiec = 10,
a w kazdym rzedzie o dwa terna mniej nizeli wyrazéw do kombi-

5X 4% "

nowania danych, to jest 3; razem wiec — tern. Ale ze kaz-

de terno wchodzi 3 razy, przeto ogtatnilaz Ii%zbe trzeba jeszcze po-
%

dzieli¢ przez 3, a wypada iz jest # " —-=: 10 tern odmiennych.
Gdyby byto danych n wyrazéw, otrzymalibysmy —jm '~ 3
tern.

Rowniez przekona¢ sie mozna ze z n wyrazow jest

wszystkich kwatern - 7N - ~
. nn—1)mMm—2 n—3) (n—4
kwintern  -------------- 1707175 ——-mmmmmmmme-
tak dalej.
Latwo jest z powyzszych liczb wyczyta¢ prawo. Oto mnogo$c¢



kombinacyj jakiegobadZ rzedu bez powtarzania, daje sie oznaczyc
przez utomek, ktérego tak licznik jak mianownik tyle ma czynnikéw
ile jest wyrazéw w jednej kombinacyi; pierwszy czynnik w liczniku
rowny jest mnogosci wszystkich wyrazow, a kazdy nastepny jest
coraz o0 1 mniejszy; mianownik za$ jestto szereg naturalny czynni-
kow poczawszy od 1 az do takiej liczby, ktéra wyraza mnogos$é
wyrazéw w jedne kombinacje wchodzacych.

8- 47.

Podobnez uwagi doprowadzg nas do oznaczenia mnogosci kom-
binacyj z powtarzaniem.

Majac np. tak jak wyzej pie¢ wyrazéw a, b, ¢, d, e, otrzyma-
my z nich na pewno wszystkie amba z powtarzaniem, gdy kazdy
wyraz potgczymy sam z sobg i nadto jeszcze z kazdym z Kolei in-
nym wyrazem, nie wytgczajac przy tem i siebie samego.

Napisawszy tedy w oddzielnych rzedach amba powstajace z ta-
kiego potaczenia kazdego wyrazu, okaze sie iz

a daje aa, aa, ab, ac, ad, ae;
b n bb, ab, bb,bc, bd, be;

¢ , cc, ac, bc, cc, cd, ce;
d , dd, ad, bd,cd, dd, de;
e , ee, ae, be ce de -ee.

Otrzymuje sie wiec tyle rzedow ile jest danych wyrazéw, a
w kazdym rzedzie o jedno ambo wiecej, zatem 5 rzedéw kazdy

0 6 ambach, razem 5 X 6 amb. Poniewaz za$ kazde ambo wcho-

dzi 2 razy, wiec wszystkich amb odmiennych jest 2X 8 15.

Gdyby bylo danych wyrazéw n, mielibySmy n rzedéw, a w kazdym
z nich amb n 1, czyli razem n (n+ 1); przeto wszystkich amb

odmiennych bytoby n *

Aby na pewno otrzymaé wszystkie terna z powtarzaniem, trze-
ba kazde ambo potagczy¢ najpierw z temi dwoma wyrazami Kktére
w to ambo wchodza, a potem jeszcze z kazdym z kolei innym wy-
razem. Tak wiec

ambo aa daje aaa, aaa, aaa, aab, aac, aad, aae;

» ab , aab, abb, aab, abb, abc, abd, abe;

. ac ,, aac, acc, aac, abc, acc, acd, ace;
., ad , aad, add, aad, abd, acd, add, ade;
ae ,, aae, aee, aae, abe, ace, ade, aee;

» bb ,, bbb, bbb, abb, bbb, bbc, bbd, bbe;

” bc ,, bbc, bcec, abc, bbc, bce, bed, bee;
itak dalej.



OtrzymaliSmy tu tyle rzedéw, ile bylo amb 2z powtarzaniem,
wiec a w kazdym rzedzie o 2 terna wiecej anizeli danych jest

. . . 5.6.7 . .
wyrazéw, to jest 7 tern, razem wiec —%—2—- Ale ze kazde terno

5.6.7
wchodzi 3 razy, przeto wszystkich tern odmiennych jest N 7~ e

Gdyby bylo danych wyrazéw n, mielibySmy rzedow a

. Vi + +
w kaid’ym z nicrll Ib{/#&)by tern n+ 2, a wiec razem _r]__(_l’_l__ D @----g-)

tern, miedzy ktéremi atoli jest trzy po trzy jednakowych; zatem
mnogo$¢ tern odmiennych z powtarzaniem bytaby
nmn+ 1) (n+ 2)
1.2.3
Podobniez znajdziemy iz
nm4-1) (n-j-2) (n4-3

kwatern z powtarzaniem Jest ------------ ,
1eQe5e4

, | nmn+ 1) n + 2) (n + 3) (n + 4)
kw,ntem . M mmmmmmmmmeeen 1.2. 3~4TH-—-mme
i tak dalej.

Widzimy z tego zarazem, iz mnogo$¢ kombinacyj jakiegobagdz
rzedu z powtarzaniem, tem sie tylko rézni od mnogosci kombinacyj
tegoz rzedu bez powtarzania, ze w pierwszych czynniki licznika po-
wiekszajg sie nastepnie o 1, gdy w tych ostatnich o 1 nastepnie sie
zmniejszaja.

8. 48.
Przyktady.

1) lle jest amb, tern, kwatern, kwintern w 90 numerach ces. Kkrol.
austryackiej loteryi liczbowej ?

Amb jest %82 = 4005,

tern » 117480,

kwatern ,, 9°‘62 i = 2555190,
leXened

90.89 .88.87.86

kwintern ,, « ; = 43949268.
iisuidaeo



2)

3)

4)

5)

10 _

lle jest amb, tern, kwatern, kwintern w 5 numerach w jednem
ciggnieniu loteryi liczbowej wychodzacych ?

Amb  jest — 10,
181 2

"t e rro = 10’

kwatern ,, iL .f. — 5,
1.2.3.4

kwintern , ?*4 *3*2—= 1
.2.3.4.5
lle razy mozna w grze w kostki wyrzuci¢ odmiennie dwiema
kostkami ?
Szukang liczbe znajdzie sie, zwazywszy, iz ta liczba
rowna sie mnogosci amb z powtarzaniem z 6 wyrazOw, zatem

6~ = 2L
Moina wfec wyrzucié ocljn’;i?ennie 21 razy.
lle mozna z 7 wyrazéw otrzyma¢ kombinacyj Igo, 2go, 3go,....
rzedu z powtarzaniem i bez powtarzania ?
Z cyfer 3, 4, 5, 6 ile sieda utozyéliczbjednocyfrowych,dwu-
cyfrowych, trzycyfrowych i czterocyfrowych? (Tu zkombino-
waniem potgczy¢ zarazem trzeba i przektadanie).



ROZDZIAL TriATY.

Rachunki stosunkami ztozonemi.

I. O stosunkach i proporcyach skiadanych.

§. 49.

Gdy w kilku danych stosunkach pomnozymy wszystkie poprze-
dniki przez siebie i réwniez wszystkie nastepniki, otrzymane dwa
iloczyny sa z sobg w nowym stosunku, ktéry ze wzgledu na dane
stosunki pojedyncze (einfadje SBerfjaltnigc), nazywa sie stosunkiem
zlozonym, (jufammengeffijteS S3erf)a(tni{j); np.

I 1:2 a:b,
Stosunki proste <3 : 4, c:d,

| 5:7; e: f;
Stosunek  ztozony 15 ; 56. ace : bdf.

Wykiadnik stosunku ztozonego réwny jest iloczynowi z wykta-
dnikéw stosunkéw pojedynczych.

Stosunki ztozone zachodza wszedzie gdzie tylko poréwnywa
sie z sobg takie ilosci, ktore zawiste sg od Kilku innych ilosci. Tak
np. powierzchnia prostokata zalezy od jego dtugosci®i szerokosci.
Chcac wiec oznaczy¢ stosunek powierzchni dwoch prostokatow, z kté-
rych pierwszy ma diugosci 5° a szerokosci 3°, drugi za$ dtugosci
7° a szerokosci 4°, jest naprzod:

stosunek dtugosci 5: 7,
. szerokosci 3: 4.

Widoczna jest, ze powierzchnia pierwszego prostokata zostanie
ta sama, gdy przypuscimy iz tenze zamiast 3° ma tylko 1° szeroko-
§ci, ale ze zato jest 3 razy dtuzszym, a wiec na 15° diugi; réwniez
i wdrugim prostokacie mozemy nie zmieniajac jego powierzchni za-
miast 4° przyja¢ tylko 1° szerokosci, a za to 4 razy dluzszym go
uwazaé, zatem na 28°. Tym wiec sposobem nie zmienig sie obie te
opwierzchnie, ani tez wzajemny ich stosunek, gdy przypuscimy ze



oba prostokaty majg tez sarne szeroko$¢ 1°, a diugos¢ 15° i 28°;
w tym za$ razie wielkoS¢ powierzchni przy tej samej szerokosci za-
wista tylko od dlugosci 15° i 28°, zatem stosunek tych dwéch po-
wierzchni jest 15 : 28; lub 5 X 3 : # X 4. A tak stosunek po-
wierzchni dwoch prostokatéw jest stosunkiem ztozonym z pojedyn-
czych stosunkéw dtugosci i szerokosci. Zwykto sie to kréciej tak
wyraza¢: Powierzchnia prostokata jest w stosunku ztozonym z jego
dtugosci i szerokosci.

W podobny sposéb sg z sobg w stosunku ztozonym: diugos¢
odbytej drogi z czasem do jej odbycia potrzebnym i z predkoscia;
wielkos$¢ zaptaty z liczbg robotnikéw, dni i godzin roboty; zaptata
za przewdz towaru z diugoscig drogi i ciezarem towaru; prowizya
z kapitatem, procentem i czasem; zysk z wytozonym Kkapitatem i z
czasem.

8. 50.

W dwoéch lub kilku proporcyach odpowiadajace sobie wy-
razy pomnozywszy porzadkiem przez siebie, otrzymane ztad ilo-
czyny, gdy im sie ten sam porzadek zostawi, sg z sobg znowu
W proporcyi.

Gdy jest a:b = ¢ @ d,
m:n = p :q
W IX = y g

musitez by¢ amw :bnx=  cpy :dqgz.

O prawdziwosci tegotatwosie przekonac.

Stosunki bowiema :b, m:n, w:Xx, sa z kolei rowne
stosunkom ¢ : d, p : q, y: z; zatem i powstate z nich stosun-
ki ztozone amw : bnx i cpy : dgz muszg by¢ miedzy sobg réwne,
czyli musi byé proporcya amw : bnx = cpy : dgz.

Ta ostatnia proporcya ze wzgledu na dane pojedyncze pro-
porcye, nazywa sie proporcyg zlozona.

Tak
(3:4:: 6 : 8, X . V= 7: 8
1:2= 3: 6 y: z= 10: 3
5:3 = 15 : 9, _z . 2= 5:3J31,

proporcya ztozona 15 :24 270 : 432; xyz:2yz =350 : 264,

lub x : 2 = 350 : 264.



Il. Reguta trzech zlozona.

8. 51

Gdy pewien|%atunek liczb zestawiony z dwoma lub wiecej in-
nych gatunkow liczb, jeat z niemi w stosunku prostym lub odwrot-
nym, a przytem jeden szereg nalezacych do siebie liczb wszystkich
tych gatunkéw jest wiadomy, z drugiego za$ szeregu liczb do siebie
nalezacych jedna liczba nie jest wiadoma i mamy ja wynales$é, ra-
chunek, za pomocg ktérego znajdujemy te liczbe niewiadomg nazy-
wa sie regutag trzech ztozong (jufammengefeijte SRegelbeiri).

Np. gdy dostawa 18 cetnarow o mil 20 kosztuje 24 zir., ilez
ztotych-refAskich wypadnie zaptaci¢ za dostawe 16 cetnarbw o mil
30 ? Odpowiedz: 32 zir. — Tu mamy trzy gatunki liczb; liczba
cetnardw, liczba mil i liczba ztotych-reriskich; koszt dostawy jest w
stosunku prostym z waga towaru i z diugoscig drogi; z tych trzech
gatunkowy |est szereg nalezacych do siebie liczb wiadomy, to jest:
dostawa* 1*8 cetnarow o mil 20 kosztuje 24 zir.; z drugiego za$ sze-
regu liczb do siebie nalezacych, to jest: za dostawe 16 cetnaréw o
mil 30 zaptaci¢ trzeba ztotych-renskich 32, sg dwie tylko liczby wia-
dome, jedna za$ (32 zir.) jest niewiadoma i mamy jg wynales¢. To
wiec zadanie jest zadaniem reguly trzech zlozonej.

8. 52.

Kazde zadanie reguly trzech ztozonej mozna rozitozy¢ na Kilka
zadan reguty trzech pojedynczej, i rozwigza¢ w ten sposob jak to
w nastepujacym tu przykfadzie wskazemy.

Gdy z 20 funtéw przedzy jest 3 sztuk materyi, kazda sztuka
po 40 fokci dlugosci a 6 Cwierci szerokosci; ilez sztuk takiejze ma-
teryi bedzie z 175 funtéw przedzy, jezli kazda z tych sztuk ma mie¢
36 tokci diugosci a 5 Cwierci szerokosci ?

To zadanie reguty trzech ztozonej, mozna roztozy¢ na trzy na-
stepujace zadania reguty trzech prostej, biorgc za kazdg razg do
zmiany tylko jeden gatunek liczb, i tak :

a) Z 20 funtow przedzy jest 3 sztuk materyi, kazda sztuka po
40 tokci dlugosci a 6 Cwierci tokcia szerokosci; ilez sztuk takiejze
materyi bedzie z 175 funtdw, jeZli kazda z tych sztuk ma mie¢ 40
tokci dtugosci a 6 Cwierci szerokosci ? — Albo: z 20 funtow prze-
dzy jest 3 sztuk materyi; ilez sztuk takiejze materyi bedzie z 175
funtow, gdy wszystkie inne warunki sg jednakowe ? Rozwigzuje sie tak :

20 funtéw 3 sztuk, y:3= 175 : 20
175 w oy o, zatem y = 2614 sztuk.



b) Z 175 funtow przedzy otrzymuje sie 26% sztuk materyi,
kazda sztuka po 40 tokci diugosci a 6 cwierci szerokosci; ilez sztuk
otrzyma sie z 175 funtéw, gdy diugos¢ materyi w kazdej sztuce ma
by¢ 36 tokci, a szeroko$¢ 6 Cwierci ? — Albo; Gdy jedna sztuka
ma dtugosci 40 tokci, otrzymuje sie 2 6 sztuk; ilez sztuk, gdy
wszystkie inne warunki sg jednakowe, otrzyma sie, gdy diugos¢ je-
dnej sztuki ma by¢ tylko 36 tokci ? — Rozwigzuje sie tak :

40 tokci dtugosci 26*/4 sztuk, z:26Y¥4= 40 : 36
36 " z , zkad z = 2916 sztuk.

c) Z 175 funtébw przedzy otrzymuje sie 29Y6 sztuk materyi,
kazda sztuka po 36 tokci dtugosci a 6 Cwierci szerokosci; ilez sztuk
bedzie 2z 175 funtéw, jezli kazda z tych sztuk ma mie¢ 36 tokci
dtugosci a 5 éwierci szerokosci? — Czyli krociej: Gdy jedna sztu-
ka ma 6 ¢wierci szerokosci, otrzymujemy z pewnej iloci przedzy
29Y6 sstuk; ilez otrzymamy sztuk, gdy szeroko$¢ bedzie tylko 5

¢wierci, a wszystkie inne warunki zostajg te same ? — Rozwigzanie
bedzie takie :

6 Cwierci szerokosci 29%6 sztuk, X :29f6= 6:5

5 ” X ” wiec x = 35 sztuk.

Z tych wszystkich trzech zadan wypada :

Gdy z 20 funtow przedzy jest 3 sztuk materyi, kazda sztuka
po 40 tokci dtugosci a 6 Cwierci szerokosci, z 175 funtdw przedzy
bedzie takiejze materyi sztuk 35, kazda po 36 ftokci dlugosci a 5
¢wierci szerokosci.

Metoda ktorejSmy tu uzyli, aby rozwigza¢ zadanie reguty trzech
ztozonej, jest zbyt rozwlekta, aby ja w kazdym razie zastosowywHh¢;
afoli prowadzi ona za pomocg bardzo prostych wnioskéw do roz-
wigzywania zadan krotszg drogg. Do$¢ bowiem otrzymane proporcye
zestawi¢, piszac jedne  pod druga, a znalezione zapomocgtych pro-
porcyj liczby zastgpi¢tymczasem gloskami y iz; a bedzie

y:3 =* 175 : 20 AN Przez pomnozenie z sobag
z:y = 40 : 36 > wyraz6w odpowiadajacych
X iz = 6 :5 ] wypada znowu

yzx : 3yz = 175 .40 .6 : 20 .36 .5 proporcya.

W tej ostatniej proporcji skréciwszy stosunek pierwszy przez
y iz, wypada
Xx:3= 175 .40 .6 : 20 .36 .5,
co dla fatwiejszego objecia takze i tak napisa¢ mozna
x: 3= 175 :20
40 : 36
6: 5



przy czem to na mysli mie¢ trzeba, iz liczby pod sobg napisane ma-
ja by¢ przez siebie rozmnozone.

Jest wiec stosunek x : 3 réwny stosunkowi ztozonemu ze sto-
sunkéw 175 : 20, 40 : 36 i 6 : 5.

Gdy porzadek liczb w tych stosunkach poréwnamy z kolejg
w jakiej w zadaniu idg liczby po sobie, mianowicie

x sztuk 175 funtéw 36 tokcidtugoscib éwierci szerokosci

3, 20 ., 40 ” 6
znajdziemy, iz liczby funtébw nalezagce do x sztuk i do 3 sztuk, be-
dace z liczbg sztuk w stosunku prostym, wchodzg z sobg w stosunek
w tymze samym porzadku; odpowiedne za$ liczby oznaczajace dtu-
gos¢ i szeroko$¢, i bedace z liczbg sztuk w stosunku odwrrotnym,
wchodzg tez z sobg w stosunek w porzadku odwrotnym.

Ztad wynika nastepujace prawidto:

Gdy liczby pewnego gatunku sa w takiej zawistosci od
liczb kilku innych gatunkéw, ii zestawione z niemi pojedynczo
dajg stosunki to proste to odwrotne, wtedy stosunek pomiedzy
kazdemi dwiema liczbami pierwszego gatunku, réwna sie sto-
sunkowi ztozonemu z stosunkoéw pojedynczych, zachodzgcych
miedzy odpowiednemi liczbami kazdego innego gatunku, wziete-
mi w tym samym porzadku lub tez w odwrotnym, a to wedtug
tego, jak miedzy liczbami tego a liczbami pierwszego gatunku
zachodzi stosunek prosty lub odwrotny.

8. 53.

Prawidto to prowadzi wiec do bardzo prostej metody rozwia-
zywania zadad reguty trzech ztozonej. Postepuje sie przytem we-
dtug nastepujacych zasad:

1. Liczbe niewiadomg i liczbe tego samego gatunku co nie-
wiadoma, uklada sie w stosunek pierwszy.

2. Drugi stosunek proporcyi jest ztozony z stosunkéw pojedyn-
czych, ktore znajdziemy, gdy gatunek oznaczony przez x poréwny-
wacé bedziemy kolejno z kazdym innym gatunkiem, aby sie dowie-
dzie¢ czy miedzy tym gatunkiem a innemi gatunkami zachodzi sto-
sunek prosty czy tez odwrotny; wedlug tego wiec bierze sie w po-
rzagdku prostym lub odwrotnym po dwie liczby kazdego z kolei ga-
tunku i stosunek ten z pierwszym juz gotowym stosunkiem uktada
sie w proporcyg. Stosunki te pisze sie kolejno jeden pod drugim.

3. Rozwigzuje sie proporcya, gdy iloczyn ze wszystkich czyn-
nikéw bedacych w wyrazach $rednich, podzielimy przez iloczyn zs
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wszystkich czynnikéw wchodzacych w wyrazy skrajne. Przy tem ko-
rzystnie jest uzywa¢ metody przekreslania.

Przyktady.
1) Gdy dostawa 12% cetnarow o mil 32 kosztuje 2834 zir., ilez
cetnarow mozna dostawi¢ za zaptate 43% zk. o mil 28 ?

12% cetn. 2834 zir. 32 mil S&*/
X , 43% , 28 T S&  48%/,
X : 1212 = 4334 : 2834 23 MS 3S 16 4
= 32 . 28 8 4
18S5
IW 25
23 500 121*7,3 ce*r..
40
17

Tu poréwnywa sie¢ najpierw cetnary i ztote-reAskie; za 2, 3,
4 razy wiecej cetnardw trzeba tez zaptaci¢ od dostawy 2, 3, 4 razy
wiecej; te wiec gatunki liczb sg z sobg w stosunku prostym, dlate-
go tez liczby zlotych-refAskich odnoszace sie do x cetnarow i 12%
cetnaréw kladzie sie w stosunek w tym samym porzadku, jakoto :
43% : 28%. Nastepnie poréwnywa sie cetnary i mile, moéwigac:
2, 3, 4 razy wiecej cetnarbw mogg by¢ za te sarne zaptate tylko
0 2, 3, 4 razy mniej mil dostawione; zatem miedzy temi dwoma
gatunkami liczb zachodzi stosunek odwrotny, dlatego tez liczby mil
odnoszace sie do x cetnaréw i 12% cetnarow kladzie sie w stosu-
nek w porzadku odwrotnym, to jest 32 : 28. Proporcyg rozwigza-
liSmy uzywajac metody przekres$lania.
2) Gdy 12 robotnikom zaptacono za 3 dni roboty 28 zir., ilez wy-

padnie zaptaci¢ 15 robotnikowi za 5 dni ?

12 robotnikéw 3 dni 28 zir/n X 28 = 15 : 12

15 » 5 ., X 5:3

zkad x — 58V3 zk.

3) Gdy kapitat 3600 zir. daje za 4% lat 972 zhkr. dochodu, ilez

dochodu bedzie od kapitatu 5650 zir. za 2% lat ?
3600 zir. kap. 4% lat 972 zir. doch., X : 972 = 5650 : 3600
5650 ,, ., 2% , X \Y 2% : 4%

zatem X = 847 % zir. dochodu.

4) Gdy od 100 zir. kapitatu jest na rok 5% zir. dochodu; jakiz

trzeba mie¢ kapitat, aby w 2% latach dat dochodu 300 zir. ?

100 ztr. kap. 1 rok 5% zir. doch., X ;100= 1: 2%

[x * . 2% lat 300 , * 300: 5%

a wiec x == 2424%3 zhr. kapitatu.



5)

6)

8)

9)

— 77 —

Na sztuke materyi 54*/, tokci diugiej a i344tokcia szerokiej wy-
chodzi 36 funtdw przedzy; ilez przedzy potrzeba bedzie na szlu-
ke, ktéraby miata 30 tokci dtugosci a 1A2 tokcia szerokosci?
541, tok. dhug. 134 szer. 36 funt, X :36 = 30 : 54

30 " . 1Y, x ., 300 : sya
zatem x = 167R/763 funtdw przedzy.

Ugodzono furmana iz 28 cetnaréw zawiezie o 25 mil za zapta-
te 46 zkr. Gdy tenze z tym ciezarem 8 mil ujechal, staneta
ugoda aby inng drogg dalej ciezar ten poprowadzit z dotado-
waniem jeszcze 10 cetnar6w, i z nadtozeniem 12 mil nad umo-
wiong pierwotng odlegtos¢. llez zaptaty bedzie mu sie nalezato ?
Tutaj trzeba najpierw obrachowaé zaptate od 28 cetna-
row o mil 8, potem zapfate od 28 + 10 = 38 cetnaréw o
mil 25 — 8 -f- 12 = 29, i oba otrzymane wypadki dodaé
do siebie.

25 mil 46 zir., 28 cetn. 25 mil 46 zkr.
8 ., X ., 38 . 29 0y
Xx:46 = 8 : 25 y 46 = 38 :28
wiec x = 14 zh. 43 kr. 29 : 25
wiec y = 72 zir. 25 kr.
Zatem do x = 14zkr. 43 kr.
dodawszy y = 72 ,, 25

wypada cata zaptata 87 zir. 8 kr.

Gdy 20 robotnikéw pracujac dziennie godzin 12, wykopig w 5
tygodniach réw na 375'dtugi; w iluz tygodniach 12 robotnikéw
pracujacych dziennie godzin 10 wykopie rowu takiego 600
dtugosci ?
20 robotnikéw 12 godzin dziennie 5 tygodni 375' dtugosci
12 " 10 » X * 600’
x 5= 20: 12\

12 : 10 > zkad x = 16 tygodni.

600 : 375 |
Gdy 12 tkaczy pracujac 25 dni na miesigc a 12 godzin dzien-
nie wyrobig w 3 miesigcach 28 sztuk ptétna, kazda sztuke po
30 fokci diugosci a 5 ¢éwierci szerokosci; jest pytanie: w ilu
miesigcach 22 tkaczy pracujgc 24 dni na miesigc a 10 godzin
dziennie, wyrobig 66 sztuk ptotna, kazda sztuke po 35 tokci
dtugosci a 6 Cwierci szerokosci ? — W 634 miesigcach.
Gdy 6 ludzi zarobi w 5 dniach 28if2 ztr.; w iluz dniach, gdy
wszystkie inne okolicznosci sg te same, 16 ludzi zarobi 532
ztotych-refiskich ? — W 35 dniach.

”



10) Z IG funtéw Inu jest 100 tokci ptétna na tokie¢ szerokiego; ilez
bedzie tokci takiegoz ptotna z 36 funtow Inu, chcac aby to ptot-
no miato 6 Cwierci szerokosci ? — 150 tokci.

11) Za odstawienie 28% cetnardbw o mil 45X2 zaptacono furmanowi
68ya ztr.; ilez mu trzeba zaptaci¢ aby 3513 cetnaréw odstawit
na mil 40 ?

12) Spotrzebowano na. podfoge 28 desek na 10' 8" diugich a na 9"
szerokich; ilez desek wyjdzie na te sarne podtoge, gdy kazda
ma 9' 4" dlugosci a T szerokosci ?

13) 20 robotnikéw pracujac dziennie po 12 godzin, wykopali w 15
dniach réw na 30° dhugi; ilez godzin muszg 18 robotnikdw na
dzien pracowaé, aby w 16 dniach wykopa¢ réw na 24° dtugi?

14) Do utrzymania $wiatta w 35 latarniach przez 108 godzin, wycho-
dzi 4Vj cetnarobw oleju; ilez potrzeba bedzie tego oleju aby w 50
takichze latarniach wystarczyt na 245 godzin.

15) Z fgki na 256 sgzni diugiej a 36 sazni szerokiej sprzatnieto 20
wozOw siana, tadujgc na kazdy woz po 13'/a cetnarow; ilez
wozOw potrzeba bedzie do sprzatnienia siana z tgki 192 sazni
dtugiej a 96 sazni szerokiej, fadujac na wéz po 15 cetnarow?

16) Gdy 100 ztotych-ren. kapitatu przynosi w 1 roku 5 zkr. prowizyi,
aj ilez prowizyi bedzie od 3748 zir. za 234 lat; b) za jaki
czas kapitat 7835% zir. przyniesie 6334 zir. prowizyi; c) jaki
to jest kapitat, ktory za 2% lat przynosi 720 zir. 13 kr. pro-
wizyi ?

17) Gdy z 72 funtéw przedzy wyrobiono 4 sztuk piétna na 42 tokci
diugiego a 94 tokcia szerokiego, jest pytanie: a) ile otrzyma
sie sztuk ptétna na 48 tokci diugiego a @, tokcia szerokiego
z 123% funtow przedzy; b) ile tokci trzymac bedzie sztuka
ptétna, gdy z 155 funtdw przedzy wyrobi sie 7 sztuk szerokosci
1 tokcia; c) jaka bedzie szeroko$¢ ptdtna, gdy z 8% funtéw
przedzy wyrobi sie 4 sztuk po 45 fokci diugosci; d) ile po-
trzeba funtdw przedzy, aby wyrobi¢ 10 sztuk ptétna, sztuka po
48 tokci dlugosci a 98 tokcia szerokosci ?

Reguta procentn prostego.

§ 54.
Wszelkie mienie czyli majatek, z ktérego ciggniemy dla siebie
korzysci, czy (o obracajgc go na jakie przedsiebiorstwo, czy tez wy-



puszczajagc komu w tym zamiarze, aby przez to majagtek ten powie-
kszy¢, nazywa sie w obszerniejszem znaczeniu kapitatem
tal im lucitcni Sinne).

W $cislcjszem znaczeniu (im enjjcrn Sinne) rozumiemy przez
kapitat sume pieniezna, ktérg komu pozyczamy pod tym warunkiem,
azeby za to ze tej sumy na swojg korzy$¢ uiywa, pewng kwote pie-
niezng nam placit, z obowigzkiem wszakze zwrédcenia w konfcu tejze
sumy w catosci.

Pienigdze ktdre sie placi za uzywanie czyjego$ kapitalu zowig
sje prowizyg (dochodem) C3in§, “nteieffc); wielko$¢ prowizyi ozna-
cza sie wedtlug procentu *) (odsetka) (“TOjcntcn), ktéry zwykle na
jeden rok sie rachuje, jeZli wyraznie inaczej sie nie ugodzono; moé-
wigc np. ze Kkapitat umieszczony jest na 5%(), rozumi sie, ze od
kazdych 100 zir. kapitalu pobiera sie za jeden rok 5 zir. prowizyi.

Obrachowywanie prowizyi jest wiec takze obrachowywaniem
procentu, tylko ze zarazem trzeba jeszcze mie¢ wzglad na czas, na
jaki kapitat zostal pozyczony. Przy tem miesigc liczy sie zwykle po
dni 30, zatem przyjmuje sie iz rok ma dni 360.

W rachunkach procentowych zachodza cztery ilosci: kapitat,
czas, procent i prowizyg. Kazda z tych ilosci zalezy od trzech in-
nych i moze by¢ z nich obrachowana.

Wszelkie zadania rachunkéw procentowych mozna rozwigzaé
przez regute trzech zlozong, uwazajagc wszakze na to, aby wyraze-
nie procentu nalezycie roztozy¢. Tak np. chcac wyrazi¢ procent 5 od
sta, nie mozna tego w rozbiorze rachunku napisa¢ tak: 5#0, lecz
w nastepujacy sposoéb :

100 zir. kapitatu dajg na rok 5 zir. procentu.

Rowniez jezli jest pytanie :%ifa jaki procent ? czyli: na ile
procentu i przytem liczbe wrazajgcg procent przez x o0znaczy-
my, nie mozna tego wyrazi¢ przez x°/0, leez w nastepujacy sposob :

(ile) x zir. procentu daje kapitat 100 ztr. w 1 roku ?,
przy Kktéremto oznaczeniu idzie o to, aby nie zatracaC statej liczby
100 (oznaczajacej kapitat), tudziez statej liczby 1 (oznaczajacej czas).

*) W zwyczajnej mowie nie rozrézniamy tak S$cis$le wyrazu prowitya i
procent, i bierzemy je czesto w jednern i tern samem znaczeniu. Nale-
zyte wszakze rozrdéznienie znaczenia tych dwdéch wyrazéw w wytozonej

tu nauce ustrzeze od wszelkiej dwuznacznosci.
Przypisfh ttumacza.



Aby zreszta kazde zadanie rachunku procentowego nie rozwig-
zywaé koniecznie przez regute trzech ztozong, weZmiemy tu po je-
dnym przykfadzie do kazdego z czterech zadan procentowych w isto-
cie odmiennych, i rozwigzemy kazdy z tych przykladéw przez regu-
fe trzech. Z wypadku za$ da sie wyczyta¢ og6lne prawidio, jak
rozwigzywa¢ zadania do kazdego z tych razéw odnoszace sie.

1. Obliczenie prowizyi.

8. 55.

Niech bedzie kapitat 3000 zir. dany na 5%; jakaz wjpada
prowizja od tego kapitatu za lat 4?— Rozwigzujac to zadanie przez
regute trzech ztozong, bedzie:

X zir. prow. 3000 zhr. kap. 4 lata, x 5= 3000 : 100
5 , . 100 ,, ., 1rok, 4:1
A N
zatem X ~ 30001)(_X4= 600 zir.

Okazuje sie tedy iz:

Aby wynale$¢ prowizye, trzeba iloczyn z kapitatu, pro-
centu i lat podzieli¢ przez 100.

Przy wykonywaniu rachunku uzywa¢ mozna najczesciej z ko-
rzy$cig metody przekre$lania.

if A "Przyktady.

1 lle jest prowizyi od 2350 zi. po 4°0 za 2 lata?
2350 X 4 X2 o
— - 188 zir. prowizyi.
2) lle jest prowizyi od 785 zir. 45 kr. po 4¥2°0 za lat 3V 4?
100 7853. "

A4'[A fE£0 /[*mm;m%
3% “Odpowiedz: 114 zir. 55 kr.

3) lle jest prowizyi od 3215 zir. 18 kr. po 534°/0 za 2 lata i |
miesiecy?
100[32153lo

534
2712 Odpowiedz: 485 zir. 56 kr.

4) Kapitat 5844 zir. umieszczony przez 3" lat po 413°0, ile przy-

niesie prowizyi? — 886 zir. 20 kr.

5) lle jest prowizyiod 3105 zir. 54 kr. po 59%0za 2 lata i 1
miesigc?

6) Obliczy¢ prowizye od 2777 zir. po 434°/0 za |36 roku.



7) Dano na procent dwa kapitaty: jeden 3580 zir. po 5Y4% na 1
rok i 9 miesiecy; drugi 2895V2 zir. po 6% na 2 lata i 4 mie-
sigce. Ktory z tych kapitatdbw przyniost wiecej prowizyi i o ile
wiecej od drugiego?

8. 56.

Prosciej jeszcze anizeli za pomocg metody przekre$lania, wy*
najduje sie prowizye wedtug nastepujacych zasad, ktdrych prawdzi-
wos¢ sama z siebie wyptywa:

1. Prowizye za rok jeden wynajduje sie wedtug rachunku
procentowego, mnozac kapitat przez procent, a iloczyn dzielgc
przez 100.

2. Prowizye za wiecej niz rok jeden wynajduje sie, mno-
z3c prowizye za jeden rok przez liczbe lat.

3. Gdy w zadanie wchodzg miesigce i dnie, rachuje sie
wtedy za pomoca czesci wielokrotnych (wdlsche Praktik); w ta-
kim razie rozktada sie miesigce na czesci wielokrotne roku, i bie-
rze sie takie same czeSci wielokrotne z prowizyi rocznej; dnie za$
rozktada sie na czeSci wielokrotne miesigca, i bierze sie takie same
czesci wielokrotne z prowizyi miesiecznej. Wszystkie te kwoty do-
daje sie potem do prowizyi za cale lata obrachowanej.

Przyktady.
1) Obliczy¢ prowizye roczng

od 3124 zir. po 5°/0. od 3800 zir. po 4°/0.
Ishio = 156 zh. 12 kr. 152 zh.

od 3578 zir. 15 kr. po 6°/0. od 9-57 zkr. po 4y300.
3578-25
2"14:6950 = 214 zir. 42 kr. 319

4117 = 41 zir. 28 kr.
2) lle jest prowizyi od

2183 zkr. po 4% za 3lata? 14788 ztr. po5*4% za 4 lata?
87*32 zir. za 1 rok 739’40

261-96 zir. za 3 lata 36-97

Odpowiedz: 261 zir. 58 kr. 776-37 ztr. zal rok

3105"48 zir. za 4 lata
Odpowiedz: 3105 zir. 29 kr.
3) Kapitat 2848 zir. dany na 5°/0 na lat 3 i miesiecy 4, ile przy-
niesie prowizyi?



4)

5)
6)
7)

8)

9
10)
U)
12)
13)
14)

2848 zir. po 5°/0 na lat 3 i miesiecy 4
142*40 zir. za 1 rok
427*2 zhr. za 3 lata
47*467 zdr. za 4 miesigce — 13 roku
474%667 zir. = 474 zhkr. 40 kr.
lle jest prowizyi od 5244 zir. 33 kr. po 5Y4% za 3 lata
5 miesiecy i 20 dni?
5244*55 po 5Y400 za 3 lat 5 miesiecy i 20 dni
2622175
1311*14

275*3389 za 1 rok

826*0167 za 3~lata
91*7796 , 4 miesigce = *3 roku
22*%9449 ,, 1miesigc = *4 czterech miesiecy

7*6483 ,, 10dni = ys miesiagca

7*6483 w 10 dni
9561)378 = 956 zir. 2 kr.
Kapitat 8425 z#r.18 kr. lezac przez 4 lat i 11 miesiecy na
4fla% uczyni prowizyi? — 1864 zir. 5 Kkr.
lle prowizyi jestod 2514 zir. 57 kr. po 5% za 5 lat 8 mie-
siecy i 26 dni? — 721 zhr. 39 kr.
Kapitat 3457 zir. dany na 4i¥/2°0na 2lata 7miesiecy i 18
dni, ile przyniesie prowizyi? — 409 zir. 39 kr.
Jak wiele jest prowizyi od 724 zir.po434°/0 za4 lat 11 mie-
siecy i 27 dni? — 171 zh. 40 kr.
Obliczy¢ takze prowizye:
Od 9007ztr. 40kr. po 5% za 10 miesiecy.
Od 1133zkr. 20 kr. po 4%8°0 za 3 lata i 1 miesiac.
Od 950*235 zir. po 412°/0 za 2 lata 11 miesiecy i 17dni?
Od 7185zfr. 49kr. po 434°/0 za 3 lata 7 miesiecy i12 dni.
Od 1019*38 zir.po 5¥8°0 z» 9 miesiecy i 21 dni.
Od 3407 zkr. 5kr. po 6°/0 za ok 2 miesigce i 7 dni.

8. 57.

JeZli prowizya, jak to czesto sie trafia, tylko za pewng

liczbe dni ma byé obrachowana, w takim razie zwykto sie ozna-
czyé naprzoéd prowizye po 6°/0, i z otrzymanego wypadku wykryé
prowizye do jakiegobadz innego procentu odnoszaca sie, robigc ob-
rachunek za pomocg czesci wielokrotnych.



Aby wskaza¢ jak sie postepuje w obliczaniu prowizyi po 6°/0,
rozwigzmy nastepujacy przykiad:

Dano Kapitat 2345 zir. na 6°/0, jakaz bedzie prowizya od
tego kapitatu za dni 137?

Wedtug reguty trzech zlozonej jest:

X zir. prow. 2345 zir. kap. 137 dni, x © 6 = 2345 : 100
6 . . 00 , , 360 , 137 : 360
2345 X 137 X 6 2345 X 137
Zabm X = POO—“ = ¢ BOW ~ *
A tak:

Prowizye po 6°/0 na dni wynajduje sie, mnozgc kapitat
przez liczbe dni, a iloczyn dzielac przez 6000; to za$ dziele-
nie odbywa sie naprzod przez 1000, potem przez 6.

Krajcary nalezace do kapitatu wypuszcza sie zwykle z rachun-
ku, jednak gdy jest 30 kr. lub wiecej niz 30 kr., wtedy liczbe
ztotych-renskich w kapitale bierze sie o 1 wieksza; albo tez chcac
wiekszg zachowaé¢ doktadnos$¢, zamienia sie krajcary na dziesietne
ztotego - reniskiego.

Przyktady.
1) lle prowizyi po 6% jest od 2790 zir. za 83 dni?

2790 X 85
22320
237-150 : 600

395125 '== 39 zh. 32 kr.
2) Jak wiele jest prowizyi po 6°/0 od 2349 zir. 15 kr. za 182 dni?

Wypuszczajgc krajcary, Doktadnie.
2349 X 182 2349-25 X 182
18792 1879-400
427-518 427-55350
71-253 == 71 zhr. 15 kr. 71-2589 = 71 zkr. 16 kr.

3) lle jest prowizyi po 6°/,, od 758 zir. od 13. Kwietnia do osta-
tniego Grudnia?
Od 13. Kwiet. do 13. Grud. jest 8 miesiecy = 240 dni
, 13. Grud. ,, 30. ” 17,
razem 257 dni.
758 X 257
1516
3790
Tgisoe

32-468 * 32 zir. 28 kr.
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4) Jak wielka jest prowizja od kapitatu 3572 zir. danego na 6%
na dni 217? — 129 zir. 11 kr.

5) lle jest prowizyi od 2350 zir. 47 kr. po 6°/0 za dni 17? —
6 zir. 40 kr.
6) Obliczy¢ prowizye od 1265 zir. po 4% za dni 231.
1265 X 231
3795
202-215

48-702 po 6%
mniej 16-234 po 2% = »5 z 0%-

32-468 po 4°/0. Odpowiedz: 32ztr. 28 kr.
7) Jakajest prowizya od 3402 z#.9 kr. po 7*4 °/0 za dni 125?
3402 X 125
"425-250

“ 708B75 po 6%
11-812 ,, 1%

2953 . Y%
85-640 = 85 zir. 38 kr.
8) lle jest prowizyi po 5°/0 od 9110 zir. od 2. Maja do 15. Paz-

dziernika?
od 2. Maja do 2. Pazd. 150 dni 9110 X 163
» 2. Pazd. ,15. 13 , 54660
163 dn! 1484-930
247-488 po 6%
-JuU -248 ,, 1%

206-240 = 206 zhr. 14 kr.
9) lle jest prowizyi od 9217 zir. po 3°/0 za dni 174? — 133 zir.
39 kr.
10) lle wypada prowizyi od 8635 zir. 25 kr. po 4%*/,, za dni 223?
— 240 zhr. 43 kr.
11) lle prowizyi daje kapitat 12425 zir. 18 kr. po 4°/0 od 1. Sier-
pnia do 5. Kwietnia?
12) Jakawypada prowizya od 4286 zir. 42 kr.po 5% od 18
Grudnia do 15. Kwietnia ?
13) Kto$§ ma dostac:
prowizye od  3045zir. po 6% za dni 233,
” » 2813, ., 5% od 17. Kwiet. do 22. Wrzes.,
” , 4008, , 434°0 od 24. Maja do 7. Sierp.;
ilez tedy wszystkiej prowizyi dostanie?



14) Osoba A ma ptaci¢ osobie B:
dnia  13. Kwietnia 387 zir. 17 kr.
» 25. Maja 1245 ,, 38,
» 2. Czerwca 2008 » 48,
Nawzajem za$ osoba B ma ptaci¢ osobie A:
dnia  20.Kwietnia 1533 ztr. 33 kr.
. 15, Maja 2112 8.
n 20., 972 ,, 15,
Po rozrachunku na dniu 30. Czerwca odbytym, ilez osoba B po-
zostaje winna osobie A, liczac prowizye po 5% ?

2. Obliczenie kapitatu.

8. 58.

Mamy np. dojé¢: jak wielki jest kapitat, ktéry dany na 5°0
przyniesie w 3 latach 519 zir. prowizyi? — Rozwigzujac to przez
regute trzech ztozong, bedzie:

X zir. kap. 3 lat 519 zir. prow., X :100 =1:3

00 ,, ,, 1rok 5 ” 519 : 5
zatem x = A% = 3460 zir.
5X 3
A takt

Aby wymie$¢, kapitat, trzeba prowizye stokrotnie wzietg
podzieli¢ przez iloczyn z procentu i lat.

Przyktady.

1) Jakito jest Kkapitat, ktory dany na 4% przyniesie w 4 latach
448 zhr. prowizyi?

= 2800 zkr.
4 X .

2) Kto$ dawszy swdj kapitat na 6°0, dostat od niego za 5%4 lat
948 zir. prowizyi. Jakiz jest ten kapitat?

6 948
5% 100. OdpowiedZ: 3009 zkr. 31 kr.

3) Jaki to jest kapitat, ktéry po 5fa°/0 rocznie, daje prowizyi
202 zkr. 24 Kkr.?

5Va 202\k
100. "Odpowiedz: 3680 zir.

4) Wiasciciel kamienicy, ktéry ma z niej rocznie (Srednio) czystego
dochodu 586 zir., chce ja sprzeda¢ po 5°/0, to jest tak, aby



za kazdych 5 zir. czystego dochodu wzigt w cenie sprzedazy
100 zhr. Jaki kapitat musi dosta¢ za swojg kamienice?

5) Jakito jest kapitat, ktory po 4*/,.% przynosi w 1 roku i 4 mie-
sigcach 324 zir. prowizyi?

6) Jak wielki ma by¢ kapitat, aby po 5Y4°0 dat w 235 latach
73834 zkr. prowizyi?

7) Jaki kapitat pozyczy¢ trzeba na 5% %, aby za | rok i 9 mie-
siecy przyniost prowizyi 248 zir. 35 kr.?

3. Obliczenie czasu.

8. 59.

Mamy oznaczy¢ czas przez ktory np. kapitat 1925 zkr. ma by¢
wypozyczony na 5°/0, aby przyniost 385 zir. prowizyi. — Wedtug
reguty trzech ztozonej, jest:

x lat 1925 zir.kap. 385 zir. prow., x: 1= 100 : 1925
1rok 100 , , 5 . ,, 385 : 5
385 X 100
em*=W *T = 4 lal
A tak;

Aby wynales¢ liczbe lat, trzeba prowizye 10Okrotnie wzie-
tg podzieli¢ przez iloczyn z kapitatu i procentu.

Przyktady.
1) Jak dtugo musi kapitat 2480 zir. lezy¢ na 6°/0, aby przyniost
744 zir. prowizyi.
744 X 100
2480 X 6 d’
2) lle trzeba na to czasu, aby od kapitatu 5737 zir. 33 kr. na
51/a®/0 pozyczonego, mie¢ 1814 ztr. 80 kr. prowizyi?
5737% 181417,
5y2  100. Odpowiedz: 5*75 = 5d4 lat.
3) Jak dtugo majg by¢ na procencie 9824Y3 zir., aby po 5%%hb
przyniosty 1132 zir. 49 kr. prowizyi?
9824«/. U324\
5¥8 100. Przez 2°2499 lat= 2 lat 2 mies. 29 dni.
4) Kapitat 5212 zir. 40 kr. dany na 5Y400 przyniost prowizyi
712 zdr. 48 kr. Przez jakiz czaslezat ten kapitat na pro-
cencie? — Przez 2 lata 7 miesiecy i 8 dni.
5) Od kapitatu 9421 zhr. 17 kr. umieszczonego na 412°/0 w jakim
czasie mie¢ mozna prowizyi 269 zir. 45 kr.?
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6) W jakim czasie od 3855 zir. 40 kr. pozyczonych na 5Va°/0
mozna mie¢ 721 zh. prowizyi?

7) Jak dtugo kapitat 1237 zir. 30 kr. musi lezy¢ na 6°/0Vaby dat
prowizyi 84 zir. 9 kr.?

4. Obliczenie procentu.
§. 60.

Majac np. wyrachowa¢ na ile %0 mus* “y¢ “any kapitat
8000 zir., aby w 3 latach przyniost prowizyi 960 zir., postepuje sie
wedtug reguty trzech ziozonej tak:

X zhr. prow. 100 zir. kap. 1 rok X : 960 — 100 : 8000

%0 , , 8000 , , 3 lat 1:3
. 960 X 100
WI(?C X = e =
\ 8000 X 3
A tak:

Aby wynale$¢ procent, trzeba prowizye 10Okrotnid wzietg
podzieli¢ przez iloczyn z kapitatu i lat.

Przyktady.

1) Na ile °/0 trzeba umiesci¢ kapitat 3445 zir., aby za lat 4 mieé
od niego 689 zir. prowizyi?
« _ X » by
3445 X 4
2) Kapitat 5500 zir. daje prowizyi 330 zir. nécznie; ilez to czyni °/0?
MO X 100 _  rior.
5500 /o'l
3) lle °# przynosi kapitat 4755 zbr. 15 kr., jezeli za 3 lata i 3
miesigce jest od niego 850 zhr. prowizyi?
4755 */41850 ,
371J100. Opowiedz: 5
4) Na ile #0 umieszczony jest kapitat 4585 zir. 31 kr., jezli od
niego jest za 31, lat 844Y, zkr. prowizyi? — Na 5y3°/0.
5) Kto$ ptaci od dukata (cesarskiego) miesiecznie 3 kr. prowizyi;
ilez % uczyni to? — 13y3%i
6) Na ile °/0 umieszczony byt J«ipitat 6800 zir., jezeli za 2 lata
4 miesigce i 12 dni dat prowizyi 844 zir. 54 kr.?
7) Kapitat 3150 zir. przyniost'za 8 miesiecy 737a zir. prowizyi;
na ilez °/0 byt umieszczony”



Rachunek terminu.

§. 61

Z warunkéw ugody miedzy dtuznikiem a wierzycielem wypada
nieraz, iz dtug nie od razu lecz czeSciowo, w pewnych umoéwionych
odstepach czasu czyli terminach ma by¢ splacony. Trafia sie wszakze
czy na zadanie dluznika czy wierzyciela, czy tez za wsp6lnem po-
rozumieniem sie, iz wbrew pierwotnej umowie caty dlug naraz
zwrdci¢ wypada, przyczem wszakze idzie o to, aby jedna strona
nie miata korzysci ze szkoda drugiej. Czas ten, w ktérym suma
od razu ma byé zaptacong bez zadnej tak dla dtuznika jak i dla
wierzyciela straty, zowie sie terminem $rednim (mittlere Termin),
a rachunek za pomoca ktérego termin ten wynajduje sie rachun-
kiem terminu (Terminrechnung).

Nastepujacy przyktad doprowadzi do wskazania prawidta w ra-
chunkach tego rodzaju:

Diug 6000 zir. obowigzat sie kto$ zwréci¢ w trzech splatach
czesciowych, jakoto: 2000 zir. za 2 miesigce, 2500 zir. za 4 mie-
sigce, a 1500 zir. za 10 miesiecy; chce jednakze caly ten dtug
naraz spiaci¢; idzie oto, kiedy to ma uskutecznié?

Wedtug umowy ma dbuznik przy sptacie czesciowej te korzysé,
iz uzywa prowizye od 2000 zir. przez 2 miesigce, od 2500 zir.
przez 4 miesigce, a od 1500 zir. przez 10 miesiecy. Aby wiec
ptacac caly dlug naraz* Zadnej nie ponidst szkody, musi sobie calg
te prowizye potraci¢. Zadanie wiec wychodzi wilasciwie na to:
W ilu (x) miesigcach kapitat 6000 zir. jako suma wszystkich czescio-
wych sptat da tyle prowizyi, ile jej dajg wszystkie oddzielne cze-
Sciowe splaty na swoich terminach?

Ze za$
6000 zir. kap. w x mies. fle /6000 X x kap. w 1 mies.
2000 ,, wom 2 prowizyi 12000 X 2, 1 ”
2500 ,, - T I T |2500 X 4, ,1 ”
1500 ,, M, 10 , J de 500X 10, ,1 ,,

przeto prowizya od kapitatu 6000 X x za 1 miesigc musi tyle wy-
nosi¢, ile w ogole czyni prowizyi od kapitatu 2000 X 2 = 4000,
2500 X 4 = 10000, 1500 X 1Q«== 15000 takze za 1 miesiac;
ze zaS w obu razachczas jest tenze sam, a procent takze jednako-
wy przypuszczaé nalezy, zatem pierwszy kapitalt musi by¢ réwny
sumie trzech ostatnich kapitatow, tc/jest

6000 X x = 29000.
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(idy za$ wiadomy nam jest iloczyn z dwoéch czynnikéw i procz
tego jeden z tych czynnikéw, wynajdziemy drugi czynnik, dzielac
iloczyn przez wiadomy czynnik. Otrzymamy wiec $redni termin X,
gdy 29000 t. j. sume iloczynéw z wszystkich sptat czeSciowych
przez odpowiedne czasy, podzielimy przez 6000 t. j. przez sume

wszystkich sptat czeSciowych; jest bowiem x = = 456 miesiecy.

Wyptywa ztad dla rachunku terminu nastepujgce prawidto:

1. Pomnozy¢ kazdg czeSciowq sptate przez czas w ktérym ma
by¢ uskuteczniona;

2. Otrzymane ztad iloczyny doda¢ do siebie, i sume te podzie-
li¢ przez sume sphat czesciowych; na iloraz wypadnie termin $redni.

Przyktady.

1) Suma 10000 zir. ma by¢ sptacona w 4 ratach, jakoto: 3000 zir.
za 4 miesigce, 2500 zir. za 6 miesiecy, 2000 zir. za 8 mie-
siecy, a reszta 2500 zir. po 1 roku; chcac catg te sume naraz
ztozyé, kiedyz to ma nastgpic?

3000 zhr.za 4 mies. = 12000
2500 , * 6 , = 15000
2000 , * 8 , = 16000
I 250 , , 12 , = 3700i0
JO000 7*3000 =. 7 miesiecy 9 dni.

Wypada wiec calg naraz sume zapfaci¢ za 7 miesiecy i 9 dni

Aby sie o prawdziwosci tego przekonaé, zastanbwmy sie czy
dtuznik placac catg sume naraz, ma te same korzys$¢, jakaby miat
gdyby ratami sptacat. Do tego celu przyjmijmy jakabadz prowizye
np. 5°/0, a okazuje sie iz

dhuznik placac ratami ma w korzysci

prowizye od 3000L zir. przez 4 mies. = 50 zir. kr.
. 2560, ” 6 = 62, fo ,
» 2000. , 8 ., = (16 , A4<T,
2800,, . 12, = 125 , —

razem 304 zir. 16" kr.

Przy sptaceniu za$ naraz catej sumy 10000 zir. po 7 miesia-
cach i 9 dniach dluznik ma takze w korzySci prowizye 304 zir.
10 kr. Gdy wiec przy tym sposobie splacenia diuznik nie ma ani
korzysci ani szkody, jasna rzecz iz takze i wierzyciel nic przy tem
nie zyskuje ani traci.

12



2) Klo$ zobowigzat sie¢ zaptaci¢ 12000 zir. natychmiast, 9000 zir.
za 4 miesigce, 9000 zir. za 8 miesiecy, 9000 zir. za 12 mie-
siecy, a 9000 zir. za 16 miesiecy. Chcac calg te sume naraz
zaptaci¢, kiedyzby to uczyni¢ musiat?

20000 X 0) 4 X 0= 0
9 ~ X 4 3 X 4= 12
mmX 8 3 X 8= 24
Xx 12 3 X 12 36
9* X 16 3 X 16

48
Tel T

120 : 16 = V/2. — Odpowiedz: za 1*/2 miesiecy.

Poniewaz dane iloSci pieniezne majg spdlng miare, mozna je
skrdci¢, dzielac naprzdéd przez 1000 a nastepnie przez 3.
3) Kto§ winien jest splaci¢ dtug 20000 zir. w ten spos6b, aby

wierzycielowi ztozyt 4000 zir. zaraz, 4000 zir. za 3 miesigce,

5000 zir. za 6 miesiecy, a reszte za 10 miesiecy. Wierzyciel

przystaje na to aby caly diug naraz zostat zaptacony; w jakim-
ze czasie musi to nastgpic?

mm x o= o0
AWTO X 3= 12
Q. X 6= 30
reszta X 10= 70
20 - U2-: 20 = 586.

Za 5 miesiecy i 18 dni.

4) Kto$ kupuje role za 6000 zir., z ktérejto sumy ma zaptaci¢
1500 zir. za 4 miesigce, 1000 zir. za 6 miesiecy, 2000 zir.
za 9 miesiecy, a reszte za rok. W jakimze czasie moze calg
sume naraz zlozy¢, aby przytem tak kupujacy jak sprzedajacy
nie mieli ani zysku ani straty? — Za 8 miesiecy.

5) Za jaki czas wypadnie zaptaci¢ naraz 1800 zir., majac obowig-
zek sptacenia 300 zir. za rok, 400 zir. za 1i/i roku, 500 zir.
za 2Va lat, a reszte za 3X3 lat, bez zadnej prowizyi?

6) Kto$ ma zapfaci¢ 1000 zir. natychmiast, 1050 zir. za 2 miesig-
ce, 1100 zir. za 4 miesigce, 1150 zir. za 6 miesiecy, 1200 zkr.
za 8 miesiecy, 1250 zir. za 19 miesiecy. Chcac zamiast ui-

szczenia sie na tych terminach caty dtug naraz sptaci¢, kiedyz-
by to uczyni¢ musiat?
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I1l. Reguta spoiki.

8 62.

Reguta spoiki (Gesellschaftsrechnung) stuzy do rozwigzywa-
nia takich zadan, w ktérych idzie o rozdzielenie jakiej liczby na
kilka czesci w ten sposéb, aby te czeSci mialy sie do siebie w pe-
wnym oznaczonym stosunku. Liczby wyrazajgce ten stosunek nazy-
wamy liczbami stosunkowemi (Verhaltnisszahlen).

Np. do prowadzenia pewnego handlu sktada sie trzy o0s6b;
A daje na ten cel 8500 zir., B 9800 zir., C 10000 zkr. Gdy zysk
z tego handlu przyniést 3400 zir., ilez z tego przypadnie na kazda
osobe? — Tutaj trzeba zysk rozdzieli¢ w stosunku do wkiadek;
przeto zadanie to nalezy do reguty spotki, a wkiadki 8500, 9800,
10000 stanowia liczby stosunkowe.

Gdy w zadaniu jest tylko jeden rzgd (Reihe) liczb stosunko-
wych, wtedy regute spotki nazywamy pojedynczg (einfache); jezli
za$ w zadanie wchodzi wiecej rzedow liczb stosunkowych, dajemy
tej regule nazwisko ztozonej (zusammengesetzte).

Regufa spotki ma swoje zastosowanie w stowarzyszeniach han
dlowych do rozdzielenia zysku, w bankructwach, w spadkach ma-
jatkowych, przy rozdzielaniu podatkéw, przy robieniu mieszanin, i
w rozmaitych innych potrzebach.

8. 63.

Dla rozwiniecia zasad pojedynczej reguly spéiki, rozwigzemy
nastepujace zadanie:

Trzy osoby wchodzg w spétke handlowa, i tak: A daje
2800 ztr., B 3600 ztr.,, a G 4000 zkr. Zyskujag razem 1300 zir.;
ilez nalezy sie kazdej z tego zysku?

Tutaj zysk powinien by¢ rozdzielony w stosunku do wkiadek;
zatem liczbami stosunkowemi sg 2800, 3600, 4000. Ze za$ stosu-
nek wzajemny kilku liczb nie zmienia sie, gdy kazdg z nich pomno-
zymy lub podzielimy przez jedne ite same liczbe; zatem skréciwszy
powyzsze liczby przez 100, bedziemy mieli 28, 36, 40; te za$ liczhy
skréciwszy jeszcze przez 4, otrzymamy 7, 9, 10, jako najprostsze
juz liczby stosunkowe. Caty wiec zysk 1300 zir. musi by¢ tak roz-
dzielony, aby z niego na osobe A przypadto 7, na B 9, ana C 10,
czyli na wszystkie razem 26 réwnych czesci; zatem caly ten zysk
1300 ztr. podzieliwszy przez 26 jako sume wszystkich liczb stosun-



kowych, iloraz 50 zir.da jedne takg cze$¢; ale ze A ma dostac
czescitakich 7, B 9, C 10, wypada jeszczete 50 zi. pomnozyé
przez kazda liczbe stosunkowa; a tak
50 X 7 == 350 zkr. zyskuje A,
50 X 9 = 45 , , B,
50 X 10 =J>00 , * C;
1300 zir. zysk caty.

Zatem

W pojedynczej regule spotki nastepujagcych trzymac sie trze-
ba prawidet:

1. Liczby stosunkowe napisa¢ jedne pod druga. Jezeli te
liczby sg utomkami, pomnozy¢ je wszystkie przez najmniejszy mia-
nownik spoiny; gdy za$ wszystkie liczby stosunkowe majg jaka spoi-
ng miare, wtedy skroci¢ je przez nia.

2. Uprosciwszy liczby stosunkowe ile by¢ moze, doda¢ je do
siebie.

3. Liczbe do rozdzielenia dang podzieli¢ przez sume liczh sto-
sunkowych, a otrzymany iloraz pomnozy¢ przez kazdg z kolei
liczbe stosunkowsa; iloczyny jakie z tego wypadng, sa to czesci
szukane.

Przyktady i zadania.

1) Proch strzelniczy sktada sie: z 75 czeSci saletry, 13 czedci
wegla i 12 czesci siarki; ilez trzeba wzig¢ kazdego z tych mate-
ryatow, aby mieé 800 funtéw prochu?

Saletry 75; 8 X 75 = 600 funtdw
Wegla 13; 8 X 13 = 104 "
Siarki 12, 8 X 12 = 96 "

800 :100 — 8 800 funtow.

2) Pomiedzy osoby A, B, C, D rozdzieli¢ 5610 zikr. w stosunku
liczb Va, % B4, %

12
AT 6 170 X 6 = 1020 zkr. dostanie A
BA 8 170 X 8 = 1360 * " B
C% 9 170 X 9 = 1630 ,, " C
D ¥ 10 170 X 10 = 1700 ,, " D
5610 : 33 = 170 5610 zir. razem.

231
00



3) Czlery osoby skladajg sie na pewne przedsiebiorstwo, tak, iz
daje 4500 zir., B 5400 zir.,, C 6000 zir., D 9600 zir. Zyskat
przytem w ogdlle 4248 zir.; jakzez sie tym zyskiem podzielg

A 45M 15X 49-9765 = 749 647 zkr. = 749 zir. 39 kr.

B 54M 18X 49-9765 = 899-577 ,, = 899 , 34

C 60M 20X 49-9765=  999-530 ,, = 999 ,, 32 ,
= 1599 , 15

D 96M 32X 49-9765 = 1599-248

4248 : & T= 49-9765 4248-002 zkr. 4348 Ttr. — kr.
848
830
650
550
40

4) Trzy gminy maja kosztem sp6inym zbudowac most za 5241 zir. 21 ki
Odlegtosé tego mostu od gminy Ajest 1 mila, od gminy B 2 mil, o
gminy € 3 mil. Sumy od tych gmin ztozy¢ sie majace, majg by¢ w st
sunku odwrotnym ich oddalenia od mostu, zatem wedtug licz
stosunkowych 1, ¥2, ’/3. llez wiec przypada na kazdg gming

6

A 1 6 X 476-486

2858-916 ztr. — 2858 zir. 55 kr.

B o*3 X 476-486 = 1429-458 , = 1429 , 28
C % 2 X 476-486 = 952972 , = 952 * 58
5241-35 :117= 476-4863 5241 zir. 21~ki\

5) Pewien powiat ma cztery gminy, zktérych gmina A placi po
datku 2845 zir. 28 kr., B 1748 zir. 37 kr., C 2109 zir. 29 kr.
D 3019 zh. 53 kr. Gdy na ten powiat natozong zostata préc
tego suma 845 zir. i to w stosunku do podatku jaki ptacg gmi
ny, ilez przyczyni sie kazda gmina do tej sumf
A 2845 zir.28 kr. 2845-467 zkr.

B 1748 *37 , = 1748-617
Cc 2106 , 29 , = 2106-483
D 3019 , 53 , = 3019-883

845 :~9720-450 =: 0-0869301.
Przypada wiec do zapfacenia:

na A 0-0869301 X 2845-467 = 247-357 ztr. = 247 zkr. 22 kr.
B 0-0869301X 1748-617 = 152007 , =. 152 , —

C 0-0869301 X 2106.483 — 183-117 , = 183 ,, 7 .

D 0-0869301X 3019-883 = 262-519 * = 262 , 31 ,
845 zkr. — Kkr.

6) Kupiec,ktory jest winien osobie A7845 zir., B 10824 zir.,
C 8305ztr., D 15234 zir., E 4211 zir., zbankrutowat. W ja-



kiej mierze podzielg sie ci wierzyciele pozostatoscia majagtkowa,

wynoszaca 21428 zir. 37 kr.? — A weZmie 3621 z#r. 31 kr.,

B 4996 zir. 44 kr., C 3833 zh. 52 kr., D7032zk. 33 kr.,

E 1943 zkr. 57 kr.

7) Kto$ zostawia po sobie 15845 zir. majatku dla trzech spadko-
biercéw, z warunkiem aby A wzigt 2 razy tyle co B., a B 3
razy tyle co C. llez dostanie kazdy? — Na kazdy | zioty-
renski przypadajacy na spadkobierce C, ma dostaé B 3 zir,,
zaS A 6 zir.; zatem dziaty A, B, C sg z sobg w stosunku
6:3: 1, tak iz A dostanie 9507 ztr., B 4753 zk. 30 kr.,
C 1584 zir. 30 kr.

8) Za dostawe 2133 funtow kawy, 1735  funtéw cukru i 923 fun-
tow pieprzu nalezy sie w ogo6le 65 zir. 18kr.; ilez ztego
przypada oddzielnie na kazdy z tych artykutéw?

9)"Do zrobienia dobrego alramentu czerwonego rachuje si¢ na 1
kwarte octu winnego, 1*4 tuta atunu, 10ya tutdw fernambuku,
I 34tuta gumy arabskiej. Chcac zrobi¢ atrament czerwony z 2 fun-
tow i 17 tutdw tej suchej mieszaniny, ilez potrzeba bedzie wzigé
kazdej z trzech ostatnich ingredyencyj, a ile octu winnego przy-
da¢ do tego?

0) Z przedsiebiorstwa na ktére osoba A data 3240 zir.,, osoba B
1827 zir., C 2380 zir., D 3185 zir., wypadt zysk 581 */2 zir.;
ilez z tego zysku przypada na kazda z tych czterech o0s6b?

1) Liczbe 3555 podzieli¢c w stosunku liczb Y3, 35, 37, 1

2) Do robienia porcelany bierze sie 25 czesci glinki, 2 czesci krze-
mionki i jedna cze$¢ gipsu; ilez wypada wzig¢ kazdej ztych
czesci sktadowych na mase porcelany 105 funtéw.

13) Na pewne przedsiebiorstwo daje osoba A 1250 zir., B 2000 zir.,
C2750ztr., D 3000 zhr. Gdy z tego wypadto 1260 zir. zysku, a
osoba A précz swego stosownego udziatu dostaje za szczeg6lng
w tem przedsiebiorstwie gorliwos$¢ jeszcze 5% zysku, — ilez
przypada na kazdg?

8. 64.

W ztozonej regule spotki, w ktérg wchodzi kilka rzedéw liczb
tosunkowych, czesci pojedyncze zalezg od iloczynéw liczb stosun-
owych odnosnych; przezco kazde zadanie ztozonej reguly spoki
amieni¢ sie daje na zadanie pojedynczej reguly spoiki.

Tak np. jezli do spétki handlowej daje osoba A 13000 zir. na
4 miesigce, a B 10000 zir. na 6 miesiecy, zysk za$ wypadt 5000 zir.,



trzeba go rozdzieli¢c w stosunku wkladek i zarazem w stosunku cza-

su. Ze za$ na jedno wychodzi czy y
Azostawia 13000 zhr. przez 4 miesiecy,
B " 10000 ,, . 6 miesiecy;
czyli tez gdy
A zostawia 13000 X 4 = 52000 zir. przez 1 miesiac,
B ” 10000 X 0 = 60000 , , 1 miesiac;

zatem w obu razach osoby A i B podzielg sie zyskiem w tej samej
mierze. Poniewaz za$ w drugim razie czas przez ktory pienigdze
kazdej lezaty w handlu jest ten sam, wypada wiec aby sie podzie-
lity zyskiem w stosunku wkiadek (do tego samego czasu przywie-
dzionych), to jest w stosunku iloczynéw 52000 i 60000; te za$
liczby sg to liczby stosunkowe pojedynczej reguty spoiki.

A tak
w zlozonej regule spdtki nastepujacych trzymac sie nalezy prawidet:

1 Liczby stosunkowe do tej samej czeSci odnoszace sie, na-
pisa¢ obok siebie.

2. Liczby stosunkowe stojace obok siebie rozmnozy¢ jedne
przez drugie.

3. Otrzymane iloczyny uwaza¢ tak samo jak liczby stosunkowe
pojedynczej reguty spoOtki, wedtug czego wiec dalsze rozwigzanie
zadania nastgpi.

Przyktady i zadania.

1) Ugodzono sie zfurmanem zaptaci¢c mu 112 zhr. za odstawe trzech
pakunkéw, mianowicie: 24 cetnarow o mil 15, 30 cetnarow
o mil 20, i 26 cetnarow o mil 25. llez mu sie nalezy za
kazdy z osobna tadunek?

24 X 15 36%; 0%69565 X 36 == 25*043 ztr. = 25 zhr. 3 kr.
30 X 20 60&; 0*69565X 60 = 41*739 ,, = 41 ,44
26 X 25 65K], 0%69565X 65 = 45*217 ,, = 45 , 13

112 : m~~= 0*69565 112 zkr. —"KT!

2) Trzy osoby zawigzujg spotke do pewnego przedsiebiorstwa;
A daje 8200 zir. na 5 miesiecy, B 10500 zir. na 4 miesigce,
C 12000 zir. na 3 miesigce. Przedsiebiorstwo przyniosto zysku
4520 zir.; jakzez podzielg sie spélnicy tym zyskiem? —
A weZmie 1557 zir. 18 kr., B 1595 zir. 18 kr., C 1367 zir.
24 kr.

3) Do budowy mostu uzyte byty 3 gminy. Z gminy A pracowato
22 ludzi przez 10 dni po 9 godzin dziennie; z gminy B 18
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ludzi przez 9 dni po 10 godzin dziennie; zgminy C 15 ludzi przez
5 dni po 12 godzin dziennie. Za calg robote zaptacono 400 zir.;
ilez z tego przypada na kazda gmine?

4) A zaczat z dniem | Stycznia pewne przedsiebiorstwo z kapita-
fem 8000 zir.; do tegoz przedsiebiorstwa przystgpit B na dniu
1 Maja z 5000 zir., a G na dniu 1 Lipca z 6000 zi. —
Z konicem Grudnia okazat sie zysk 1180 zir. 20 kr.; ilez z nie-
go wezmie kazdy z trzech spélnikow?

IV. Reguta potgczenia czyli mieszaniny.

§. 65.

Reguty potaczenia (Allegazionsrechnung) takze regutg mie-
szaniny zwanej uzywa sie wtedy, gdy idzie o wynalezienie stosun-
ku, w jakim wzigé trzeba dwie lub wiecej rzeczy jednego rodzaju
a odmiennego gatunku, aby z nich zrobi¢ mieszaning pewnego ga-
tunku Sredniego (Mittelgattung).

Np. Ziotnik potrzebuje $rebra 13tej préby, a ma tylko S$rebro
czyste (t. j. 16tej proby) i srebro litej proby; w jakim stosunku
musi wzigé te dwha gatunki, aby otrzymat $rebro 13tej proby}? Ta-
kie zadania rozwigzujg sie przez regufe polgczenia.

Gatunek, ktory z przymieszania chce sie otrzymaé, musi by¢
zawsze lepszym od najposledniejszego, a posledniejszym od naj-
lepszego z gatunkéw do zmieszania z sobg branych. Woda uzywa-
na do rozpuszczania wina, i miedz brana do przymieszki w meta-
lach drogich, nie biorg sie w zadnej wartosci, czyli warto$¢ ich
ktadzie sie rowng zero, i tylko ilos¢ ich uwzglednia sie.

W najwiekszej liczbie zadan wychodzi na to, iz przez regute
potaczenia wynajduje sie stosunek w jakim dane rzeczy zmiesza
potrzeba, a dalsze rozwigzanie odbywa sie przez regule spdiki.

§. 66.

Chcac przez zmieszanie dwdch danych gatunkdéw otrzymac ga-
tunek $redni, trzeba nadmiarem gatunku lepszego nad gatunek S$re-
dni uzupetlni¢ to, czego galunkowi posledniejszemu nie dostaje do
gatunku $redniego; im bardziej tedy gatunek posledniejszy rozni
sie od gatunku $redniego, tem tez wiecej przybra¢ potrzeba do mie-
szaniny gatunku lepszego; zatem ilos¢ gatunku lepszego czyli liczbe
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stosunkowg mieszaniny odnoszaca sie do gatunku lepszego stanowi
réznica pomiedzy gatunkiem $rednim a posledniejszym. Roéwniez to,
o ile gatunek lepszy wiecej jest wart od gatunku S$redniego, musi
by¢ zréwnane przez przydanie posledniejszego; przeto tem wiecej
trzeba bedzie tego gatunku posledniejszego przybra¢ do mieszaniny,
im bardziej gatunek lepszy rézni sie od Sredniego; ta wiec rdznica
stanowi liczbe stosunkowg mieszaniny, odnoszgcg sie do gatunku
posledniejszego.

Gdy wiec idzie o zrobienie mieszaniny z dwdéch tylko gatun-
kéw, aby z nich otrzymaé pewien gatunek $redni, trzeba nastepu-
jace zachowaé prawidito:

1. Oba gatunki majace sie z sobg zmiesza¢, napisaé pod so-
bg, a po lewej stronie naprzeciw odstepu miedzy napisanemi licz-
bami, umiesci¢ gatunek S$redni.

2. Odja¢ gatunek posledniejszy od S$redniego, a wypadajaca
roznice napisa¢ po prawej stronie gatunku lepszego; potem odjac
gatunek $redni od lepszego, i te rOznice napisa¢ po prawej stronie
gatunku posledniejszego. Te roznice s to liczby stosunkowe mie-
szaniny dla umieszczonych obok gatunkoéw.

Przyktady.

1) Chcac dwa gatunki wina, jedno, ktoérego kwarta na 20kr., dru-
gie na 48 kr. wten sposéb zmiesza¢, aby kwarta mieszaniny
warta byta 40 kr., wjakim stosunku trzeba wzig¢ te dwa wina
Z sobg?

8 2. Réznica miedzy gatunkiem $rednim 40

20 5. S$ledniejszym 20 jest 20, pisze wiec te 20 obok
gatunku lepszego 48; roznica miedzy gatunkiem s$rednim 40 a le-
pszym 48 jest 8; te wiec 8 pisze obok gatunku posledniejszego 20.0
Zatem liczbami stosunkowemi mieszaniny sg 8 i 20, lub kréciej 2 i
5, to jest z gatunku posledniejszego trzeba wzigé do mieszaniny 2
czesci, z lepszego za$ 5 takichze czesci. Gdyby sie np. wzieto 10
kwart wina po 20 kr., to wina po 48 kr. nalezatloby wzigé kwart
25, gdyz z x : 10 = 5 :2 wypada x = 25. Ze kwarta tej mie-
szaniny jest w istocie warta 40 kr., przekona¢ sie mozna z naste-
pujacego rachunku:

10 kwart po 20 kr. = 200kr.

25 ,, . 48 ,, = 1200 ,
35 kwart mieszaniny 1400 kr.
zatem 1 kwarta * 40 kr.

13



2) Kupiec chce dwa gatunki kawy, jeden na 40 zir. cctnar, drugi
na 30 zir. cetnar, tak z sobg zmieszaé, aby otrzymat 28 cetna-
row, cetnar po 32 zir. llez cetnarow weZmie z kazdego ga-
tunku ?
217~ 1 Wypada wiec 28 cetnaréw rozdzieli¢ w stosun-

3084, ku 1:4; jest za$ wedlug reguly spoiki:
1; 1 X 535= 535 cetn. gatunku na 40 zkr.

4 X 535 = 222s ” » 30,
28 : 5 = 5%.
O prawdziwosci tego przekona nastepujacy rachunek:
535 cetn.po 40 zir. = 224 zh.
22Yys ., ,, 30 , = 672
28 cetn. 896 zir.
wiecl cetn. 32 zkr.

3) Winiarz ma dwojakie wino, jednego wiadro na 15 zir., drugiego
na 24 zir.; chce za$ z zmieszania tych dwoch gatunkéw olrzy-
maé¢ 10 wiader po 21 zir. llez weZmie do tego z kazdego ga-
tunku ?

21 246 2 X 3y3 = 623 wiader po 24 zi.

15JM X 3% == 3% . » 15
10 : 3 = 3¥3

Proba. 623 wiader po24 zkr. = 160 zkr.
3v, = *15 , = 50

10 wiader mieszaniny 210 zir.
zatem 1 wiadro 21 zkr.

4) Z Srebra czystego (16tej proby) i z Srebra 10tej proby chce
kto§ mie¢ 16 grzywien $rebra 1323 préby. llez weZmie
z kazdego gatunku?

3
i?7 323 n X % == 979 grzyw. $reb. czystego
0/3 102y3J_X y9= 629 , » 10 proby
16 : 18 — ®H®— %
Proba. W 97%rzyw. sreb. czystego jest 1564dutow Sreb. czyst.
"6V9  » » |Otej proby,, 6229 ” ”

W 16 grzywnach mieszaniny 21823 tutdw Sreb. czyst.
Zatem wypada na 1 grzywne 1323 tutéw Sreb. czyst.

5) Ztotnik ma 6 grzywien S$rebra czyslego; ilez musi do tego do-
da¢ miedzi, aby otrzymat srebro 13tej préby?



3 —**wrcx:6 =3: 13
o 3, zkad x ==1i5313 grzywienmiedzi.
Préba. 6 grzyw. Sreb. 16tej proby — 96 tutow Sreb. czyst.

13 w w w w — u m n w

T, QIZYW. e 96 tutéw $reb. czyst.
1 grzywna.o. 13 tutéw Sreb. czyst.

6) Ztotnik chce ze ziota 17 i 23karatowego mie¢ 21, grzywien
ztota 21karatowego. llez ma z kazdego gatunku wzig¢ do te-
go? — Ziota 17karatowego Fe grzywny, a 23karatowego |d3
grzywny. , A #oooe

7) Dwa gatunkikawy, jednej funt na 18 kr. adrugiej na 28 kr.
zmieszaC tak z sobg, aby otrzymac cetnar po cenie 24 kr. za
funt. llez wypadnie wzigé z kazdego gatunku?

8) Occiarz chce swdéj ocet zbyt tegi wodag rozpusci¢; gdyby go zo-
stawit tak jak jest, sprzedawatby kwarte po 11 kr., chcac za$
mie¢ 5 beczek czyli 180 garncy octu rozpuszczonego, i kwarte
takiegopo 9 kr. sprzedawac; ilez musido tego wzig¢ octu,
a ile wody?

9) Zeziota 16 i 22karatowego chce kto$ otrzymaé 4 grzywien
ztota 18karatowego; ilez wezmie kazdego z tych dwdch ga-
tunkow?

10) lle trzeba wzig¢ srebra czystego a ile miedzi, chcac otrzymac
784 grzywien srebra proby 116a?

8§ 67.

Czestokro¢ wypada robi¢ mieszanine z wiecej niz dwoch ga-
tunkoéw, i tym koncem oznaczy¢ stosunek w jakim gatunki te majg
wchodzi¢ w mieszanine. Zadania tego rodzaju sg najczesciej wprost
niewyznaczone, czyli maja wiecej niz jedno rozwigzanie; mozna bo-
wiem dane gatunki rozmaicie z sobg miesza¢, to jest znale$¢ roz*
maity stosunek tych gatunkdéw, i tem samem na dane pytanie otrzymac
wielorakg liczbe odpowiedzi, z ktorych kazda prowadzi do znale-
zienia zadanego gatunku S$redniego.

Majac wiecej niz dwa gatunki mieszaé z sobg, aby z nich
otrzyma¢ gatunek S$redni, wychodzi sie przytem z tej zasady: iz
zawsze po dwa gatunki, jeden lepszy a jeden pQSledniejszy od $re*
dniego tak sie z sobg zbiera, aby otrzyma¢ zadany gatunek S$redni;
przeszediszy tak wszystkie gatunki po parze, wypadnie z tego na



koniec ten sam gatunek $redni. Zatem do wynalezienia stosunku
mieszaniny, nastepujace stuzy prawidto:

\. Dane do zmieszania gatunki napisa¢ w kolei od najlepszego
do najposledniejszego, lub na odwr6t od najposledniejszego do naj-
lepszego; gatunek za$ S$redni umiescic po lewej stronie.

2. Bra¢ z kolei jeden gatunek lepszy ijeden posledniejszy i poré-
wnywacé je z gatunkiem $rednim: réznice miedzy gatunkiem érednim a
posledniejszym napisa¢ z prawej strony gatunku lepszego, a réznice mie-
dzy gatunkiem $rednim a lepszym napisa¢ z prawej strony gatunku po-
Sledniejszego. Tak postgpo*waé dalej, bioragc zawsze po parze ga-
tunek lepszy i posledniejszy do pordéwnania z gatunkiem S$rednim,
dopdki sie tym sposobem wszystkich gatunkéw nie wybierze. Cze-
stokroé wypadnie takze jeden i ten sam gatunek bra¢ z kilku inne-
mi, i to wtedy, gdy liczba gatunkdéw lepszych nie jest réwna liczbie
gatunkéw posledniejszych, lub tez gdy chcemy aby ten lub 6w ga-
tunek w wiekszej ilosci w mieszaning wchodzit; w takich razach
bedzie obok takiego gatunku wiecej réznic przypisanych. Rdznica umie-
szczona przy kazdym gatunku, lub tez suma réznic, gdy takowych
jest kilka, stanowi liczbe stosunkowg mieszaniny tegoz gatunku.

Przyktady i zadania.

1) Zotnik potrzebuje S$rebra 13tej préby, a ma tylko $rebro czyste
i Srebro 15tej proby, zatem musi przymiesza¢ miedzi; wjakim-
ze stosunku wezmie z soba te dwa gatunki $rebra i miedZ?

16 13 13 Tu miesza sie naprzéd S$rebro 16tej pro-
n J513 13 by z miedzig (Srebrem proby 0), potem S$rebro
0 3 2 5. 15tej proby z miedzig (Srebrem préby 0), i

w ten sposébotrzyma sie liczby stosunkowe 13, 13 i 5.

Bo wzigwszy 13 grzywien S$rebra czystego i 13 grzywien $re-
bra 15tej proby, trzeba do tego przymiesza¢ 5 grzywien miedzi, aby
otrzymac Srebro proby 13tej; gdyz

13grzyw. $reb. 16tej proby 208 tutow Sreb. czystego

3 *15tefj , = 195
5 . 0 = 0
31 grzywien mieszaniny 403 tutow Srebr. czystego;

zatem na 1 grzywne przypada 13tutéw Srebra czystego.
2) Z Srebra 8ej .proby, IOtej proby, tudziez z czystego $rebra ma
sie otrzyma¢ 15 grzywien S$rebra 13tej préby; ilez grzywien
wypada wzigé z kazdego z tych gatunkdw?



3)

3314 grzywien
3314
8814

83 3 Xiyi4
03 3 Xiyi4
65 + 3_£xiyld

15 :14 = iyu.

Préba. 3314 grzywien $reb. 8ej proby — 2597 lut. Sreb. czyst.

13

=

3314 & » 10ej . = 32Yr , "
84 ” w 16ej ,, = 137% Hut. Sreb. czyst.
15 grzywien mieszaniny . . . 195 ut. $reb. czyst.
wiec 1 grzywna . . . 13 Hut. Sreb. czyst.
Winiarz majgc wino w czterech gatunkac”, t.j. wiadro na 15 zir.,
na 18 ztr., na Shceje tak z sobg zmieszad,
abyotrzymat 38 wiader po 20 zir.; ilezwiader z kazdego ga-

tunku wezmie do tego?
Zadanie to ma rozmaitg liczbe rozwigzan.

«. Zmiesza¢ gatunek najlepszy i najposledniejszy, a potem oba
gatunki S$rednie.

Al5 8 X 2 = 16 wiader po 15 zk. = 240 zir.
0 -~ 4 X 2 = 8 . ., 18 ,, = 144
C42 X2 = 4 . 24 , = 96 M
D28 _5~X 2= 10 , » 28 ,, = 280 »
38 :19= 2 3Bwiader..ineinne 760 zir.
1 wiadro kosztuje istotnie 20 zkr.

b. Zmieszac zCzBzD
Al5 4 X 2 = 8 wiader po 15 zkr. = 120 zk.
on #1188 X 2 = 16 * * 18 , = 288
C4 5 X2 =10 , . 24, = 240
D28 2 X 2=_4 ” . 28 , = 112 »
38:19= 2 38 wiader. . . . . 760 zir.

1 wiadro kosztuje tedy 20 zir.
c. Zmiesza¢t A zC, Az D, Bz C

Al15 4 + 812 X 1314 = 16414 wiad. po 15 zbr. = 244414 zkr.

20B 184 4X 1314= 5614 , , 18, = 97104,
Clis5+ 2 7 X 1314= 974 , w24, =228 ”
D28 5 _ "X 18i4= .28 ,=190

38 :-28 = 1314 38 760
zateml wiadro kosztuje 20 zir.

Jakie mieszaniny procz powyzszych dadzg sie tu jeszcze zro-
bi¢, i w jakim razie da¢ mozna pierwszenstwo tej lub owej
mieszaninie ?



4) Z zmieszania srebra préby iOlej, litej i 15tej, tudziez z miedzi,
ma sie otrzyma¢ 10 grzywien srebra proby 13tej; ilez grzy-
wien wypada wzig¢ z kazdego z tych gatunkéw?

5) Kupiec ma pie¢ gatunkdéw kawy, na 30 zir., 38 zir., 42 zir,,
45 zkr. i 50 zir.; ilekrotnie i w jaki sposéb mozna z sobg
mieszaC te gatunki, aby znich otrzyma¢ taki gatunek, ktdrego-
by cetnar byt na 40 zir.?

f. ligita {limktfi.

§. 68.

Sg zadania, ktérych rozwigzanie zalezy od przybrania pewnych
posrednich stosunkoéw, a kazdy z tych stosunkéw sktada sie z dwoch
ilosci niejednakich co do gatunku, a réwnych sobie co do wewne-
trznej wartosci; kazda za$ z ilosci w stosunek wchodzacych ma
jedne spdlng z sobg co do gatunku ilos¢ albo w ktdrymkolwiek in-
nym stosunku, albo tez w ilosci w samemze zadaniu danej. Rachu-
nek przez ktéry zadania takie rozwiazujg sie, zowiemy reguta tan-
cuchowg (Kettenrechnung), a (o zfad, ze slosunki wen wchodzace
sktadajg niejako ogniwa; stosunek bowiem miedzy dwiema iloSciami
wynajduje sie tu ze stosunku w jakim jedna z nich jest zjakas
ng; ta inna <z trzecig, trzecia z czwartg, i t d. az do stosunku
miedzy jedng z wiadomych a ostatnig niewiadoma.

Np. llez ziotych reniskich mon. kon. wypada zaptaci¢ za 128
funtow wiedenskich pewnego towaru, wiedzac, iz 65 funtéw ham-
burskich tegoz towaru kosztuje 524 mark bankowych? — Aby za-
danie to rozwigzaé, trzeba mie¢ wiadomy stosunek miedzy funtem
hamburskim i wiedenskim, tudziez miedzy markg bankowsa i ztotym-
refiskim mon. kon.; stosunek ten jest taki:

100 funt. hamb. czynig 86 *2 funt. wied.,
200 mark banko, wynosza 146 zir. m. k.

Teraz mozemy znale$¢ ilos¢ niewiadomg za pomocg tych sto-
sunkéw posrednich, z ktérych kazdy zawiera dwie ilosci gatunku
niejednakiego lecz réwne sobie, a kazda z tych ilosci ma jedne
spolng z sobg co do gatunku pomiedzy iloSciami zadanie stanowig-
cemi. Otdz takie zadanie rozwigzuje sie przez regute tarcuchowa.

Kazde zadanie reguly tancuchowej moze by¢ rozwigzane przez
regute trzech pojedyncza kilkokrotnie przystosowana. Tak np. za-

in-



danie ktére mamy przed soba, da sie roztozyé na nastepujace trzy
zadania:
a) lle funtow wied. czynig 65 funtow hamb.,jezli 100 funtow
hamb. idzie na 86fa funtéw wied.?
y funt wied. 65 funt. hamb., y : 86Y2 — 65 : 100
86y2,, . 100 " wiec y = 56*225 funt. wied.
b) lle ztotych-refiskich m. k. czynig 524 mark bank., jezli na
200 mark bank. idzie 146 zir. m. k.?
z zkr. m. k. 524 mark bank., z . 146 = 524 . 200

146 , , , 200 ” wiec z = 382*52 zhkr. m. k.
* ¢) lle ztotych -renskich m. k. kosztuje 128 funt. wied., jeZli 56*225

funt. wied. kosztuje 382*52 zkr. m. k.?

X zir. m. k. 128 funt. wied., X 1 382*52 = 128 : 56*225
382*52 ,, ,, 56%225 , wiec x = 870*779 zir. m. k.

= 870 zir. 47 kr. m. k.

Takie kilka razy powtdrzone przystosowanie reguly trzech po-
jedynczej doprowadza wprawdzie do wypadku Zzadanego, jest jednak-
ze zbyt rozwlekte; podamy wiec tutaj sposob rozwigzywania zadan
regulty fancuchowej, a to za pomocag utozenia od razu warunkow
zadania.

Jezli otrzymane wyzej trzy proporcye napiszemy jedne pod
druga, a wprzdéd w pierwszej z nich przemienimy miejsce stosun-
kom, a w trzeciej zamiast wynalezionych liczb 56*225 i 382*52 za-
trzymamy gtoski y, z, bedzie:

65 : 100 = y:86Ya] przez rozmnozenie przez siebie wyra-
z : 146= 524 : 200 >razbw odpowiadajgcn otrzymamy zno-
X: z = 128 : y j wu proporcyg
XX zX 65:zX 100X 146 = y X 524 X 128 1y X 86Y,X 200~

Skrociwszy dwa pierwsze stosunki przezz, a dwa drugie
przez vy, bedzie
X X 65 : 100 X 146 = 524 X 128 : 86% X 200.
Poniewaz iloczyn wyrazéw skrajnych réwny jest iloczynowi wy-
razéw S$rednich, zatem
x X 86ya X 05 X 200 = 128 X 100 X 524 X 146,
zkad
128 X 100 X "24 X 146
X ~ 86*/, X 65 X 200
Aby unaoczni¢ zwigzek zachodzacy miedzy tem wyrazeniem a
liczhami w zadaniu danemi, trzeba zadanie w taka utozy¢ postac,
w jakiej potaczenie tancuchowe najwyrazniej w oko wpada. Ot6z
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zaczaC trzeba od pytania, kladac najpierw x z tg nazwag jaka (na,
a obok niego te ilo$¢, ktéra z temze x réwng ma warto$¢, a kto-
rej mnogos¢ jest niewiadoma; pod temi dwiema ilosciami umieszcza
sie pojedyncze stosunki jeden pod drugim, i to tak, aby w kazdym
stosunku ilos¢ pierwsza byta tego samego gatunku, jakiego jest
ilos¢ druga w stosunku nad nim potozonym. W takim ukfadzie
ilos¢ druga w stosunku ostatnim bedzie z iloscig x tego samego ga-
tunku. Zadanie nasze w takg utozone postaé, tak bedzie wygladato:
ztr. m. k. x kosztujg 128 funt. wied.,
jezeli funt. wied. 8612 czynig 100 funt. hamb.,
jezeli funt. hamb. 65  kosztujg 524 m&k bank.,
i jezeli mark bank. 200  czynig 146 zkr. m. k.

Poréwnywajac ten uklad z owem wyrazeniem, ktéreSmy wy-
zej dla x znalezli, widzimy od razu, iz x réwne jest iloczynowi
wszystkich liczb bedacych w ukiadzie po prawej stronie, podzielone-
mu przez iloczyn wszystkich liczb wiadomych po lewej stronie po-
tozonych. GdybySmy pomiedzy temi dwoma rzedami liczb pocia-
gneli linig z géry na dét, moznaby warto$¢ x wynales¢, uzywajac
metody przekre$lania.

8. 69.

Z tego wszystkiego wyptywa dla reguty tahncuchowej naste-
pujace prawidto:

1. Pociggna¢ linig z goéry na dot i po lewej stronie tej linii napi-
sa¢ X' z oznaczeniem gatunku tej ilosci, po prawej za$ stronie linii
potozy¢ ilos¢ wiadoma, ktérej mnogosci szukamy, i ktéra tem sa-
mem z tem x réwng ma wartosc.

2. Pod tem pisa¢ wszystkie posrednie stosunki jeden pod dru-
gim, tak, aby z dwoch ilosci w kazdy stosunek wchodzacych, po
lewej stronie przypadta ilos¢ tego samego gatunku i rodzaju jaka
jest z prawej strony stosunku nad nim potozonego, a po prawej
stronie ilos¢ réwna co do wartosci owej po lewej. Gdyby ktdra
z ilosci sktadata sie z dwoch lub wiecej wyrazéw, trzeba jg zamie-
ni¢ na jednowyrazowg czyli na jednomienng. — Gdy wszystkie sto-
sunki posrednie czyli ogniwa wziete zostaty w taricuch, co sie ztad
poznaje iz ostatnia z prawej strony ilos¢ jest tego samego gatunku i
rodzaju co ilos¢ niewiadoma x, znak to, iz uktad jest juz zupeiny.

3. Rozwigzanie odbywa sie, uzywajac metody przekreslania.
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Przyktady i zadania.
1) lle kosztujg 3 eetnary towaru, za ktdrego 5 tutdbw placi sie
18 kr.?

zir. x 3 cetn.
1 100 funt.
1 32 tut
5 18 kr.
60 1 ztr; zkad x = 576 zir.

Kiadzie sie x z swojem nazwiskiem ztote-renskie po lewej
stronie, a po prawej ilos¢ 3 cetn., ktorej wartosci (w ztotych-ren-
skich wyrazi¢ sie majacej) szukamy. Poniewaz pierwszy wiersz kon-
czy sie cetnarami, zatem drugi'tyiejsz poczyna¢ sie musi od cetna-
row; to za$ nastapi, piszacy jezli 1 cetn.... 100 funtdw zawiera.
Wiersz ten skonczyt sie funtami, przeto nastepny musi poczaé sie
od funtéw, co nastgpi, gdy napiszemy: jezli 1 funt... 32 lutéw za-
wiera. Teraz przechodzi sie od towaru do ceny, mowiac: jezli 5
tutow... 18 kr. kosztujg. Tu skonczyliSmy krajcarami, ale £ ozna-
cza zlote -renskie, trzeba wiec jeszcze przybra¢ jeden stosunek po-
Sredni: jeZli fiO kr.... 1 zir. czynig. Poniewaz ostatnia ilo$¢ z pra-
wej strony ma to samo nazwisko co x, zatem ukiad caly jest juz
gotowy. Rozwigze go sie metodg przekreslania.

2) Wiedniak sprzedaje winiarzowi 4ya korcy pszenicy po 623 zir.;
ilez za to dostanie od niego wina, liczac garniec po |35 zhr.?

garncy x  4Y2 korcy
1 6y3 zh.
135 1 garniec;  zatem x == 1834 garncy.

3) W Odesie kosztuje czetwert pszenicy 22 ru- zbr. x 1 mac wied.
bli asygnacyjnych, ilez kosztowaé bedzie 1210 star
mac wiedenski, gdy 2 czetwerty czynig 5 52 czetw.
Star, gdy na 10 Star idzie 12 mac wie- 122 rub. ass.
denskich, i gdv 100 rubli asygn. czynig 109 451* zir,
45Y, zkr. m. k.? X = 3337 .

= 3 zir. 20 kr.

4) lle cetnaréw londynskich idzie cetn. lond. x 253 cet. wied.
na 253 cetnaréw wiederiskich, 1 100 funt. wied.
gdy 100 funtéw londynskich = 81 100 funt. lond.
81 funt. wied., i gdy 1 cetn. lond. 112 Icetn. lond.
trzyma 112 funt. londynskich ? X *78*88 cetn. lond.

14



5) W Hamburgu kosztuje hamburski funt kawy  zir.x 5y3ctn.w.

5 Vaszylingbw, ilez ztotych-renskich m. k. wy- 1 100 funt. ,,
padnie zaptaci¢ za 5% cetn. wied!, gdy 100 86Ya 100funt.h.
funt. hamb. czyni 86Z%afunt. wied., a 200 mark 1 5fa szyi.
= 146y4 zkr. m. k., gdy nareszcie 1 marka 16 1 mark.
zawiera 16 szylingdw? 200 11467* zkr.
X = 154*985 zkr.
= 154 z#r. 59 kr.
6) Kto$ kupit towaru 3 cetnaréw 54 kr. sprzedaz x 1 funt.
funtébw za 118 zkr. Poczemuz 354 118 zir. kupno
*  bedzie przy sprzedazy zadat za 100 120zir.sprzed.
1 funt, jezeli za 100 zk. na 1 60 kr. sprzedaz
towar wydanych chce mie¢ X = 24 ki\
120 zr.?
7) Sztaba Srebra wazy 1412 grzywien, akazda zir. x 14%, grzyw.
z tych grzywien ma w sobie 13 tutow S$re- 1 13 tut. $r. czyst.
bra czystego; jakaz jest warto$¢ tej szta- 16 2QU &zir.
by, gdy za 16 tutébw czystego $rebra pla- X = 23798 zkr.
Nt WS zIr? ‘ = 237 zir. 59kr.
8) W Londynie kosztuje 10 penc bochenek naj- tutow x 1 kr.
przedniejszego chleba wazacy 4 funty avoir; 60 1 zir.
ilez wedtug tego stosunku tutow wieden- 20 28 funt. szt
skich wazyéby musiata butka krajcarowa ? 120 szyi.
1 funt szterling ma 20 szylingéw, 1 szy- 112 penc.
ling 12 penc, 2¥8 funt. szterl. czynig 10 4 funt. avoir
20 ztr. m. k., a 100 funtébw avoir = 81 100 81 funt wied.
funtéw wiedenskich. 1 32 hutow.
X = 475 tutéw.
9) Zakupiwszy 923 funtow towaru za 295 zir. 20 kr., gdy sie
przy sprzedazy tego towaru wzigto za cetnar po 29 zir.; jest
pytanie czy sie zarobito, czy stracito, i toile °/0?
xX\by zysk lub strate wykazaé w procencie, trzeba poczaé tan-

cuch od pytania: (ile) x zir. przychodu ze sprzedazy dajg 100 zir.

wydatku przy zakupnie? Jezli wypadek utozonej reguty

tancucho-

wej wiekszy jest niz 100, znak to ze jest zysk, a liczba o ktorg

znaleziony przychod przewyzsza 100, wskazuje zysk w
za$ wypadek mniejszy jest od 100, znak to ze jest strata,
0 ktorg znaleziony przychdd niedochodzi 100, wskazuje str

°l0; gdy
a liczba
ate w %;



jezli na wypadek otrzymamy 100, znak to iz nie ma ani zysku,
ani straty.

x zir. przychodu 100 zhr. wydatku
295% 923 funtéw 100
100 29 zir. przychodu 90*03

X — 90*63 zir. przychodu, zatem 9*37°/# straty.
10) Kto$ zakupit 36 garncy wina, ptacac garniec po 3 zir., a sprze-
dat to wino biorgc za kwarte po 51 kr.; ilez przytem °/0 zy-
skat lub stracit?
x zir. przych. 100 ztr. wydat.

3 4 kwart
| 51 kr. przych.
60 1zir. przych.

X = 113V3 zir. przychodu; zatem 13ys zir. zysku.
11) Kto$ kupit cetnar oleju za 30 zir.,, a musiat sprzedac ten olej,
biorgc za funt po 18 kr. llez w °/0 miat przytem zysku Ilub

straty ?
X zir. przychodu 100 ztr.wydatku
30 100 funtéw
1 18 kr.
60 1 zir. przychodu
x = 100 zir. przychodu.

Zatem przy tej sprzedazy nie byto ani zysku ani straty.

12) W Austryi idzie 20 zir. na grzywne czystego srebra, a 67 du-
katow po 4% zir. na grzywne ziota 2323karatowego; jakiz te-
dy jest w Austryi stosunek ziota do Srebra?

X grzyw. $reb. czyst. 1 grz. ziota czyst.

1 24 Kkar. ziota czyst.
2323 67 dukatow
1 4\3 zkr.
20 1 grz. Sreb. czyst.
x == 15*2873 grzyw. $reb. czyst.

Zatem w Austryi grzywna ziota czystego jest 15*2873 razy tyle
warta co grzywna czystego S$rebra, czyli zioto ma sie do Srebra
jak 152873 : 1
13) Lira austryacka ma 3*897828 Denari S$rebra czystego; ilez ta-

kich lir idzie na grzywne koloriskg czystego S$rebra, jezli 29

funtow metrycznych ¢ézjni 124 grzywien koloniskich, a 1000 De-

nari czynig 1 funt metryczny? — 60 lir.

14) Morg wiedeAski zawiera 57*557, morg pruski 25*532 Aréw
francuzkich; ilez morgéw wiedenskich trzyma pewien grunt,
ktérego powierzchnia ma 13734 morgdw pruskich?



15) lle metréw francuzkich idzie na mile austryacka o 4000 sazniach
wiedenskich, jezli stopa wiedenska czyni 0*31611 metra fran-
cuzkiego ?

16) Cetnar hamburski ma 112 funtdbw hamburskich, funt za$ ham-
burski ""*4846 kilogramu, a funt wiedenski = 0*56 kilogra-
mu; il*ztotych -reAskich m. k. kosztuje cetnar wiedenski to-
waru, ~ktérego 3 cetnary hamburskie kosztujg 208ya mark-
banko, rachujagc 163V4 zir. m. k. na 200 mark-banko?

17) Kto$ kupit 4 postawy sukna po 32 tokci w postawie, i zapta-
cit za to 430 zir.; — po czemu musi sprzedawac tokie¢ aby
miat zarobku 10% ?

18) Cetnar pruski o 112 funtach ile ma w sobie funtébw wiedenskich?,
wiedzac\ze funt wiedenski roéwny jest 0*56 kilogramu, a funt
pruski = \p*4677 Kkilogramu.

19) Zamieni¢ 100 frydrychsdoréw pruskich wedtug ich wewnetrznej
wartosci pienieznej W~ dakaty7 cesarskf87~~ wiedzac, iz z je-
dnej grzywny kolonskiej czystego ztota trzymajacej 260 gran
bija 35 frydrychsdoréw, i ze na jedne koloiska grzywne czy-
stego ziota 232skaratowego idzie 67 dukatow cesarskich.

20) Wywoz roczny wina z Oporto w Portugalii wynosi $Srednio 34280
Pip; ile to jest na wiadra nizszo-austryackie?, wiedzac iz 1
Pipa = 26 Almud po 12 Canhad, a 1 Canhada = 1*3867
litrow, a 1 Mass wiedenska — 1*4151 litrow.

VI, Reguta procentu ztozonego.

§. 70.

Przy kapitatach na procencie lezacych zdarza sie czesto, ze pro-
wizye zkoncem kazdego roku lub pétrocza przypadajaca, do kapitatu sie
dodaje i wraz z nim dalej procentuje; w takim razie mowimy, ze
kapitat dany jest na procent sktadany (zusammengesetzte Interes-
sen), albo na procent od, procentu (auf Zinseszinsen).

Abyznale$¢ ile jaka suma dana w taki sposob naprocent po
pewnym czasie wynosi, moznaby oblicza¢ prowizye za kazdy z ko-
lei okres czasu w ktérym suma procent przynosi, i dodawrC te
prowizye do stanu kapitatujaki byt w poczatku okresu.

Np. O ile powiekszy sie kapitat 2000 zir. za lat 4, gdypro-
wizye 5°/0 z kohncem kazdego roku dotozymy do kapitatu, i znowu
go dalej na procencie umiescimy?



Kapitat pierwotny 2000 zir.
Prowizyg za rok Iszy 100 ,,

Kapitat z kofcem Igo roku 2100 zir.

Prowizyg za rok 2gi 105
Kapitat z koncem 2go roku 2205, zkr.
Prowizyg za rok 3ci 110*25,,

Kapitat z koncem 3go roku 2315*25 zir,
Prowizyg za rok 4ty 115*7625,,

Kapitat z koncem 4go roku 2431*0125 zir. = 2431 zhr. 1 kr.

Gdyby szto tylko o prowizye z prostego procentu wypadajaca,
prowizyg ta za rok jeden bytaby 100 zir., zatem za 4 lata 400 zir.,
gdy tymczasem prowizyg z procentu skfadanego czyni 431 zir. 1kr.;
zatem roznica 31 zir. 1 kr. pochodzi z procentu od procentu.

Poniewaz rachunek poprzedzajacy jest bardzo rozwlekty, poda-
jemy tu inny krétszy spos6b dochodzenia przyrostku z procentu od
procentu :

100. zir. danych z poczatkiem kazdego roku na 5°/0 zamienia-
ja sie z koricem tegoz roku na 105 zir., wiec 1 zhr. jako /100 czes¢
100 zir. zamienia si¢ na y,00 cze$¢ 105 zir., to jest na 1*05. Za-
tem przyktad ktérySmy dopieroco rozwigzali, mozemy takze rozwia-
za¢ za pomocg reguty tancuchowej jak nastepuje:

X zir. warto$¢ z konicem 4go roku 2000 zir. kapitat pierwotny
1 1*05,, zkoncem Igo roku

1 PO5, , * 2g0 *

1 1*05,, , ” 3go

1 1*05, ., .. 4go ,,

x= 2000X 1-05X 1*05X 105X 105
lub x= 2000 X (1*05)4

Trzeba wiec 1*05, 4o jest te

liczbe ktdrg sie otrzymuje gdy do

100 dodamy procent 5 i te sume 105 podzielimy przez 100 wzigé
za czynnik 4 razy, to jest tyle razy ile jest lat, a potem pomnozy¢
przez to kapitat pierwotny.
(1*05)4 daje 1*215506, a
2000 X 1*215506 = 2431*012 == 2431 zkr. 1 kr., jak wyzej.

Gdyby sie prowizye doktadato do kapitatlu nie z konicem
kazdego roku lecz z koncem kazdego potrocza, wtedy poniewaz
100 zkr. zamieniajg si¢ za p6t roku na 102*5 zir., a wiec i 1 zi.
na 1*025 ztr., wypada tanicuch nastepujacy:
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x zhr. warto$¢ z koricem 8go potrocza 2000 zhr. kapitat pierwotny
I 1025 ,, z koncem lgo potrocza

1 1025 , n ) 2go \Y%

I 1025 , ,, » 3090 "
I 1025 ,, . 4go
I 1-025 ,, ,, » 5go
I 1025 ,, , » 6go
k1iQ25 ,, ., ” 790
Hj 025 ,, ,, 8go_

Xx— 2000 X (1 025)8

Tu wiec 1*025, to jest te liézfoe, ktdra sie wynajduje gdy do
100 dodamy procent 2*5 za pét roku, i sume 102*5 przez 100 po-
dzielimy, trzeba wynie$¢ do potegi 8ej, to jest do takiej potegi ile
jest potroczow', i przez tak otrzymang liczbe pomnozy¢ kapitat pier-
wotny.

Liczby (1*05)4 i (1*025)8 nazwaé mozna czynnikami przyro-
stku prowizyi (Aufzinsungsfaktoren).

Aby wiec wynales¢ warto$¢ jakg ma po pewnym czasie
kapitat dany na procent sktadany, trzeba dany kapitat rozmno-
zy¢ przez odpowiedniczynnik przyrostka prowizyi. Ten za$
odpowiedni czynnik przyrostku prowizyi otrzymuje sie, gdy do 100
doda sie procent za jeden okres czasu, te sume przez 100 podzieli,
atiloraz wyniesie do potegi takiej, ile jest okreséw czasu.

Tak np. aby obliczy¢ czynnik przyrostku prowizyi za 6 okre-
sow czasu, na stope procentowg 4°/0, uskutecznia sie to w naste-
pujacy sposob:

104 X 104 24864 X 1*124864
416 4561814241 4
(2) i*08I6 X 1*04 1124864
43264 11248 6
(3) W24864~~ 22497
4499
900
68
5

(i*04)6 = riesTTg
Nastepujacy wykaz zawiera czynniki przyrostku prowizyi, ob-
liczone na 2, 3, 4, 5 procentu, i na 1, 2, 3,... 29, 30 okreséw

Czasu.



ul

Okre-
¥

Czasu

1 102 103

2 10404 1-0609

3 1-061208 1092727
4 4=082432 .1-125509
5 1-104081 1159274
6
7

1126162 1194052
M48686 1-229874

* * 1-L71659 1-266770
9 1-195093 1-304773
10 1-218994 1-343916

1 1-243374 1-384234
12 1-268242 1-425761
13 1-293607 1-468534
14 1-319479 1-512590
15 1-345869 1-557967

16 1-372786-  1:604706
17 1-400241 1-652848
18 1-428246 1-702433
19 1-456811 1-753506
20 1-485947 1-806111

21 1-515666 1-860295
22 1-545980 1-916103
23 1-576899 1-973587
24 1-608437 2-032794
25 1-640606 2-093778

26 1-673418 2-156591
27 1-706886 2-221289
28 1-741024 2-287928
29 1-775845 2-356566
30 1-811362 2-427262

§ 71

1-04
1-081J
1-124864
J-169859
1-21£653

1-2653"9
1315932
1-368569
1-423312
1-480244

1-539454
1-601032
1-665074
1-731676
1-800944

1-872981
1-f14790()
2025817
2-106849
2191123

2-278768
2-369919
2-464716
2-563304
2-665836

2-772470
2-883369
2-998703
3 118651
3-243398

Przyktady.

5%

105
1-1025

I 157625
1-215506
1-276282

1-340096
1-407100
1-477455
1-551328
1-628895

1-710339
1-795856
1-885649
1-979932
2-078928

2-182875
2-292018
2-406619
2-5269%0
2653298

2-785963
2-925261
3-071524
3225100
3-386355

3-555673
3-733456
3920129
4116136
4-321942

I) Kapitat 5000 zir. dany na procent skfadany 5°/#, z rocznem

kapitalizowaniem, jak wielki bedzie po 6 latach?



Czynnik przyrostku prowizyi za 6 okreséw czasu i 5%
jest 1*340096; bedzie wiec
5000 X 1*340096 = 6700%480 = 6700 zir. 29 kr.

2) Kapitat 1234 zir. dany na procent skladany 4%, z pdtrocznem
kapitalizowaniem” ile wyniesie po 7 latach?

Tu jest do wziecia w rachunek 14 pétroczéw i procent pot-
roczny, to jest 270; odpowiedni czynnik przyrostku prowizyi
jest 1*319479, bedzie wiec

1234 X 1-319479
4321

~ 1319479
263896
39584

5278 «

1628,237 ~ 1628 zir. 14 kr.

3) lle bedzie warta po 20 latach suma 5800 zir. dana na procent
sktadany 3°/0 z catorocznem Kkapitalizowaniem?

5800 X 1-806111-= 10475*444 = 10475 zhk. 27 kr.

4) Ojciec skitada dla swego I»3letniego syna 2300 zir. do kasy
oszczednosci, ktéra kapitaty u niej umieszczone procentuje po
4°/0, a prowizye co po6t roku do kapitatu dolicza czyli kapita-
lizuje. Jakaz sume wyptaci taz kasa synowi, gdy tenze skon-
czy lat 24?

Tutaj jest 11 lat czyli 22 poétroczéw i 2°/0 potrocznie, zatem
2300 X 1*545980 == 3555*754 = 3555 zir. 45 kr.

5) Kto§ ma obowigzek zaptacenia 3000 zir. za rok, 2000 zir. za
2 lata, 1000 zir. za 3 lata, a 4000 zir. za 4 lata; ilez bedg warte
wszystkie te sumy za lat 4, liczac 5°/0 procentu skfadanego,
z rocznem kapitalizowaniem?

3000 zhr. platnych za 1 rok, warte sg za 4 lat 3472*875 zir.

2000 » 2 lata, ., ., ., ., , 2205%000
1000 = ” I , ¥ x>, 1050*000
4000 » w4 w 4000*%000

Warto$¢ ogoélna za 4 lat 10727*875 zir.
= 10727 zhr. 52 kr.

6) Kto$ daje przez 6 lat po sobie z poczatkiem kazdego roku
325 zir. na procent skfadany 4%, z rocznem Kkapitalizowaniem.
Jakaz bedzie miat z tego sume po uplywie tego czasu?
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Poniewaz pierwsza suma jest na prowizyi przez lat 6,

druga przez lat 5,... szosta przez 1 rok, bedzie wiec
Isza suma po 6 latach 325 X 1*265319
2 * , 5 325 X 1-216653
3cia , ., 4 325 X M69859
4ta S 325 X W24864
5ta , , 2 325 X 1-081600
6ta , , 1 roku 325 X 1*040000

Catkowita warto$¢ po 5latach 325 X 6.898295
N

2241-949 zir.
2241 zir. 57 kr.

7) Kapitat 3758 zir. 24 kr~eda”r na procent sktadany 5°/Ojaka be-

dzie miat warto$¢ po IS"&tifch?

8) Ojciec chce synowi sw#j$n.J&araz po jego narodzeniu zapewnic

kapitat, aby mu tenze™wyjjeicony zostat gdy dojdzie lat 24. Na
ten cel daje zaraz 125d*&v do* zakiadu zabezpieczajgcego, kto-
ry liczy prowizye 4°/*i #"%zi,iume zakfad ten wyplaci synowi,
doliczajagc prowizye cdftafenie do kapitatu?

9) Do galicyjskiej kasy o&afczednoici, ktéra od kapitatu dolicza pot-

10)

rocznie prowizyi 2°/0”vi/ktada>kto$ przez lat 12 z koricem kaz-
dego potrocza (to jest z kon™n Czerwca i Grudnia) po 40 zir
Jakgz sume odbierzeSpp gplj*ie tych lat?

Kupujacemu dom dajg ¥ wyboru dwa warunki: albo ztozy¢
6000 zir. zaraz, tal*z.;~|J»me za rok, i znowu takgz sume za
rok dalszy; — albgfei®o uptywie dwoéch lat zaplaci¢ naraz
19000 zkr. Poniew$?~iflJpujacy moze mie¢ po 5°/0 od swoich
pieniedzy, chciatby wiedzie¢, ktéry z tych dwdch warunkéw
kupna jest dla niego korzystniejszy?

8 72

Chcac rozwigza¢ zadanie odwrotne, to jest, gdy dana jest su-

ma wraz z narostym za pewien czas procentem sktadanym, aby wy-
nales¢ z jakiej ona sumy powstata, czyli wykaza¢ kapitat pierwotny
oddzielnie od narostej za tenze czas prowizyi, uzywa sie do tego naj-
lepiej reguly tancuchowej.

Tak np. gdy w lat 3 odebrano sume 2000 zir., w ktorg wli-

czony juz jest procent sktadany 4°/0, rocznie Kkapitalizowany; idzie

15
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o to, aby dojs¢ jaki byt kapitat pierwotny? — Otéz 100 zk.
zamieniajg sie za rok na 104 zir., zatem 1 zir. jako i/i00 cze$¢
100 zir. zamieni sie na 1*04 zir.; wiec i na odwrét kazde 1*04 zir.
byty przed rokiem' tylko 1 ztr. Bedzie wiec tancuch

X zhr. warto$¢ przed 3 laty 2000 zir. warto$¢ terazniejsza
1*04 1 zkr. wartosg przed rokiem
04 1 w ” " 2 laty
i'04 1 » " w 3,

zkad x = (TALA 2000 (iw *

Trzeba wiec 1 podzieli¢ przez czynnik przyrostku prowizyi
(1°'04)s, i przez otrzymang ztad liczbe rozmnozyé dang sume pie-
niezng 2000.

Poniewaz (1*04)3 = 1124864, zatem =0*888996, be-
dzie wiec x = 2000 X 0*888996 = 1771*992 = 17J8 zf.

Gdybysmy w tem zadaniu wzieli kapitalizowanie potroczne,
w takim razie wypada wzig¢ tylko potowe procentu, to jest 2; a ze
jest 6 potroczéw, zatem nalezy | podzielic przez (1*02)6 tak wiec

trzeba 2000 rozmnozy¢ przez m’é):-

Liczby 1 (/2 neawieny czynnikami odtracenia pro-

wizyi (Abzinsungsfaktoren).

Aby wiec majgc dang sume pieniezng, wynale$S¢ przez
odtrgbenie procentu sktadanego warto$¢ jakg ta suma miata
przed uptywem pewnego czasu, trzeba dang sume rozmnozy¢
przez odpowiedni czynnik odtracenia prowizyi¢ Ten za$ czynnik
odtrgcenia prowizyi otrzymuje sie, dzielagc 1 przez odpowiedni czyn-
nik przyrostku prowizyi.

W nastepujgcym wykazie podajemy czynniki odtrgcenia pro-
wizyi, obliczone na 2, 3, 4, 5 procentu, ina 1, 2, 3 ... 29,
30 okresow czasu.
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S 2% 3% 4% 5%

1 0-980392 0-970874 0-961539 0-952381
2 0-961169 0-942596 0-924556 0-907030
3 0-942322 0-915142 0-888996 0-863838
4 0-923845 0-888487 0-854804 0-822703
5 0-905731 0-862609 0-821927 0-783jj26
6
7
8
9

- 0-887971 0-837484 0-790315 0-746215
0-870560 0-813092 0-759918 0-7106*81
0-853491 0-789409 0-730690 0-676839
0-836755 0-766417 0-702587 0-644609

10 0-820349 0-744094 0-675564 0-6P6913>

1 0-804263 0-722421 0-649581 0-584679
12 0-788493 0-701380 0-624597 0-556837
13 0-773033 0-680951 0-600574 0-530321
14 0-757875 9-661118 0-577475 0-505068
15 0-743015 0-641862 0-555265 0-481017

16 0-728446 0-623167 0-533908 0-458112
17 0-7141.63 0-605016 0-513373 0-436297
18 0-700159 0-587395 0-493628 0-415521
19 0-686431 0-570286 0-474642 0-395734
I 20 0-672971 0-553676 0-456387 0-376890

21 0-659776 0-537549 0-438834 0-358942
22 0-646839 0-521893 0-421955 0-341850
23 0-634156 0-506692 0-405726 0-325571
24 0-621722 0-491934 0-390122 0-310068
25 0-609531 0-477606 0-375117 0-295303

26 0-597579 0-463695 0-360689 0-281241
27 0-585862 0-450189 0-346817 0-267848
28 0-574375 0-437077 0-333478 0-255094
29 0-563112 0-424346 0-320651 0-242946

0-552071 0-411987 0-308319 0-231377

8. 73.
Przyktady.

1) Suma 4000 ztr. ma by¢ z procentem sktadanym 4% i zrocznem
kapitalizowaniem za 5 lat zaptacona. Jakaz jest dzisiejsza war-
tos$¢ tej sumy?
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Czynnikiem odtracenia prowizyi za 5 okreséw czasu i
4°/0 jest 0*821927, zatem
4000 X 0*821927 = 3287 zir. 42 kr.

2) Suma z procentem skiadanym 5°/0 i rocznem kapitalizowaniem
7310 zkr. 45 kr. dzi$ wynoszaca, jakaz miata wartos¢ przed
laty 15?

7310%75 X 0*481017 = 3516*595 = 3516 zir. 36 kr.

3) Jaki kapitat trzeba da¢ na procent sktadany 4°/0, aby z pdtro-
cznem kapitalizowaniem wzrést w 12 latach na 5200 zir.?

Czynnikiem odtragcenia prowizyi za 24 okresowr czasu i
,2 jhocentu jest 0*%621722, bedzie wiec
5200 X 0-621722 = 3232-954 = 3232 zhr. 57 kr.

4) Meszczyzna 60letni chce swemu wiernemu studze zapewnic su-
me 800 zir. po swojej $mierci. Jakgz ma teraz wilozy¢ sume
do zaktadu zaopatrzenia, gdy tenze zaktad liczy procentu 4°0
z rocznem kapitalizowaniem?

Poniewaz S$rednia trwatos¢ zycia cztowieka 60letrfiego jest
lat 12, zadanie nasze wychodzi na nastepujgce: Jakiz kapi-
tat trzeba da¢ na procent skladany 4% z rocznem Kkapitalizo-
waniem, ab/ za lat 12 wzrost na 800 zir.; lub: suma z pro-
centem skladanym 4°/0 i rocznem Kkapitalizowaniem dzi$
800 zir. wynoszaca, jakaz miata warto$¢ przed laty 127

Jest wiec

800 X 0*624597 = 499*678 zir. = 499 zir. 41 kr. wkiadce.

5) Trzy osoby ubiegajg sie o kupno pewnej wsi. Osoba A chce
ztozy¢ gotowizng 18000 zir.; B ofiaruje 20000 ztr., ale tak,
iz 10000 zir. chce ztozy¢ zaraz, a drugg potowe dopiero za
5 lat; C ofiaruje takze 20000 zir., na co 5000 zir. zaraz chce
ztozy¢é, 8000 zir. za 3 lat, a reszte za 4 lat. Ktéraz z tych
trzech 0s6b najkorzystniejszy podaje warunek, liczac/pro-
cent sktadany 5% z kapitalizowaniem rocznem? X

Tu trzeba wszystkie zaptaty czesSciowe przywiesé di> je-
dnego czasu; w tym celu poszukajmy co wart jesjcraisiaj
warunek przez kazde z tych trzech oséb podany; i tak

A ofiaruje gotoW iZNg ..o zaraz 18000 zir.
B ofiaruje " e zaraz 10000 zir.
i 10000 z#r. za 5 lat, co czyni zaraz 7835 ,, 16 kr.

razem zaraz . 17835 w 16 kr.



G ofiaruje ., zaraz 5000 zlr.

8000 zir. za3 lat, co czyni .zaraz 6910 , 42 kr.
7000 z#r. zad lat, co czyni .zaraz 5758 * 55

razem zaraz . 17669 zir. 37 kr.,
zatem osoba A najkorzystniejszy podata warunek.

6) Osoba A chce da¢ sume pieniezng osobie B, tak, aby jej ta

586 zir. o rok wczesniej

Dzisietdg warto$¢ woglle= 586 X 4*451822

przez 5 lat z koncem kazdego roku 586 zir. wyptacita. Ja-
kiejze sumy ma zada¢ osoba B zaraz, liczac procent skia-
dany 4°/0 z rocznem kapitalizowaniem?

Tu trzeba obliczy¢ co jest warta suma 586 zir., gdy sie
takowa placi wczeéniej o rok, o 2 lata, o 3 lata, o 4 lata
i o5 lat; i tak
586 X 0%961539

. 2 lata = 586 X 0%924556
» 3 » » < = 586 X 0*888996
. W4 » o = 586 X 0*854804
» » 5 lat =?7586 X 0821927

2608*768 zir.
2608 zir. 46 kr.

7) Jakjjto jest kapitat, ktdry dany na procent skladany 4°/0 wzrést

po'l4 latach do sumy 3580 zir.? 4

8) Ojciec chce corce swojej gdy ta dojdzie 4at 20 zapewnié, posa-

gu 3000 zir. tym sposobem, iz przy narodzeniu sie jej skiada
naraz pewng sume do jednego z zakladdw zabezpieczajacych.
Jakaz musi by¢ ta suma, jezli zaktad kapitalizuje po 4°/0?

9) Kto$/Merze dom* na swojg wihasnosé, a za to obowigzuje sie

ptaci¢ dotychczasowemu jego wiascicielowi przez lat 15 po so-
bie rent# roczng z dotu po 600 zir. — Jest pytanie: w jakiej
ceni® przjjat nabywca ten dom, jeZli procent sktadany liczy
sie po*5%?



ROZDZIAL SZOSTY.

Roéwnania stopnia pierwszego o jednej niewiadomej.

§ 74.
Gdy réwnosé dwdch-ilosci wyrazimy w tén sposéb, iz je zna-
kiem = miedzy niemi polozonym oddzielimy, wyrazenie takie zowie

sie réwnaniem (Gleichung); albo innem stowem: rdwnanie jestto
dwojakie wyrazenie jednej i tejze samej ilosci; np.
a= a; (@a+ b) (a—b) = a2—bh2; 3x—5= 2x.-7|!
Wyrazenia po obu stronach znaku réwnosci zowig $A Arona-
mi (Theile) réwnania; i mogg sie skfada¢ z kilku lub wiecewwyra-
z6w (Gliede™ TakEw%réwnaniu 3x — 5 = 2x + 3, jest 3x — 5
pierwsza a 2x -J- 3 druga strong; kazda za$ z tych stron skiada

sie z dwoéch wrzdw* n * *
Rozrézniamy dwa* gatunkl réwnan: identyczne czyli sprawdzo-
ne, i warunkowe. Roéwnanie identyczne “cjeatische "Gleichung)

sprawdza sie, jakabadz warto$¢ nadamy wchodzacym w nfc, przez
gtoski wyrazonym ilosciom; wiasno$¢ te majg po”yz~ze rdéwnania
a= ai(@-f*h) (@a—b)— a2— b2 ktore sprawdzg sie nadajac
dla a i b jakiebagdz wartosci. Roéwnania. #a$§ waruMo*iQe\IRz$(\m-
mungsgleichung) sa to takie, ktore nie na \Iszelkg jakgab”IZ warto$¢
lecz tylko na pewng oznaczona warto$¢ ~$ci niewiadotnych w nie
wchodzacych sg prawdziwemi; w takich wiec réwnaniach réwno$¢
stron jest w pewnym wzgledzie warunkowg. Taknp. 3x*~—5 = 2x-J-3
jest réwnaniem warunkowem, gdyz pod tym tylko warunkiem jest
prawdziwe, jezli zamiast ilosci niewiadomej x wstawimy 8.

Wynale$¢ wartosci réwnania warunkowego, ktoreby je sprawdzi-
ty, jestto rozwigzaé (auflésen) réwnanie.

Wedtug mnogosci niewiadomych rozrézniamy réwnania oje-
dnej niewiadomej, o dwdch lub wiecej niewiadomych} a to we-
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diug tego jak w nie wchodzi jedna, dwie lub wiecej niewiadomych.
Np. 7x — 3 = 4x jestto réwnanie o jednej niewiadomej, 5x — 3y= 8
réwnanie o dwoch, 7x — 3y—5z-J-4 rownanie o trzech niewia-
domych.

Wedtug najwyzszego stopnia potegi iloSci niewiadomej
dzielg sie znowu réwnania na réwnania stopnia pierwszego, drue

giego9 trzeciego . . . . it d. Tak np.
ox_ g%~ 29 | sa to réwnania stopnia pierwszego,

5 X * _ 9 ) R R
x2-fy 2= 2xy! sg to rownama stoPnia drugiego.
Tutaj podamy tylko nauke o réwnaniach warunkowych stopnia
pierwszego o jednej niewiadomej.

I. Rozwigzanie rownan stopnia pierwszego o0 jednej
nn niewiadome;j. A

8 75.

Rozwigza¢ réwnanie stopnia pierwszego o jednej niewiadome;j,
jestto przyprowadzi¢ je do takiego ksztattu, aby po jednej jego stro-
nie byta sama tylko niewiadoma, a po drugiej stronie same wiado-
me liczby. Gdy np. z réwnania6x-f-4x=780— 3x otrzymamy
na wypadek x = 60, réwnanie torozwigzaliSmy.

Rozwigzanie rownania stopnia pierwszego polega na tej za-N
sadzie:

Gdy z wyrazeniami miedzy sobg roéwnemi odbedziemy ré-
wne czyli jednakowe zmiany, wyrazenia ktére z tego wypadna,
muszg takze byé miedzy soba réwne.

Z tej gtéwnej zasady wynikajag nastepujgce szczegOtowe
prawdy:

1. Gdy réwne dodamy do rownych, otrzymane sumy bedg
miedzy sobg réwne.

Jezlia = b, c = d, musitez byé a+ c= b+ o
2. Gdy od réwnych odejmiemy rowne, otrzymane roznice bedg

miedzy sobg rdéwne.

Jezlia= b, c.= d, musi tez by¢c a —c= b — d

Stosownie do tych dwdch prawd mozna z jednej strony rowna-
nia wypusci¢ kazdy wyraz i przenie$¢ go z znakiem przeciwnym na
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druga strone. Tak np. jezli x + = b, to bedzie tez x= b—g;
bo nie zaszta tu inna zmiana, jak tylko Zze mma odjeto od obu stron
rownania. Z rébwnania 5x = 16 — 3x wynika réwnanie 5x+ 3x=16;
w tym razie dodano 3x po obu stronach rdwnania, czyli co na
jedno wychodzi odjeto — 3x.
3. Gdy réwne pomnozymy przez réwne, otrzymane iloczyny

bedga miedzy sobg rowne.

Jezli a= b, c= d, musi tez by¢ ac = bhd.

Za pomocg tej prawdymoznapozby¢ sie utomkéw  z réwna-

nia, bo do$¢ bedzie obiestronyréwnania pomnozyéprzez  sp6ing

wielokrotno$¢ mianownikéw. Np. réwnanie ~ — b = ¢ pomno-
Zywszy przez a, zamieni sie ono na x — ab = ac. Podobnie ré*
.. X X . . N
wname2 2 = gdy w niem obie strony pomnozymy przez
o

2X 3 = 6, zamieni sie na 3x — 12= 2x.
4. Gdy réwne podzielimy przez réwne, otrzymane ilwazy be-

da miedzy sobag réwne. jy

Jezli a= b, ¢c= d, musi tez by¢ a:c = b:d

Mozna wiec obie strony rownania podzieli¢ przez te sama
liczbe, przezco réwnaniu czesto prostszg nadaje sie posta¢. Tak np.
w réwnaniu 6x = 24 obie strony podzieliwszy przez 6, otrzymujemy
rébwnanie prostsze x = 4.

§. 76.

Aby z przybraniem wedlug potrzeby prawd powyzszych roze
wigzaé réwnanie stopnia pierwszego ojednej niewiadomej, po-
stepuje sie w narst|pujaey>sposob:

1. Gdy w réwnanie wchodza utomki, uwolni sie je od nich,
mnozac obie strony rownania przez najmniejsza spdélng wielokro-
tno$¢ wszystkich mianownikow.

2. Gdy w réwnanie wchodzg wyrazenia ztozone, nawiasami
z sobg potaczone, wykonywa sie owe przez nawiasy wskazane dzia-
fania.

3. Wszystkie wyrazy w ktére wchodzi niewiadoma przenosi
sie na pierwsza strone réwnania i $cigga je w jeden wyraz; wszy-
stkie za$ wyrazy wiadome przenosi sie na drugg strone, i takze $cig-
ga w jeden wyraz.
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. 4. Uwalnia sie niewiadomg od jej spoiczynnika*, a (0 dzielac
obie strony réwnania przez tegoz spotczynnika.

Dla przekonania sie, czy rownanie zostalo jak nalezy rozwfa-
zane, do$¢ jest warto$¢ ktdéra dla niewiadomej wypadta, wstawic
w toz réwnanie w miejsce tejze niewiadomej, i wyrazenia po obu stro-
nach przyprowadzi¢ do najprostszej postaci.' Gdy sie jednakowy po
obu stronach otrzyma wypadek, znak to ze rozwigzanie réwnania
jest prawdziwe; w przeciwnym razie bytdby nieprawdziwe.

Przyktady.

o 8 T7.
1) 3x — 8 = 13
Rozwigzanie. 3x = 13 + 8. Proba. 3 X 7 — 8 = 13.
3x = 21 21 — 8 = 13
. X = 7. 13 = 13

2) 12 (x—1) = 3x + 24
Rogv. 12x— 12 = 3x + 24. Proba. 12(4—1)= 3 X 4-4-24

12x—3x= 2 4 + 12. 12 X == 12 + 24.
9x = 36. . 36 = 36.
X = 4
3] = x-5
Rozw. x = 2x — 10. Préoba. 10, = 10— 5.
X — 2x = — 10. _ 5=5.
— x = — 10.
x = 10.
4%Lii_ Lzi= 2
5 9
Rozw. 9(x-j-3) —5 (x—3)=90. Proba. — — 2.
9x+ 27 —5x+ 15=90. H5 — % =2.
9x—5x=90 — 27 — 15. 3 — 1 =2.
4x=48. 2 =
X = 12.

5) 6(x—2) — 2(3x+1) = 1 — 4 (2x+3).
Rozw. 6x — 12 — 6x — 2 = 1 —8x— 12
b6Xx —6x + 8 = 1—12 + 12+ 2.
8x = 3.
X =Yy 6.
16
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6) 7x — 2(x— 1 = 8 + 1L
49x — 4x -f- 14x — 14 = 56x -J- 7.
49x — 4x -f 14x — 56x = 7 -f 14.
3x = 21.
X — 7.
X x+ 1 , x- 2 2X 2 —3X
¥ + “T~ + “7~ = n — b5b— 3-

66x+44(x+1)-f-33(x—2)= 24x —33(2— 3x) — 396.
66x+44x-f44-f33x —66= 24x—66-f 99 x — 396.
66X -f- 44x -1- 33x — 24X— 99x ==— 66 — 396 — 44 —-66.

20x= —440.
xX= —22.
Rozwigza¢ takze nastepujgce réwnania:
n\ X . X X X [ ] w

8)i-+j+T+'y=x+117-
9) 3 (x+I) — 4 (x—1) == 8 (2x— 15).
2x-f1 x —3 3x-f7

10
) 5~ ~ “TiT-*

II. Uzycie rownan do rozwiazywania zadan.

8 78.

Kazde zadanie zawiera w sobie pewne warunki, ktérym liczby
wynale$¢ sie majace zado$¢ uczyni¢ musza. Chcac wiec zadanie
algebraicznie rozwigza¢, najpierwsza jest rzecza dane warunki napi-
saC znakami glgebraicznemi w ten spos6b, aby wszelkie stosunki
podtug warunkéw zadania miedzy iloScig niewiadomg a iloSciami
wiadomemi zachodzagce byly wyrazone, i aby tez byla oznaczona
rownos$¢, ktéra podiug tychze warunkéw zachodzi miedzy iloScig
niewiadomg a ilosciami wiadomemi. Te sprawe nazywamy utoze-
niem (Ansetzen) réwnania. Nie masz na to zadnego prawidia sta-
fego; nalezyta rozwaga i wprawa przez rozwigzywanie wielu zadan
nabyta, doprowadzg w kazdym szczegdlnym razie do poznania, wja-
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ki sposéb obejs¢ sie z niewiadomg stosownie do warunkéw zadania
i wprowadzi¢ jag w réwnnanie. #

Skoro roéwnanie juz utozone, rozwigzawszy je, otrzymamy szu-
kang warto$¢ niewiadomej.

Poczatkowi uczniowie zrobig najlepiej, gdy rozmaite zadania,
takze i bez ukladania takowych w réwnanie, stara¢ sie bedg roz-
wigzywal bez pidra i papieru samym namystem, idac rozumowaniem
od wniosku do wniosku. Aby wskaza¢ droge do tego, umieszczamy
w nastepujagcym tu paragrafie zadania poczatkowe, z rozwigzaniem
ich tak algebraicznie jak i namystem. Rozwigzywanie namystem za*
dan umieszczonych w dalszych paragrafach, zostawiamy samymze
uczniom.

Aby mieé¢ pewno$¢, ze rozwigzanie zadania jest prawdziwe,
trzeba przekonac sie czy warto$¢ dla niewiadomej znaleziona, czyni
istotnie zado$¢ warunkom zadania.

1. Zadania z utozeniem ich w réwnanie.

8. 79.
1. Znale$¢ taka liczbe, ktéra wzieta oOkrotnie i 7krotnie daje ra-

zem 96.

Namystem. Wzig¢ liczbe jakg 5krotnie i 7krotnie jest to sa-
mo co wzme”jg 12krotnie; wiec 96 zawiera w sobie liczbe szuka-
ng 127rtfzy™ czyli liczbg ta jest 12t czeScig 96, zatem 8.

" Algebraicznie. Oznaczywszy liczbe szukang przez x, bedzie
5x pieciokrotnoscig tej liczby, a 7x jej siedmiokrotno$cig. Zatem
wedtug warunku zadania musi by¢/

5x + 7x 96;
rozwigzawszy to réwnanie, wypada x = 8.
Préba. 5.8+ 7.8 = 40 + 56 = 96.
2) Jakato jest liczba do ktorej S5krotnosci dodawszy 42, wypadnie
jej 8krotnosé?

*)  Chociaz do utozenia réwnania z warunkéw zadania nie masz prawidta
statego, podajemy tu przecie jedno (z dzieta Lacroix), ktérego zasto-
sowanie bardzo rozciggte prowadzi tatwiej do celu. Oto wystowienie
tego prawidta: Uwaza¢ zadanie jakby Juz byto rozwigzane, i wskazaé
za pomocg znakéw algebraicznych na ilosciach wiadomych i na ilosci nie-
wiadomej te same rozumowania i dziatania, ktdreby nalezato uskutecznic,
chcac sprawdzi¢ wartos¢ ilosci niewiadomej, gdyby warto$¢ ta byla dana.

Przyp. thum.
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Namystem. Aby z 5krotnosci mie¢ 8krotno$é¢, trzeba do 5kro-
t nosci doda¢ 3krotno$¢. Gdy za§ w danym tu razie z 5krotnosci
otrzymuje sie 8krotno$¢ przez przydanie 42, wiec to 42 musi byé
réwne 3krotnosci; przeto liczba szukana musi byC¢ trzecig czescig
42, to jest 14.

Algebraicznie. Oznaczywszy liczbe szukang przez x, bedzie
5x jej Okrotnoscia, a 8x jej 8krotnoscia. Gdy za$ to pierwsze mu-
si by¢ powiekszone o 42 aby wydalo drugie, wypada iz

bx + 42 = 8x,
a ztad x = 14
Préba. 5 X 14 + 42 = 70 + 42 = 112,
8 X 14 = 112,
3) Jakaz to jest liczba od ktdrej 9krotnosci odjgwszy 72, wypadnie
jej 5Skrotnos¢?

Namystem. Aby z 9krotnosci otrzymac 6krotnds¢, trzeba od-
ja¢ 4krotnosé. Jezli wiec 9krotno$¢ ma przez odjecie od nigj 72
zamieni¢ sie na 5krotno$¢, wiec 72 musi by¢ 4krotnoscia liczhy
szukanej; zatem ta liczba musi by¢ 4tg czescig 72, czyli 18.

Algebraicznie. Oznaczywszy liczbe szukang przez x, bedzie
9x jej 9krotnoscig, a 5x jej 5krotnoscig, i wedtug warunku zadania
musi byé

9x — 72 = b5,
zkad x = 18
Proba. 9 X 8 —72 = 162 — 72 = 90,
5 X 18 =? 90.
4) Potowa pewnejliczby wraz z jej trzecig czeScig czynig 25; ja-
kaz to liczba?

Namystem. *ai */3 czynig razem 36; gdy wiec 36 liczby szukanej
czyni 25, to % uczyni tylko pigtg czes¢ 25, to jest 5; zatem znaj-
dziemy samg liczbe, biorgc 6krotnie owe5, to jestliczbg tajest 30.

Algebraicznie.  Oznaczywszy liczbe szukang przez x, bedzie

X .. X .o . j o
7]8] potowa a o jej trzecig czescig; zatem wedtug warunku za-

dania jest

zkad x =y30.
Préba.

I\)|8
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5) Liczba pewna wzieta 5 razy jest wieksza 0 86 od swej potowy
powiekszonej 5tg czescia; jakaz to liczba?

Namystem. /2 i *5 czyniag razem 710. Chcie¢ aby liczba
szukana 5 razy wzieta byla 086 wiekszg od swej czesci IOtej wzie-
tej razy -7, jest to samo co chcie¢ aby liczba szukana 50 razy wzie-
ta, byla o 860 wieksza od swej7krotnosci; ze za$ 50krotnos¢
wieksza jest od 7krotnosci o 43krotnosé, zatem 860 musi by¢ 43kro-
tnoscig liczby szukanej, czyli ta liczba musi by¢ 43cig czescig 860,
zatem 20.

Algebraicznie. Oznaczywszy liczbe szukang przez x, bedzie

5x jej 5krotnoscia, % jej potowa, a Exjej 5tg czescig; jest wiec

5*- 86 = f + £

zkad wypada x = 20.
Proba. 5 X 20 — 86 —4*x e
L 0

100 — 86 = 10 + 4.
14 = 14.

6) Kto$ zapytany, ile ma przy sobie pieniedzy, odpowiada: gdy-
bym miat pétora razy tyle ile mam teraz, iztego wydat 2 zir,,
zostatoby mi 16 zir. llez ziotych -refiskich ma teraz przy sobie?
Namystem. Liczbe jaka wzigé potora razy jest to samo co

potowe jej wzig¢ 3 razy; ze za$ 3 razy wzieta potowa zmniejszona

0 2 musi da¢ 16, zatem tg 3 razy wzieta potowag nie moze byé

jak tylko liczba 18, a tego 3cia cze$¢ to jest 6 bedzie potowg szu-

kanej liczby; wiec samg liczbg jest 12.

Algebraicznie. Oznaczywszy przez x liczbe zir. ktoérg osoba

zapytana ma przy sobie, jest — potowg tego; a wedlug warunku

zadania ma by¢

x+1-2—2: 16,

zkad x = 12 _
Préba. 12 + a— 2= 12+ 6 — 2 — 16.

8. 80.
7) Podrézny zapytany, ile mil ujechat, odpowiada: gdybym byt
0 48 mil dalej pojechat, bytbym 3 razy wiekszg droge zrobit
niz te, ktérg tg raza odbytem. |llez tedy mil ujechat?
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Oznaczmy liczbe mil odbytych przez x. Gdyby podrézny byt
0 48 mildalej pojechat, cala jego droga wyrazona wmilachbytaby
x -f- 48; a ze w tym razie bylby zajechatl 3 razy dalej,czyli byt |,
by odbyt 3 razy wiecej mil, jest wiec * i

X 4- 48 — 3*. '
zatem x — 24. #
Proba. 24 + 48 = 72, 3 X 24 = T2
8) Kupiec kupit sztuke ptétna, ptacac tokie¢ po 434 zir., sprzedat
jg za$ biorac za tokie¢ po 4V3 zir., i miat przytem catego zy-
sku 21 zir. llez tokci bylow tej sztuce?

W tern zadaniu trzeba sie domysli¢ tegowarunku, ze zysk
jestto rdznica pomiedzy tasuma, ktérg kupiec  wydat nakupno
ptétna, a suma ktérg wzigt przy sprzedazy.

Oznaczywszy liczbe tokci przez x, jest

suma wzieta za sprzedanych x tokci = 433 .x == 0
iss}
suma wydana na zakupienie x fokci*= 334 .x = —X;
zatem
13 x 15 x _
~3 r n 5
zkad x = 36.
Préba. Za 36 tokci po 4Y3zir. jest 156 zir. przy sprzedazy,
, 36 , ., 334 » |35 , .,  zakupnie,

21 zir. zysku.

9) Kto$ zapytany, ile ma lat, odpowiedziat: Za 10 lat bede dwa
razy starszy nizelim byt przed 4 laty. llez ma lat?
Oznaczywszy liczbe tych lat przez x, bedzie

wiek tej osoby za 10 lat == x -j- 10,
wiek tej osoby przed 4 laty= x — 4.

Ze za$ wedtug warunku zadania pierwszy z tych wiekow musi
by¢ 2razy wiekszy od drugiego,zatem aby otrzyma¢ réwnanie,
trzeba wiekdrugi rozmnozy¢ przez  2; . bedzie wiec

x+ 10= 2 (x — 4),

zkad x = 18

Proba. Wiek za 10 lat 28 lat,
Wiek przed 4 laty 14 lat,
ajest tez 28 = 2 X *4
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10) Ojciec ma lat 32 a syn 2 lata; za ilez lat bedzie ojciec 3 razy
starszy od syna?

Szukang liczbe lat oznaczywszy przez X, bedzie po uplywie
tych lat wiek ojca = 32 + x?w®k SYyfi= 2 + x; a gdy we-
dtug warunku zadania wiek pierwszy musi by¢ 3 razy wiekszy od
drugiego, aby je wiec zréwnaé, trzeba wiek drugi rozmnozy¢ przez
3, a bedzie réwnanie

32 +x =73 (2 -j- x),
ktore warto$¢ x = 13 sprawdza.

Préba. Za lat 13 ojciec bedzie miat 45 lat a syn 15 lat, za-

tem ojciec bedzie istotnie 3 razy starszy od syna.

11) Pewien chce wszystkie pienigdze jakie ma przy sobie rozda¢ mie-
dzy 10 ubogich, kazdemu po 20 kr., ale nie wystarcza mu po-
tyle; daje wiec po 18 kr., a zostalo mu sie tyle ile pierwej
nie dostawalo. llez tedy krajcarow miat przy sobie?
Oznaczmy szukang liczbe krajcardw przez x. Chcac daé kaz-

demu 7‘ubogich po 20 kr., nie dostawatlo 200 — x krajcarow;

gdy za$ kazdy dostat po 18 kr., zostalo sie x — 180 kr. Poniewaz
obie te liczby musza by¢ sobie réwne, bed“e*wiec
200 — x = x — 180,

zkad x = 190.

12) Pan przyjmujac stuge ugodzit sie z nim, iz mu za roczne za-/
stugi zaptaci 60 zir. i procz tego da suKnie* Po dwdch mie-

sigcach stuga odprawit sie i dostat tylko -suknie. jakiejze
cenie byta mu ta suknia policzpna? 2.y R
Niech bedzie warto$¢ sukni = x zir., za catoroczne™ \fiec

zastugi nalezalo sie x + 60 zir., a zatem za 2" ngiest|ce
60 : A 4 *
X~1—; poniewaz zaé Stuga dostat za ten czas suknie czyli.pfzir,,

A V*
musi wiec by¢

X 4- 60

X= - 6"

przeto x = 12.

13) Goniec wystany do miasta A, ujezdza dziennie mil 12; w dzieA
pOzniej puszcza sie za nim drugi goniec, i ma tamtego dogo-
ni¢ za dni 4; ilez tedy drugi ten goniec musi mil na dzieh
odbywac?

Jezli ~*zez x oznaczymy liczbe mil, ktore drugi goniec dzien-
nie ujecha¢ musi, w 4 dniach ujedzie on 4x mil; pierwszy za$ go-
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niec ktory jest w drodze o dzien dtuzej, zrobi w tych 5 dniach
mil 12 X 5 == 60. Ze za$ drogi przez obu gonicéw odbyte mu-
szg w miejscu ich zjechania sie by¢ sobie réwne, jest wiec

4x = 60,
zatem x = 15,
8. 81

Mozna tez czesto zadania w ktérych idzie o wynalezienie wie-
cej niz jednej niewiadomej, rozwigza¢ bardzo fatwo za pomocy je-
dnego roéwnania o jednej tylko niewiadomej, jak to w nastepujacych
przyktadach pokazemy.

14) Z dwdchliczb jest pierwsza 0 3 mniejsza od drugiej; gdy zas
pierwszg rozmnoze przez 4 iod iloczynu odejme 18, otrzymam
drugg. Jakiezto sg te liczby?

Oznaczywszy pierwszg liczbe przez x, to druga bedzie x + 3;
i jest podtug warunkéw zadania '
4x— 18 — x -f- 3,
zkad wypada x =: 7, zatem x -f- 3 = 10.
Préba. Druga liczba 10 jest istotnie 0 3 wieksza od pierwszej
liczby 7; takze rozmnozywszy 7 przez 4, i od iloczy-
nu odjgwszy 18, wypada druga liczba, to jest 10.

15) Liczbe 50 podzieli¢ na dwie takie czeSci, aby jedna z nich
byla o 6 mniejszag od drugiej.
Oznaczywszy cze$¢ wiekszg przez x, bedzie cze$¢ mniejsza
50 — x; a ze wedlug warunkéw zadania aby otrzyma cze$¢ wie-
kszg x, trzeba do mniejszej czesci 50 — x doda¢ 6, bedzie wiec
X= 50 — x + 6,
zkad wypada x = 28, ix — 6 = 28 — 6 = 22

16) Ojciec jest teraz 2 razy starszy od syna, a przed 15 laty byt
od niego' 5 razy starszy. llez ma lat ojciec, ile syn?
Oznaczywszy wiek syna przez x lat, bedzie wiek ojca 2x lat;

wiec przed 15 laty miat ojciec 2x — 15 lat, asyn x — 15 lat.

Bedzie tedy réwnanie

2x — 15 = 5 (x — 15),

zkad wypada x = 20, a tem samem 2x = 40. Atakojciec ma

lat 40, a syn 20. - > .

17)  Ojciec isyn majarazem lat 60, a syn jestprzytem4;'razy
miodszy od ojca. llez malat ojciec, a ile syn?



Oznaczywszy wiek ojca przez x, bedzie wiek synj — lat,
1jest

# * X+ T = 60>
[ ji
zkad wypada,x = 48, a —=12. Atak ojciec malat 48, syn1l
18) Pomiedzy trzy o0s6b rozdzielono 100 zi. w ten sposdb,
ze druga dostata dwa razy tyle co pierwsza, a trzecia
0 10 zhr. wiecej nizeli czyni polowa tego co dwie pierwsze
osoby razem dostaty. llez zir. wzieta kazdaz tych trzech osob ?

Oznaczywszy przez x liczbe zihr. jaka przypadana osobe A,
bedzie 2x liczba ,, ” » , B,

* 9 4 h 11QJ » woow n w n G ‘

zatem
3x

X+ 2Xx+ ¥ + 10= |V **"
z ktéregoto réwnania wypada x = 20.
A tak Adostaje . x”™ 20 zir.
s » B, 2X .

MYy C ,~+10 = .

19) Z pieciu braci najmiodszy miat pewng ilos¢ orzechéw; dat
z tego najstarszemu potowe mniej 8, drugiemu dat potowe tego
co mu zostato mniej 8, trzeciemu?nowu potowe tego co mu
jeszcze™zostato mniej 8, i nareszcie czwartemu polowezosta-
jacej mu jeszcze reszty mniej 8. Po (fkiem obdzieleniu zostato
jeszcze jemu samemu 20 orzechéw. llez tedy miat z poczatku
fSzystkich orzechéw, i po ile dat kazdemu z braci?

P Q" nafzyws$zy pbczatkowa, liczbe o/zechéw przez x, to pierwszy

* X o ® X . X

brat dostat — — 8, i zostalo jeszcze x — -- -j- 8 = — -f- 8;

drugi brat dostat T J-4 — 8 = 4 4, i zostalo jeszcze
~+ 8 — — 4N == — ~}- 12; trzeci brat dostat + ® ®
2 \ 4 / 4 o

X ) ) X ! j \ X R
= ——2, i zostalo jeszcze — + 12 — (— — 214 —p14;
z tego dostat czwarty brat ~ -f- 7 — 8= — — 1, tak iz
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jeszcze zosta’rox— + 14 — f—x— 1\ = 24 15. Ta za$ resztai
ma wynosi¢ 20; jest wiec
N o-f 15= 20
b | \ \
zkjd wypada x = 80.- . MEf \ *
A tak chtopiec miat wsz -tkich orzechéw 80, i dat A k

pierwszemu bratu — 8 == $2,
drugiemu ., ~ — 4= 16
trzeciemu woogTT 2 =28,

czwartemu ~ 1= 4

-S, - :
2. Zadania do wpraC”y ukiadaniu réwnan.

1) Jakato liczba jest wi>»idlla a.~od sumy z swojej 4tej, 5Stej i
6tej czesci? — L i(~al™|”

2) Znale$¢ taka liczbE, podzielenia jej prjez 3 wyszio tfTe
na iloraz, ile wypacl”® od~g6ia;od niej 32.— Liczba ta jest 48.

3) Mam w mysli taka lit&fee, z& gdy ja pomnoze przez 3, do te?
go dodam 8, otrzypaggseiaae podziele przez 8, i od ilorazu
odejme 4, wypadnijA* <fakazto liczbe pomyslatem sobie? —
Liczbe 8. Yot

4) Nauczyciel zapyt®i®Je ma uczniow, taka dat odpowiedz: Po-
towa moich uczgte# jfest o 16 wiekszg od 6tej i 9tej ich czesci
razem wzietych.MrelMedy miat uczniow? — 72 ucznié/jt

5) Kto§ miat przed 8 laty 4 razy tyle lat, ile«ich .czyni 5ta czeaf
jego dzisiejszego wieku. *llez mVlat*dzi$lfej?'— 40'Ap**

6) Kto$ zapytany, ile ma lat, odpowiedziat: za \2 lat bede 4 razy
starszy, nizeli bytem przed 12 laty. llez malat? — 20 lat.

7) Ojciec moéwi: Mam teraz lat 40, mdj starszy syn ma 16, miod-
szy 3 lat; za ilez lat bedg* moi synowierazem  tylemie¢ lat
co ja? — Za 21 lat.

8) Kobiete niosacg jaja w koszu, zapytat kto$, ile ich tam ma?,
a ona mu na to: Ukladatam te jaja na kupki réwne, naprzéd
wszystkie w a potem wszystkie w 8 kupek; ot6z
wtedy gdy “yto 4 kupeft\policzytam jaja w trzech kupkach, a gdy









