
*

ZASADY

GEOMETRYI ANALITYCZNEJ
GEOMETRYA PŁASKA

AD O L F A  S AGAJ ŁE
PHOFESSORA MATEMATYKI

TOM  P IE R W S Z Y

CZĘŚĆ P IE R W SZA  GEOM ETRYI PŁASKIEJ
l  Ł O ŻO N A  P O D Ł I G  D Z IE Ł A  P A IN V 1 n ' a ,  I ) "  N A I K  M A T E M A T Y C Z N Y C H

’
I POPRZEDZONA

HISTORYCZNYM POCZĄTKU I ROZWOJU GEOMETRYI ANALITYCZNEJ

CENA 25 FRANKÓW

PARYŻ 

B I B L I O T E K I  K Ó R N I C K I E J

1877





ZASADY

GEOMETRII ANALITYCZNEJ
GEOMETRYA PŁASKA



P A R I S .  —  I M P R I M E R I E  E.  M A R T I N E T ,  R U E  M I G N O N ,



ZASADY

CiEOMETRYI ANALITYCZNEJ
GEOMETRYA PŁASKA

P R Z E Z

A D O L F A  SAGAJŁEo o

PROFESSORA M ATE MATY KI

TOM  P IE R W S Z Y

CZĘŚĆ P IE R W SZA  GEOM ETRYI PŁASKIEJ
UŁOŻONA PODŁUG DZIEŁA PAINV1n’ a ,  D r" NAUK MATEMATYCZNYCH 

T POPRZEDZONA

RYSEM HISTORYCZNYM POCZĄTKU I ROZWOJU GEOMETRYI ANALITYCZNEJ

CENA 25 FRANKÓW

PARYŻ

N A K Ł A D E M  B I B L I O T E K I  K Ó R N I C K I E J  

1 8 7 7



097224



PRZEDMOWA

Lat temu trzydzieści powziąłem zamiar ułożenia w polskim języku dzieła Geometryi 
Analitycznej. Oddając się wykładowi matematyki we Francyi, miałem sposobność grun
townie poznać bogaty dział naukowej literatury francuzkiej, traktujący o Analizie Karte- 
zyańskiej, wówczas już stojącej na wysokim stopniu rozwoju i udoskonalenia. Chęć stania 
się użytecznym dodawała mi bodźca do pracy, zamiłowanie przedmiotu budziło we mnie 
otuchęże zadaniu temu podołam , a obietnica uczyniona mi przez AlexandraPnzEznziECKiEco 

ogłoszenia drukiem mych rękopismów dodawała zachęty do dziesięcioletnich studjóww tym 
kierunku.

Niemożność materyalna urzeczywistnienie mego zamiaru aż do dziś odroczyła. Dzięki 

zachęcie i pomocy udzielonej mi przez gorliwego nauk protektora, Hr. JanaDziAŁYŃSKiEGO, 

oddawna powzięty zamiar obecnie choć częściowo doprowadzam do skutku, tom pierwszy 

Geometryi Analitycznej pod sąd uczonej publiczności naszej i na użytek uczącej się mło

dzieży polskiej oddając.
Pewien że i nadal środki nieodzowne do wydania następnych tomów odmówione mi nie 

będą, cieszę się nadzieją że siły fizyczne nie opuszczą mię przed ukończeniem tej pracy i żc 

niezadługo tom drugi a wreszcie i po pewnej przerwie czasu tom trzeci ogłosić drukiem 

będę w stanie.

Dzieło niniejsze będzie w .trzech tomach.
Pierwszy tom obejmuje część pierwszą Geometryi płaskiej.
Drugi tom zawierać będzie część drugą Geometryi płaskiej i Geometryą w przestrzeni, 

czyli Geometryą o trzech wymiarach.
Tom  trzeci obejmie krzywe płaskie i powierzchnie wyższego rzędu.
Podany poniżej spis rozdziałów dwóch części obejmujących Geometryą płaską pojaśni 

czytelnika z treścią niniejszego i połowy następnego tomu Zasad Geometryi Analitycznej.



Pomieszczony na wstępie do niniejszego tomu « Rys historyczny początku i rozwoju 
Geometryi Analitycznej, » który zawdzięczamy pracyjednego z młodych naszych inżynierów 
z Paryzkiej Szkoły Dróg i Mostów, uwalnia nas od trudnego zadania, mającego na celu 
zapoznanie czytelnika niniejszego dzieła z przeszłością nauki, którą ono traktuje; wyka
zanie stanowiska Geometryi Analitycznej wobec innych m etod geometrycznych i podanie 
obrazu dzisiejszego rozwoju tej gałęzi wiedzy. Za utwór-ten, osnuty z talentem na podstawie 
najpoważniejszych naukowych źródeł, składając tu publiczną podziękę bezimiennemu  
autorowi takowego, przedstawimy tylko kilka słów tyczących się naszego dzieła i metody 
w niem przyjętej.

Zbytecznem byłoby tu powtarzać to co powiedziałem na wstępie do Wykładu zupełnego 
Algebry, ogłoszonego drukiem przed czterma laty, w przedmiocie myśli przewodniczącej 
mi w układzie dzieła. Jak wtedy tak i teraz nie miałem i nie m ogłem  mieć za zadanie być 
oryginalnym, bo w dzisiejszym stanie nauki jestto chcieć rzeczy niepodobnej, a może nawet 
szkodliwej. Jeśli więc uczona publiczność nasza dopatrzy się w pracy mej jakiejkolwiek 
zalety, to niech ją  przypisze szkole francuzkiej, której wszystko zawdzięczam w tej mierze i 
najnowszym znakomitym autorom dzieł francuzkich i angielskich o Analizie kartezyańskiej 
traktujących, których płody skrzętnemu osobistemu ocenieniu poddane stosownie wybrać 
i przyswoić naszej literaturze było m ojem  zadaniem. Jeśli wybór mój będzie przez krytykę 
naukową uznany za stosowny i dzisiejszemu stanowisku nauki odpowiedni pod względem  
treści i metody, to myśl sama żem młodzieży naszej pracą mą się przysłużył będzie wysoką 
dla mnie nagrodą.

W  wyborze metody z pomiędzy licznych metod w  wykładach Geometryi Analitycznej 
przyjętych powodowałem się myślą przeciwną rozpowszechniającemu się przekonaniu, że 
nauki ścisłe a szczególniej kartezyańska Analiza winny być wykładane przeważnie a nawet 
wyłącznie dla ich użyteczności praktycznej. Dążność ta prowadzi do zastąpienia głębokich 
studjów teoretycznych, urywkami naukowych teoryi, których zbiór m a na celu wyłącznie 
zastosowania praktyczne. Uważając tę dążność za szkodliwą- dla rozwoju nauk ścisłych 
w kraju naszym, starałem się wybrać metodę odpowiadającą o ile można nietylko celowi 
praktycznego nauki zastosowania, ale zarazem pozwalającą m łodem u czytelnikowi jeśli nie 
poznać, to przynajmniej spostrzedz cały ogrom horyzontu nauki, przedmiotem niniejszego 
dzieła będącej.

Dzieło niniejsze zawiera obok przedmiotów objętych programami examinowymi do 
francuzkich szkól specyalnych, części dodatkowe traktujące o spółrzędnyeh jednorodnych.
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łrzylinijnych i slycznsczkotoych. W obec bowiem wysokiego rozwoju Geometryi nowo
czesnej, wywołanego pracami Chasles’a , Steiner’a, Poncelet'ci i innycb znakomitych 
Geometrów, Geometrya Analityczna nie posiłkująca się tymi układami spółrzędnych jest 
niezupełny a nawet bezwładny, jeśli chodzi o tłumaczenie nowych doniosłych zasad przez 
pana Chasles'a do Geometryi czystej wprowadzonych.

Za podstawę dzieła przyjawszy układ spółrzędnych Descartes'a, rozwinęliśmy szczegółowo 
wszystkie teorye wymagane na examinach do szkół publicznych.—  Roztrząsania stanowiące 
najważniejszą część Analizy rozwinęliśmy jak można najobszerniej stosunkowo do ram  
niniejszego dzieła.

Części traktujące o spółrzędnych trzylinijnycb i styczneczkowych podane są ogólnikowo, 
niekiedy bez dyskussyi; wszystkie wszakże ważniejsze wzory są w nich wskazane i dowie
dzione. Uważaliśmy tę część dzieła niniejszego jako uzupełniającą i dodatkową, a przezna
czoną głownie dla tych czytelników, którzy brak szczegółów z łatwością własną zastąpią nauką.

Dla początkujących ogólnie podane wiadomości o nowych układach spółrzędnych mogą 
stać się podnietą do obszerniejszych studjów, przedmiotem korzystnie zaciekawiającym, a 
jednak dostatecznie rozwiniętym w tern dziele, aby wzbogacić ich zasoby naukowe do roz
wiązywania zadań i rozwidnić ich poglądy na Geometryą.

Dla zachowania jednolitości wykładu i jaśniejszego wykazania znaczenia i użyteczności 
względnej każdego z układów spółrzędnych, nie odłączyliśmy nowych spółrzędnych i nie- 
zawarli teoryi za dodatkowe uważanych w osobnym dziale lub części dzieła. Przyjawszy 
spółrzędne kartezyańskie za układ podstawowy, po każdem szczegółowem przedstawieniu 
kwestyi w tym układzie, podaliśmy odpowiedne przedmiotowi określenia innych spół
rzędnych i wzory uwidaczniające prawa przekształcenia różnych układów. Tym sposobem  
łatwo jest porównać znaczenie każdego z układów w stosunku do innych spółrzędnych i do 
przedmiotu rozbieranego.

Znana dziś, urobiona i rozpowszechniająca się obecnie teorya wyznaczników, posłużyła 
do użycia algorytmicznego znakowania, wygodnego w wielu razach, a nie przedstawiającego 
żadnych trudności dla posiadających choćby tylko najogólniejsze elementarne wiadomości 
w tym względzie.

W  przedmiocie krzywych i powierzchni wyższego rzędu w dziele niniejszem wskazano 
zaledwie kilka własności ogólnych, wynikających wprost z wzorów wyprowadzonych. Mamy 
nadzieję brak ten w tomie ostatnim usunąć.

Byłoby wiele do dodania, mnóstwo braków do zapełnienia i teoryi do rozwinięcia, gdyby
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to dzieło miało być zupełnym wykładem Analitycznej Geometryi. Jako podręcznik poda
jący podstawowe wzory tej nauki i dostateczne pojęcie o jej bogatych zasobach sadzimy że 
ono może być użytecznem.

Kończąc niniejszą przedmowę, niech mi wolno będzie dołączyć wyrazy mej wdzięczności 
dla H r. Jana D z ia ł y ń s k ie g o , którego zachęcie i pomocy winienem możność napisania i 
wydania tego dzieła.

Liczba dzieł matematycznych polskich, wydanych w ciągu lat kilku kosztem tego dostoj
nego nauk protektora jest dla mnie rękojmią, że głos mej wdzięczności znajdzie echo 
w sercach tych wszystkich, dla których dobro publiczne nie jest obojętnem.

Pisałem  w Paryżu dnia 7 czerw ca  1877 roku .

A d o l f  SAGAJŁO.i
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S P I S  R O Z D Z I A Ł Ó W

TOM P IE R W SZY

KSIĘGA I. —  LINIA PROSTA I PUNKT.

R o zd ział  I. Linia prosta.
R ozdział II. Spółrzędne trzylinijne jakiegokolw iek punktu.
R ozdział III. Punkt.
R ozdział  IV. Spółrzędne trzylinijne jakiejkolw iek prostej.
R ozdział V. Przekształcenie figur.

KSIĘGA II. —  KOŁO.

R ozdział  I. K oło  (spółrzędne kartezyariskie).
R ozdział II. K oło (spółrzędne trzylinijne).
R ozdział III. K oło (równania styczneczkow e).

KSJĘGA III. —  UPROSZCZENIE RÓWNAŃ DRUGIEGO STOPNIA.

R ozdział  I. Klassyfikacya krzyw ych drugiego rzędu.
R ozdział II. Klassyfikacya krzywych drugiej klassy.

KSIĘGA IV. —  WIADOMOŚCI OGÓLNE O KRZYW YCH .

R ozdział  I. Styczne.
R ozdział II. B iegunow e.
R ozdział 111. Punkta i styczne w ielokrotne.
R ozdział IV. Punkta w  n ieskończoności.
R ozdział V . Teorya środków .
R ozdział  VI. Teorya średnic.
R ozdział VII. Jedtiokładność.
R ozdział VIII. Twierdzenia o g ó ln e .
R ozdział IX. Poszukiwanie rów nań wielu krzywych określonych geom etrycznie.

Io Elipsa, hyperbola, parabola.
IIo Opisanie organiczne krzywych.

IIIo Cyssoida D iokles’a.
IVo K onchoida Nikom ed a.
V o Ślimak Pascal’ a albo konchoida kołow a.

VIo Owale Descartes’a.
V IIo Naszyjnik koła ( Podaire fiu cercie).

VIIIo Strofoida albo logocyklika.



SPIS ROZDZIAŁÓW.

IX 0 Owale Cassini’ ego.
X° U ogóln ien ie krzyw ych poprzedzających. 

XI° Chrabąszcz [Scarabée).
X II0 K onch oidy  w  ogólności.
XIII0 Rozw inięte.
XIV» Cykloida. ^
X V 0 E p icy k lo id y ; rów nania , w łasności.

X V I0 Liczne i dobrane Ćioiczenia :

1° Krzywe do wykreślenia.
2° Tw ierdzenia do dow odzenia.

TOM U IM K I

obejmie DRUGĄ CZĘŚĆ (lo jest dalszy ciąg i koniec Geometry i płaskiej).

KSIĘGA I. —  BADANIA SZCZEGÓLNE KRZYW YCH  DRUGIEGO RZĘDU.

R ozdział  I. Ogniska.
R ozdział II. Styczne i n orm a ln e .
R o z d z i a ł  III. Ś r e d n i c e .

R ozdział  IV. Assym ptoty.
R ozdział  V. Pow ierzchnie.
R ozdział  V I. Cięciwy w spólne, styczne w spólne.
R ozdział VII. D ow odzenie wielu w łasności ogólnych.
R ozdział VIII. W ykreślenie geom etryczne krzyw ych drugiego rzędu.
R ozdział  IX. S ek cye  stożka  i w a lca .

Ćwiczenia.

KSIĘGA II.

R ozdział  I. S p ó łrz ę d n e  b ie g u n o w e .
R ozdział  TI. W ykreślenie pierwiastków.
R ozdział III. W ia d o m o ś c i o g ó ln e  o  b ie g u n o w y c h  w za je m n y ch .
R ezdział  IV. W iadom ości o g ó ln e  o przekształceniu przez prom ienie w odzące odw rotne.

M iejsca geometryczne. Zagadnienia.

Spis rozdziałów  Geometryi o trzech wym iarach podany będzie w  tom ie drugim , wraz z ogólnym  
spisem przedm iotów  m ających w ejść do tom u trzeciego.



D ZIEŁA I P U B L IK A C Y E  POMOCNICZE

Chasles, Membre de l’Institut. — Aperçu historique sur l’origine et le développement des Méthodes en Géométrie, 
particulièrement de celles qui se rapportent à la Géométrie moderne, suivi d’un Mémoire de Géométrie sur 
les deux principes généraux de la science, la Dualité et l’Homographie. 2e édition, conforme à la première. 
Un volume in-4 de 850 pages, 1875.

Ch asles. —  Traité de sections coniques, faisant suite au Traité de Géométrie supérieure. Première partie, in-8, 
avec 5 planches, 1865.

Gremona (L.), Directeur de l’Ecole d’application des Ingénieurs, à Rome. —  Éléments de Géométrie projective, 
traduits par Ed. Dewulf, chef de bataillon du Génie. Un volume in-8, 1875.

P oncelet, Membre de l’Institut. —  Traité des propriétés projectives des figures. 2e édition, 1865-1866, 2 volumes 
in-4.

R ouché (E.) et d e  Comberousse (Ch.). —■ Traité de Géométrie élémentaire, conforme aux Programmes officiels, 
renfermant un très-grand nombre d’exercices et plusieurs Appendices consacrés à l’exposition des Principales 
Méthodes de la Géométrie moderne. 3e édition, revue et notablement augmentée, in-8, avec 611 figures dans le 
texte et 1085 Questions proposées, 1873-1874.

Bourdon . —  Application de VAlgèbre à la Géométrie, comprenant la Géométrie analytique à deux et à trois 
dimensions, 7e édition, revue et annotée par M. Darboux. In-8, avec planches, 1872. (Adopté par l’Université.)

Ca r n o y , Professeur à l’Université de Louvain. —  Cours de Géométrie analytique. 2 volumes grand in-8, avec 
ligures dans le texte.

Delisle et Geron o . — Géométrie analytique, ln-8, avec planches, 1854.
Uefebure de  F ourcy . —  Leçons de Géométrie analytique. 9e édition , 1871.

E. J. Boquel. — Leçons nouvelles de Géométrie analytique. 2 volum es grand in-8 lith ograph ies, avec nom breuses 
ligures dans le texte.

Irc Partie. — Géométrie plane ; 1872.
IIe Partie. —  Géométrie de l’espace ; 1874.

Painvin (L.). — Principes de Géométrie analytique. 2 volumes grand in-4 lithographies, de plus de 800 pages 
chacun, avec nombreuses figures dans le texte.

Ire Partie. —  Géométrie plane; 1866.
IIe Partie. —  Géométrie de l’espace ; 1871.

P oncelet. —  Application d’Analyse et de Géométrie qui ont servi de principal fondement au Traité des Pro
priétés projectives des figures. 2 forts volumes in-8. avec figures dans le texte; 1862-1864.

Salmón. —  A treatise on Conic Sections. London, 1863.

Salmón. —  A treatise on the Analytique Geometry o f  three dimensions. Dublin, 1865.
Salm ón . — Treatise on the higher plane curves.

B r io t  (Ch.) et B o u q u e t . —  Théorie des fondions elliptiques. 2° édition, in-4, 1875.

Fr e n e t . —  Recueil d’exercices sur le calcul infinitesimal. 3e édition , in-8, avec figures dans le  texte; 1873.

Uonchampt (A.). —  Recueil des principaux Problèmes posés dans les examens pour l’École polytechnique et pour 
l’École centrale des Arts et Manufactures, ainsi que dans les conférences des Écoles préparatoires les plus 
importantes. Énoncés et solutions. 100 figures lilh o g r ., grand i n - 8 , 1865.

Nouvelles Annales de Mathématique, journal des Candidats aux Écoles polytechnique et normale, rédigé par 
M. Geron o , professeur de Mathématiques, et M. Ch. Brisse , Répétiteur à l ’École polytechnique, agrégé de 
l’Université. (Publication fondée en 1842.)





RYS HISTORYCZNY POCZĄTKU I ROZWOJU

G E O M E T R Y !  A N A L I T Y C Z N E  J

Środek siedem nastego stulecia słusznie m oże b y ć  uważanym za jed n ę  z najśw ietniejszych epok  pod 

w zględem  prac i odkryć w  dziedzinie G eom etryi.

R ozw idniony  horyzont odrodzenia nauk blaskiem  gieniuszów  : Viète’a, now oczesn ego tw órcy 

A lgebry i K epler ’a, o jca  now ożytnej A stronom ii, zajaśniał naraz w ielu  im ionam i m ężów , którzy 

w ytknęli n ow e drogi postępow i w iedzy.

Do licznego zastępu G eom etrów , okalających w  tej ep oce  kolebkę nauki, której pobieżny rys ro z 

w oju  podać zamierzamy, należę. :

F e r m a t  (1590-1663), tw órca dzieła « D e maximis et minimis, » w  którym  poraź pierw szy w p ro 

wadza n ieskończoność w  rachunek, jak K epler  w prow adził ją  do Geom etryi. Uważanym on  być  

m oże za pierw szego w ynalazcę rachunku różniczkow ego. D'Alem bert pow iada, że «Ferm at'ow i należy 

» się pierwsze zastosowanie rachunku do ilości różniczkowych, » a Bufjon  przyznaje jeg o  m etodzie, że 

« byłaby ona rachunkiem różniczkowym , gdyby Ferm at był j ą  uogólnił. »

D esargues (1593-1662), fundator now ożytnej G eom etryi, którego sławny Poncelet m ianuje b y ć  

<( M ongeem  siedemnastego wieku. »

G avaliiîri (1598-1647), tw órca Geom etryi Niepodzielnych  (1), która przez p ó ł w ieku zdołała brak 

ca łk ow ego  rachunku zastępie.

R oberva l (1602-1673), autor Traktatu o niepodzielnych, sławny Geom etra, który w spółcześnie z F e r 

mat’em i Descartes’ em rozwiązał w ielkie zadanie Stycznych do lin ii krzyw ych.

P a scal  (1623-1662), nieśm iertelny ja k o  filozof, a jak o geom etra, w  badaniach sw ych  na tle m etody 

Cavalieri’ ego, będący  spójnią m iędzy Archimedes' em i Newtonem.

Zastęp ten powiększyć należy sławnem i im ionam i jak  : M ydorge, Torricelli, Viviani, Gregory, M er

cator, Schooten, Ceva, Huygens, Sluze i w ielu  innych.

W  tej to e p o c e , od zn a cza ją ce j się taką o b fito ś c ią  m ę ż ó w  n au k i, zajaśn iał Descartes (1 5 9 6 -1 6 5 0 ),

(1) Geometrie des Indivisibles, 1635.



który odkryciem  Geornetryi Analitycznej ziamał zapory tam ujące postęp wiedzy i rozszerzył je j granice, 

um ożebniaiąc i przyspieszając pojaw ienie się n ow ych  Rachunków Leibnitz’a (1) i Newton’a.

Geometrya Analityczna  jest w ięc naukę now oczesn y , datującą sw e istnienie od  roku 1637, w  którym 

w yszło na w idok  publiczny  pierw sze dzieło Descartes’a, objaw iające now o-postaw iona przezeń 

doktrynę (2 ).

Jakkolwiek gienjalna doktryna Descartes'a jest zapewnie jed n ą  z tych  o których  w yrzec m ożna 

słow a Montesquieu’go  : Prolem  sine matre creatam (3), by łob y  jednakże n iedostatecznem  rozpoczyn ać 

rys historyczny tak ważnej nauki od daty pojaw ienia się dzieła Descartes’a, nie rzuciwszy okiem  na 

grunt naukowy, pracą w iek ów  urobiony, na którym  w ielka ta doktryna m ogła tak sam odzielnie 

i bujnie zakiełkow ać, rozw inąć się i tak obfite w ydać o w oce .

Słusznem zapewne będzie pó jść  w  tym względzie za zdaniem , jakie Pan Libri wyrzekł w e wstępie 

d o  sw ego dzieła (4 ), nacech ow an ego zadziwiającą erudycyą i g łębokością  poglądów .

« Um ysł ludzki, m ów i pan L ibri, zdaje się iść po drodze tak niezbaczalnej, każdy postęp tak zda 

» się być  z góry  w yznaczonym , że dareinnem i byłyby próby pisania historyi jakiegoś narodu, lub 

» jakiejś nauki, gdvby tę pracę chciano rozpoczynać od jakiejkolw iek epoki, nie rzuciwszy okiem  na 

» czasy i zdarzenia uprzednie. »

Zaznaczając w ięc  tylko na wstępie niniejszej pracy datę w łaściw ego pojaw ienia się Geornetryi 

Analitycznej i im iona G eom etrów  w spółczesnych pierwszym  ob jaw om  je j rozw oju , cofn iem y się 

w  od leg łą  przeszłość celem  odszukania śladów  istnienia podobnej nauki u Greków i zbadania o ile 

poniżej przytoczone zdanie Poncelet’a m oże się do Geornetryi analitycznej zastosować.

D ostojny ten matematyk w  sław nem  sw em  dziele Traité des propriétés projectives des figures

p o w ia d a : «  bezw ątp ien ia 'w ie le  rezultatów geom etrycznych , którym i szczycą się n ow ożytn i,

» Grecy przeczuli lub też znali doskonale. »

Sam wreszcie w iekopom ny D escartes zda się p ow oływ a ć i zachęcać do badania źródeł naukow ych  

w  starożytności, m ów iąc :

«P rzek on yw am  się, że pew ne zarody praw d, które natura złożyła w  ludzkiej in telligencyi, a które 

» przytłum iam y w  sobie  przez czytanie i słuchanie tylu rozlicznych b łęd ów , posiadały tyle żyw otności 

» i siły w7 tej prostej i naiwnej starożytności, że ludzie pojaśn ien i tem światłem  rozum u, które im 

» kazało przekładać cnotę nad przyjem ności, a to co  uczciw e nad to co  użyteczne (nawet gdy nie 

» znali przyczyny tego w yboru ), stworzyli sobie praw dziw e ideje i o  filozofiii i o  m atem atyce; chociaż 

h nie by li jeszcze w  stanie nauk tych do doskonałości posunąć.

» Otóż zda mi się spostrzegać, m ów i Descartes, kiika śladów  tej praw dziw ej matematyki u Pappus’a 

» i D iophante’a  (5) » .

(1) Pan Folk iersk i w e wstępie do swego Rachunku różniczkowego pochodzenie Leibnitza w yw odzi z Polski i na
zywa go Lubienieckim .

(2) Zastosowanie Algebry do teoryi krzywych jest przedmiotem Geornetryi Descartes’a, która wyszła w Leyde 
w  Iiolandyi, w roku 1637, wraz z jego Traktatem o Meteorach i z Dioptryką.

(3) Słowa, kióre Montesquieu wyrzekł o swem  dziele : « Esprit des Lois. »
(4 ) Histoire des Sciences mathématiques en Italie. —  Libiu.
( 5 )  D e s c a r t e s , Règles pour la direction de l’esprit, 4 e règle.
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Zw racając badania w jak najodleglejszą przeszłość, nigdzie i w  żadnej ep oce  nie spotyka się śladów  

istnienia Geometryi analitycznej, takiej jak dziś ją  pow szechnie pojm u jem y. Grecya która nam zosta

w iła w  spuściznie n ieocen ione zdobycze, poczynione przezeń na polu  Geometryi czystej, nie m oże 

poszczycić się bu jnością  i odw agą matem atycznego gieniuszu now ożytnych  G eom etrów , bo  jej nie 

dostaw ało potężnego narzędzia analitycznego, którem  Yiete nas udarował. M imo jednak tego braku 

znajom ości nauki (1), której D iophante miał być tw órcą, Metoda analityczna uprawiana przez starożyt

nych G eom etrów  i F ilozofów  jest zaszczytnym w ielkości Grecyi pom nik iem ; a jakkolw iek ślady istnienia 

i rozw oju  tej Metody cząstkow o tylko nas doszły, dzięki jednak w iekow ym  usiłow aniom  licznego 

zastępu G eom etrów , zdołano ją  w  części od tw orzyć ; a badaw czem u talentowi i g łębokiej erudycyi 

w spółczesnego nam Geometry pana Chasles’a zawdzięczam y dziś naukow o uzasadnione przypuszczenie, 

że Euklides by ł tw órcą Geometryi Analitycznej starożytnych i że w  niektórych z pism  je g o , niestety 

w oryginale nas nie doszlych (choć w edług przew idyw ań Castillona (2) istniejących na w schodzie 

do XII[g° w ieku), spoczyw a zaród w ielkiej doktryny Descartes’a.

Być m oże że uprzednio przytoczone poch lebn e zdanie n ow oczesnego tw órcy  Geometryi Analitycznej

0 Pappusie i Diophantes'ie jest objaw em  nietylko uznania ich zasług, ale też i wyrazem  w dzięczności 

J)escartes’a dla tych d w óch  pisarzów , którzy pierw si o  Poryzmach Euklidesa, czyli o  Geometryi 

Analitycznej starożytnych pow iadom ili potom n ość .

Przypuszczenie to zdaw ałoby się być  zgodnem  z duchem  słów  Salom ona : « N il novi sub sole » ;  ale 

gd yb y  jednak nawet tak być  m iało, gdyby pierwsza myśl postaw ienia doktryny w spółrzędnych brała 

sw e natchnienie i początek w  geom etrycznej analizie G reków , jest ona sama w  sobie tak sam odzielną

1 doniosłą, rozw inięcie je j tak m etodycznem , tak zużyteczniającem  naukę Viete’a, a ideja na której 

Descartes całą now ą swą doktrynę ugruntow ał jest tak prostą a jednak tak w ielką w  swej prostocie , 

że w każdym razie za d ow ód  i w zór ch oćb y  w zględnej tylko tw órczości ludzkiego umysłu uważać ją  

należy i z uw ielbien iem  pow tórzyć raz już zastosowane do niej słow a : Prolem  sine matre creatam.

Jakkolw iek do dziś jeszcze ocen ien ie dzieł Euklidesa a szczególniej odgadnien ie treści, przezna

czenia i użytku jeg o  poryzm ów  osłania pewna pow łoka  n iepew ności, postaram y się dotknąć badań 

przez uczonych G eom etrów  w  tym kierunku poczynionych  i posiłkując się ich światłem wykazać 

związek istniejący m iędzy Analizą geometryczną starożytnych i Analizą Descartes’a znaną pod  nazwą 

Geometryi mieszanej albo Geometryi Analitycznej.

E uklides na 285 lat przed  C hrystusem  ży ją cy , u w ażan ym  jest za sp ó jn ią  m ięd zy  szk o łą  Platona 

i szkołą  Aleksandryjską; a Proclus sław n y f ilo z o f  z Vs° w iek u  i w ie lb ic ie l m atem atyk i, w  kom entarzu

(1) Algebra.

(2) Castillon , sławny geometra zeszłego stulecia, wielce obeznany z geometryą starożytnych przypuszczał, że 
Traktat o poryzmach istniał na wschodzie jeszcze vi X LII wieku. Nassir-Eddin wielki astronom i geometra perski 
zdaje się wspom inać w swym  komentarzu o tem dziele Euklides’a.
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sw ym  nad pierwszą księgę Euklidesa przyznaje mu wybitną w yższość nietylko nad w spółczesnym i 

m u pisarzami ale nawet nad tak sławnymi poprzednikam i jak Eudoxe  i Thoetete.

Oprócz trzynastu ksiąg Elementów Geom etryi które same przez się by ły  dostatecznerni aby zapew nić 

Euklidesow i wielką u potom nych  sławę, pisał on jeszcze inne wysokiej w artości dzieła, z których 

jed n o  najm niej w ażne, a doszłe nas, nosi tytuł Dane. Z dzieł uległych zagładzie, uczeni badacze szcze

góln iej żałuję : czterech  ksiąg o  Przecięciach konicznych  i trzech ksiąg o Poryzm ach.

Ostatnie to dzieło niesłychanie sław ione przez starożytnych pojaśniaczów  pism Euklidesa, zwraca na 

się przed innem i uwagę szczególniej z tego w zględu, że w  niem  to w łaśnie, jak  to już w spom nieliśm y, 

można dostrzedz śladów  Geom etryi Analitycznej starożytnych.

W  pojęciu  ogólnem  wyraz n opta-ya znaczył u G reków  wniosek (corollaire) ; ale w  traktacie Euklidesa  

o  poryzm ach m a on  m ieć inne i w yłączne znaczenie, k tórego jednak żaden ze starożytnych pisarzów , 

traktujących o tym  przedm iocie , dostatecznie określić nie zdołał.

D io ph an t , żyjący w  600 lat po Euklidesie, uważany przez w ielu badaczów  starożytności, a szcze

gólniej przez Reyiomontanus’a i Scheubel’a za pierw szego wynalazcę A lgebry, był o  ile w iadom o pierw 

szym pisarzem starożytności używ ającym  wyrazu poryzm , w  sw ych kwestyach matematycznych, dla 

oznaczenia zadań tyczących się teoryi liczb , na których opierał sw e dow odzenia  stanowiące zapew ne 

dzieło , które ze szkodą dla historyi w iedzy czasów  naszych nie doszło.

N ierów nie o d  Diophanta szczegółow szym  i pojaśniającym  w  kwestyi poryzm ów  jest P appus, Geometra 

żyjący w  k oń cu  IVff0 w ieku ery chrześciariskiej. Zgrom adził on bow iem  w  sw ych Zbiorach matema

tycznych  (1) rozliczne a rozpierzchnione odkrycia najsławniejszych matem atyków starożytnych, jak 

rów nież m nóstw o ciekaw ych zadań i w niosków , m ających na celu  uczynić przystępnem i dla czytelnika 

dzieła greck ich  G eom etrów .

Jakkolwiek na Ptolomeuszu (125 rok  naszej ery) zakończył się sławny perjod  rozw oju  nauk ścisłych 

w  G recyi; jakkolw iek od  tej daty spotykać przychodzi tylko autorów  w yjaśniających dzieła szkoły 

A lexandryjskiej, jednakże Pappus, ch o ć  należący do tej epoki naśladow nictw a, jest pisarzem nietylko 

odzw ierciedlającym  w  sw ych utw orach dzieła poprzedn ików , ale jednocześn ie autorem , odznaczają

cym  się oryginalnością i siłą tw órczą , nie ustępującą nieraz doniosłości talentów  z w ieków  poprzednich .

Descartes, jak to już m ieliśm y sposobność w spom nieć, uważał Pappus’a za jed n ego  z najcelniejszych 

m atem atyków  Grecyi.

O góln ikow y nawet przegląd dzieła tego G eom etry przechodziłby bezwątpienia i nasze szczupłe 

zasoby naukow e i zakres niniejszej p ra cy ; dla tego też zauważymy tylko m im och odem , że 

w  Zbiorach matematycznych Pappus’a znajduje się pierwszy przykład kwadratury pow ierzchni 

krzyw ej, i ślad posługiwania się pow ierzchniam i krzywem i i liniami o podw ójn ej krzywiźnie, 

celem  wykreślenia krzywej płaskiej; ta ostatnia kwesiya w chodzi obecn ie  w  dziedzinę Geometryi w y

li reślnej.

Pappus jest pierw szym  tw órcą sławnego twierdzenia, które Guldin odkrył dopiero w  początku 

siedem nastego stulecia (1 5 7 7 -1 6 /j 3).

(1) Uappi Alexandp.ini, Mathematicœ collectiones, a Frederico Commandino in latinum conversai, et commen
tants illustratce. Pisanii, 1588, in-fol., item Bononiæ, 1660, in-fol.
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Godnem i uwagi są twierdzenia zawarte w Zbiorach matematycznych, a należące do dzisiejszej teoryi 

■poprzecznych;  rów nież Lenimy m ające ścisły związek z teoryą inwolucyi sześciu punktów , stw orzoną 

przez Besargues’a.

Oprócz wielu drogocennych  zadań, tw ierdzeń, w niosków  i pojaśnień, w  stosunku do niniejszej 

pracy najw ięcej godną jest uwagi przedm ow a d o  siódm ej księgi Zbiorów  matematycznych , w  której 

Pappus powiadam ia, że Euklides ułożyt był traktat w  trzech księgach o Poryzmach.

Dzieło to zdaniem Pappus’a by ło  gienjalnem  i niesłychanie użytecznem  do rozwiązywania zadań 

trudnych i zawikłanych. Przyznaje on , że za je g o  czasów  nieznano rzeczywistego znaczenia pory zmów, 

z pow od u  że niewykształceni pojaśniacze takowych nadw yrężyli je  i zaciem nili. Nie pojąwszy bow iem  

don iosłości poryzm ów  pozw olili sobie dow odzenia Euklidesa zastąpić n iejednokrotnie własnemi ich 

dow odzeniam i.

Pappus w  dziele sw em  przekazał nam w ysłow ienia trzydziestu zadań należących do poryzmów, a 

w  przedm ow ie wzwyż wspom nianej usiłuje on w yłtum aczyć jakie znaczenie przypisywać należy w y

razowi poryzm . Pojaśnienia te jednak są tak niedostateczne, zawierają w  sobie tyle usterek, że nawet 

Halley sławny znawca Geom etryi starożytnych nie w achał się ośw iadczyć, że nic z nich nie zrozumiał. 

Utrata figur tyczących dzieła Pappusa utrudnia o w iele zrozum ienie takow ego.

Znaczenie w ięc poryzm ów , w  których spoczyw a ślad Analitycznej G eom etryi starożytnych, m im o 

całego talentu Pappusa, dostatecznie przezeń nie by ło  w yjaśnionem .

Proclus, pisarz z V?° w ieku, już raz w spom niany, i późniejsi now ocześn i pojaśniacze tego dzieła 

Euklides’a aż do XVIII?0 w ieku nie zdołali Pappus’a w  tym  w zględzie przewyższyć.

Diopliant, Pappus i Proclus byli jedynym i zapewnie matematykami G recyi, przez których  wyraz 

poryzm  był używ anym  w  pojęciu  wyższem jak zw ykłe znaczenie wyrazu wniosek.

Z pom iędzy autorów  z końca szesnastego i początku siedem nastego w ieku, którzy w  różnych znacze

niach używali wyrazu poryzm , przytoczyć można : Bessona, Dasypodiusza, Viète’a, Nepera, Aleksandra 

Anderson’ a, Bachet’a, Saville’a, K ircher’a, Commandin’ a, Schooien’a i innych.

Szczegółow sze i w yłączne traktaty o poryzmach Euklides’a pisane były  przez następujących m ate- 
matyków :

Ghetaldi (1), Bulliaud (2), Renaldini (3), i Ferm at ( i ) .  W iek prawie później Robert Simson (1687-1768), 

jeden z G eom etrów , który się najw ięcej przyczynił do zgłębienia i rozpow szechnienia Geom etryi 

starożytnych, w  swym  Traité des porismes daje poznać naturę tych propozycyi, będących  do je g o  

czasu zagadkami dla w ielu G eom etrów . Odtworzył on  i podał z dow odzeniam i uproszczonem i i uzu

pełnionemu trzydzieści osiem Lemmów  ze zb iorów  m atem atycznych Pappusa, i dał następującą de fi- 

n icyą P oryzm ów  :

«P oryzm  jestto zadanie, w którem  zapowiada się m ożność wyznaczenia, albo leż wyznacza się 

istotnie pewne rzeczy, mające związek wskazany z rzeczami stałemi i znanemi i z innem i rzeczami

(1) De resolutions et compositione mathematica, lib. V (opus posthumum). Roniæ, 16YO.
(2) Exercitationes geometrical tres : Io circa demonstrationes per inscriptas et circumscriptas figuras ;  IIo sirca  

conicarum sectionum quasdam propositions ;  III0 de Porismatibus. Parisiis, 1657.
(3) De resolutione et compositione mathematica, libri duo. Patavii, 1668.
(Y) Varia opera mathematica. Tolosæ, 1679.
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zm iennem i do n ieskończoności, k lóre są skojarzone ze sobg za p om ocą  jed n ego  lub w ielu  zw igzków  

znanych, podajgcych  praw o zmiany, jakiem u one podlegajg. »

Jak w idzim y, definicya ta zostawia wiele do życzenia pod  w zględem  jasn ości, a autor je j m im o 

całej swej erudycyi w  traktowaniu zawiłej kwestyi poryzm ów  nie posungł się do dostatecznego nau

k ow ego odgadnienia i wyświetlenia doktryny w  nich  zaw artej.W  ślad za Sim sone’m , ch oć  z m niejszem  

jak on pow odzeniem  pospieszyli : Playier, Lawson, W allace, lord Brougham  i Lhuillai.

Pom ijając w ielu  innych autorów , którzy w  końcu  XVIII?0 i poczgtku X IX?0 wieku traktowali o  po- 

ryzmach, zaznaczymy tu tylko nazwisko w spółziom ka naszego Hoëne Wrońskiego (1), który dal jed n o  

z najnow szych pojaśnień o oznaczeniu poryzm ów  i posługiw ał się wyrazem poryzm  w  sw ym  W stępie 

do  filozofii nauk m atem atycznych .'

Żaden jednak z uczonych badaczów  dzieł Euklidesa  nie posungł tak daleko sw ych studyów  i sp o 

strzeżeń nad poryzm am i jak  sław ny Geom etra tegoczesny pan Chasles. Praca jego  w  tym kierunku 

odznacza się w ysoką intuicyą naukową i gruntowną znajom ością Geom etryi G reków , jak rów nież 

wszystkich prac związek z nią m ających .

Z dzieł Simsona i innych uczonych  traktujących ten przedm iot nie m ożna dostrzedz myśli przew o

dniczącej Euklidesow i w układzie dzieła o poryzm ach ; trudno dopatrzyć z jak iego w zględu utw ór ten 

zasługiwał na uw ielbien ie ze strony Pappusa, który go ocen ił tem i s ło w y : « Collectio artificiosissima 

» multarum rerum, quæ spectant ad analysin difficiliorum et generalium problematum. »

W reszcie z prac w tym przedm iocie  przez tylu autorów  pod jętych  nie podobn a  w yw nioskow ać 

przez jakie m etody poryzm y  zastąpione zostały u now ożytnych .

Pan Chasles w n ocie  IIlei sw ego dzieła (2) pod jął wyświetlenie doktryny poryzmów, filozoficznej 

m yśli która je  stworzyła, ich przeznaczenie, zastosowanie i przekształcenie w  doktrynach now ożytnych .

P oryzm y, w edług pana Chasles’a, stanowiły wraz z danemi (3 )  dopełnien ie Elementów Geom etryi, 

celem  ułatwienia używania tych elementów do  rozwiązywania zadań.

« Z tego punktu widzenia zapatrując się (m ów i pan Chasles), w yłącznem  przeznaczeniem poryzm ów  

było podaw ać m ożność poznawania miejsc, przez dostarczanie sp osobów  w yprow adzania z w arun

k ów  w yznaczających m iejsce nieznane, innego prostszego Yyyrażenia tegoż m iejsca; wyrażenia zdolnego 

dać poznać naturę i po łożen ie  tegoż m iejsca . »

(1) Czujemy się poniekąd zniewoleni skorzystać z tej sposobności, aby zauważyć że w poszukiwaniach źródeł, tyczą
cych się niniejszej pracy iuiie filozofa i matematyka naszego często spotykać nam przychodziło. Nie ma prawie żadnego 
między dostojnymi matematykami początku dzisiejszego wieku, któryby o pracach Wrońskiego nie wspomniał, chociaż 
często z rodzajem sarkazmu i zawiści jak Servais, lub z jednostronnością jak Poncelet, a zawsze niema! z niedosta- 
tecznem uznaniem tego płodnego talentu, którego kilku prac i pewnej części zasług wyświetlenie z zaszczytną bezstron
nością mężów nauki podjęli ostatnimi czasy PP. Caylaij i Tronçon. Artykuły obydwóch tych matematyków podane 
zostały w przekładzie przez PP. F olk iersk iego  i S ąga jłę  w Pamiętnikach Towarzystwa Nauk Ścisłych w  Paryżu,

(2) Aperçu historique sur l’origine et le développement des Méthodes en Geometrie, particulièrem ent de celles qui 
-se rapportent à la Geometrie moderne, suivi d'un mémoire de Géom&trie sur deux principes généraux de la science, 
la Dualité et l ’Homographie. Par M. Ch asles , 1837.

(3) Dane, jedno z dziel Euklides’a, które doszło naszych czasów, a o którem już wspominaliśmy. Euklides nazywa 
daną, to co wynika wprost z warunków jakiejkolwiek kwestyi na zasadzie propozycyi zawartych w jego Elementach.

Na przykład : « Jeśli z punktu danego prowadzi się prostą, dotykającą koła, którego położenie jest wyznaczonem, 
prosta poprowadzona jest daną co do położenia i co do wielkości. » (Propozycya  91. Dane Euklidesa.)
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Użycie poryzmów  wyjaśnia pan Cluisles na przykładzie z którego wykazuje, że zb iór port/zmów był 

jak oby  tablicę, zawierającą w  sobie różne w łasności lub wyrażenia rozmaitych krzyw ych (w  traktacie 

Euklidesa tylko prostych i k o ło w y c h ); i że ta tablica przedstawiała przekształcenia tych w łasności.
('.Tak że poryzm y, m ów i pan Chasles, były poniekąd, w  p o jęciu  Euklidesa, równaniami krzyw ych .»
« Dawały one ła tw ość i sztukę przem iany w spółrzędnych (rozum iejąc pod  tym  wyrazem wszelkie 

m ożliw e rodzaje wyrażenia krzywej przez dw ie lub kilka zm iennych .) »

Na zasadzie pow yższych uwag dodaje autor :

«  D o k t r y n a  p o r y zm ó w  b y ł a  w ię c  G e o m e t r y ą  A n a l it y c z n ą  s t a r o ż y t n y c h ; a  b y ć  m o że , że  g d y b y  ona

BYŁA NAS DOSZŁA, ZNALEZIONOBY W NIEJ ZARÓD DOKTRYNY DESCARTES’A. »

U czony autor tej noty (1), której treść w skróceniu przytaczamy, sądzi że co  najm niej, to równanie 

linii prostej (pom inąwszy kształt algebraiczny pod  jakim  m y go używamy) w chodziło w skład P oryz

mów Euklidesa.

 «  D o d am y  (m ów i p a n  Chasles) że  E u k l id e s o w i b r a k o w a ł o  tylk o  u ż y c ia  A lg ebr y  a że b y

STWORZYĆ UKŁADY WSPÓŁRZĘDNYCH DATUJĄCE OD DESCARTES’A . ))

W  dalszym ciągu traktatu, wykazuje pan Chasles przeznaczenie poryzmów  w  pojęciu  Euklidesa, a 

użycie takow ych w yjaśnia porów nyw ając doktrynę poryzm ów  z now oczesnem i m etodam i.

« Starożytni (m ów i pan Chasles) nie posiadali, jak m y od  czasów  J)escartes’a,  wyrazów porów naw 

czych pom iędzy miejscami do  których w  ich poszukiwaniach geom etrycznych  bywali przywodzeni. 

Dla nas dostatecznem  jest w yrazić miejsce w  zw ykłych w spółrzędnych , aby natychm iast znać jeg o  

naturę; rozbiór równania miejsca poznajam ia nas następnie z w łasnościam i i okolicznościam i szcze- 

gólnem i towarzyszącem i tem u miejscu , jak rów nież z rzędem  który on o zajm uje w  fam ilii do  jakiej 

należy. Tak w ięc rów nanie m iejsca, w  doktrynie Descartes’a , jest niejako jedynym  probierzem  dosta

tecznym do wykazania natury, położenia i stosunków  miejsca z innem i m iejscam i znanemi. »

((Starożytni przeciw nie nie posiadali tak ogólnego i jednostajnego sposobu badan ia ; nie m ając 

jedynego wyrazu porów naw czego, zmuszeni byli wynaleźć różne sposoby pom ocn icze aby dojść do 

rozpoznawania stosunków  jakiegoś m iejsca, przedstaw iającego się po raz pierwszy, z innem i miejscam i 

już znanemi. Te sposoby nie m ogły  być  czem  innem  jak przemianami określenia, czyli w spółrzędnych 
m iejsca, celem  dojścia do pew nych  stosunków  dosyć prostych, a nawet identycznych z rodzajami 
określenia m iejsc znanych. »

« Takim był początek ich poryzm ów . Miały one za przedm iot podstaw iać zamiast wyrażenia geom e

trycznego lub analitycznego jakiegoś m iejsca, inne wyrażenie geom etryczne lub analityczne tegoż 

samego m ie jsca .»

« Uwagi te wykazują stosunki istniejące m iędzy doktryną poryzm ów  i naszenn now oczesnem i m e

todam i; pozwalają one doslrzedz o ile te poryzm y musiały być użytecznym i, gdyż yv ten sposób p o j

m ow ane, stanowiły one istotnie G e o m e t r y ą  a n a l it y c z n ą , n ie  r ó ż n ią c ą  się  od n a sze j  j a k  ty lk o  sym b o la m i 

i spo so bam i a l g e b r a ic z n y m i, których w prow adzenie do niej stanowi sławę Descartes’a. Poryzm y przeto 

były tem  u starożytnych czem jest dla nas now oczesna analiza, która je  zastąpiła m im o naszej wiedzy. 

Jest jednak w ielce godnem  uwagi, że rzecz sama nie zmieniła jak tylko swą nazw ę; bo Analiza

1) Nota 111 dzieła już przytoczonego.



Dcscartes’a w  zastosowaniach sw ych  nie przedstawia nic innego, jak ciągły poryzm , ale zawsze tej 

samej natury i przyjętego kształtu, który jest nader w łaściw ym  w  stosunku do potrzeb w  których go 

używamy. »

W  dalszym ciągu, powyższe spostrzeżenia uzasadnia autor na przykładzie, ce lem  dobitniejszego 

wykazania, że m etoda Descartes’a zastąpiła różne rodzaje p oryzm ów  jedyn ym  w zorem  ogólnym , 

nadającym się do w szelkich  kwestyi z cudowna łatwością. »

A by  uwydatnić pokrew ieństw o poryzm ów  Euklides’ a z układami w spółrzędnycli n ow oczesn ych , 

pan Chasles podaje dw ie nader ogólne p ropozycye , obe jm u jące  w  licznych sw ych w nioskach, piętna

ście w ysłow ień  Pappus’a, należących do pierwszej księgi l’ oryzm ów  Euklides’a.

Z tych d w óch  propozycyi, przedstaw ionych przez pana Chasles’a w  kształcie poryzm ów , wynika 

w iele  układów  w spółrzędnych , a szczególniej w spółrzędne Descartes’a ; dla tego też, celem  uzupełnienia 

poglądu  na Geom etryą analityczną G reków , w  przekładzie te dw a poryzm y poda jem y.

P oryzm p ie r w szy . W ziąw szy na jak iejkolw iek  płaszczyźnie dwa punkta P i P ', i dw ie poprzeczne 

spotykające prosty PP ' w  punktach E , E '; biorąc przytem w zględnie tych  dw óch  poprzecznych, dwa 

punkta stałe 0 ,  0 ' ;

Jeśli z każdego punktu jakiejkolw iek prostej danej, poprow adzi się dw ie proste do punktów  P , P ', 

które odpow iedn io  przetną dw ie poprzeczne EO, E '0 ' w  dw óch  punktach a, a ' ;

Można będzie znaleźć dw ie ilości p takie aby się m iało zawsze związek :
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. . .  Oa . ,  0 V
( , )  .................................................................... E + 1 e T = ' "

Poryzm  drugi. Poprowadziw szy na płaszczyźnie dw ie proste stałe, spotykające się w  jakim kolw iek 

punkcie S ; i wziąwszy na tych dw óch  prostych, w zględnie , dwa punkta stałe O, O ';

Jeśli ok o ło  jed n eg o  z punktów  danych , obracać się będzie jakąkolw iek poprzeczną, która spotka 

dw ie proste stałe w  dw óch  punktach a, a ';

Będzie m ożna znaleźć dw ie ilości ż, p takie, że się zawsze m ieć będzie związek :

, ,  Oa , . 0 'a '
( “2 )  ..............................................................  s 5 + / s v = f i -

Odwrotności ty ch  d w ó c h  p r o p o z y cy i są p ra w d ziw em i, to  jest że :

1° K iedy rów nanie (1) ma m iejsce pom iędzy odcinkam i jakie punkta [zmienne a, a' czynią na 

d w ó ch  prostych  stałych EO, E '0 ',  proste Pa, P'a' przecinają się w  jakim kolw iek punkcie, którego 

m iejscęm  jest pew na prosta, wyznaczona przez w artości stałych ż i p.

2° Kiedy rów nanie (2) ma m iejsce pom iędzy odcinkam i, jakie dw a punkta zm ienne a, a' czynią na 

d w óch  prostych stałych SO, SO ', prosta aa! przechodzi zawsze przez jed en  i tenże sam punkt, wyzna

czony wartościam i stałych /, i p.

Z pierwszego poryzm u i je g o  odw rotności w yprow adza pan Chasles poryzm  bardzo ogólny , tyczący 

się wszystkich krzywych geom etrycznych .
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Poryzm  ogólny. Przypuściwszy toż sam o co  w  pierw szym  poryzm ie, jeśli z każdego punktu jak ie j

kolw iek  krzywej geom etrycznej danej, poprow adzi się proste do dw óch  punktów P, P ', —  które 

spotykają odpow iedn io  dw ie poprzeczne stałe w  punktach a, a ' ;

Będą istnieć wartości w spółczynników  a, 6, y , <5, etc., które zadow oln ią  rów nanie ogólne , sto -

Ztąd w ypływ a n ieskończoność układów  w spółrzędnych , w łaściw ych do przedstawiania wszystkich 

punktów  jakiejkolw iek krzywej ; układ spółrzędnycli Descartes’a znajdzie się, przypuszczając 

punkt P w  nieskończoności na poprzecznej 0 'E ', punkt zaś P' w  nieskończoności na poprzecznej OE, 

i że dwa punkta 0 ,  0 ' są obydw a na przecięciu  dw óch  poprzecznych.

Pom ijając dalszy ciąg tego ciekaw ego i gienialnego studyum o poryzm ach , zakończym y na tern 

pierwszą część niniejszej pracy, tyczącą się G eom etryi Analitycznej u G reków . Dodam y tylko, że szereg 

pracow n ików  badających dzieła Euklidesa nie zakończył się na panu Ghasles. Pan breton przedstaw ił 

Akadem ii francuzkiej w  1849 i 1853 roku dw a poglądy (1) tyczące P oryzm ów  Euklides’ a. N ieco p óź 

niej tenże sam autor (w Journal de Mathématiques, tom ie XX) og łosił obszerną rozprawę pod  tytułem : 

«  Recherches nouvelles sur les Porismes d’Euclide. » Pan Breton w  traktacie tym podaje częściow e 

tłumaczenia ustępów z dzieł Pappus’a i P roclus’a, rozliczne poglądy i przypuszczenia Geom etrów  

w  kwestyi Poryzm ów  i nareszcie sw oje własne Spostrzeżenia nad tą doktryną starożytności.

W  roku  1860 i 1861 badacz ten i matematyk przedstawił kilkakrotnie Akadem ii prace swe w  tym 

kierunku podjęte. R óżnorodne ocenienia tych rozpraw i sprawozdanie PP. Bertrand’a i Serret’a (2 )  

o  nich w ym agałyby szczegółow szego studyum , na k tóre  zakres niniejszej pracy nie pozw ala. Traktat 

w reszcie pana Chasles’a (podany jako JSota w  dziele jeg o  już przytoczonem ) tak w ysoko ceniony przez 

uczon ych , jest do dzisiaj wyrocznią poniekąd w  przedm iocie poryzm ów ; dla tego też na podanem  

streszczeniu takowego poprzestając, przejdziem y d o  pobieżnego przeglądu prac, które w  później

szej ep oce , zdołały przygotow ać grunt naukow y, n ieodzow ny do pojaw ienia się i rozw oju  nauki 
Descartes’a.

Z pow yższego przeglądu Poryzm ów  wynika, że z przyczyny nieznajom ości A lgebry, Euklides nie 

zdołał położyć podstaw  Geom etryi Analitycznej, która jak każda doktryna m atem atyczna, nie m ogła 

być płodem  jednego um ysłu, dziełem  jednej chw ili, ani nawet jednej epoki. Stworzenie, ukształto

wanie, rozw inięcie i zespolenie sk ładow ych  elem entów  tej nauki w ym agało w iekow ych  prac, na 

których gieniusz Descartes’a m ógł dopiero położyć w ęgielny kamień wielkiej doktryny w spółrzędn ych .

W  całej w reszcie naukowej tak bogatej literaturze Grecyi nie ma śladu posiłkow ania się A lgebrą 

w  kwestyach geom etrycznych, bo nauka ta zdaje się była obcą  Grekom do czasów Diophanta. Gdyby 

jednak nawet Algebra była wcześniej znaną i uprawianą przez G eom etrów  greck ich , to rozbrat

(1) Mémoire sur les Porismes d'Euclide (Comptes rendus, t. XXIX, 1849.). — Note sur un point important de la 
question des Porismes (Comptes rendus, t. XXXVI, 1853).

(2) Comptes rendus, t. LUI.

Oa O'a'

b
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Arytm etyki z Geometryy, będący charakterystyczny cechy m etody naukowych badań ów czesnych , 

położyłby  zaporę ku skojarzeniu Arytmetyki uogóln ionej (to jest A lgebry) z Geom etryy.

Zwiyzek jednak tych dw óch  nauk (1), których początki giny w  p om roce  ubiegłych  w ieków , by ł 

przedświtem i zapowiedziy w ielkich  zdobyczy naukow ych XVll£° wieku.

O don iosłości tego zwiyzku nieśm iertelny Lagrange tak się wyraża (2 ) :

« Póki A lgebra i Geom etrya były rozłyczone, ich postępy były pow olnym i a użytek ich ograniczo

n ym ; ale gdy  te dw ie nauki połączyły  się, udzieliły one sobie sił w zajem nych i szybkim  krokiem 

zdyżały razem ku doskonałości. »

Odszukanie śladów  wprow adzenia A lgebry do Geometryi i h istoryczny pogląd na utrwalenie się 

i rozwijanie tego zwiyzku d w óch  nauk jest przedm iotem  ściśle związanym z liistoryy Geometry] 

A nalitycznej; dla tego też po przejrzeniu pobieżnem  utw orów  greck ich , z duchem  doktryny D escar- 

tes’a spokrew nionych , ch oć  w  form ie i wynikach tak od  niej różnych , należy w spom nieć o niektórych 

matem atycznych pracach Indjan i Arabów i rzucić okiem na dzieła pierwszych Geom etrów z epoki 

odrodzenia nauk w Europie.

N ow oczesne poszukiwania historyczne wykazują, że Indjanie położyli w ysokie, ch o ć  n iedostatecznie 

do początków  bieżącego stulecia znane i cenione zasługi w uprawie nauk m atem atycznych.

Sławni orientaliści angielscy z początku X IX ?0 wieku : Taylor, Strachey  i Colbrooke rzucili w ielkie 

św iatło na m atem atyczny literaturę Indjan.

(1) Geometrya. Chaldejczycy i Egipcyanie są pierwszymi (o ile wiadomo narodami uprawiającymi Geometrya. 
Pewniejsze nieco ślady istnienienia tej nauki datują od Thales'a (639-5A8 przed Chrystusem), urodzonego w Fenicyj 
a wykształconego w Egipcie. Filozof ten założył w Miłccie, dawnem mieście Azyi-Mniejszej Szkołą jońską, którą można 
uważać za kolebkę mędrców Grecyi i pierwszych postępów Geometryi.

Algebra. Przed odkryciem i wyświetleniem niektórych dzieł matematycznej literatury Indjan, podjętem przez 
Angielskich orientałistów w początku bieżącego stulecia, najdawniejsze dzieło Algebry znane i tłumaczone z arabskiego 
w XIII wieku było utworem Mohammed.'a ben Musa, arabskiego pisarza z IX wieku naszej ery, którego dwaj bracia 
Harnet i Hasen synowie Musa ben Schaker również wielkie w literaturze matematycznej Arabów położyli zasługi.

Mohammed ben Musa przez długi czas i przez wielu dostojnych pisarzy uważanym był za wynalazcę Algebry.
Cardan, wielce ceniony pisarz z XVI wieku naznacza Mohammedowi dziewiąte miejsce pomiędzy dwunastoma 

gieniuszami ziemi i mieni go wynalazcą Algebry.
Tartalea, współczesny autor Cardan’a, przypisuje również Mohammedowi odkrycie Algebry, którą nazywa : « la 

perfetla arte del calculare. »
Dzieła trzech następujących autorów : Colbrooke, Casiri i Rosen wykazały jednak dostatecznie, że Mohammed 

ben Musa znaczną część swych matematycznych wiadomości i znajomość Algebry zasięgnął od Indjan.
Stifel sławny matematyk niemiecki w dziele swem : Arithmetica integra (Norimbergæ, 15ZiA) przypisuje odkrycie 

Algebry Geber’ow i, Geometrze Arabskiemu, i często naukę tę nazywa Regula Gebri. W X V U  nawet wieku, wielki 
Kepler zda się podzielać tę opinją co do pochodzenia Algebry; jakkolwiek opinja ta jest mylną i jedynie na podo
bieństwie wyrazów ugruntowaną,

Pan Chasles podający w przedmiocie pochodzenia Algebry bogate i nader ciekawe dokumentu i spostrzeżenia, wyka. 
żuje etymologją wyrazu Algebra, który ma pochodzić od podwójnego miana Algebr V Almocabelach, którem dotych
czas Arabi się posługują, a które znaczy : opozycya  i porównanie.

W  dzisiejszych czasach nikt już niemal z badaczów hisloryi matematyki nie przypisuje wynalezienia Algebry Arabom. 
Zsr.zczyt ten przypada w udziale Grekom albo Indjanom, a prawdopodobnie tym ostatnim; bo jakkolwiek Brahma
gupta indyjski matematyk z VI wieku jest o lat dwieście późniejszym od Diophant’a, część dzieła jego (z którem 
Colbrooke uczoną Europę zapoznał), traktująca o Algebrze świadczy'o wysokim nader rozwoju tej nauki, a tem samem 
o wielce ocłległem jej istnieniu u Indjan.

(2) Początek piątej lekcyi kursu Lagrange’a w Szkole Normalnej. ( VII Cahier du Journal de l’ École Polytechnique.}
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Colbrooke w  dziele sw em  (I )  podaje rozbiór prac d w óch  indyjskich m atem atyków  Brahmagupta 

z VIs° i Bhascara-Acharya  z XIl£° wieku naszej ery.

Utwory tych pisarzy na tle Algebry w zbudziły pow szechny podziw  w  matematykach n ow oczes

nych, bo są one niezbitym dow odem  w ielk iego rozw oju  tej nauki u Indjan i zaprzeczeniem m ylnego 

przekonania, rozpow szechnionego przed pojaw ieniem  się dzieła Colbrooke'a, że system liczenia i 

Arytm etyka wyższa, którą nam przekazał Fibonacci pod  nazwą Algebra  i Almucabala, były płodem  
m atem atycznego gieniuszu A rabów .

Zdaniem badaczów  naukowej literatury Indjan, Aryabhatta o  w iele dawniejszy pisarz od  Brahma

gupta  traktował już z pow odzen iem  o rozwiązywaniu równań stopnia pierw szego o dw óch  niew iado • 

m ych. Urywki zaś algebraicznych prac Brahmagupta odnoszą się do Analizy nieoznaczonej Iff0 i 2ff° sto

pnia. Rozwiązania w tym przedm iocie podane przez Brahmagupta o  w iele  przewyższają don iosłość 

prac algebraicznych Diophant’a, pisarza greckiego z IVs° wieku naszej ery.

Pan Libri w  dziele sw em  (2) w  ten sposób streszcza objaw y rozw oju  analizy u Indjan :

« O prócz ogólnego rozwiązywania rów nań drugiego stopnia o jednej niewiadom ej i kilku równań 

p och od n y ch  stopni w yższych, znajduje się tam (w  dziełach Brahmagupta i Bhascara) sposób w y p ro 

wadzania z jednego rozwiązania wszystkich innych całkow itych rozwiązań równania niew yznaczonego 

drugiego stopnia o dw óch  n iew iadom ych ; i ta Analiza którą winniśm y E u ler ’owi znaną była w  Indjack 

od  dziesięciu z górą w ieków . Rachunek m ający pew ne podob ieństw o z logarytm am i, szczególne zna

kowania nader zręczne, a nadewszystko wielkie uogólnienie w  w ysłow ieniu  zagadnień świadczą 

o  postępach Analizy Indyjskiej. Na u k a  t a , którą  Indjanie zasto so w yw ali do Geometryi i do A stro

nomii była dla nich potężnym sposobem  do poszukiwań i z pochw ałą zaznaczyć należy w iele zadań 

geom etrycznych , których piękne rozwiązania są ich dziełem . »

Godnem  jest podziw u , że wzory Brahmagupta, tyczące się rozwiązywania rôwftania niew yznaczo

nego drugiego stopnia, są zupełnie też same, jak te do których doszedł dopiero w  zeszłym w ieku 

Euler, posiłkując się pracam i Y ie le ’a, Fermat’a i innych m atem atyków.

Czyżby gieniusz m atem atyczny Brahmagupta był tak tw órczym , że odrazu potrafił wznieść się do 

tak wysokiej doskonałości, czy też częściow o znane nam je g o  utw ory są spuścizną tylko wiedzy jeg o  

przodków  i odzw ierciedlen iem  częściow em  w ysokiego rozw oju  nauk z epoki przedhistorycznej? 

T o ostatnie przypuszczenie zda się być praw dopodobniejszem ; a na poparcie takow ego możnaby przy

toczyć zdanie Stevin'a, sławnego holenderskiego matematyka, który w dziele swem  (3), datującem  

z początków  siedem nastego w ieku, przypuszczał ju ż istnienie « wieku mądrości)), w  którym ludzie 

cieszyli się godną uwielbienia znajom ością nauk. W iek  ów  miał uprzedzić kwitnącą epokę Grecyi, 

której przekazał zaledwńe słabą cząstkę swej w iedzy.

Słynny matematyk i badacz francuzki B ailly  (4), przypuszczenie powyższe popiera w'ysoką pow agą 

swego słow a : «  wszystko wykazuje (m ów i on) naród poprzedzający Indjan i Chaldejczyków ;

(1) Algebra with arithmetic and mensuration, from  the sanscrit o f  Brahmegupta and Bhascara. London, 1817.
(2) L'histoire des sciences mathématiques en Italie.
(3) Oeuvres mathématique de S i m o n , S t é v i n . Leyde, 1634.
(4) Histoire de Vastronomie ancienne.
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naród, który posiadał w ydoskonalone nauki, filozofję. w zniosły i roztropny, a który znikając z p o 

wierzchni ziem i, pozostaw ił narodom  p o  sobie następującym kilka praw d oderw anych, uchronionych  

od  zagłady i w ypadkiem  dla nas przechow anych . »

Nie do nas należy rozbierać i oceniać historyczne kwestye p odobnej d on ios łośc i; zaznaczając w ięc 

ty lko w ysoki rozw ój Analizy indyjskiej i przypuszczenie, tyczące się od leg łego je j pochodzenia, rzu

cim y  okiem  na geom etryczną część dzieła Brahmagupta.

Jakkolwiek C olebrooke utrzym uje że Geometrya z nierów nie m niejszem  pow odzen iem  od  A lgebry 

uprawianą była przez lndjan, pan Chasles po szczegółow ym  rozbiorze poch lebn ie  ocenia geom etryczne 

utw ory Brahmagupta i wykazuje, że niższość geom etrycznej części jeg o  dzieła jest tylko pozorną i że 

lakonizm  i uogóln ien ie w  w ysławianiu zadań Brahmagupta były  przyczyną że C olebrooke nie ocen ił 

dostatecznie tej części dzieła.

Angielski orientalista zdawał się zwracać głów nie swą uwagę na kilka elem entarnych twierdzeń 

Brahmagupta, jak na przykład : kwadrat z przeciwprostokątni w  trójkącie prostokątnym , proporcyo- 

nalność b ok ów  odpow iedn ich  w  trójkątach podobnych  i pow ierzchnia trójkąta w  funkcyi trzech je g o  

bok ów . U czony ten zaniedbał rozbioru najważniejszych i podstaw ow ych  dzieła indyjskiego pisarza 

przedm iotów ; jak na przykład : teo ry i  czw oroboku wpisalnego w  koło, którą Brahmagupta przedstawił 

z godną podziw u dokładnością i z zupełnem  pow odzeniem  rozwiązał. P od jęcie  i rozwiązanie tej 

kwestyi nie traktowanej przez G eom etrów  greckich  jest jednym  z dow od ów  oryginalności indyjskich 

m atem atyków.

Najwięcej interesujące przedm iot niniejszej pracy spostrzeżenie nad dziełem Brahmagupta tyczy się 

związku A lgebry z Geom etryą, a odszukanie takow ego jest przyczyną, że dw óch  w ybitnych  składo

w ych  części dzieła indyjskiego matematyka nie podobna by ło  pom inąć m ilczeniem . Pierwsza z nich 

odznacza się teorya  rów nań n iew yznaczonych  d ru g ieg o  stopnia, podstawą zaś drugiej jest teorya czw o

roboku wpisalnego w koło.

Ciekawe prace naukowe (1) pom ieszczone w  Journal des m athém atiques, tom II, 1837, wykazały że 

wzory algebraiczne Brahmagupta m ogły  być w yprow adzone z wykreśleń powyższej kwestyi geom e

trycznej; a A rabow ie słusznie z w ielu w zględów  za naśladow ców  lndjan uważani, doszli do  rozwiązy

wania rów nań niew yznaczonych drugiego stopnia, posiłkując się przeważnie Geometryą.

Dwie przeto teorye, nadające cechę oryginalnej tw órczości pracom  Brahmagupta, nie bez przyczyny 

i nie przypadkow o znajdują się złączone w  je g o  d z ie le ; i aczkolw iek pozornie ścisłego m iędzy sobą 

nie przedstawiają związku, są dostatecznym  objaw em  ducha matem atycznych badań, upodstaw ow a- 

n ych  u lndjan na zespoleniu A lgebry z Geom etryą.

W  dziele Brahmagupta w idzim y w ięc  pierwszy ślad związku tych d w óch  nauk, którem u Lagrange 

słusznie tak w ielką przyznaje w artość, uważając go za podstaw ę Analitycznej Geom etryi, a tern samem 

za podw alinę wielkiej now oczesnej bu dow y m atem atycznej, której szczytem są rachunki Leibnitza 

i Newtona.

W spom niaw szy o jedynem  znanem dotychczas naukow em  źródle pochodzenia tego związku w  dziele

(1) N oli sur les équalions indeterminées du seconcl degré —  Demonstrat.ion géométrique des formules des alge
br is tes indiens.
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Brahmagupta, należy śledzić za jeg o  rozw ojem  aż do  pojaw ienia się doktryny Descartes’a, będącej 

najdoskonalszem  takow ego uosobieniem .

Krótki i częściow y  przegląd dzieła Bhascara pisarza indyjskiego z XIIs° w ieku, jak również n iektó

rych dzieł A rabów , będących  w ogó le  spadkobiercam i nauki Jndjan, w ykaże jaśniej że lntljanie p osłu 

giwali się jednocześn ie  w  badaniach m atem atycznych : A lgebrą dla skrócenia i ułatwienia dow odzeń 

geom etrycznych  zadań i G eom etryą celem  dow iedzenia praw ideł A lgebry i uwidocznienia wyników 

Analizy za pom ocą  figur.

P rzytaczany już orientalista C olebrooke i inni uczeni badacze indyjskiej literatury przypuszczali 

pow szechnie że Bhascara Acharya  autor indyjski, piszący w  pięć czy sześć w ieków  po matematyku 

Brahmagupta, przewyższył go  swą nauką i wykazał w iele usterek jeg o  dzieła.

Sprostow anie tego m ylnego przypuszczenia pod jął pan Chasles, uważając że w yższość naukowa 

Bhascara nad jeg o  poprzednikiem  byłaby ciekaw ym  wyjątkiem  w  całej historyi cyw ilizacyi indyjskiej, 

która jakby  ulegając jakiem uś fatalnem u praw u malała od  nader odległej epoki i zeszła obecn ie  do 

stopnia takiej n icości, że dzisiejsi uczeni indyjscy nie są zdolni zrozum ieć nawet dzieł w  spuściźnie 

po  przodkach odziedziczonych.

Szczegółow ym  krytycznym  rozbiorem  dzieła Bhascara d ow iód ł pan Chasles niższości stosunkowej 

tego pisarza w zględem  Brahmagupta, w ykazując w zory które Bhascara skopjow ał z dzieł swego 

poprzednika, nie rozum iejąc nawet ich znaczenia.

Poniew aż jednak m im o swej niższości naukow ej, utw ory Bhascara Acharya uwidaczniają nierów nie 

w ięcej od  dzieła Brahmagupta w prow adzenie u Indjan A lgebry do G eom etryi, przeto dla uzupełnienia 

niniejszej pracy, stosow nem  będzie podać niektóre szczegóły tyczące się dzieł Bhascara, zawierających 

w  sob ie  : Arytm etykę, Geometryą i Algebrę.

Arytm etyka z Geom etryą objęte są w  dziele nazwanem przez autora Lilavati. Dzieło zaś nazwane 

Bija-Ganita  traktuje g łów n ie  o Algebrze i kwestyach geom etrycznych , będących zastosowaniem 

A lgebry, a przeto rozwiązanych za pom ocą  rachunku. W  Bija-Ganita również godnem i uwagi są 

niektóre zadania algebraiczne dow iedzione za pom ocą  G eom etryi.

Z pierw szem  z tych dzieł Bhascara zapoznał Europę ./. Taylor (1) drugie uczonym  przedstawił 
E . Strachey (2 ). R ozbiór obyd w óch  tych  dzieł i u tw orów  Brahmagupta podjął w  przytoczonem  już 

dziele H. T . Colebrooke.

Pom ijając ciekaw y krytyczny rozbiór prac Bhascara w  dziedzinie Geom etryi czystej, podany przez 

pana Chasles w  jednej z not dzieła A perçue Historique, przytoczym y z niej tylko niektóre cytacye i 

spostrzeżenia tego uczonego w  przedm iocie : kwestyi geom etrycznych  rozwiązanych w  Bija-Ganita  za 

pom ocą  rachunku i reguł A lgebry dow iedzionych  przez Geometryą. W szystkie te kw estye, m ów i 

pan Chasles, traktowane są nader m isternie i z godną uwagi dokładnością.

W  niektórych tego rodzaju kw estyach, m ogących  się rozwiązać kilkom a sposobam i, autor indyjski 

w ybrał rozwiązanie najprostsze.

;1 )  L i l a v a t i  or a treatise on Arithmetic and Geometry by Bhascara Acharya, translated from the original 
sanscrit by J. Taylor. Bombay, 1816.

(2) Bija-G anita or the Algebra of the Hindous, by Ed. Strachey, London, 1813.
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Bhascara daje dwa dow odzenia co  do kwadratu z przeciwprostokątni. Pierwsze znich polega na 

szukaniu za p om ocą  proporcyi wyrażenia odcin ków  w yznaczonych na przeciw prostokątni przez 

prostopadłą i na dodaniu do siebie tych dw óch  odcin ków . Drugie dow odzen ie jest czysto indyjskiego 

pochodzenia i nader godne uwagi.

Na bokach jakiegokolw iek kwadratu Bhascara w ykreśla na w ewnątrz tlgury cztery trójkąty prosto

kątne rów ne pom iędzy sobą i m ające za przeciwprostokątnie boki tego kwadratu ; potem  pow iada : 

Patrzcie. Rzeczyw iście rzut oka na figurę wystarcza do okazania że pow ierzchnia kwadratu w yrów nyw a 

pow ierzchniom  czterech trójkątów  (albo cztery razy wziętej pow ierzchni jed n ego  z n ich ), w ięcej 

pow ierzchni m ałego kwadratu, którego bokiem  jest różnica d w óch  bok ów  kąta prostego jednego 

z czterech trójkątów . To jest, że ma się, nazywając przez c przeciwprostokątnią jednego z trójkątów , 
a przez a i b dwa inne jego  boki

c2 =  b ~  +  (a -  b)2 —  ‘lab  - f  (a —  b) 2

albo

c  ̂—  a ^ Ą -b 2

c o  b y ło  d a n em  d o  d ow ied zen ia . (B ija -G a n it a , § 1 4 6 .)

W  paragrafach  147, 149 i 150 Bija -G a n ita  n astęp u ją ce  w z o r y  a lg eb ra icz n e

2ab (a —  b)2 —  a'2 -f-  b'2,

(a - j -  b)2 —  (a2 - f -  b2) =  ‘lab,

(ia -|- b)2 —  4ab =  (a —  b)2,

są dow iedzione za pom ocą  figur, tak przem awiających do oczu i do um ysłu , że wszelkie pojaśnienie 

byłoby zbytecznem .

Celem  rozwiązania, w  liczbach w spółm iernych  (rationnels) rów nania n iew yznaczonego drugiego 

stopnia,
ax  - f- by - f -  c =  x y ,

Bhascara pokazuje za p om ocą  figury, dającej temu równaniu znaczenie geom etryczn e, że on o m oże 

się przekształcić na następujące rów nanie

(x  —  b) (y  —  a) =  ab -)-  c.

Zkąd w yw odzi że za w artości w spółm ierne na x  i y  m ożna wziąć

i i  i ab - j -  c
x  —  b 4 -  n, y —  a Ą ,1 n

n b ę d ą c  liczb ą  d o w o ln ą .

Bhascara nazywa dow odzenie powyższe geom etrycznem .

W  paragrafach 212-214 podaje on następnie dow odzen ie  czysto algebraiczne.

W iele kwestyi z Geom etryi jest rozwiązanych w Bija-Ganita, jako zastosowanie praw ideł A lgebry.
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Niektóre z nich zależę od równań niewyznaczonych drugiego stopnia. Takieini są dw ie następujące 

«Z n a leźć (w  liczbach w spółm iernych) boki trójkąta prostokątnego, którego pow ierzchnia jest wyra

żoną przez też samą liczbę co  i przeciwprostokątnia, albo też jest równą iloczynow i z trzech bok ów . »

W  pierw szym  razie boki trójkąta są i — ; w  drugim  zaś ^ i  Bhascara doda je

że m ożna znaleźć inne rozwiązania.

Te dwa zadania zależą odpow iedn io  od równań :

x Y ^ k { x ^ y \

Te szczegóły wykazują że Indjanie, przynajm niej z czasów  Bhascara, zastosowywali Algebrę 

do  Geom etryi i Geom etryą do A lgebry. Nie znajdujem y podobnych  śladów  tak ścisłego 

skojarzenia m iędzy tem i dw iem a naukami w  dziele Brahmagupta. Praw dopodobnie pochodzi to ztąd 

że ono jest pisanem o  w iele pobieżniej jak dzieło Bhascara; że zawiera w  sobie znacznie mniej przy

kładów  praw ideł algebraicznych i że w niem  autor nie podaje żadnego dowodzenia. W inniśm y 

jednak przypuszczać, że zastosowanie Algebry do Geom etryi, nadające dziełom  Bhascara tak wybitną 

cechę, datuje z czasów  o w iele poprzedzających tego pisarza; tem  w ięcej że ono charakteryzuje także 

dzieła arabskie na kilka w ieków  przed Bhascara dziełem  pisane; z czasów  n. p. M oham m eda hen Musa 

(wiek IX). Arabow ie nie m ogli czerpać zkąd inąd tego rodzaju przykładów  w  M atematyce jak tylko 

od Indjan, gdyż Grecy zupełnie tych sp osobów  nie używali.

W  naukowej literaturze rzym skiej, której z kolei przyjrzeć się w ypada, celem  uzupełnienia rysu 

historycznego początku Geometryi Analitycznej, nie ma żadnego śladu zastosowania A lgebry do Geo

metryi. Zaniedbanie nauk ścisłych  u Bzymian jest w pew nej mierze potw ierdzeniem  praw dziw ości 

słów  Franklinu : « Łoskot bębnów  wypłasza ideje. » P ole  walki i forum  były g łów n em i w idow niam i, 

nęcącem i ku sobie wszystkie niemal talenta Rzymian.

Astronom ja zdołała w prawdzie zw rócić  na się uwagę niektórych sław nych m ężów  jak : Varron, 

J. Cezar, Cicerón, Lukrecyusz, V irgiljusz, Horacyusz i Seneka; ale w iadom ości ich o  zjawiskach 

niebieskich były zaledw ie pobieżnem i i żaden z nich do postępu tej nauki przyczynić się nie potrafił. 

Jeden tylko Sulpicyusz Gallus odznaczył się głębszą n ieco znajom ością tej nauki, przepow iadając 

zaćm ienia.

G eom etryą nader m ało była uprawianą. Juliusz Cezar (jak tego dow odzi treść listu tego rycerza, 

podana w  dziele Boecjusza) chciał aby nauka ta była praw idłem  w  całem  państwie rzymskiem i 

kolon jach , w e wszystkiem co  się tyczyło : m ierzenia i odgraniczania gruntów , budynków  publicznych 

i pryw atnych, fortyflkacyi miast i bu dow y dróg publicznych. T o też m iernicy, zwani agrimensores
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albo grom atici uważani byli za sterników  w  dziedzinie nauk ścisłych , chociaż dzisiaj świat uczony 

nawet miana geom etrów  im odm awia.

Trzy wybitniejsze postacie z tej bezpłodnej w e względzie naukowym  epoki s ą : Varron, matematyk, 

Vitruve, architekta i Juliusz Sextus Frontinus, inżynier.

Im iona godne uwagi w h istory i nauk ścisłych tak są rzadkiem i u Rzym ian, że badacze odtwarzający 

przesłość Geometryi zm uszeni są notow ać nawet tych pisarzów rzym skich, którzy ślady ch oćb y  słabej 

nawet znajom ości podstaw  tej nauki po sobie zostawili. Nic też dziw nego że w  przedm iocie związku 

Geometryi z A lgebrą literatura rzymska zupełnem  m ilczeniem  m oże być  pom iniętą.

K iedy w  Europie uprawa nauk ścisłych  od  ósm ego do trzynastego w ieku zupełnie była zaniechaną, 

A rabow ie przyjęli na się szczytne posłannictw o przysw ojenia sobie w iedzy Greków  i Indjań i przeka

zania takowej europejskiej literaturze naukowej z piętnastego w ieku.

Bagdad stał się czasowo stolicą talentów całego świata w  ósm ym  w ieku, a jak pow iada Herbelot 

w  swej Biblioth'eque orient ale, naród arabski odznaczający się gorącem  zam iłow aniem  sztuk i nauk, 

tłum aczył na własny język najlepsze dzieła greckie, hebrajskie, chaldejskie i indyjskie.

Przyswajając sobie pierwiastki dw óch  w ysoko rozw iniętych  literatur greckiej i indyjskiej, Arabow ie 

z łatwmścią zdołali dojść d o  wysokiej w iedzy w  dziedzinie nauk ścisłych . Bezwątpienia ogrom  bogactw a 

spuścizny przekazanej im przez dw a narody potrafili oni zużytecznić, ale w ielkością  tego spadku 

olśnieni nie d osyć m oże p ołoży li zasług w  pow iększeniu odziedziczonego mienia.

W Geom etryi czystej potrafili oni pojąć i doścign ąć zaledw ie G reków  pod  w zględem  zn ajom ości tej 

nauki.
W yższość ich nad Grekami polega na Wysokiem udoskanaleniu Trygonom etryi i na zespoleniu 

naukow ych  spuścizn : Greckiej i Indyjskiej, to jest na utrwaleniu i udoskonaleniu  związku G eom etryi 

z A lgebrą.

Istnienie tego związku zauważane w dziełach indyjskich Brahmagupta i Bhascara, n ierów nie silniej 

uwydatnia się w  arabskiej literaturze.

W  dziewiątym  w ieku Mohammed ben Musa, jed en  z trzech braci, k tórych sławę m ieliśm y już 

sp osobn ość zaznaczyć, w  pism ach sw ych używa G eom etryi do uw idocznien ia  algebraicznych działań 

i zapom ocą tej m etody dow odzi praw ideł do rozwiązywania rów nań drugiego stopnia, których roz 

biera trzy przypadki. Rów nania autorów  arabskich są num eryczne; ten brak uogóln ien ia przechow ał 

się aż do  czasów  Viete’a, którem u ludzkość zawdzięcza w prow adzenie do A lgebry na m iejsce cyfr 

liter, nazwanych poch lebn ie  przez w ielk iego Carnot'a « istotam i rozu m u .»

Trzy przypadki równań drugiego stopnia rozbierane przez M ohammeda dadzą się przedstaw ić pod  

kształtem
a x L - f - bx  —  e =  0 

ax-  —  bx  —  c =  0 

—  bx  —j— c —■ 0.
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Czwarty przypadek , m ogący przedstawiać ogólne równanie drugiego stopnia jest

a x - -J- b x  - [ -  c  =  0 ,

gdzie wszystkie wyrazy są dodatnie. M oham m ed o takow ym  nie w spom ina, bo pierwiastki w  tym 

razie są zawsze od jem n e.

W  innych rów naniach bierze on pod  uwagę tylko pierwiastki dodatnie, uważając odjem ne za nic 

nie znaczące.

W trzecim  przypadku, ax2 —  b x c  —  0, gdzie dwa pierwiastki

x  —  ±  \Jb- —  kac
2 a 2 a

są dodatnie (przypuszczając że są rzeczywistym i), M oham m ed pow iada że się je  obydw a rachuje, ale 

że trzeba w  każdym razie u pew nić się że on e odpow iadają kw estyi.

Sposób traktowania lego przedm iotu przez G eom etrę Arabskiego w ielce jest zbliżonym  do treści 

niektórych paragrafów dzieła indyjskiego B ija-G anita.

D zieło M oham m eda nie w yrów nyw a don iosłości dzieł indyjskich, b o  w  niem pom iniętym  jest 

przedm iot rozwiązywania rów nań niew yznaczonych. Przedm ow a jednak do tego dzieła wykazuje 

dostatecznie, że praca ta M ohammeda nie jest streszczeniem wszystkich w iadom ości matem atycznych 

A rabów , że posiadali oni dzieła inne n ierów nie obszerniej nauki ścisłe traktujące. M oham m ed 

w  przedm ow ie sw ej ośw iadcza bow iem , że dzieło to u łożył na żądanie Kalifa A l Mamoun dla ułatwie

nia w ielu działań przytrafiających się w stosunkach wzajem nych m iędzy ludźm i i w potrzebach życia.

Z pom iędzy w ielu  innych autorów  arabskich, których im iona znaleźć m ożna w  « Bibliothèque

orientale » przez H erbelot, zauważyć należy pisarza Thebit hen Corah z którego licznych dzieł jed n o  

szczególniej zasługuje na wzm iankę ze w zględu że sam tytuł (1) lakow ego w spom ina o związku 

A lgebry z Geometryą.

Montucla w  znakom item  swem dziele (2), na które niejednokrotnie pow ołać  się nam przyjdzie, 

pow iada że « Thebit pisał o  pew ności dow odzeń  rachunku algebraicznego, coby  m ogło  w prow adzać 

na m yśl, że Arabow ie mieli także szczęśliwą ideję zastosowyw ania A lgebry d o  G eom etryi. »

Odszukany przez pana Sedillot urywek A lgebry w rękopiśm ie arabskim zamienia powyższe przy

puszczenie w  p ew n ość, bo  w  rękopiśm ie tym podane są równania trzeciego stopnia rozwiązane g eom e

trycznie.

W ed łu g  pana Sedillot autor arabski wyznacza pierwiastki rów nań  następującego kształtu :

x 3 —  ax  —  b —  0,
za p om ocą  koła i paraboli.

Jestto dostatecznym  dow odem  że A rabow ie nietylko posiadali znajom ość A lgebry ale i sztukę 

graficznego przedstawiania w zorów  algebraicznych. Jak to zobaczym y w  dalszym ciągu, uw i

(1) De problematibus algebricis geométrica ratione comprobandis. Tytuł podany w Bibliotheca Arabico-Hispana 
p rzez  C a s ir T e g o .

(2) Histoire des mathématiques.



dacznianie znaczenia w zorów  algebraicznych za pom ocą  geom etrycznych  wykreśleń jest jed n ą  z w y

bitnych cech  talentu V iète’a.

Odkrycie tego dokum entu przez pana Sedillot jest nader ważnem  we względzie w yświetlenia 

historyi nauk ścisłych  u A rabów . Przed odszukaniem jeszcze tego dokum entu Montucla w  dziele 

sw em  (1) przypuszczał że A rabow ie posiadali traktat o  rów naniach trzeciego stopnia. Przypuszczenie 

to opierał M ontucla na istnieniu rękopism u znajdującego się w  b ibliotece w  L eyde, noszącego tytuł : 

« Algebra cubiea, seu de problematum solidorum resolutione. » Tytuł sam tego rękopism u zda się d ow o

dzić jeśli n ieznajom ości algebraicznego rozwiązywania równań trzeciego stopnia, to przynajmniej 

posiadania sztuki geom etrycznego wykreślenia p ierw iastków  tych równań.

Z pow yższych spostrzeżeń o literaturze naukow ej A rabów  m ożna m ieć dostateczne po jęcie  o kie

runku prac tego narodu w dziedzinie nauk ścisłych . Zespolenie Geometryi Greków z Algebrą lndjan 

jest uderzającą cechą arabskiej literatury m atem atycznej. Związek tych  dw óch  nauk, przekazany przez 

A rabów  europejskim  pisarzom z piętnastego stulecia, m ożna uważać za przyczynę szybkich postępów  

naukow ych, którym i w iek X V I zaznaczył swą w yższość i przew agę nad matematykami starożytności.

Gdybyśm y m ogli m ieć pretensją  do kreślenia ogólnego rysu historycznego nauk ścisłych  tego 

dostojnego narodu, należałoby zaznaczyć w iele zasług jego  na niw ie m atem atycznych prac p o ło żo 

nych  i m nóstw o w ielkich  im ion  jak : Alkindus, autor dzieła De reguła sex  quantitatum, Albategnius (2), 

tw órca podstaw ow ego w zoru T rygonom etryi sferycznej dos.a =  d o s .è d o sc  - j -  w st.6 w st.cd os .A ,

W S t t l W B .i wynalazca wyrażenia —- =  styczna, A bul W cfa  i Ibn-Younis, którzy w prow adzili styczne d o

rachunków  trygonom etrycznych, Hassan ben Haithem, autor dzieła O znanych geom etrycznych  i sławny 

optyk i geom etra Alhasen, którego dzieło doszłe nas (3) m iało służyć naszemu V itellionow i tw órcy 

optyki, za p ierw ow zór do  ułożenia sław nego i pierw szego w  Europie traktatu o tej nauce (4)

K iedy Arabow ie przyswoiwszy sobie charakterystyczne pierwiastki nauk ścisłych  lndjan i G reków

(1) Histoires des Mathématiques.
(2) Właściwie sławny ten geometra nazywa! się Mohammed hen Geber.
(3) Wydrukowane w Bazylei w 1572 r. wraz z trzeciem wydaniem Optyki Vitelliona, pod tytułem : Opticce the

saurus. Alliazeni Arabis libri septem, nunc primum editi. Ejusdem liber de. crepusculis et nubium ascensionibus. 
Item Vitellionis Thuringo-Poloni libri decem.

(4) Michał W iszniewski, autor Historyi literatury polskiej wspominając o teoryi Vitelliona, powiada że on ją wy
tłumaczył z Al-llassena ; i na tej zasadzie przyznaje mu raczej miano pierwszego krzewiciela, aniżeli wynalazcy teoryi 
łamania się promieni światła.

Adam M ickiewicz w pierwszej lekcyi swego kursu Literatury słowiańskiej opiera się na słowach Vitelliona w przed
mowie do jego dzieła umieszczonycti a dowodzących, że ten wielki matematyk X lliu° wieku, w chwilach wypoczynku 
wiejskiego patrząc na blask igrający po falach rzeczki, co przed jego domem płynęła, powziął pierwsze swoje myśli. 
Na zasadzie tego oświadczenia Vitelliona, wielki nasz wieszcz przyznaje mu zupełnie samodzielną twórczość mówiąc : 
« Jakim sposobem to, co zwykle gdzieindziej jest wypadkiem długiej pracy, leży na końcu umiejętnych dociekań, tu u 
nas zdaje się być odgadnieniem i świtać z jutrzenką umiejętności? »

P. Chasles tak się o Vitellionie odzywa : u Vitellion, geometra polski, jeden z najuczeńszych X IltJ0 wieku, czerpa 
użytecznie z dzieła Alhasena, dla ułożenia swego traktatu o Optyce, pierwszego wydanego przez europejskiego geo
metrę. »
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z  pow odzeniem  uprawiali matem atykę, Europa w  głębokim  śnie n ieśw iadom ości pogrążona d o  

X I ll?0 w ieku niezdolną była poszczycić się ch oćb y  pobieżną znajom ością podstaw  matem atyki.

W praw dzie w  ósm ym  w ieku spostrzega się dwa im iona m atem atyków  : Bede i Alcuin, godnych 

tego miana tylko przez wzgląd na ów czesną epokę ogólnego zaniedbania nauk; usiłowania ich jednak 

nie znalazły naśladow ców , a św ieżo pozakładane naówczas uniw ersytety w  Paryżu i Pawii przez dwa 

wieki nie zdołały zatlić poch odn i w iedzy, tak p łom ienicjącej w  dłon i G reków , Indjan i A rabów . 

W  dziesiątym jeszcze w ieku ciem nota w  przedm iocie nauk ścisłych  lak była pow szechną, że słabe 

i pobieżne m atem atyczne w iadom ości Papieża Gerbert’a potrafiły wzbudzić podziw  i zjednać mu m iano 

czarodzieja.

Ani naśladow cy Gerbert’a jak Adalbolde, H eriger  i Bernelin  ani Hermann Contractas, w  jedynastym  

w ieku o kwadraturze koła traktujący, ani nawet z dw unastego stulecia Gerard tłum aczący niektóre 

utw ory Ptolom eusza i Alhazena i Adhélard  pierwszy tłum acz E lem entów  Euklidesa; ani nareszcie 

w spółcześni dw óch  ostatnich : Plato Tiburtinus i Johannis Hispalensis, usiłujący zapoznać Europę 

z dziełami m atem atycznem i A rabów , nie zdołali rozniecić w e w spółczesnych zamiłowania do uprawy 

nauk ścisłych . Ciekawe z w ielu  w zględów , ch oć  w ogó le  naśladow nicze, u tw ory w ym ienionych  

autorów  nie mają bezpośredniego związku z przedm iotem  niniejszej pracy i dla tego wzmianką tych 

kilku im ion zadawalniając się, przejdziem y do w ieku trzynastego, uważanego za ch lu bę w ieków  

średnich  i erę w  historyi w iedzy. Rzeczyw iście w iek ten szczyci się obfitością autorów  godnych  tego 

m iana; z pom iędzy których  na szczególniejszą uwagę zasługują : Campanus, tłum acz E lem entów  Eukli

desa ; Roger Bacon, sławny fizyk i astronom ; Sacro Bosco, autor dziełka osnutego na tle utw orów  

Ptolom eusza, które przez cztery w ieki służyło za podstaw ę w ykładów  astronom ii; Vitellion, tw órca 

optyki i geom etra m ocn o  obeznany z dziełami Euklidesa, A pollon jusza i Pappusa i nareszcie Leonard  

Fibonacci. Ten ostatni znany pow szech nie  p od  nazwą Leonarda z P izy  napisał dzieło noszące tytuł 

Liber A bacci, którem  w płynął n iesłychanie na kierunek nauk m atem atycznych w  Europie, bo dziełem  

tern w prow adził pierwiastki charakterystyczne m atem atyki Indjan w ów czas kiedy jedyn ie  badania 

greck ich  m atem atycznych u tw orów  zdawały się być  w yłącznie na porządku dziennym . W  Algebrze 

sw ej, będącej pon iekąd naśladow nictw em  u tw orów  M oham m eda ben Musa, Fibonacci posuw a się aż 
d o  rozwiązywania rów nań drugiego stopn ia ; a co  najw ięcej dla nas uwagi jest godnem , że związek 

geom etryi z Algebrą jest w ybitną cechą jeg o  dzieła i pierw szym  tego rodzaju objaw em  w  Europie. 

Matematyk ten zda się w ysoko cen ić i gruntow nie po jm ow ać don iosłość tego związku, mówiąc 
w  przedm ow ie do sw ego dzieła : « E t  quia Arithmetica et Geometrice scientia sunt connexce, et suffro 

gatorio; sibi ad inuicem, non potest de numero plena tradi doctrina, nisi inserantur geométrica ąuwdam, 

vel ad geom etnam spectantia; » a później dodaje, że często prawidła i działania algebraiczne w idoczność 

i dow odzenia sw e zawdzięczają figurom  i spostrzeżeniom  geom etrycznym . Godnem  jest uwagi że 

w  samym przedśw icie rozw oju  nauk ścisłych  w Europie Fibonacci udarował je  odrębnym  od  greckiego 

kierunkiem  naukowym , służącym  za p ierw ow zór pracom  m atem atyków  szesnastego stulecia.

W iek  czternasty aczkolwiek mniej p łodny od poprzedniego pod w zględem  prac matem atycznych 

pozostaw ił jednak utw ory m atem atyków nietylko naśladujących G reków  i A rabów , ale usiłujących 

zdobycze naukowe zastosować i w zbogacić. W  ogólnej historyi nauk matem atycznych godnem i uwagi
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są im iona autorów  tej epoki jak : Bradwardin, Pedisiamus, K illingw orth , A rgyrus, Paolo di Digomari 

i w ielu  innych. M imo jednak tej stosunkowej m nogości p racow n ików  na n iw ie matematyki koniec 

nawet czternastego w ieku za epokę n iem ow lęctw a nauk ścisłych  uważać m ożna i dopiero w iek p ię

tnasty bogaty w  zdarzenia, dające bod źca  pow szechnem u ruchow i um ysłów  rozpoczyna p erjod  roz

kw itu matematyki w  E uropie. G eom etrya grecka z oryginalnych dzieł badana i Algebra Indjan pojęta 

i “rozpow szechniająca się, jakby naśladując ducha prac F ibonaccie ’go, podały sobie od  tąd n ieroz- 

łączalne d łonie.

W ynalazek druku, odkrycie Am eryki i Indyi W sch od n ich  i w zięcie K onstantynopola w płynęły  

skutecznie na pow szechną działalność i krzewienie się nauk w  tej ep oce , której pierwszym  w  dzie

dzinie matematyki przedstawicielem  jest Rcgiomontanus, jedna z najw ybitniejszych postaci w  historyi 

nauk ścisłych. P łodny i n iezm ordow any umysł tego pisarza potrafił nietylko ob jąć g łów niejsze 

dzieła geom etrów  greck ich  i zapoznać z nimi w spółczesnych , ale jeszcze własnemu odkryciam i 

w zbogacił naukę. Jest on autorem  dzieła o T rygonom etryi płaskiej i sferycznej (1), w  którem  roz

wiązuje w iele  zagadnień za p om ocą  A lgebry, którą nazywa ars rei et census. Napisał on także 

Arytm etykę, którą nazwał Algorismus demonstratus, w  której po raz pierw szy ilości num eryczne 

zastępuje zgłoskami. N owa ta form a przyjęta w  now oczesnej uprawie nauk m atem atycznych była po 

raz pierwszy użytą przez tego pisarza, chociaż odkrycie jej jest jednym  z prom ieni blasku, otaczającego 

nieśm iertelne im ie Viete’a. Pom ijając inne nader liczne, ale niestety po większej części nie pu bliko

w ane dzieła Regiom ontanusa, w spom nim y im iona m atem atyków z piętnastego w ieku : Mikołaj Cusa, 
A lbert D urer  i Leonard de Vinci, którzy w  historyi nauk m atem atycznych w ysok ie  zajm ują miejsca. 

Na schyłku piętnastego wieku godnem  jest wzmianki dzieło Łukasza P acioli (2), znanego pod  nazwą 

Lucas di B or go, które m iało wielki w p ływ  na now y kierunek nauk m atem atycznych, oparty na 

związku Algebry z Geom etryą.

Dzieło tego pisarza jest pierwszą Algebrą drukow aną w  Europie. Lucas d iB org o  pow iada że Algebra 

jest częścią nauki rachunku niezbędną dla Arytm etyki i Geom etryi. Za pom ocą A lgebry , którą 

nazywa A rte m aggiore dow odzi w ielu  p rop ozy cy i z dziesiątej księgi Euklidesa i traktuje o rozwiązy

waniu rów nań drugiego stopnia. W  w ielu  razach dla uwidocznienia i wykazania praw ideł rachunku 

posługuje on się G eom etryą, a w jed n ej z części sw ego dzieła zamieszcza sto zadań geom etrycznych  

pow iększej części za p om ocą  A lgebry rozw iązanych.

Oto dw a z tych zadań : Mając dane dwa boki trójkąta i je g o  powierzchnią znaleźć bok trzeci ; i mając 

dane powierzchnią i różnicę dwóch boków prostokąta znaleźć jeg o  boki.

Oznaczając przez a2 pow ierzchnią a przez d różnicę d w óch  bok ów , Lucas di B orgo bierze za bok  

w iększy x  - ( -  ^ a za drugi bok  x  —  r~. Zkąd otrzym uje się natychm iast na wyznaczenie niew ia-
A  A

dom ej równanie

z którego w yprow adza się wartości dw óch  boków .

(1) De triangulis omnimodis libri quinqum (Norimbergse, 1533).
(2) Summa de Arithmethica, Geometria, proportioneproportionalitn (dwa wydania w i i 1523 r.).
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Pan Chasles zwraca.uwagę, że to rozwiązanie jest nierów nie prostszem  od rozwiązania do którego 
by łob y  się przyw iedzionym , biorąc w prost dw a boki za n iew iadom e, gdyż w tym razie m iałoby się

yz —  a1, y  —  z =  d 

i ostatecznie rów nanie drugiego stopnia

y - —  dy =  a\

Pom ijając inne utw ory tego matematyka, d osyć będzie zw rócić  uwagę na. to, że charakter prac 

jeg o  polega na ciągłym  związku A lgebry z Geom etryą, co  stanowi cech ę  wszystkich niemal prac 

m atem atycznych szesnastego stulecia i podstaw ę wielkich postępów  matematyki now oczesn ej.

W  Niem czech Adam Risen, K rzyszto f R udolf i S tifel rozpowszechnili podstaw y A lgebry i zastoso

wanie tej nauki do Geometryi nie ustępując w  niczem , a nawet przewyższając niekiedy głęboką 

znajom ością  A lgebry  utw ory Łukasza di B orgo.

Arithmetica Integra StifePa w  15/i'i roku w ydana zawiera w sobie wszystkie propozycye trzy

nastej księgi Euklidesa za pom ocą A lgebry  traktowane.

Zanim doprow adzim y rys postępów  G eom etryi w  związku z Algebrą do prac V iete’a, które osta

tecznie przysposobiły  grunt naukow y dla pom ysłów  Descartes’a, należy jeszcze w spom nieć zasłużone 

im iona m atem atyków  jak Gardan, Tartalea i Benedictis, w  których dziełach związek Geom etryi 

z Algebrą uwidacznia się i utrwala.

Benedictis w  dziele s w e m ( l )  używa bezprzestannie G eom etryi do dow odzenia praw ideł i spraw

dzania w yn ików  A lgebry. Oto ciekaw y przykład tej m etody. Autor stawia sob ie zadanie o trzech 

n iew iadom ych , w yrażające się przez równania •. x  y  —  a, y  -\- z —  b, z - f-  % c. Rozwiązuje 

tę kwestyą algebraicznie; ale dla spraw dzenia wyrażeń znalezionych dla n iew iadom ych , używa 

następującej geom etrycznej uwagi : Niech się zbuduje trójkąt któryby miał za boki trzy liczby  a, b , c 

i niech się weń wpisze koło styczne do jeg o  trzech boków :  odcinki, jak ie  punkta styczności wyznaczą na 

tych bokach będą wartościami trzech niewiadomych x , y, z ;  zkąd w ypada że w artości tych  niew iadom ych

będą : x  =  e t c . ; sprawdzenie w artości otrzym anych za pom ocą  rachunku.

W  dziele pow yższem  znajduje się pierwszy zapewne przykład geom etrycznego wykreślenia dodat- 
nego pierwiastku równania drugiego stopnia. Pom ijając jednak  rozw inięcie spostrzeżeń nad tym 

objaw em  godnym  uwagi, pom ijając w reszcie dzieła Cardan’a i Tartalea, w  których  w iele kwestyj 

umiejętnie traktowanych w  przedm iocie związku Geometryi z Algebrą zaznaczyć by m ożna, zauwa

żym y że wszystkie te ob jaw y  coraz silniej utrwalającego się związku dw óch  nauk polegały  w yłącznie 

na działaniach liczebnych. G eom etrya G reków  uległa w ielkiej zm ian ie; tracąc charakter ogólności i 

czystości którym  się szczyciła uprzednio, przyswoiła sobie now e narzędzie pom ocn icze do sw ych 

badań, którem  jest rachunek z razu czysto liczebny, jak to w idzieliśm y w epokach  dotychczas 

pobieżnie dotkniętych, a będ ących  tylko przygotow aczem i i przejściow em i pod  w zględem  urobienia 

now oczesnego kształtu nauk matem atycznych siedem nastego stulecia.

W  tym  to stanie nauki gieniusz Vi'et'a, jakby oceniając całą u jm ę przyniesioną G eom etryi przez

(1) Dicersarum speculationum mathematicarum et physicarum liber; Turyn, 1583.



zw iązek z A lgebrę, na liczebnych  tylko działaniach opartą, stw orzył A lgebrę nowoczesną. Zastępując 

liczby  zgłoskam i, które Carnot nazwał «istotam i rozum u, » Vi'ete m ożna pow iedzieć stworzył A lgebrę , 

bo nadał jej charakter abstrakcyi i og ó ln o ści; a związkowi A lgebry z G eom etryą, na którym  Descartes 

m iał postaw ić swą doktrynę, przyniósł on w  darze warunki trwałego bytu  i ow ocn ości, podnosząc 

A lgebrę do stopnia uogólnienia, nadającego je j prawa do nierozerwalnej spójni z G eom etryą G reków  

i siłę do szybkich postępów  na drodze udoskonalenia.

Tak w ysoko cen ion y  przez Lagrange’a związek tych  dw óch  dzielnic m atem atyki, śledzony ch oć  

pobieżnie w  tej pierwszej części niniejszej pracy, od wystąpienia V iéte ’a staje się w ydatną rzeczy

w istością ; a Geom etryą Analityczna, ten pierw szy w ym ow n y  ob jaw  w yższości now ożytnych  nad 

starożytnym i w  dziedzinie nauk ścisłych , liczyć m oże odtąd sw e istnienie, b o  składow e je j pierwiastkj 

silnie zespolone, czekały ty lko od  tej chw ili życiodaw czego tchnienia Descartes’a aby  w spólnem i siłam i 

now oczesną matem atykę pchnąć na now e tory  rozw oju.

O bok im ienia Yiéta (15A0-1603) na wstępie do epoki odrodzenia nauk należy p om ieśc ić  K e-  

pler ’a (1571-1631).

W  geom etrycznych  utw orach tego m atem atyka, tw órcy  now oczesnej astronom ii, spostrzega się trzy 

id e je  now e : w prow adzenie użycia nieskończoności do G eom etry i; pierw szy zarodek analitycznego 

praw idła , tyczącego teoryi najioiększości i najm niej szóści, która w dw adzieścia lat później otoczyła  

sławą im ie Eermat’ a i  pierw szy ślad użycia m etody  rzutów  na dw ieście  lat przed odk ryciem  G eo

m etryi w ykreślnej.

Zastosow anie A lgebry  do G eom etryi nie m ogło  b y ć  ob cem  m atem atykowi takiem u jak Kepler 

szczególniej w przeddzień pojaw ienia się doktryny w sp ółrzęd n y ch ; to też w poszukiwaniach sw ych 

opierających się na teoryi w ie loboków  posiłkuje się on A lgebrą, a na w yznaczenie boku siedmiokąta 

forem n ego w pisanego w  k oło , w  funkcyi prom ien ia , otrzym uje Kepler następujące równanie :

7 —  1 kij - j -  7 i i i j—  1 v j aeque valent figurce nihili ; 

dające się przedstawić, za p om ocą  sy m b olów  dziś używ anych , pod kształtem :

7 _  1 ^ . 2  _|_ 7a-4 _  —  o ;

gdzie x  oznacza stosunek boku  siedm iokąta do prom ienia koła.

N ierównie jednak wyżej w  zasłudze przygotow ania naukow ego gruntu dla doktryny Descartes’a stoi 

Vi'ete. Kiedy bow iem  Kepler użala się w  dziele sw em  (1) na n iem ożność graficznego przedstawienia 

w łasności równania drugiego stopnia, dającego stosunek pięciokąta forem nego do prom ienia koła 

op isan ego ; to V iéte za p om ocą  graficznych wykreśleń równań nietylko drugiego ale i trzeciego 

stopnia daje przykład wysokiej znajom ości sztuki geom etrycznego przedstawiania w yników  Algebry.

T o  też prace jeg o  tak użyźniły naukową glebę, na której zasiew gieniuszu Descartes’a tak bujnie się 

rozw inął, że przed w zejściem  jeszcze tego płonnego zasiew u, sam odzielnie zdołało na niej zakiełkować 

ziarno tw órczości Ferm at'a, który, jak obszernej o  tem w  dalszym ciągu w spom nim y, doszedł w  po 

szukiwaniach sw ych, tyczących się Geom etryi czystej, do  odkrycia m etody analitycznej, nie będącej 

niczem  innem jak naów czas nieznaną jeszcze m etodą w spółrzędnych  Descartes’a.

(t) Harmonices mundi.
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Prace V iete ’a przed pojaw ieniem  się doktryny w spółrzędnych znalazły gorliw ych  naśladow ców  i za

służonych krzewicieli w Wilhelmie Ougthred (1573-1660), i H arriofcie  (1560-1621). Pierwszy rozw i

nął zastosowanie A lgebry do zadań geom etrycznych , budow ę równań i form ow anie potęg. Drugi zaś 

w  dziedzinie czystej A lgebry w ielkie poczynił odkrycia co  do natury i form ow ania rów nań. Wallis 

w spółziom ek H arriofa  w  swej Historyi A lgebry tak w ysoko go ceni, że w iele odkyrć przez Descartes’a 

w  Algebrze poczynionych  nie w acha się H arriofow i przypisać i posuwa się aż do nazwania Descartes’a 

przyw łaszczycielem .

Nie do nas należy odparcie i wykazanie stronności poglądów  W allis’a, tem  w ięcej że takow e tyczą 

się w yłącznie historyi A lgebry i że znalazły sw e ocenienie w  pism ach autorów  znanych z wysokiej p o 

wagi naukowej. W zm ianka jed n a k o  zasługach H arriofa  pow inna była tu znaleźć m iejsce, bo  prace je g o  

przyczyniły się niesłychanie do udoskonalenia A lgebry , a tem sam em  do odkrycia doktryny Geometryi 

m ięszanej; ale jeśli Descartes tak w pracach swych czysto algebraicznych jak i w  udoskonaleniu sw ego 

Z  astosowania A lgebry do Geom etryi lin ii krzywych  korzystał z u tw orów  H arriofa, to nie jako naśladowca 

lub przywłaszczyciel, ale jak o mistrz, który do zapalenia pochodn i swej w iedzy użył płom ienia zatlo- 

nego od  iskry gieniuszu Viete’a.

Jak to już na wstępie niniejszej pracy pow iedzieliśm y, Geom etrya Analityczna w łaściw e istnienie 

swe poczyna od  roku 1637 to jest od pojaw ienia się dzieła D escartes’a objaw iającego doktrynę w spół

rzędnych.

Umysł badaw czy i sam odzielny tego Geom etrzy objął rozliczne gałęzie w iedzy i w e wszystkich 

chlubnie istnienie swe zaznaczył. W  filozofii, w fizyce i w  m atem atyce zostawił on nie zatarte ślady 

swej tw órczości; ale kiedy filozofja je g o  uległa w ielkiem u przew rotow i, Geometrya pozostała n ie 

wzruszonym piedestałem należnej mu sławy. Zastosowanie A lgebry do Geometryi lin ji krzyw ych  jest 

bezzaprzeezenia jednym  z najdonioślejszych pom ysłów  Descartes’a, jedną z tych idei co  n iw eczą za

pory tam ujące postęp w iedzy ludzkiej i dają bodźca do coraz wyższych usiłowań um ysłu w  dociekaniu 

praw dy.

Jakkolwiek zastosowanie A lgebry do Geometryi jest, jak w  ciągu niniejszej pracy staraliśmy się 

w ykazać, pom ysłem  którego od leg ły  początek okala zasłona n iepew ności, a którego częściow e urze
czyw istnienie spotyka się w  różnych epokach  historyi matematyki, wszystkie jednak w  tym w zględzie, 

czynione usiłowania są elem entarnem i w porów naniu  z Geom etryą Descartes’a.

Y iete, będący niejako uosobieniem  i ostatnim wyrazem doskonałości usiłow ań, od  w ieków  w  tej 

mierze podejm ow anych , zdołał w prawdzie przedstaw ić równaniam i i rozwiązać za p om ocą  algebraicz

nego rachunku niektóre kw estye tyczące się G eom etryi, ale m etoda je g o  grzeszy brakiem  uogólnienia 

i za przedzorzow y tylko odblask w schodzącego słońca now ej doktryny m oże b y ć  uważaną. Ma ona 

raczej za zaletę wykazanie don iosłości i ow ocn ości związku A lgebry z Geom etryą, aniżeli znalezienie 

ogólnych  sp osobów  do przedstawiania figur geom etrycznych  za p om ocą  równań. W  rzeczy samej 

m etoda Vióte’a, aczkolw iek w  historyi matematyki słusznie tak w ysokie zajmująca stanowisko, wym aga 

użycia sp osobów  szczególnych do rozwiązywania każdego zadania i dla tego to braku swej ogólności 

ustąpiła ona zupełnie pierszeristwa doktrynie Desc.artes’a od pierwszej chw ili pojaw ienia się takowej. 

W  dzisiejszym stanie nauki m etodę Viete’a i rozwiązywanie zadań zwanych wyznaczonemi pozosta



XXIV RYS HISTORYCZNY POCZĄTKU I ROZWOJU

w i o no Algebrze i zwykłej Geom etryi, gdy  tym czasem badanie miejsc geometrycznych  za pom ocą 

różnych  układów  w spółrzędnych jest wyłącznym  przedm iotem  nauki datującej od Descartes’a. Jemu 

to bow  'em  należy się sława znależenia m etody ogólnej przedstawiania figur geom etrycznych  rów n a

niami. O dkryciem  i postaw ieniem  uchw ał now ych  do wyznaczania położenia punktu tak na płasz

czyźnie jak  i w  przestrzeni Descartes stw orzył układ w spółrzędnych prostolin ijych  i położył niewzru

szoną podstaw ę now ej swej Geometrzyi.

Chociaż Geometrya oddawna posiadała m ożność wyrażania natury jak iejkolw iek  linii krzywej przez 

stosunek linij m iędzy sobą rów noleg łych , w yprow adzonych  z różnych punktów  krzywej uważanej do 

innej krzywej stałej i n iezm ienn ej; chociaż przedstawienie tych stosunków za pom ocą  A lgebry , od  

chw ili pojawienia się tej nauki było rzeczą nietylko m ożliw ą ale i łatw ą, trzeba było  jednakże w ielk iego 

um ysłu Descartes’a aby przew idzieć użyteczność tego zastosowania, po jąć że algebraiczne wyrażenie 

linii krzywej jest wydatnym  obrazem je j w łasności i stworzyć m etodę o g ó łn ą d o  rozwiązywania kwestyi 

spotykanych w badaniach w łasności figur.

Do stworzenia i uogólnienia m etody wyznaczania punktów  na płaszczyźnie trzeba było  zbadać na
turę i użycie pierwiastków od jem nych . Udarowany m etafizycznym  um ysłem  Descartes spostrzegł że nie 

m ogą istnieść ilości mniejsze od  zera i że ilości od jem ne w inny być uważane za wzięte w  kierunku 

odw rotnym  ilości dodatnych.

Pierw szy ślad zastosowania tego pojęcia do Geometryi znajduje się w praw dzie w  pism ach Alberta 

Girard (1) ale gdyby  nawet pierw szeństw o przyznawane w  tym w zględzie Descartes’ow i było w ątpli- 

w em , to zużytecznienie znajom ości natury i użycia pierwiastków od jem nych  jest niezaprzeczenie jego 

zasługą.

W ielka w  swej prostocie idea linijnych rzutów  punktów  na proste stałe w  płaszczyźnie lub przestrzeni 

wyszła z pod pióra Descartes’a w postaci rzeczywistej doktryny, której nieliczne zasady ściśle ze sobą 

związane, pojaw ieniem  się swem  w płynęły  skutecznie na now y zw rot i rozw ój nauk m atem atycznych.

Zbytecznem  by łob y  bezwątpienia w yjaśniać tułaj ducha i zasady, pow szechnie dziś znanej doktryny 

w spółrzędnych kartezyańskich, szczególniej na wstępie do dzieła przeważnie na niej opartego. Ogólny 

nawet krytyczny przegląd pierwszych prac na tle now ej Geometryi wyszłych z pod pióra jej tw órcy 

byłby zadaniem nietylko zbytecznem  ale i trudnem , b o  jak wszyscy gienjalni pisarze tak i Descartes 

w  utworach sw ych postępuje drogą dla zw ykłych  u m ysłów  niedostępną. Zadawalnia on się odkryciem  

i objaw ieniem  zasad i prawd nieznanych, pozostawiając późniejszym  na niwie w iedzy pracow nikom  

uporządkow anie, zastosowanie i zużytecznienie swych odkryć. Badać dziś doktrynę Descartes’a i je j 

pierw sze zastosowania w pism ach sam ego je j tw órcy , a nie w  dziełach je g o  następców, jest to chcieć 

czytać objaw ienia prawdy przy blasku błyskaw ic a nie przy łagodnem  św ietle m ajow ego słońca.

Zadanie to nie m oże w ejść w  szczupłe ram y niniejszej pracy i dla tego w spom nim y tutaj tylko o  n ie 

których z ważnych odkryć Descartes’a na polu czystej A lgebry jak : znalezione przezeń praw idła do 

wyznaczania liczby p ierw iasków rów nania ; m etoda w spółczynn ików  n iew yzn aczon ych ; i tłum aczenie

(1) Autor ten na ośm lat przed Descartes’em okazai użycie pierwiastków odjemnych w geometryi temi słowy : Roz
wiązanie przez m n i e j  tłumaczy się w Geometryi cofaniem; a — wraca się gdzie - f -  naprzód postępuje. Przykład tego 
daje 011 na zadaniu prowadzącem do równania czwartego stopnia, w którem dwa pierwiastki są dodatne a dwa 
odjemne.



znaczenia i użycie pierw iastków  odjem nych. Z Geom etryi mięszanej należy zanotow ać ważny ustęp 

w którym Descartes zastosowyw a swą analizę do poszukiwania i badania krzyw ych, nazwanych 

przezeń owalnemi (ovales); jak rów nież rozwiązanie sławnego zadania Pappus’a « acl tres aut plures lineas» 

które Descartes wziął za pierwszy przedm iot zastosowania now ej swej Geometryi.

Z pom iędzy licznych odkryć żadne wyżej przez Descartes’a nie by ło  cenionem  jak  praw idło ogólne 

do wyznaczania stycznych do linij krzywych. « Ze wszystkich zadań, które znam w  Geom etryi, p o 

wiada on , nie ma żadnego któreby było użyteczniejszem , ogólniejszem  i którego rozwiązanie by łoby  

w ięcej przezemnie u p ra gn ion em .»

D oniosłość tego zadania, którego żaden z G eom etrów  starożytnych nie odw ażył się ogólnie trak

tow ać, jest rzeczyw iście w ielką, bo rozwiązanie takow ego było n ieodzow nym  w stępem  do w ynale

zienia rachunku różn iczkow ego. T o też trzej w spółcześni a tak chlubnie w  Historyi matematyki znani 

Geom etrow ie Descartes, Fermat i Roberm l z rów ną sam odzielnością i niezależnie pod ję li się rozwią

zania tego zadania.

Starożytni Geom etrow ie zwykli byli określać styczną, w  sposób następujący : Jest to prosta mająca 

jed en  tylko punkt w spólny z krzywą, przez który nie można poprow adzić żadnej innej prostej między 

nią i krzywą. Na podstaw ie tej zasady wyznaczali oni w praw dzie styczne, ale tylko do niektórych 

krzywych im znanych.

Descartes i Fermat, aczkolwiek rozwiązania ich były różne i od siebie niezależne, uważali styczne 

za sieczne których dwa punkta przecięcia się z krzywą są ze sobą złączone. Roberval zaś oparł swe okre

ślenie stycznej na doktrynie Galileusza o ruchu złożonym . Uważał on bow iem  styczną za kierunek ruchu 

złożonego przez jaki krzywa m oże być w ykreśloną. D okładności swej m etody pojm ow ania stycznych 

d ow iód ł on na zastosowaniu jej d o  rozlicznych krzywych a między innem i do paraboli Descarles’a ( t ) .

M etody Descartes’a i Ferm at’a miały po nad m etodą Roberval’a wyższość w zględną, którą w  pew nej 

mierze w inny były zawdzięczać analizie na której się opierały. Pojęcie  Ferm at’ a o  stycznych polegało 

na tych samych podstawach co  i sławna jego  m etoda o największościach i najmniejszościach i dla tego 

też, jak to ju ż  w spom nieliśm y, niektórzy z dostojnych  matem atyków uważali go  za pierw szego wyna

lazcę rachunku różniczkow ego. Barrow  upraszczając ideję m etody Ferm at’a uważał później styczną za 

przedłużenie jed n ego  z nieskończenie m ałych boków  krzywej uważanej za w ielobok  o nieskończonej 

liczbie b ok ów , a m etoda jego  najw ięcej obecn ie jest używaną.

Zadanie tyczące się stycznych było  jednem  z tych których rozwiązanie w płynęło na przyspieszenie 

odkrycia różniczkow ego rachunku. Descartes pojął całą don iosłość m etody stycznych, i dla tego nale

żało się tutaj wzmiankę o takowej pom ieścić.

Oprócz w ielu  innych odkryć Descartes’a w  dziedzinie nauk matem atycznych i naturalnych, o  których 

nie m iejsce tutaj w spom inać, jed en  z ustępów  na końcu  drugiej księgi jeg o  Geometryi pom ieszczony 

winien zw rócić na się szczególniejszą uwagę, bo w nim tw órca Geometryi Analitycznej wzmiankuje 

o krzywych o podw ójnej krzywiznie. Jest to zapowiedź pojaw ienia się Geom etryi Analitycznej tró jw y

m iarow ej, o której ukazaniu się i rozw oju  z kolei m ów ić nam wypadnie. Kilka wyrazów w yrzeczonych

(1) Krzywa trzeciego stopnia.
d
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przez Descartes’a w  przedm iocie krzywych o podw ójn ej krzywiźnie, 'stanowią m istrzowskim  lako- 

nizm em  nacechow aną podstawę całej now ej w tym względzie doktryny.

M ówiąc o Geom etryi mieszanej Descartes!a zauważyć wypada że w zastosowaniach sw ych Algebry 

do teoryi krzyw ych objął on tylko krzyw e, których równania w  jeg o  układzie w spółrzędnych były 

stopnia skończonego. Nazwał on je  krzywemi geometrycznemi, nadając miano mechanicznych wszystkim 

krzyw ym  do rodzaju geom etrycznych nienależącym . W iadom em  je s tż e  Leibnit.z zastąpił nazwy krzy

w ych  geometrycznych i mechanicznych przez krzywe algebraiczne i krzywe przestępne.

Descartes w  rozlicznych rozwiązywaniach traktowanych przezeń zadań okazał sam dostatecznie 

i użyteczność i don iosłość now ej swej G eom etryi, którą udarow ał m atem atyków jako narzędziem nie

słychanie w łaściw em  do badania krzyw ych geom etrycznych. Zanim jednak rozpoczniem y przegląd 

pobieżny zastępu naśladow ców  Descartes’ a posługujących się tem cudow nem  narzędziem w  celu  

rozprzestrzenienia granic wiedzy, stosow nem -m oże będzie w  obec  m aluczkości naszego głosu zakoń

czyć ten pobieżny i niezupełny rys zasług Descartes’a ocen ien iem  je g o  doktryny w ygłoszonem  przez 

książąt G eom etryi now oczesnej.

C hcem y tu m ów ić  o P on celet’cie iP . Chasles, pierwszy w  dziele sw cm  (1) które niezm ierny w pływ  

na rozw ój Geometryi wyższej w yw arło, aczkolw iek sam gorliw y zw olennik Geom etryi czystej, tak się 

o  Geometryi analitycznej odzyw a :

« Geometryą analityczna jest nader w łaściwą do nadania pom ysłom  geom etrycznym  tego rozwinię- 

cia i tej ogólności które spoczywają w yłącznie w  jej naturze.

« Kiedy Geom etryą analityczna przez w łaściwy jej pochód  podaje sposoby ogólne i jednostajne do 

przedsiębrania rozwiązywania nadarzających się kwestyi i do poszukiwania w łasności fig u r ; kiedy 

ona dochodzi do w yn ików , których og ó ln ość  jest bez granic, druga (to jest Geom etryą czysta, szcze

gólniej Geometryą starożytnych) działa p rzyp a d k ow o ; p och ód  je j zależy zupełnie od  przezorności 

tego, który się nią posługuje, a jej wyniki są prawie zawsze ograniczone, jako zależne od szczególnego 

stanu figury, którą się uważa. »

P . Chasles śledzący z w ysokiem  naukow em  namaszczeniem i niesłychaną erudycyą za objaw am ii 

ducha i rozw oju  geom etrycznych  m etod p o w ia d a :

« Geometryą Descartes’a, prócz w ysokiego charakteru pow szechności, odróżnia się jeszcze od Geo

metryi starożytnej pod  tym względem  godnym, uwagi, że podaje jednym  jakim kolw iek  wzorem 

własności ogólne całych  fam ilji krzywych ; tak że nie potrafiłoby się odkryć tą drogą jakiejkolw iek 

własności pew nej krzywej, bez zapoznania się natychmiast za p om ocą  tej nauki z podobn em i lub

tegoż samego rodzaju własnościam i niezmiernej liczby innych linij.
/

Liczny a dostojny poczet w spółczesnych Descartes’ow i matem atyków w ydał z siebie w ielu  gorliw ych 

krzew icieli now ej Geometryi.

Ze w zględu  na porządek chronologiczny jak i dla zasług p ołożon ych  w rozw inięciu  i uprawie nauk 

m atem atycznych, na p ie w sz e m  m iejscu postaw ić należy Ferm at’a i RobercaTa.

Ferm at godny w spółzaw odnik w ielkiego Descartes’a oprócz sławnej swej m etody De maximis et 

minimis pozostawił jeszcze liczne ślady sw ego gieniuszu w odkryciach w  Algebrze i Geom etryi przezeń

(1) Traité des propriétés projectives des figures. 1822.
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poczynionych. Dzieła je g o  wydane w  dw óch  tom ach po jego śmierci obejm ują, w  pierwszym tom ie 

now e wydanie Diophant’a w zbogacone notam i i odkryciam i Ferm at’a, w drugim  zaś noszącym  tytuł : 

P etr i F erm a tii opera je g o  własne utw ory w  Geometryi czystej i w Analizie now oczesnej jak również 

jeg o  korrespondencyą, będącą ciekaw ym  dokum entem  do historyi nauk ścisłych.

Z pism Fermata traktujących o miejscach płaskich i bryłow atych  i o budow ie równań trzeciego 

i czwartego stopnia w nosić można, że tw órczy jego  um ysł wyprzedził Descartes’a co  do pom ysłu 

wyrażania krzywych przez równania algebraiczne. Pierwszeństwa Ferm at’a w  tym względzie dow odzą 

je g o  listy przed pojaw ieniem  się Geometryi Descartes’a pisane, a w zm iankujące o pracach : Isagoge topica 

ad Loca plana et. solida i A ppendix ad isagogen topi cam. W  pierwszej wyznaczał autor rozmaite kształty 

rów nań, w ynikające z różnych położeń  osi przecięcia konicznego, na której brał odcięte i położeń 

punktu od  którego liczył takow e; w  swym  zaś Appendix... pod ją ł Fermat budow ę równań trzeciego 

i czwartego stopnia.

Analityczna m etoda Fermat’a, posiadająca w ysoką cech ę  ogólności w  gruncie rzeczy nie byłaniczem  

innem  jak m etodą w spółrzędnych Descartes’ a. Fermat użył tej m etody do rozwiązywania w ogóle  

zadań geom etrycznych za pom ocą  krzywych jak najprostszych.

Pierwsze zastosowania rachunku do ilości różniczkow ych w  celu  znalezienia stycznych są bezw ąt- 

pienia jednym  z najświetniejszych ob jaw ów  geniuszu Ferm at’a. Poisson (1) oceniając don iosłość 

zasług w tym w zględzie przez Fermat’a położon ych , wykazuje jasno zasadę m etody i znaczenie jej 

w  porów naniu z w ielkiem  odkryciem  Leibnitz’a. Fermat’ow i przyznaje on objaw ienie filozoficznej idei, 

a Leibnitz’ ow i znalezienie niezbędnego narzędzia do w prow adzenia je j w  użycie.

Ogólna m etoda stycznych, którą Fermat oparł na swej m etodzie maximis et minimis wyw ołała nader 

żywą krytykę ze strony Descartes’a. M ontucla zdając sprawę z tej sławnej waśni w  historyi m atem atyki, 

w inę przypisywał w yłącznie Descartes’ow i, uważając że jeg o  zarzuty czynione m etodzie Ferm at’a były 

głosem  uprzedzenia i zawiści. M ontucla a po nim Lagrange, Laplace i Fourier uważali m etodę Fer

m at’a za najw ięcej zbliżającą się do tej która obecn ie  stanowi najprostsze zastosowanie rachunku 

różniczkow ego. Opinja ta by ła zda jesię  pow szechną aż do prac P. Duhamela, który w  rozprawie swej 

pod  tytułem  : M émoire sur la Méthode des maxima et des minima de Ferm at, et sur les Méthodes des 

tangentes de Ferm at et de Descartes, w ydał sąd zupełnie przyznający słuszność Descartes’ow i w  przed

m iocie naukowej jego  utarczki z Fermat’em . W  m etodzie tw órcy Geom etryi Analitycznej raczej niż 

w  m etodzieF erm afa upatruje P. Duhamel początek rachunku różniczkow ego.

Oto są w łasne słowa P. Duhamel :

« Lagrange pom ylił się w swem ocenieniu  m elody Ferm at’a, to co  o  niej powiedział pow inno było 

»  być  zastosowanem do m etody Descartes’a, który pierwszy uważał styczną jako granicę siecznej, 

» której dwa punkta przecięcia z krzywą zbliżają się nieograniczenie. Jego to m etoda a nie Fermat’ a, 

»  jest jednoznaczną (zachowując wyrażenie Lagrange’a) z m etodą rachunku różniczkow ego. »

Jedno z najpiękniejszych zastosowań sławnej m etody Ferm at’a « De maximis et minimis, » tyczące 

się zjawisk łamania się światła, w yw oła ło także między niin a Descartes’em sławne w  historyi nauk 

nieporozum ienie, którego ślady w  trzecim  tom ie listów  Descarte’sa (2) znaleźć można. W  przedm iocie

(1) Mémoire sur le calcul des variations.
(2) W ydanie in h’.



tym , w prowadzającym  Geom etryą do badań zjawisk przyrody, Fermat znalazł rozwiązanie slw ie  

dzające praw dziw ość praw idła dow iedzionego przez Descartes’a.

Gdybyśmy m ieli na celu wykazanie zasług Fermat’a w  m atem atyce, należałoby nie pom ijać i o d 

krytego przezeń rachunku praw dopodobieństw a, sprostowania paraboli sześciennej i kilku innych 

krzyw ych , zupełnego rozwiązania zadania tyczącego się styczności kul, jego  usiłowań w celu  o d tw o 

rzenia poryzm ów  Euklides’a i zapowiedzianych przezeń odkryć w zastosowaniach doklryny greckiego 

Geom etry do przecięć konicznych i do  rozm aitych innych krzywych.

Najlepiej bezwątpienia oddam y znaczenie prac Ferm at’a w dziedzinie Geometryi Analitycznej, od  

której ogrom  jeg o  zasług na inne pole zb oczyć nas zm usił, przytaczając następujące słow a jednego 

z najznakomitszych historyków  matematyki (1) :

« Gdyby Descartes’a niedostawało ludzkiemu rozumowi, Ferm at byłby go zastąpił w Geometryi. »

Roberval, pierwszy autor m etody ogólnej stycznych, którą zastosował do trzynastu krzyw ych, a której 

M onge użył do  krzyw ych w przestrzeni, był najzagorzalszym i upartym przeciwnikiem  Descartes’a 

i now'o stworzonej przezeń Geom etryi. Antagonizm  jego  tak się przyczynił jednak do rozpow szech

nienia nowej doktryny w spółrzędnych , którą bezustannie krytykował, że w  historyi początkow ego 

rozw oju  Geotnetryj Analitycznej zdobył dlań niepoślednie stanowisko. Dzieło Roberval’a pod tytułem : 

De resolutione ucquationum dow odzi że m im o uprzedzenia i stronności w zględem  now ej doktryny, 

autor znał ją  gruntow nie i z pożytkiem  dla je j rozpow szechnienia nią się posługiw ał.

W racając do wzm iankowanej już poprzednio m etody stycznych stworzonej przez ltoberval’a 

zauważyć należy że on pierwszy tą m etodą w prow adza do Geom etryi potęgę tw orzącą w ielkości to 

jest ruch. Metoda jo g o  co  do metafizycznej swej podstaw y przedstawia w ielkie pokrew ieństw o z pra

cam i Newtona, i tylko brak ów czesny analitycznego narzędzia dostatecznie urobionego nic pozw olił 

Roberval’ow i w yciągnąć z niej w yn ików , których odkrycie i przedstawienie stanowi jed ną z tak licz

nych zasług N ew ton ’a.

Zasada w ygłoszona przez Roberval’a w przedm iocie  m etody stycznych jest ogólną i słuszną, wyniki 

je j zastosowań przezeń pod jętych  są praw dziw e, ale rozum ow anie, którym  w składaniu ruchów  się 

posiłkow ał jest w w ielu  razach błędnem . P. Duhamel pierwszy zauważył to i w ytłum aczył w swej Nocie 

przedstawionej Akadem ji francuzkiej w  1829 roku.

Jak każda n ow a doktryna, tak i Geometryą Analityczna musiała w yczekiw ać lat kilka na zyskanie 

sobie w yznaw ców  i gorliw ych  krzewicieli. Przesąd matem atyków osw ojon ych  z G eom etryą czystą 

w  spuściznie po Grekach odziedziczoną, nienawiść i stronność w spółzaw odników  takich jak R ober

val, a szczególniej nieprzystępny dla ogółu  czyta jących ,sposób  przedstawienia nowej doktryny przez jej 

życiodaw cę były g łów nem i przyczynami chw ilow ej stagnacyi w rozpow szechnien iu  się Geom etryi 

Analitycznej.

Jako odpow iadająca du ch ow i potrzeb matematyki nowoczesnej nie m ogła ona jednak długo pozostać 

w  zastoju ; tem w ięcej że w licznym orszaku m łodych holenderskich  G eom etrów , na których ziemi 

pierwszy znak życia wydała, znalazła gorliw ych  ap ostołów , pracujących z zapałem nad jej utrwale

niem  i rozw ojem .

(1) Montucla. Histoire des sciences mathématiques.
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Francya dała się poniekąd w tym wzklędzie w yprzedzić i tylko gorliw ości i talentowi Geometry 

De Beaune (1601-1631) winna zawdzięczać, że płód  gieniuszu je j syna dość wcześnie na je j gruncie 

naukowym  zdołał się zakorzenić i rozkwitnąć.

Pisarz ten ocen ił odrazu doskonałość i przejął się duchem  nowej doktryny. P ojm ując że utwory, 

z pod pióra Descartes’a w ychodzące m ogą być  przystępnymi tylko dla garstki w ybrańców  nawet 

w  szrankach ludzi naukę m iłu jących , w zbogacił on nową Geom etryę notam i, ułatwiającem i jej pojęcie, 

a w ielce  cenionem i przez sam ego tw órcę Analitycznej Geometryi. Zasługi De Beaune a nie ograniczają 

się na wyjaśnieniu now ej nauki, badaw czy jeg o  um ysł, ch oć  olśniony blaskiem  tej naukowej now ości, 

nie uląkł się jednak sam odzielnego polotu  i podn iósł myśl now ą wyznaczenia natury jakiejkolwiek 

krzywej za p om ocą  danych własności je j stycznej. Zadanie które w tym  przedm iocie Descartes’ow i do 

rozwiązania przedstawił m iało na c e lu : zbudow ać, krzywą laką, ażeby iloczyn  z je j podstycznej 

(wziętej na osi odciętych) przez rzędną był w stosunku stałym z częścią rzędnej zawartą m iędzy krzywą 

i osią stałą pod kątem 45 stopni do osi odciętych  nachyloną a przez początek krzywej przechodzącą.

Trudne to zadanie by ło  rozwiązanem przez Descartes’a, jak  o tem  świadczy list jego  do De Beaune a (1) 

w którym uważa on  tę kwestyą za odwrotność swej reguły o  stycznych.

Celem rozwiązania tego zadania, które później było przedm iotem  badań Leibnitz’ a, uważał Descartes 

każdy punkt krzywej za przecięcie się dw óch  stycznych nieskończenie do siebie zbliżonych i odkrył 

tym sposobem , że krzywa ma assym ptotę rów noległą do osi stałej i że podstyczna wzięta na tej assym- 

ptocie jest stałą. Równania tej krzywej Descartes nie podał, poznawszy że ona należy do rodzaju krzy

w ych m echanicznem i przezeń nazwanych.

Oprócz zaszczytnego udziału w rozpow szechnien iu  i w zbogaceniu  G eom etryi Analitycznej, w yw ołaną 

przezeń metodą, odwrotną stycznych, De Beaune odznaczył się w  historyi Analizy odkryciem  nowej 

teoryi granic równań.

Liczny zastęp m łodych G eom etrów  holenderskich, obejm ujący takich matem atyków jak : Schooten, 

Huygens, de W itt, Hudde, Van Heuraet, Sluze, Vassenaar i inni pod jął z.zapałem pracę ok o ło  utrwa

lenia, rozpow szechnienia i w zbogacenia nowej Geom etryi.

S chooten (16 ..-1659 ) dbały o rozprzestrzenienie nauki Descartes’a przełożył jego dzieło na język 
łaciński i w zbogacił je  w ielce  cenionym  obszernym  komentarzem własnym . Pierwsze wydanie tego 

dzieła m ającego w ielki w pływ  na zapoznanie uczonego świata z n ow ą doktryną wyszło na w idok 

publiczny w  roku 1649. W  dziesięć lat później pojaw iła się now a edycja pow iększona notami 

De Beaune’ a i listami H udde’a i Van Heuraet a. Dzieło to posiadało wszystkie niezbędne warunki do 

rozkrzewienia now ej Geometryi i dla tego w historycznym  rysie je j rozw oju  pow inno być zanotowanern.

Liczne zastosowania now ej Geometryi poczynione przez Schooten ’a znajdują się przeważnie w  jego  

Exercitaliones Geometricae i w  piątej księdze noszącej ty tu ł: De lineis curvis superiorum generum, ex  

solidi secttone ortis. W  tej to pracy znajduje się godny uwagi ustęp tyczący zastosowania metody 

w spółrzędnych  do krzywych uważanych w  przestrzeni. Jakkolwiek chodzi tam tylko o krzywe 

płaskie do badania których S ch ooten  używa tylko d w óch  w spółrzędnych , jednakże poruszenie tej 

kwestyi jest naukową now ością w  ów czesnej epoce i m oże być  uważanem za pierwszy krok ku stw o-

(1) Lettres de Descartes, tome VI.
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rżeniu Geometryi Analitycznej trójw ym iarow ej, która dopiero w  p ó ł wieku później rozw inąć się 

zdołała.

W  dziele sw em , Tractatus de concinnandis demonstrationibus geometricis ex calculo algebraico, Schooten 

stara się wykazać w  licznych kwestvach traktowanych za p om ocą  Geom etryi czystej i Geometryi Anali

tycznej, że m etoda syntetyczna m oże się zawsze w yw ieść z m etody  analitycznej. U w ielbienie swe dla 

Geom etryi Descartes’a Schooten tak dalego posuw a, że jasność i p iękność dow odzeń  Geom etryi staro

żytnych 'przypisu je ich posiłkowaniu się Algebrą, którą oni jego zdaniem ukrywali celem  wzbudzenia 

w iększego uwielbienia w potom nych  dla naukow ych odkryć, pozornie tylko bez jej pom ocy  poczy 

n ionych.

Zbytecznem  by łoby  wykazywać niesłuszność tego oskarżenia, które zda się być  tylko dow odem , że 

Sch ooten  niedostatecznie rozróżniał rzeczywiste znaczenie nadawane przez starożytnych w yrazow i 

Analiza  od  Analizy opartej na Algebrze, którą z w ielkiem  pożytkiem dla nauki tak m ocn o  się przejął.

B udow a rów nań trzciego i czw artego stopnia była częścią Analizy Descartes’a wyczekującą od  jego 

n astępców  sw ego uogólnienia i udoskonalenia. Ta zaszczytna praca przypadła w  udziale zasłużonem u 

Geometrze Sluze (1623-1685). Descartes posługiw ał się do bu dow y rów nań trzeciego i czw artego 

stopnia kołem  i parabolą. Sluze w ie lce  przyczynił się do uogólnienia tej ważnej kwestyi, podając 

m etodę za pom ocą  której jakiekolw iek dane równanie trzeciego lub czwartego stopnia może być  w y - 

kreślonem  rozlicznym i sposobam i, używając w  tym celu  koła i k tóregokolw iek z przecięć  konicznych.

H udde (1640-1704) przyczynił się niemniej jak Sluze d o  udoskonalenia m etody Descartes’a w  kwestyi 

prow adzenia stycznych. Lcibnitz utrzym ywał, że Hudde potrafił przeprowadzić krzywą przez tyle 

punktów  ile się podoba , to jest wyznaczyć je j rów nanie ; na co  Hudde wyrzekł żartobliw ie, że m ógłby 

w yznaczyć rów nanie krzywej przedstawiającej rysy twarzy znanej mu osoby.

J ean  de W it t  (1625-1672), tw órca now ej teoryi o  przecięciach kon icznych , dziełem  swem Elementu 

curvarum  przyczynił się do postępu i rozpow szechnienia Geometryi Analitycznej. W  drugiej księdze 

tego dzieła, m ającej za przedm iot bu dow ę m iejsc geom etrycznych , Jan de W itt rozwija analityczną 

teoryą takow ych i upraszcza ją  z talentem.

W a l u s  (1616-1703) g łęboką znajom ością analizy Descartes’a i unńejętnem jej zastosowywanièm  

przyczynił się skutecznie do postępu nauk m atem atycznych. Pierwszy on zastosował now ą Geornetryą 

do przecięć konicznych, czego chlubny ślad zostawił w  dziele sw em  : Traité analytique des sections 

caniques. R ów nie w ym owriy ślad sw ego talentu i erudycyi pozostawił W ałlis w  dziele Arithmétique des 

infinis, w  którem  zastosowaniem analizy Kartezyariskiej do m etody niepodzielnych Cavalieri’ego, przy

czynia się potężnie do rozw oju  Geom etryi w e wszystkich kwestyach należących dziś do rachunku 

ca łkow ego.

H uygens (1629-1695) udarowany przez Newtona przydom kiem  Summus, jakkolw iek z zamiłowaniem 

i niem al w yłącznie oddający się uprawie Geometryi starożytnych i zastosowaniu Geometryi do nauk 

przyrodzonych , należy także do zastępu krzew icieli analizy Kartezyańskiej, którą znał gruntow nie, 

w ładał sam odzielnie i w  w ielu  zastosowaniach takową udoskonalił.

D o tak licznego zastępu pracow ników  na niwie Geom etryi Analitycznej dodać należy ów czesnych 

W ielbicieli tej nauki, jak Vcm Heuraet i N eil, którzy w ielkie w rozpow szechnieniu je j położyli zasługi.
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W spóln ym  udziałem tych dw óch  matem atyków jest przynależna im sława za rozwiązanie zadania 

przedstawiającego niesłychane trudności w  ów czensym  stanie nauki, a m ającego za przedm iot 

sprostowanie linii krzyw ej.

W  1684 roku Thomas Baker w  dziele sw em  : The geometrical key or a gate o f aequations unlocke a 

podał godną uwagi m etodę ogólną do budow y w szelkich równań sześciennych i dw ukw adratow ych  

za pom ocą  koła i paraboli ; a Hiszpanja w  tym samym niemal czasie w ydała Geom etrę w ysoko cen io 

nego przez N ew ton a , którym  był Hugo de Omerique, uprawiający w  sw ych badaniach m atem atycz

nych zespolenie algebraicznej analizy now oczesnej z analizą starożytnych. W  dziele przedm iot ten 
raktującem (1 ), znajduje się w iele rozwiązań rozlicznych zadań, a wszystkie te rozwiązania odznaczają 

się prostotą i gruntowną nauki znajom ością.

P om iędzy geom etram i z epoki rozw oju  Geometryi Analitycznej pow tórzym y jeszcze przytaczane już 

im ie B arrow a  (1630— 1677). Będąc profesorem  uniwersytetu w  Cambridge, geom etra ten wydał 

w  1669 roku dzieło sw o Lectiones Geometricae, pełne głębokich  badań nad w łasnościam i i wym iaram i 

linii krzywych. W  niem  poraź pierw szy wyszła na w idok  publiczny je g o  Metoda stycznych która przez 

w prow adzenie w  rachunek dw óch  ilości nieskończenie m ałych, zamiast jed n ej, stanowi postęp na 

drodze do odkrycia rachunku różniczkow ego naówczas w iodącej. W  dziele jego później w ydanem , 

Lectiones mathematicae, traktował o filozofii nauk m atem atycznych, a w  Lectiones opticae zastosował 

Geometryą do zjawisk odbijania i łamania się światła.

Do geom etrów  usiłujących rozszerzyć granice doktryny Descartes’a należy za liczyć 1 schirnhauseńa 

(1651— 1708). Nabytą sławę odkryciem  krzywych zw anych  caustiques, pow iększył on traktatem 

w  1686 roku wydanym  pod  tytułem Medicina Mentis, w  którym  podjął się wykazania praw ideł m a

jących  być  sternikami w  poszukiwaniu prawdy. Z prac tego matematyka w  dziedzinie Geom etryi Ana

litycznej godną uwagi jest now a m etoda ogólna przedstawiona Akadem ii Nauk w 1701 roku, m ająca 

na celu zastąpić rachunek różniczkow y w  wielu kwestyach Geometryi, jak na przykład w  przedm iocie 

stycznych i prom ieni krzywizny. Rozwiązanie tego zadania, oparte na analizie Descartes’a nie od p o 

w iedziało jednak don iosłości zapowiedzianego przez autora program u bo  było  tylko zręcznem  naśla

dow nictw em  dw óch  m etod podanych przez sam ego tw órcę Geom etryi Analitycznej w  przedm iocie 
stycznych.

W  1682 roku Tschirnhausen przedstawił w  Aktach Lipskich swą m etodę co  do stycznych do 

krzywych geom etrycznych pod  tytułem : « Nova Methodus tangentes cur varum expedite determinandi, » 

zapowiadając że tę m etodę zastosuje później do krzyw ych m echanicznych . Jakoż w 1702 roku przed

stawił on Akademii jednę ze sw ych naukowych prac pod  tytułem : « Essai d'une méthode pour trouver 

les touchantes des courbes mécaniques, sans supposer aucune grandeur indéfiniment petite (2). »

Jak to ju ż  by ło  nadm ieniom em , Descartes w  m etodzie swej tyczącej się stycznych wziął tylko pod 

uwagę krzywe geom etryczne, opuszczając dla utrzymania charakteru pow szechności i dostateczności 

swej Geometryi wszelkie krzywe m echaniczne, czyli krzywe nie m ogące się wyznaczać za pom ocą  

miary dokładnej i znanej. Zapowiedziania prez Tschirnhausen’a m etoda prowadzenia stycznych do

(1) Analysis Geométrica seu vera methodus resolvendi tam probl. geom. quam arithm. questiones, 1698.
(2) Mémoires de VAcadémie des sciences, ann. 1702.
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krzywych m echanicznych była w ięc godnym  podziwu objaw em , który zw rócił na się uwagę ów czesnycli 

geom etrów . Powyżej przytoczony tytuł pracy Tschirnhausena, obiecu jący  m etodę dającą się stosow ać 

do krzyw ych m echanicznych w og ó le , nie uspraw iedliw ionym  był treścią pracy pod nim przedsta

w ionej. W  niej bow iem  podał autor m etodę stosującą się zaledwie do rodzaju krzyw ych, m ających za 

odcięte łuki krzywej geom etrycznej, do której um iano prow adzić styczne ; a za rzędne, linje rów n o 

ległe do prostej stałej. Rachunek użyty w  tej m etodzie przez Tschirnhausen’a był tenże sam co  i 

w  przypadku zw ykłym , kiedy odcięte liczone są na linii prostej, zamiast na łuku krzywej. Jakkolwiek 

ta m etoda nie odpow iedziała oczekiw aniom  ów czesnych  u czon ych , zasługuje ona jednak na wzmiankę 

w  historyi rozw oju  Geom etryi Analitycznej, jako postęp w kierunku uogólnienia m etod Descartes’a, 

w  których krzywe m echaniczne zupełnie były  pom inięte.

L a IhfiE (1640-1718) należący do epoki w  której Geometryą Analitycyna przeważnie zwracała ku 

sobie  talenta G eom etrów , oparł się ogólnem u prądow i i pracam i na tle Geom etryi starożytnych 

osnutemi zdobył sobie pierw szorzędne stanowisko w  szeregu fundatorów Geom etryi n ow oczesnej. 

Liczne utwory jego  geom etryczne tyczące się przeważnie teoryi przecięć konicznych odznaczają się 

tw órczą oryginalnością, ale jako należące do dziedziny Geom etryi czystej, w  przeglądzie niniejszym  

pom iniętem i być muszą. Zanotujem y tu w ięc tylko dzieło La H ire'a  wydane w roku 1679 (1), będące 

dow odem  że Geometra ten znał gruntownie Analizę Kartezyańską i posługując się nią, do postępu 

nauki się przyczynił. D w ie ostatnie części tego dzieła mają za przedm iot miejsca geom etryczne i ich 

użycie do bu dow y rów nań. B iegłość autora w  posługiwaniu się m etodą Descartes’a m ocn o jest 

uwydatnioną w  rozwiązaniu zadania m ającego na celu  prowadzenie norm alnej do przecięcia konicz- 

nego przez punkt na zewnątrz krzywej wzięty. Do wykreślenia używa La Hire tylko linii prostej i koła 

i rozwiązuje po raz pierwszy to zadanie w  przypadku elipsy i h iperboli. Zadanie to , przypuszczające 

w  tym przypadku cztery rozwiązania, przedstaw iało naówczas trudności, które talent La Harire’a i 

jeg o  b ieg łość  w analizie Descartes’a pokonać zdołały .

Pojawienie się Geom etryi A nalitycznej trójwym iarow ej.

Śledząc w  porządku chronologiczn ym  za rozw ojem  Geom etryi Descartes’a, zaznaczyć tu należy 

pojaw ienie się doktryny w spółrzędnych  uważanych w  przestrzeni. P obieżny przegląd prac Geometrów» 

którzy się przyczynili d o  udoskonalenia i rozkrzewienia G eom etryi Descartes’a, wykazuje dostatecznie 

że wszystkie te prace nie przekraczały dotąd po za granice G eom etryi płaskiej.

Jakkolwiek pochodn ia  gieniusza Descartes’a rzucziła sw e blaski i na drogę w iodącą ku odkryciu  G eo

metryi Analitycznej trójw ym iarow ej, jednakże przez w ięcej jak  półw ieku od  pojaw ienia się doktryny 

w spółrzędnych  nie zdołano, a nawet w ogóle ni e usiłow ano, zastosować tej doktryny do pow ierzchni 

krzyw ych i do  linii o podw ójn ej krzywiźnie. T w órca Geom etryi Analitycznej pojm ując całą d on iosłość 

i potęgę postaw ionej przez się doktryny wsp ółrzędnych, nie ograniczył je j bynajmniej do samych 

krzywych p łask ich ; ale natomiast wskazał je j użycie w Teoryi krzywych o podwójnej krzyw iźnie  (2 ).

(1) Nouveaux éléments des sections coniques. Les lieux géométriques. La construction ou élection  des équations.
(2) Nazwa ta : Krzywe o podwójnej krzyw iźnie, przyjęta przez Clairault’a, którego za twórcę Ueomelryi Anali-
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W  tym celu z punktów  jakiejkolw iek krzywej w  przestrzeni spuszczał Descartes prostopadłe na 

dw ie płaszczyzny przecinające się z sobą pod  katoni prostym  ; spodki tych prostopadłych tworzyły 

dw ie krzywe płaskie, z których każdą odnosił d o  dw óch  osi w spółrzędnych , leżących na je j płasz

czyźnie. Jedna z osi każdego z tych dw óch  układów  w spółrzędnych  była na przecięciu się dw óch  
płaszczyzn.

Chociaż w  powyższej teoryi łatw o dostrzedz w skazówkę prowadzącą do układu w spółrzędnych 

w  przestrzeni i do  wyrażania pow ierzchni rów naniem  m iędzy temi trzema w spółrzędnem i, jednakże 

pojaw ienie się Geometryi Analitycznej trójw ym iarow ej długo kazało na się w yczekiw ać.

P a ren t  (1666— 1716) przedstawił po raz pierwszy w  1700 roku pow ierzchnię krzyw ą równaniem  

między trzema zm iennem i. M em oryał jeg o  czytany w  Akadem ii nauk zasługuje na uwagę w historyi 

Geom etryi Analitycznej, bo  w  nim spostrzega się pierwsza m yśl i zastosowanie dzisiejszego układu 

w spółrzędnych w przestrzeni. W  tej to pracy znajduje się : równanie sfery i równanie płaszczyzny doń 

styczn ej; w yznaczenie w spółrzędnych maxima i minima w  niektórych przecięciach sfery; równania 

różnych pow ierzchni trzeciego stopnia i krzywych o  podw ójn ej krzywiźnie, przechodzących przez 

punkta którym  odpow iadają w spółrzędne maxima  i minima ; nareszcie wyznaczenie punktów prze

gięcia pew nych krzyw ych nakreślonych na pow ierzchniach (1).

tycznej trójwymiarowej uważać można, po raz pierwszy użytą była przez matematyka Pitol w Memoryale czytanym 
we francuzkiej Akademii nauk w 172'i roku.

Krzywe lego rodzaju nie, były jednak zupełnie obcemi starożytnym Geometrom. Najdawniejszy ślad znajomości i po
siłkowania się pewną krzywą o podwójnej krzywiznę zostawił Architas, profesor Platona. Geometra len paslugiwał 
się pewną krzywą o podwójnej krzywiźnie celem rozwiązania sławnego naówczas zadania dwóch średnich propor- 
cyonalnych.

Później Geminus, Geometra żyjący na 100 lat przed Chrystusem, miał ułożyć dzieło o różnych krzywych, między 
któremi znajduje się helisa opisana na powierzchni walca prostego o podstawie kołowej. Dzieło to ma się znajdować 
w rękopiśmie w bibliotece watykańskiej.

W  zbiorach matematycznych Pappus'a w księdze czwartej jest mowa o spiralnej utworzonej ruchem jednostajnym 
punktu na wielkiem kole sfery, obracającem się około swej średnicy.

W  pracach późniejszych Geometrów znajdują się również ślady badania niektórych1 krzywych o podwójnej 
krzywiźnie.

W  1530 roku Nonius, a po nim W right, Stèvin  i Snellius badali krzywą o podwójnej krzywiźnie, wyznaczoną na 
sfcrojdzie ziemskiej, nazwaną przez Nouius’a loxodromie.

W  1630 .Roberval i nieco później La Loubère zajmowali się krzywą znaną pod mianem cylclo-cy lindrycznej.
W  1637 Descartes, na końcu drugiej księgi swej Geometryi mówi o krzywych o podwójnej krzywiźnie, nie wyszcze

gólniając żadnej.
W  piątym tomie dzieł Pascal'a znajduje się wzmianka o spiralnej konicznej, będącej linją o podwójnej krzywiźnie, 

wykreśloną na powierzchni stożka prostego.
Courcier w 1663 w swem : Opusculum de sectione superficiel sphæricæ per superficiem sphœricam, cylindricam  

alque conicam, etc., badał szczegółowo krzywe o podwójnej krzywiźnie, wynikające z przecięcia kuli przez stożek i 
walec prosty o podstawach kołowych, jak również z przecięcia tych dwóch ostatnich powierzchni, uważanych we 
wszystkich ich położeniach.

Zadanie podane przez Yiviani’ego  w 1692 roku, tyczące się okien w sklepieniu półkulistem, rozwiązanem było za 
pomocą krzywych o podwójnej krzywiźnie.

Herman w 1718 roku przywiedzonym był w swych badaniach naukowych do uważania epicyklojdy sferycznej.
Gindo-Grandi w 1728 uważał na sferze dwie krzywe o podwójnej krzywiźnie, które nazwał délies.
Dzieło ClairaulCa dato dopiero podstawę teoryi krzywych o podwójnej krzywiźnie i odtąd właściwie datuje praw

dziwy rozwój teoryi i badań w tym kierunku podejmowanych.
(1) Essais et Recherches de mathématiques et de physique de Parent, 1713.
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Myśl Parent’a, będąca zapowiedzi.! w ym ow ny pojaw ienia się doktryny w spółrzędnych  w  przestrzeni, 

znalazła naśladownika w  Janie Bernouilli. Zajm ując się zadaniem wyznaczenia najkrótszej linii, jaką 

można w ykreślić na pow ierzchni m iędzy dw om a punktami danym i, Bernouilli wyraził także p o 

w ierzchnie przez równanie m iędzy trzema w spółrzędnem i.

M elodyczne przedstawienie doktryny w spółrzędnych  w  przestrzeni, zastosowanej do  pow ierzchn i 

krzyw ych i do linii o podw ójn ej krzywiźnie, pojaw iło się dopiero w  roku 1731. P oda ł je  Clairault 

(1713— 1765) w  swym  sławnym  traktacie o  krzywych o podw ójnej krzywiźnie (1).

Traktat ten dający gruntow ną podstaw ę istnieniu i rozw ojow i G eom etryi Analitycznej tró jw ym ia

row ej by ł dziełem  szesnastoletniego m łodzieńca , który w czesność sw ego tw órczego talentu objaw ił już 

uprzednio napisaniem , w dwunastym  roku  sw ego życia, m em oryału o czterech krzywych geom etrycz

n ych . Pracę tę uznano za godną druku i pom ieszczono w  zbiorze A kadem ii Berlińskiej (2 ).

W  traktacie swym  o krzyw ych o podw ójn ej krzywiźnie Clairault z łatw ością godną podziw u roz 

wiązał zadania tyczące się stycznych do tych krzyw ych, i kwadratury przestrzeni jakie one swem i 

rzędnem i wyznaczają. M etody użyte w  tym traktacie przez m łod ego  G eom etrę ustępują dziś używanym 

m etodom  chyba tylko pod  w zględem  symetryi w zorów , w prow adzonych  przez Monye’a w  je g o  dziele 

noszącem  tytuł : Traité de l application de l'Algèbre à la Géométrie.

P obieżny ten przegląd prac G eom etrów  krzew iących i uogólniających doktrynę Bescartes’a, a za jej 

p om ocą  udoskonalających naukę o  krzyw ych, —  przerw ać tu nam wypada na chw ilę celem  zazna

czenia, że w  50 lat po  pojaw ieniu się Geometryi Analitycznej Leibnitz i Newton (w  1685 i 1687 roku) 

udarowali nauki ścisłe now ym  niesłychanej don iosłości pom ysłem . Doktryny postaw ione przez tych 

dw óch  nieśm iertelnych G eom etrów , znane dziś pod  ogólnem  mianem Analiz;/, zastąpiły korzystnie 

m etody Cavalièri’ego, R oberval’a i Ferm at’a, i przyspieszyły rozwój nauk m atem atycznych i ich  za

stosowanie do badania zjawisk natury. N ow y rachunek zapanował w szechw ładnie w  dziedzinie m ate

matyki, a jako klucz poszukiwań w  Fizyce matem atycznej stał się wyłącznym  niemal przedm iotem  

badań ów czesnych  u czonych . Geom etrya czysta zdobna trofeam i naukow ych zdobyczy starożytnych 

m ęd rców , i pracam i Pascal’a, Desargues’a, La Hir'a i innych została na czas długi prawie zaniedbaną ; 

a Geom etrya Analityczna jako podstaw ow y grunt doktryn Leibnitz'a i N ew ton ’a zdołała oprzeć się za

pom nieniu i ogólnem u prądow i now ością  Analizy w yw ołanem u. Przez wiek też cały dw ie te potężne 

m etody analityczne nęciły ku sobie dążności licznego zastępu G eom etrów , przyczyniając się tern 

samem do ogólnego postępu nauk matem atycznych i ich zastosowań.

Teorya krzywych geom etrycznych  tak skrzętnie i ow ocn ie  uprawiana od  czasu pojaw ienia się 

Geom etryi Analitycznej, nie przestała być  przedm iotem  badań m atem atyków. Newton  i M aclaurin, 

idąc śladem D escartes’a, pierw si skutecznie zastosowali je g o  G eom etryą do odkrycia ogólnych  i 

charakterystycznych w łasności krzyw ych geom etrycznych ; a po nich cały poczet b iegłych  G eom etrów  

w  ciągu ośm nastego w ieku naukę o krzyw ych rozw ijał i doskonalił.

Neiuton{ 1642— 1727) w  dziele sw em , uważanem pow szechnie za w zór i pom nik G eom etryi (3) podaje

(1) Traité des Courbes à diuble cow buie, 1731.
(2) Miscellanea Berolinensia (tom IV, 1735).
(3) E m m eratio linearum tertii ordinis. Anno 1706.
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trzy następujące w łasności, w spólne wszystkim  krzywym  geom etrycznym , przedstawiając, je  jak o roz

w inięcie i uogólnienie g łów nych  w łasności przecięć konicznych (1).

Pierw sza z tych w łasności tyczy się średnic, a zależy na tern że : poprowadziwszy w płaszczyźnie krzyw ej 

geometrycznej poprzeczne do siebie równolegle i wziąwszy na każdej z nich środek odległości średnich 

wszystkich punktów, tu których poprzeczna spotyka krzywa, wszystkie te środki znajdo się zawsze na linii 

prostej. Tę to prostą nazwaino średnicą odpowiadającą krzyw ej, albo sprzężoną kierunku poprzecznych.

Druga w łasność odnosi się do niem altycznych (assymptot), a zależy na tem  że : kiedy krzywa p o 

siada tyle  niemaltycznych ile znajduje się jedności w stopniu j e j  równania, prowadząc poprzeczną w ja k im 

kolwiek kierunku, środek średnich odległości punktów w których ona spotyka niemaltyczne je s t  tenże sam, co 

i środek średnich odległości punktów iv których ona przecina krzywą.

Czyli w yrażając tę w łasność ogólną  innem i słow y :

Summa odcinków zawartych między każdą gałęzią krzyw ej i je j  niemaltyczną je s t  taż sama z obu stron 

■średnicy sprzężonej z poprzeczną.

Trzecia nareszcie w łasność ogólna krzywych geom etrycznych  tyczy s ę  stosunku stałego iloczynów  

odcin ków  na d w óch  poprzecznych, w zględnie rów n oleg łych  do dw óch  osi stałych. W łasność ta da się 

ogólnie tak w ysłow ić : je ś l i  przez jakikolw iek punkt, w zięty na płaszczyźnie krzyw ej geom etrycznej po

prowadzi się dwie poprzeczne równoległe do dwóch osi stałych, iloczyny odcinków zawartych m iędzy 

krzywą i punktem, przez który te lin je były przeprowadzone, są między sobą w stosunku stałym .

Trzy te ogólne w łasności krzyw ych geom etrycznych, w ygłoszone były  przez N ew ton’ a w  dziele, 

k tórego ce lem , jak  tego tytuł sam dow odzi, by ło  w yliczen ie krzyw ych ob jętych  rów naniem  trzeciego 

stopnia o dw óch  niew iadom ych. Jak w iadom o autor rozpoznał siedemdziesiąt dwa różne gatunki ró w 

naniem tego rodzaju przedstaw ione, a następnie podał sławne ow o  twierdzenie noszące je g o  im ię, a 

porządkujące te krzyw e w  pięciu g łów n ych  w ielkich  klasach.

W szystkie ważne swe odkrycia tyczące się krzyw ych, Newton tylko w  dziele sw em  w ygłosił, n ie- 

podając dow odzeń , ani nawet w skazówek co  do metod używanych do osiągnięcia tak wielkich 

rezultatów. To też dzieło to Newtona by ło  tematem licznych prac G eom etrów  późniejszych jak  : 

Stirling , Clairaulł, Nicole i Murdoch.

Z pom iędzy innych dzieł N ew ton ’a w spom nieć tu jeszcze należy o A rytm etyce powszechnej (2) jako o 

najdoskonalszym wzorze zastosowania m etody Descartes’a do rozwiązywania zadań Geom etryi i do 

wykreślania pierwiastków równań.

Uprawa nauki o krzywych geom etrycznych zawdzięcza także [swe postępy godnem u w  tej mierze 

następcy N ew ton ’a, który je g o  odkryciam i przejęty, wydał dw ie nader doniosłe prace (3) w  tym 

kierunku. Chcem y tu m ów ić o  sław nym  matematyku M ac-Laurin ’ ie (1698— 17Ó6).

W  pierwszej ze sw ych prac, pośw ięconej organicznem u opisow i krzywych geom etrycznych, autor 

posiłkow ał się w yłącznie w  dow odzeniach  m etodą w spółrzędn ych ; druga zaś praca oparta na dw óch  

twierdzeniach tyczących sie ogólnych  w łasności krzyw ych geom etrycznych , zawiera w  sobie ustępy,

(1) Proprietatis sectionum conicarum competunt curvis superiorum generum.
(2) Arithmétique Universelle.
(3) Geometria organica, sive deser iptio linearum curvarum universalisé De linearum geometricarum proprieta- 

tibus generalibus tractatus.
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w  których użycie Analizy i m etody w spółrzędnych zastąpionem zostało geom etryczncm  w ykreśleniem . 

Dwa nadm ienione twierdzenia, z których pierwsze jest utw orem  sławnego Cotcs’a (1682-1716), a drugie 

samego Maclaurin'a, są uogólnieniem  dw óch  pierw szych twierdzeń N ew ton ’a, tyczących się średnic, 

i n iem al tycznych. W  dziele tem, o którem  pobieżną wzmianką tylko zadow olnić nam się tu należy 

znajduje się wiele ciekaw ych własności krzyw ych trzeciego stopn ia ; niektóre z n ich  tyczą się punktów  

przegięcia i punktów  podw ójnych .

Teorya ogólna krzywych geom etrycznych zawdz.ięcza także swe udoskonalenie pracom  matem atyka 

Braikenridge, i następnych G eom etrów , którzy do tej nauki zastosowali geom etryą Descartes’a z praw - 

dziwem  pow odzeniem .

N icole  (1683— 1759) podjął na się w yśw ietlenie zasad, pow odu jących  N ew ton em  w  układzie sław

nego dzieła je g o  : Enumeratio a ksiądz Bragelongne (1688— 1744) d ow iód ł pięknych twierdzieri N ew - 

ton ’a tyczących opisu organicznego konicznych i krzyw ych trzeciego i czwartego stopnia, posiadających 

punkta p o d w ó jn e ; a następnie przedsięwziął w yliczen ie  krzyw ych czwartego stopnia i badanie ich 

kształtów i w łaściw ości. Część pierwsza tylko tej w ysoko cenionej pracy ogłoszoną była drukiem 

w  M em oryałach Akadem ii Nauk w roku 1730 i 1731.

W  tym czasie Geom etrya Analityczna znalazła gorliw ego i gienialnego krzewiciela w  osobie księdza 

De Gua (1712— 1786), który przedsięwziął w ykazać, że Analiza Descartes’a w  poszukiwaniach tyczą

cych  się krzyw ych geom etrycznych m oże być  używaną prawie zawsze z rów n em  pow odzeniem  jak 

rachunek różniczkow y. Użyteczność rachunków  wyższych uznawał De Gua w  rozwiązywaniu kwestyi 
tyczących się krzywych m echanicznych.

W  znakomitem sw em  dziele (1) o użyciu Analizy Kartezyariskiej traktującem , De Gua podał sposób 

wyznaczenia stycznych, niem altycznych (assymptot) i punktów  szczególnych (jak punkta : w ielokrotne, 

sprzężone, przegięcia i zwrotu) krzyw ych w szelkich stopni. Pierwszy on wykazał nadto za pom ocą  

zasad perspektywy, że niektóre z tych punktów  m ogą znajdow ać się w  nieskończoności.

Dzieło pow yżej w spom niane w yw arło silny w pływ  na rozw ój Geometryi Analitycznej, wykazując 

wysoką tej nauki don iosłość w  porów naniu nawet z Analizą tak pow szechnie i słusznie cen ioną i prze

ważnie naówczas uprawianą.

W  lat kilka po ukazaniu się dzieła księdza De Gua, Analiza Kartezyariska w zbogaconą została pracą 

sław nego Euler’a (1707— 1783). Ze zwykłą mu jasnością w przedstawianiu i g łębokością  w  poglądach 

matematyk ten podał w roku 1748 ogólne zasady analitycznej teoryi krzyw ych geom etrycznych  

w dziele sw em  : Inlroduclio in analysin infinitorum. Poszukiwań sw ych naukowych w  tym kierunku 

nie ograniczył Euler do Geom etryi płaskiej, a natomiast pierwszy z licznych  pracow ników  na gruncie 

Kartezyariskiej Analizy pod ją ł on roztrząsanie równania o trzech zm iennych, obejm u jącego w  sobie 

powierzchnie drugiego stopnia. Był to ważny krok na drodze postępu Geometryi Analitycznej trój

w ym iarow ej, a jednocześn ie wstęp do teoryi pow ierzchni drugiego stopnia, która w  obecn em  stuleciu 

stała się przedm iotem  badań dostojnych  m atem atyków, jako nieodzow na podstawa przyszłych p o 

stępów G eom etryi, a zarazem jako użyteczna i ow ocna doktryna do przyspieszenia rozw oju  Geom etryi 

stosowanej do zjawisk fizycznych. Do czasu Euler’a teorya pow ierzchni drugiego stopnia ograniczała

(1) Usage de l'Analyse de Descartes, 1740.
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się clo prac starożytnych G eom etrów , którzy oprócz stożka i w alca znali tylko niektóre pow ierzchnie 

obrotow e drugiego stopnia. Euler pierwszy zastosował do pow ierzchni krzywych m etodę anali

tyczny, której używał do badania krzywych płaskich i za je j pom ocą  odkrył w  równaniu drugiego 

stopnia m iędzy trzema zw ykłem i współrzędnem i p ięć  różnych gatunków pow ierzchni drugiego stopnia, 

w  pośród których znane starożytnym pow ierzchnie obrotow e znalazły się jak o szczególne tylko 

przypadki.

Teorya la ważna, której Euler położył podstaw y, zw róciła  na się uwagę i stała się przedm iotem  

skutecznych badań najsławniejszych matem atyków jak : M onge i jeg o  szkoła, jak P o n ce le t i P. Chasles ; 

a dziś jeszcze przedstawia ona ponętną i szeroką drogę dociekań dla G eom etrów, pragnących postępu 

nauk matem atycznych i ich ow ocn ego  zastosowania do pojęcia i wyjaśnienia wielu zjawisk przyrody.

W spółczesny  Euler’a matematyk Cramer (1704— 1752) z w ysokim  talentem  zastosował Geometryą 

Descartes’a do badania w łasności krzywych algebraicznych. D zieło je g o  w  roku 1750 w ydane pod 

tytułem : Introduction à l’Analyse des lignes courbes Algébriques, jest w ym ow nym  objaw em  ów czesnego 

udoskonalenia doktryny w spółrzędnych i skuteczności je j zastosowania do tak ważnej gałęzi Geometryi 

jaką jest teorya krzywych. Do dziś też dzieło pow yższe nie przestało być w ysoko cenionem  jako naj

zupełniejszy specyalny traktat o  krzyw ych algebraicznych.

W  lat sześć po pojaw ieniu się pow yższego dzieła Analiza Kartezyańska uwidacznia się z całą siłą 

swej jasności, dokładności i udoskonalenia w  dziele : Traité des courbes Algébriques, napisanem przez 

dw óch  G eom etrów  : Dionis du Séjour (1734— 1794) i Goudin (1734— 1805). W szystkie twierdzenia i 

zadania tyczące się : w łaściw ości krzyw ych, ich stycznych, niem altycznych, norm alnych, prom ieni 

krzyw izny, etc ., znajdują się w  dziele tern rozwiązane łatw o, jasno i dokładnie, w yłącznie za pom ocą  

Geometryi Descartes’a.

Oprócz tego dzieła Goudin sam napisał : Traité des propriétés communes à toutes les courbes; a utwór 

ten sam byłby dostatecznym  do zyskania autorow i w ysokiego stanowiska w  historyi Geom etryi A na

litycznej. Przedm iotem  tej pracy b y ło  przekształcenie jakiegokolw iek równania krzywej na inne ma

jące współrzędne różne od  poprzednio uważanych. Jestto bogaty zbiór przekształceń i w zorów  o trzech 
i czterech zm iennych, z których każdy wyraża odrębną w łasność krzyw ych w  ogó ln ości. Dla samej 

elipsy biegły ten anylityk w yprow adził czterdzieści pięć różnych rów nań, biorąc za początek w sp ó ł

rzędnych środek tej krzyw ej, a lbo jej ognisko. Praca ta dow odząca jak silnem a jednocześn ie giętkiem 

narzędziem jest doktryna w spółrzędnych w ręku um iejętnego badacza, miała aż trzy wydania, z których 

ostatnie sięga początku naszego stulecia.

W  ślad za G oudin’em  poszedł W aring (1734— 1798), który także w  uprawie teoryi krzywych w y

sokie położył zasługi, uzupełniając odkrycia sw ych poprzedn ików  i w zbogacając naukę o krzywych 

własnem i odkryciam i. D ow ody swej tw órczości i ow ocn ego  zastosowania Kartezyariskiej Analizy do 

badania w łasności linij krzywych pozostaw ił W aring w  w ielu  pism ach naukowych i w  dw óch  trak

tatach pod  tytułem : Miscellanea analytica de aequationibus algebraicis et curvarum proprietatibus (1762) ; 

i Proprietates geometricarum curvarum  (1772).

K ończąc na tern pobieżny przegląd prac ośm nastego wieku w  dziedzinie Geom etryi Analitycznej, 

zauważyć tu przychodzi że m im o w ysokiego naówczas tej nauki rozw oju, wszystkie dzieła elementarne

I
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o niej traktujące grzeszą brakiem  prostoty w  układzie i dow odzą że autorow ie takow ych nie byli 

dostatecznie ożywieni i przejęci duchem  analizy n ow oczesnej. Z chlubą zaznaczyć tu m ożem yże dzieło 

polskie Ja n a  Śniadeckiego  [Rachunku algebraicznego Teoryaprzystosowana do lin iy krzyw ych , w Kra

k ow ie , 1783), w olnem  jest od w szelkiego w  lej mierze zarzutu i przewyższa swą dydaktycznością i 

m etodą układu późniejsze nawet dzieła b iegłych  francuzkich autorów  jak  B iot.

Niedostateczne rozpow szechnienie tego dzieła, i zastąpienie go poniekąd tłumaczeniami zagra

nicznych późniejszych podręczn ików  poch odz iło  ztąd zapewne że Śniadecki w  ciągu czterdziestu 

z górą lat od  ogłoszenia go drukiem  nie pod jął now ego przejrzanego wydania.

M im o to utw ór ten pozostanie zawsze świetnym  pom nikiem  naszej literatury naukowej z tej epoki.

P erjod  szybkiego rozw oju  nauk matem atycznych w  dzisiejszem stuleciu datuje bez zaprzeczenia od 

założenia szkoły politechnicznej w  Paryżu w  1795 roku. Założyciele, profesorow ie i liczny zastęp tej 

instytucyi w ych ow ań ców  postaw ili Francyą na pierw szym  szczeblu doskonałości p od  w zględem  

uprawy nauk m atem atycznych i do  dziś jeszcze m im o w ysokiego rozw oju  nauk w Anglii i N iem czech 

utrzym ują ją  na chlubnem  stanowisku w spółzaw odnictw a na drodze naukow ego postępu.

Jeden z założycieli i p rofesorów  tej szkoły, G. Monge (1746-1818), w zbogacił nauki matematyczne 

now ą doktryną, będącą uzupełnieniem  Analizy Kartezyańskiej i stanowiącą now ą erę w  historyi 

Geom etryi. Chcem y tu m ów ić o Geom etryi W ykreślnej.

P om ija jąc wszelkie ocen ien ie naukow ego znaczenia tej n ow ej doktryny i skuteczności je j w pływ u 

na udoskonalenie Geometryi praktycznej i sztuk od  niej zależnych, należy tu zw rócić uwagę na w pływ  

w yw arty je j pojaw ieniem  się na udoskonalenie Geom etryi Analitycznej.

« Geometryą W ykreślna, m ów i pan Chasles, będąca graficznem tłum aczeniem  Geom etryi ogólnej i 

rozum ow ej, posłużyła za pochodn ię  w  poszukiwaniach i w  ocenianiu w yn ików  Geom etryi Anali

tycznej ; a z natury samej sw ych działań, m ających na celu  postawienie zupełnego i pew nego związku 

pom iędzy figurami wykreślanem i na płaszczyźnie i ciałam i przypuszczalnemu w  przestrzeni, osw oiła 

ona z kształtami tych ciał, pozw oliła p o jm ow ać je  idealnie z dokładnością i pośp iechem  i podw oiła 

tym sposobem  środki naszych badań w  nauce o przestrzeni. »

W ielk i naukowy pom ysł gienialnego M onge’a, będący w ynikiem  ocenienia don iosłości doktryny 

rzutów w przedm iocie badań i dow odzeń  ogólnych własności figur, nie m ógł być bezw pływ ow ym  na 

udoskonalenie Geometryi D escarles’a m ającej za przedm iot badanie w łasności figur nietylko wyłącznie 

za pom ocą  analizy, ale też i sp osobów  geom etrycznych , kiedy takowe korzystnie użytym i być m ogą. 

P ow in ow actw o naukowe tych dw óch  now oczesnych  doktryn, badanie przestrzeni za cel m ających, 

ch o ć  w  sposobach tak od siebie różnych , jest w skazówką poniekąd ich  w zajem nego na się wpływu. 

W szystkie w reszcie nauki ścisłe tak silną spójnią m iędzy sobą są skojarzone, że każda nowa doktryna 

matematyczna jest dźwignią i bodźcem  do rozw oju  pokrew nych  je j gałęzi w iedzy.

Niektórzy znakom ici Geometrzy now ocześn i, zastanawiając się nad przyczynam i wyższości analizy 

algebraicznej nad Geom etryą, wyrzekli że potęga analizy polega w  tern, że nauka ta sprowadza rozu

m owanie do prostego m echanizm u, przynoszącego ulgę dla uwagi i pam ięci. O bok w zględnej słusz

ności tego ocenien ia , n iepodobna nie zauważyć je g o  n iedostateczn ości; bo chociaż um ysł ludzki 

w pochodzie  sw ym  na drodze badań matem atycznych posługuje się chętnie znakami i obrazam i, to
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jednak odkrycia naukowe zawdzięczane algebraicznej analizie nie m ogą być uważane za wyniki 

m echanicznych  tylko kornbinacyi znaków i sym bolów . Umysł twórczy w bystrym  swym  polocie  

wyprzedza materyalny poch ód  rachunkow ych działań,a każde analityczne działanie jest odb iciem  tylko 

i tłumaczeniem uskutecznionego w  przestrzeni działania. G eom etryą też wykreślna, aczkolwiek nie 

posiadająca w yłącznie sobie w łaściw ych  m etod, oswajając um ysł z pojęciam i figur w  przestrzeni, 

spotęgowała siłę jeg o  p o lotu , a stworzeniem  i utrwaleniem  ścisłego i system atycznego związku m iędzy 

figurami trójw ym iarow em i i płaskiemi w zbogaciłu  zasoby Geometryi, przyczyniając się jednocześn ie 

do uproszczenia działań analitycznych i do jasnego i szybkiego tłum aczenia sym boliczn ego języka 

Analizy Kartezyańskiej.

Zasługi jednak w ielkiego M onge’a w ob ec  Geometryi Analitycznej nie ograniczają się bynajm niej do 

korzystnego w pływ u jaki na tę naukę Geometryą W ykreślna w yw rzeć m ogła. Dziełem swem traktu- 

ją cem  o zastosowaniu Analizy do Geometryi przyczynił on się bezpośrednio do udoskonalenia i roz

w oju  Analitycznej G eom etryi.

Dzieło to oparte na użyciu w spółrzędnych  Kartezyańskich jest poniekąd streszczeniem rozlicznych 

m em oryałów  i traktatów, które biegły ten matematyk w  ciągu lat trzydziestu pom ieszczał w  różnych 

naukowych zbiorach i pism ach peryodycznycb (1). Stanowi on o epokę w  historyi G eom etryi Ana

litycznej, b o  w zbogaca ją  now em i teoryam i tyczącem i w łasności linii krzywych i pow ierzchni i 

wykazuje um iejętne zużytecznienie now ych  rachunków  wyższych w  przedm ocie badania w łasności 

figur.

Jak w  swej Geometryi W ykreślnej tak i w  Geometryi Analitycznej M onge odnosi do trzech płaszczyzn 

w spółrzędnych wszystkie części przestrzeni, których  chce otrzymać stosunki kształtu i położenia. 

Używa on trzech rów nań do zupełnego wyznaczania położenia punktu w  przestrzeni, a pow ierzchnią 

przedstawia jed nem  rów naniem  o trzech zm iennych.

Kwestya tycząca się przejścia z jednego do drugiego układu płaszczyzn w spółrzędnych , rozwiązana 

uprzednio przez Lagrange’a i Euler’a, podjętą została i przez M onge’a, który ze zwykłą mu jasnością 

i za pom ocą  własnej metody wyznacza jakim  przekształceniom  uledz pow inny wartości w spółrzędnych 

w  tym razie.
Idąc drogą obraną w  układzie swej Geometryi W ykreślnej, w  dziele sw em  na Kartezyańskiej A na- 

lyzie osnutem  uważa M onge najprzód lin ją i płaszczyznę celem  otrzymania rów nań na takowe. D o 

chodzi następnie jakie związki analityczne wyrażają że lin je lub płaszczyzny są do siebie rów noległe 

lub prostopadłe i jakie wyrażenia dają miarę u tw orzonego przez nie kąta. Potem  szuka równań 

płaszczyzny stycznej i linii norm alnej do pow ierzchni w yznaczonych w łaściw em i równaniami. Jako 

zastosowanie w stępnych studyów  podaje 011 następnie ogólne badanie pow ierzchni drugiego stopnia. 

Jestto jasna i prostotą uderzająca dyskussya analityczna zupełniejsza i głębsza od  tej, którą Euler 

podał w  sw em  : « Introduction à l ’analyse des infiniment s petits. » Szczególniej zw raca ona na siebie 

uw agę n ow o odkrytem i własnościami tyczącemi się elipsoid i paraboloid.

W ażna ze w szech miar teorya pow ierzchni drugiego stopnia znalazła w  M onge’u i jego  szkole 

gorących  m iłośników  i tw órców . Geometra ten w ykazuje że dw ie pow ierzchnie drugiego stopnia

(1) Recueil des Savants Etrangers. —  Mémoires de l'Académie. —  Journal de l’Ecole polytechnique.
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jakiegokolw iek kształtu ale w spółśrodkow e mają koniecznie jed en  i ten sam układ średnic sprzężonych 

co  do kierunków . Przecięcie i styczności tych pow ierzchni mają z położeniem  średnic sprzężonych 

w spólnych  związki godne uw agi, które M onge odkryw a.

Liczny p oczet uczn iów  tego w ielkiego Geom etry z pow odzen iem  zajm ow ał się badaniem  w łasności 

linii krzyw ych i pow ierzchni drugiego stopnia. Zanim  jednak przyjdziemy do prac następców  M onge’a 

należy w spom nieć o  je g o  pracach w  teoryi krzyw ych jak iegokolw iek  stopnia. Jestto jed n a  z najzna

kom itszych części u tw orów  tego matem atyka.

Jakie są cech y  odróżniające pow ierzchnie rozwijalne, skośne lub obrotow e, jakie w zory algebraiczne 

m ogą uw ydatnić że pow ierzchnia pod uwagę wzięta należy do pew nej znanej familii pow ierzch n i. 

—  Są to zadania, które sobie M onge postaw ił i zdaniem Lagrange’a (1) rozwiązał jak najpom yślniej.

Z pom iędzy prac M onge a które na udoskonalenie G eom elryi i Analizy korzystnie w płynęły należy 

w spom nieć o pięknej jeg o  teoryi o obw ija jących , o  wielu rozwiązanych przezeń zadaniach w  przed

m iocie  pow ierzchni rozwijalnych i o  teoryi krzywizny pow ierzchni. Głębokie je g o  spostrzeżenia o 

tworzeniu się pow ierzchni określonych  w łasnościam i krzywizny ich tyczącem i mają zarów no związek 

z Geom etryą i z najtrudniejszemi teoryam i rachunku całkow ego.

U tw ory  M onge’a w yw arły w pływ  na rozw ój i udoskonalenie Geom etryi Analitycznej postaw ieniem  

m etod kojarzących ściśle działania czystej Geom etryi z językiem  sym bolicznym  A lgebry, a zastęp je g o  

uczniów  i naukow ych w yzn aw ców  rozwinął swe prace w  duchu m etody  mistrza i posunął naprzód 

badania własności linii i pow ierzchni.

Meusnier wyprzedził M onge’a w  teoryi krzywizny pow ierzchn i. Lancret rozw inął i udoskonalił 

postaw ione przez M onge’a teorye c o  do krzyw ych o  podw ójn ej krzywiznie. Hachette w drugiej części 

sw ego dzieła (2) przedstawił teoryę pow ierzchni drugiego stopnia i g łów n e znane naówczas własności 

tych  pow ierzchni. Pierw szy on dow iód ł, że równanie pow ierzchn i drugiego rzędu m oże b y ć  przy- 

prow adzonem  do najprostszego kształtu obe jm u jącego  cztery wyrazy.

Bourdon  professor liceum  Karola W ielk iego d ow iód ł że dziew ięć n iew iadom ych  ilości które w chodzą 

w  tyleż równań służących do wyznaczenia g łów n ych  osi pow ierzchni są rzeczywistem i a B iot  w yjaśnił 

i uzupełnił ten przedm iot. Jestto nader ważne tw ierdzenie w  teoryi pow ierzchn i drugiego rzędu, bo 

na niem  polega wyznaczenie klas, liczby i kształtów pow ierzchn i tego rodzaju.

W  roku 1805 w ydał B iot : Traité analytique des courbes et des surfaces du second ordre. D zieło : 

Essai de Géométrie Analytique tegoż autora, odznaczało się w  sw ym  czasie pom iędzy w ielu  innem i 
tego rodzaju utw oram i i w  polskim  przekładzie przez W yrw icza  w  W iln ie  og łoszon e (1 8 1 9 ), przez 

długi czas b y ło  rozpow szechnione w  kraju naszym , aczkolwiek co  do w artości swej ustępuje ono 
pierwszeństwa dziełu Śniadeckiego, o którem w spom nieliśm y.

W spółcześn i pisarze jak Poullet Dclisle, Boucharlat, Develey, Reynaud, Francœur i w ielu innych 

w  uprawie Geom etryi Analitycznej w ielkie położyli zasługi, a pism o peryodyczne : Correspondance de 

l’É cole polytechnique zamieszczaniem now ych  z dziedziny tej nauki rozpraw  przyczyniało się skutecznie 

do  jej doskonalenia.

(1) Fonctions Analytiques.
■2 ) Eléments de Geometrie à trois dimensions, 1817.
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Z tej epoki zaznaczyć należy im ię Dupon’a który udarow a! naukę now em i teoryam i uzupełniając 

dzieło  M onge’a : L 'application de VAnalyse à la Géométrie dziełem  svvem (1) składająeem się z pięciu 

m em oryałów , z których  drugi i trzeci w yłącznie G eom elryi Analitycznej pośw ięcone traktują o teoryi 

stycznych sprzężon ych ; piąty zaś obejm u je teoryą m ającą na celu  wyznaczanie linii krzywizny. Prace 

te jako nader ważne i za temat skutecznych badań późniejszym G eom etrom  służące, m usiały tu 

b y ć  wzm iankowane. Inńe samo ich tw ó rcy  jest dostateczną zapowiedzią don iosłości ich znaczenia 

i w pływ u.
Pom iędzy uczniami M onge’a odznaczają się także pod w zględem  prac w Geom etryi Analitycznej 

Livet (2), który w  traktacie noszącym  ty tu ł: « W zory do przejścia z okładu współrzędnych prostokątnych 

do układu współrzędnych pochyłych ,»  d o w ió d ł pierw szy następne dw ie własności średnic sprzężonych 

pow ierzchni drugiego stopnia : 1° sum m a kwadratów  z trzech średnic sprzężonych jest stałą; 2° ob ję 

tość rów noległościanu  w ystaw ionego na trzech średnicach sprzężonych jest także stałą. Jestto 

uogólnienie twierdzeń znanych jeszcze przez A pollon ius’a. Liczne prace Livet’a traktujące o w ła 

snościach pow ierzchni drugiego stopnia odniesionych do ich średnic sprzężonych, o w alcach, stożkach 

i rów noległościanach opisanych na pow ierzchniach  drugiego stopnia zasługują na uwagę w  h istorycz

nym  przeglądzie postępów  na drodze Analizy Kartezyariskiej poczynionych .

B in eth y ł  godnym  w spółzaw odnikiem  Livet’a w  przedm iocie badań o średnicach i osiach sprzężo

nych i o w łasnościach pow ierzchni drugiego stopnia. Pierwszy on poda ł rów nanie trzeciego stopnia 

wyznaczające w ielkość osi jakiejkolw iek pow ierzchni drugiego stopnia odniesionej do układu w spół

rzędnych pochyłych . W iele  późniejszych prac tego matematyka przeważnie opartych na analizie 

czystej i stosowanej zapewniły m u dostojne m iejsce w  gronie now oczesnych  G eom etrów .

Brianchon słynny z prac w  Geom etryi czystej i ze znanego pow szechnie twierdzenia noszącego jeg o  

im ię, w  traktacie swym  o pow ierzchniach  krzyw ych drugiego ztopnia dow iódł, że pow ierzchnia b ie g u 

n ow a jakiejkolw iek pow ierzchni drugiego rzędu jest pow ierzchnią drugiego rzędu. W  pracach jego  

zauważyć należy pierw szą wzm iankę o biegunow ych  w zajem nych, których  teorya nabrała w ysokiego 

znaczenia w  utworach Stainville'a, Poncelet’a, Servais’a, Gergonne’a, Bohillier’a, Mannheim’a i stała się 

przedm iotem  ow ocn ych  badań, oblitein  źródłem  wielu tw ierdzień i w n iosków  i punktem  w yjścia 
niektórych doktryn filozoficznych, niezaprzeczalnej dziś doniosłości w  Matematyce. Praca Pon celet’a 

nosząca tytuł : « Théorie générale des polaires réciproques » jest podstawą naukowej teoryi, której roz

pow szechnienie się i rozw inięcie przyczyniło się do w zbogacenia Geom etryi linij krzywych i p o 

w ierzchni drugiego stopnia.

W spom inając im ie P on celet’a, tak chlubn ie zapisane w  historyi nauk m atem atycznych, należy tu 

nadm ienić że o d  je g o  wystąpienia z w ysoko cen ionem  dziełem  « Traité des propriétés projectives des 

figures, » Geometrya czysta, przez długi czas m ało uprawiana, zaczęła now y perjod rozw oju, którego 

doniosłe skutki roznieciły  skuteczny p och op  w spółzaw odnictw a w  zastępie G eom etrów  Analizę 

Kartezyariską uprawiających.

(1) Développements de Géométrie, 1813.
(2) Jan Livet— inżynier dróg i m ostów —  repetytor Szkoły Politechnicznej w Paryżu a następnie do roku 1812 

professor Szkoły tnżynieryi i Artyleryi w Warszawie. W  tomie drugim Korrespondencyi Paryzkiej Szkoły Politech
nicznej oddawał wielkie pochwały wielu swym uczniom Warszawskiej szkoły.

/ '
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Od pojaw ienia się Geometryi Analitycznej datuje w łaściw ie podział m etod w  G eom etryi, którą dziś 

jak  w iadom o, na trzy dzielą gałęzie :

Pierwsza obejm u je Geom etryą starożytnych, druga Analizę Rartezyańską, a trzecia znana pod 

m ianem  Geom etryi now oczesnej, nie posiłkująca się ani sym bolam i ani działaniami a lgeb ra iczn cm i, 

jest poniekąd dalszym ciągiem  Analizy Geom etrycznej starożytnych, której ślady znajdują się w  p o - 

ryzmach E uklidesa , pierwsze zarodki zwracają już na się uwagę w  utw orach Pascala  i Desargues’a, 

gruntowniejsze je j podstaw y zawdzięczają się Monge’ow i i Carnot’owi, a rozwój dzisiejszy i udoskona

lenie tej gałęzi w iedzy są ow ocem  prac licznego zastępu sławnych G eom etrów , z pom iędzy  których 

dosyć będzie przytoczyć takie im iona ja k  : Gergonne, Quetelet, Dandelin, Steiner, Móbius, Poncelet, 

Joncjuieres, Cremona, i w ielu innych na czele których zdobył sobie w ybitne stanowisko pan Chasles tak 

obfitością sw ych  w  tej nauce odkryć jak w ytrw ałem  a ow ocn em  w  im ię jej rozw oju  ap osto lstw em (1).

M imo całego bogactw a zasobów  G eom etryi Analitycznej, i w ysokiego jej udoskonalenia Geom etryą 

now oczesna zdołała wyprzedzić ją  w  szybkim pochodzie na drodze postępu. Ale jakby na poparcie już 

w ypow iedzianego zdania, że wszystkie gałęzie nauk matem atycznych są ściśle ze sobą skojarzone i 

wzajem nie na się oddziaływ ające, szybkie a świetne postępy Geometryi czystej n ie zostały bez korzyst

nego w pływ u  na rozw ój Geometryi Analitycznej, bo  dały bodźca m iłośnikom  tej nauki do pow ołania 

ku je j p om ocy  potężnych zasobów  now oczesnej analizy i do stworzenia now ych  układów  w spółrzęd

nych, o których z kolei m ów ić nam przyjdzie. Z tego to względu w ypadało zauw ażyć tutaj dzieło 

P o n ce le fa  o w łasnościach  rzutow ych figur, w  którem  autor nietylko d ow iód ł bez użycia rachunku 

wszystkie w łasności znane linii i pow ierzchni drugiego stopnia ale w łasnem i licznem i i w ażnem i 

odkryciam i naukę o przestrzeni w zbogacił. Prace je g o  są w ym ow nym  dow odem  użyteczności i 

ow ocn ości badań G eom etryi czystej przez długi czas zaniedbanej —  nie bez u jm y dla ogólnego roz
w oju  nietylko nauk m atem atycznych, ale i nauk m ających za przedm iot badanie i w yświetlanie praw 

natury; nauk jak na przykład Geometryą stosowana do fizycznych zjawisk, uprawiana chlubn ie przez 

Kepler’a, B uygens’a Newton’a, M ac-Laurin’a, Stewarda i Lam bert’a, a udoskonaleniem  Geometryi 

now oczesnej w zbogacona w  środki now e i potężno do rozpow szechnienia sw ych  badań w e wszystkich 

gałęziach filozofii przyrodniczej.

Prace P o n ce le fa  oprócz bezwzględnej naukowej ich don iosłości i w pływ u , przyczyniły się do roz

w oju  Geometryi Analitycznej, w yw ołu jąc pojaw ienie sic now ych  m etod analitycznych, pozw alających 

ideje  geom etryczne tłum aczyć i przedstawiać sym bolicznym  językiem  A lgebry. Utwory P o n ce le fa  

w yw oła ły  niektóre prace Pliicker’ a i ch oćby  z tego względu w  przeglądzie G eom etryi Analitycznej 

by łob y  n iestosow nem  przem ilczeć takowe.
•

(1) Literatura naukowa 'polska posiada od niedawna dzieło dające streszczenie umiejętne i zalet w przed
miocie Geometryi nowoczesnej. Jest niem drugie wydanie Geometryi niezmordowanego autora, pana 
G. H- Niewęgłowskiego. W  dziele tein Geometra nasz wyłożył w całości Geometryą starożytnych, a z Geometryi 
nowoczesnej podał, jak wiadomo, leoryę figur jednokladnych; stosunki nieharmoniczne i podziały harmoniczne; 
o biegunowych, osiach pierwiastnych; o figurach biegunowych wzajemnych; teorye tyczące się jednokreślności, 
pęków jednokreślnych, inwolucyi i pęków w iawolucyi i o płaszczyznach biegunowych i pierwiastnych, i 
lam dalej.

Nie wspomnieć tutaj zasłjżonego imienia tego aulora, znaczyłoby przemilczeć że w polskim języku, metodycznie i 
zgodnie z duchem dzisiejszego rozwoju matemalyki Geonieirya nowoczesna była traktowaną.
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P rzedm iotem  głów nym  dzieła P on ce let’a (1) jest w ytworzenie pew nych zw iązków  pom iędzy dw iem a 

figurami będącem i jedna drugiej perspektyw ą, a to ce lem  sprowadzenia badań w łasności jed n e j figury 

do badania własności figury prostszej; jak na przykład badania w łasności układu dw óch  konicznych 

do badania w łasności dw óch  kół.

Dzieło to oparł autor na szczęśliw em  użyciu  trzech doktryn : zasada ciągłości, teorya biegunow ych  

w zajem nych i teorya figur odpow iedn iczych  (homologiques) o  d w óch  i trzech w ym iarach.

Teorya figur odpow iedn iczych  rozwinięta w  pow yższem  dziele przyczyniła się do wykazania w ielu 

w łasności przecięć kon icznych  i do  odkrycia now ych  poglądów  w  przedm iocie ognisk. Uwagi tyczące 

się tej kwestyi pozw oliły  znakom item u analiście niem ieckiem u panu Plücker  uogóln ić teoryą ogniska 

i zastosować ją  do krzyw ych jakiegokolw iek rzędu (2). W ażny ten postęp na drodze uogólnienia p o jęć  

o  w łasnościach krzywych zaznacza i odtwarza pan Salmón, jeden  z najznakom itszych G eom etrów  tego - 

czesnych w  znakom item  dziele sw em  o krzyw ych w yższego rzędu.

Teorya b iegu now ych  w zajem nych, której ślady znajdują się w M em orya le  Brianchon'a z 1806 roku , 

a później w  pracach panów Encontre i de Stainville w  1811, w  dziele pow yższem  P on celet’a została 

rozwiniętą z w ielkiem  pow odzeniem  i pożytkiem  dla nauki o  krzywych i pow ierzchniach, a n ieco później 

ogłoszoną w  osobnym  M em oryale (3).

Teorya biegunow ych  służyła do przekształcenia krzywej jak iegokolw iek  rzędu na inną krzywą 

której rząd by ł rów nym  liczbie stycznych pierwszej krzywej, przechodzących  przeż jak ik olw iek  punkt 

uważany. Jak w iadom o, ta liczba stycznych krzywej nazwaną została przez Gergonne'a klassą. Tak, że 

w  dw óch  krzywych biegunow ych  w zajem nych, klassa jednej rów na się rzędow i drugiej.

Pozostawała kwestya wyznaczenia klassy jak iejkolw iek  krzywej rzędu m . W iedziano że punkta 

zetknięcia stycznych prow adzonych  do krzywej przez punkt zewnętrzny znajdowały się na krzywej 

rzędu [m —  1 ) ;  że ta liczba była w ięc co  najwyżej rów ną rn(m—  1). Poncelet zauważył że gdyby 

krzywa uważana miała punkt podw ójn y , to krzywa rzędu (w  — 1) przechodziłaby przez ten punkt, 

któryby się liczył za dwa w  liczbie m(m  —  1) ; że przeto punkt podw ójn y  zm niejsza o dw ie jed n ości 

liczbę stycznych, to jest klassę krzywej uważanej, a ztąd i rząd krzywej b iegu now ej. Zauważył on 

także że punktowi podw ójnem u jakiejkolw iek krzywej odpow iadała w  je j b iegunow ych  styczna po- 
dwójna, a punktow i zwrotu styczna przegięcia .

Badania te P oncelet’a znalazły sw e uzupełnienie w pracach Plücker’a, b o  pozostawiały jeszcze do 

wykazania w pływ  punktu zwrotu i punktu w ielokrotnego jakiegokolw iek rzędu na klassę krzyw ej, a 

przeto na rząd krzywej b iegunow ej.

Sławny ten Geometra n ietylkoże ze skutkiem badania (4) sw e w  tym przedm iocie przeprow adził, 

ale jeszcze wyznaczył liczbę stycznych przegięcia i stycznych podw ójnych  krzywej posiadającej punkta

(1) Traité des propriétés projectives des figures.
(2) Ueber solche Puñete, die bei Curven einer hôhern Ordnung ais der zweiten den Brennpuncten der Kegelschnitte 

entspreclien (Dziennik Crelle’a, t. X, 1833).
(3) Poncelet, Théorie générale des polaires réciproques, 1829. (Dziennik Grelle’a, t. IV, 1829.)
(4) Théorie der algebraischen Curven. Bonn, 1830, in-4°.
Crelle, Journal fü rd ie  reine und angewandte Mathematik. Tom XII.
Journal des Mathématiques de M. Liouville. Tom II.
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zw rotu i punkta w ielokrotne. W zory  noszące im ie tego autora są dziś pow szech n ie  używane w  teoryi 

krzyw ych a nawet i pow ierzchni.

Poncelet i Plücker należą do sław nego zastępu m atem atyków, którzy w  początku pierwszej połow y  

bieżącego stulecia położyli fundamenta dzisiejszego nauk m atem atycznych rozw oju . Pom ijając w iele 

im ion zaszczytnie znanych w historyi now oczesnej nauk, w spom nim y tutaj o tych w yłącznie mate

matykach co  w zbogacili sw em i pracam i Analizę Kartezyańską i co  uprawą Geom etryi czystej do 

udoskonalenia Geom etryi Analitycznej się przyczynili. W  tej epoce w idoczniej jak kiedykolw iek o b 

jawiają się odrębn e kierunki w  upraw ie nauki o przestrzeni. Dwie klassy G eom etrów  występują na 

w idow nię, a w yłączność zam iłowania oddzielnych  m etod geom etrycznych nadaje im pozór zawistnego 

poniekąd m iędzy sobą w spółzaw odnictw a.

Na czele G eom etrów  pierwszej klassy, w yłącznie G eom etryi czystej oddanej, w ystępuje pan Chasles 

we Francyi i pan Steiner w  N iem czech, obydw aj sławni nietylko ze w zględu na m n ogość odkrytych  

i dow iedzionych  przez nich twierdzień i rozwiniętych teoryi, ale także z przyczyny przyjęcia metody 

czysto geom etrycznej którą rozw inęli w  sw ych dydaktycznych dziełach. Pierwszy w kilkaluoć już przy- 

taczanem przez nas dziele : Aperçu historique . . drugi najp ierw  w  dziele ( ! )  przypisanem  

Aleksandrow i H um boldt, traktującem o systematycznem rozwinięciu zależności kształtów g eom e

trycznych, a n ieco później w  drugiem  dziele (2) rów nież w pływ ow em  na utrwalenie i rozw ój Geometryi 

n ow oczesn ej.

Do tych dw óch  im ion  dołączyć należy im ię professora Dublińskiego Uniwersytetu pana Mac- 

Cullagh, który w  m em oryale sw ym  o pow ierzchniach drugiego rzędu (3) wykazał za pom ocą  czystej 

Geometryi piękne w łasności pow ierzchni w spółogn iskow ych , a w  kilku innych w ażnych nader pra

cach w  dziedzinie nauk fiźyko-m atem atycznych bardzo szczęśliwie zastosował zasoby Geometryi n o w o 

czesnej do badania zjawisk natury.

Drugiej klassie G eom etrów  z początku bieżącego stulecia przew odniczą : Georgonne i Bohillier we 

Francyi, a Möbius i Plücker w  N iem czech . Z wyłącznem  zam iłow aniem  oddali się oni zastosowaniom  

analizy algebraicznej do badania i dow odzen ia  ogóln ych  w łasności geom etrycznych  figur i z tego 

w zględu  ich zasługi i w pływ  ich prac na rozw ój G eom etryi Analitycznej szczegółowszej n ieco  w ym a

gają tu w zm ianki.

Założone \y 1810 roku przez Gergonnea  naukowe pism o peryodyezne Annales des Mathématiques, 

jedyne naówczas w tym rodzaju, b y ło  do roku 1831 w idow nią wszystkich talentów , w ystępujących  

z now em i oryginalnemi pracam i w yw ołu jącem i postęp nauk m atem atycznych.

Um iejętne stern ictw o, którem  uczony ten podn iósł swe czasopism o do pierw szorzędnej wartości, 

przynęciło i zagranicznych sławnych G eom etrów  do g orliw ego  w spółp racow nictw a . Z pom iędzy 

n iem ieckich  G eom etrów  dosyć przytoczyć im iona Steiner a i Plücker a, którzy w  tem piśm ie od - 

zw iercied lającem  ów czesny stan w iedzy dali pierwsze d ow ody  m atem atycznego ich gieniuszu.

Obszernej trzebaby pracy aby przejrzeć utw ory oryginalne zastępu G eom etrów  b iorących  udział

(1) Systematische Entwickelung der Abhängigkeit geometrischer' Gestalten von einander, elc. Berlin, 1832.
(21 Die geometrischen Konstruktionen ausgeführt mittelst der geraden Linie und eines festen Kreises. 

Berlin, 1833.
(3) Un the surfaces o f  the second order from the Proceedings o f  the Royal Irish Academy, 1813.
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w  redakcyi tego czasopism a, a um iejętnego nader pióra aby szczegółow iej ocen ić w pływ  tych 

u tw orów  na rozw ój i postęp G eom ytryi Analitycznej i Matematyki w  ogólności. Poniew aż wzmiankę 

tylko im ion w ybitnych  i prac za w p ły w ow e  uznanych zadow olnić tu nam się wypada, zauważymy że 

w  pierwszym tom ie tego czasopism a znajduję się pierwsze uwagi tyczęce biegunowych wzajemnych, 

którem i posługuję się Encontre i Stainville. W  tymże tom ie Servois i Gei'gonne używaję po raz pierwszy 

w yrażeń : biegun i biegunowa.

Bret w tom ie drugim i czwartym  podaje rów nanie trzeciego stopnia, które wyznacza w ie lk ość osi 

elipsoidy, której trzy średnice sprzężone sę znanemi. Bćrard  w  tom ie trzecim dow odzi tegoż sam ego 

równania i trzech w łasności układów  średnic sprzężonych pow ierzchni drugiego rzędu.

Gergonne, biegły badacz w e wszystkich gałęziach matematyki, pom ieszczał w  swem  czasopiśm ie 

prace własne znane dziś pow szechnie z ich naukowej wartości. W  tom ie siódm ym  znajduję się sławne 

zagadnienia G ergonne’a : k o ło  styczne do trzech kół i sfera styczna do czterech sfer. Podane przezeń 

analityczne rozwięzania tych  zagadnień do dziś jeszcze uważanemi sęza  najprostsze i najdoskonalsze. 

W  tom ie jedenastym  Durrande rozwięzał też same zagadnienia za pom ocę czystej Geom etryi. W ielu  

znanych z talentu m atem atyków  późniejszych zajm ow ało się, jak  w iadom o, uproszczeniem  rozwięzań 

i w ykreśleń tych zagadnień, a pan G. H . Niewęgłowski, posługu jęc się m etodam i G eom etryi n o w o 

czesnej rozwięzanie tyczęce koła stycznego uprościł znakom icie (1).

W  tom ach czwartym , dziewiętym  i dwudziestym  pierw szym  Gergonne zapoznaje czytelnika z teoryę 

stycznych sprzężonych w  m em oryałach : « Dowodzenie głównych tiuierdzeń pana Dupin o krzywiźnie 

powierzchni ;  i Elementarna teorya o krzywiźnie linii i powierzchni krzywych. »

W  znakom itym  traktacie o niektórych prawach ogólnych tyczących się krzywych i powierzchni alge

braicznych (2) podał G ergonne now e naówczas twierdzenia, które uważać należy za podstaw ę w ażnych 

badań analitycznych Plücker’a i Jacobi’eyo, rozw iniętych  później przez panów  Cayley  i Salmon.

Pom ijając twierdzenia tyczęce się pow ierzchn i, przytoczym y tutaj dw a następujące podstaw ow e 

twierdzenia dotyczące się krzyw ych  algebraicznych :

1° Jeśli dwie krzyw e rzędu m maja. . mp punktów przecięcia na krzyw ej rzędu  p , ich m(m —  p) 

innych punktów przecięcia znajdują sie na krzywej rzędu  (m — p ).
2" Jeśli trzy krzywe rzędu  m  mają mp punktów wspólnych, położonych na pewnej krzyw ej rzędu  p, 

trzy  krzywe rzędu  (m —  p ), na których znajdują się m (m  —  p) punktów wspólnych krzyw ym , wzięte po 

dwie, przechodzą przez (m —  p)3 punktów wspólnych.

Pom ijając inne prace Gergonne’a, znajdujące się w  Annales, jako tyczęce się nauk przyrodn iczych  

i m echaniki, w spom nim y tu tylko o jeg o  skutecznych usiłowaniach do podniecania rozw oju  G eom etryi 

Analitycznej i Matematyki w  ogólności. Aby w zbudzić w  m łodych  G eom etrach w spółzaw odnictw o 

podawał Gergonne w  swem  naukowern czasopiśm ie tw ierdzenia i zagadnienia do rozwięzania. Był to 

skuteczny bodziec i zachęta do badań naukow ych  dla m łodych  m atem atyków  ; a w iele kw estyij 

przedstaw ionych przez G ergonne’a za tem at do poszukiwań w yw oła ły  prace godne uw agi, których 

w yniki dziś w  wykładach matematyki sę przytaczane.

(1) Geometrya przez G. H. Niewęgłowskiego. Wydanie drugie, 1869.
(2) Annales de Mathématiques, 1. XVI!. 1826-1827.
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Dla wykazania w pływ u i znaczenia usiłowań Gergonne’ a w  tym  w zględzie, dosyć będzie podać tutaj 

niektóre z przedstawionych przezeń kwestyi do rozwiązania :

Dowieść ie  wszystkie powierzchnie drugiego rzędu styczne do siedmiu płaszczyzn, mają swe środki na 

jednej płaszczyźnie (1).

Znaleźć miejsce wierzchołków stożków drugiego rzędu przechodzących przez sześć punktów  (2).

Jaką je s t  liczba konicznych stycznych do pięciu  konicznych danych (3).?

Do zasług Gergonne’a należy dołożyć podanie przezeń pierwszej idei o  zasadzie dwoistości w  G eo- 

m etryi, na której podstaw ie tyle ważnych prac dotychczas osnuto.

M ów iąc o  pracach G eom etrów  w spółczesnych G ergonne’ow i zobaczym y, że jego  czasopism o 

naukowe jest cennym  zbiorem  sławnych im ion  oryginalnych u tw orów  i n ow ych  pom ysłów  w  dzie

dzinie Geom etryi Analitycznej.

W  historycznym  przeglądzie postępów  Geometryi Analitycznej o b o k  zasłużonego im ienia Gergonne’a 

postaw ić należy im ie B obillier ’a .Talent ten p łod n y  i oryginalny, m im o że zbyt przedw czesną śm iercią 

naukom  matem atycznym w ydarty, zdołał pozostaw ić ślady swej tw órczości ; a ideje je g o  rozwinięte i 

utarte pracam i późniejszych G eom etrów  oddziałały niesłychanie na postęp Geom etryi Analitycznej.

W  m em oryale noszącym tytuł : « Essai sur un nouveau mode de recherche des propriétés de l ’étendue » 

Bobillier proponu je przedstawiać sym bolicznie koniczne opisane na trójkącie przez równania, złożone 

z sum m  iloczynów  funkcyi linijnych m nożonych  odpow iedn io  przez stałe dow oln e. D ochodzi on do 

w yn ików  nader prostych ; koniczną bow iem  opisaną na trójkącie przedstawia rów naniem  :

aBC +  bCA - f  cAB = i  0 ;

w  którem  A, B, C oznaczają funkcye lin ijne w spółrzędnych x ,  y ,  równania A  — 0, B =  0, C =  0 

będąc równaniam i trzech b ok ów  trójkąta, a a, b, c stałemi n iew yznaczonem i.

Między licznem i tw ierdzeniam i, podanem i przez B obillier ’a w  przytoczonym  M em oryale, znajduje 

się ważne twierdzenie następujące, dow iedzone także jednocześn ie  i przez sław nego niem ieckiego 

G eom etrę Möbius a :

v. Jeśli trójścian je s t  wpisanym w pewną powierzchnią drugiego rzędu , płaszczyzny styczne w jego  wierz

chołkach przecinają płaszczyzny ścian przeciw ległych według czterech linij prostych , które należą do 

hyperboloidy jedn opołej. »
W  następnym M em oryale (4) podał B ob illier now e zastosowania tej samej m etody, która jak w ia

d om o  z w ielkim  dla nauki pożytkiem  używaną jest do dzisiaj w  G eom etryi Analitycznej.

Teorya biegu now ych  zawdzięcza także wiele pracom  Bobillier'a . Monge d o w ió d ł by ł w  dziele sw em  

Application de l ’Analyse à la Géométrie, że krzywa zetknięć pow ierzchni rzędu m i stożka znajduje 

się na pow ierzchni rzędu (m —  1 ); i że przeto styczne poprow adzone z p ew nego punktu do krzywej

(1) Kwestya rozwiązana przez Geometrę Bobillier w tomie XVII Annales Gergonne'a.
(2) Tom XVIII. Annales de Mathématiques. —  Aperçu historique. . .  de M. Chastes. —  I. Comptes rendus de 

l’Académie, t. LVII.
(3) Kwestya ta podaną była w tomie VIII, w trzy lata później powtórzoną w tomie Xt, a rozwiązaną dopiero osta

tnimi czasy.
(4) Annales de mathématique, t. XVIII, 1827-1828.
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płaskiej rzędu m mają swe punkta styczności na krzywej rzędu (m —  1). Tę to właśnie krzywą na

zw ano, jak w iadom o, biegunow ą punktu ; która to nazwa w prow adzoną została przez Bobillier'a.

W  pracach swych pom ieszczonych w osiem nastym  i dziewiętnastym tom ie czasopisma G ergonne’a 

dow iód ł BobiUier że :

1 ° Biegunowe seryi punktów w linii prostej leżących przechodzą przez (m — l )2 punktów wspólnych;

2° Biegunowe punktu P , względne do pęka krzywych rzędu m , tworzą pęk rzędu (m —  1 ); to jest że 

te biegunowe przechodzą przez (m —  l )2 punktów wspólnych;

3° Jeśli punkt P kreśli linją prostą, te (m —  l )3 punktów opisują krzywą rzędu  2(m  —  1).

Uważając biegunow e po sobie następujące jed n ego  punktu, które mają równania stopni : 

{m —  1 ), (m —  2 ) , .............. 2  i 1 , autor przyw iedzionym  został do tego ważnego twierdzenia :

Jeśli się weźmie biegunową rzędu  n , pewnego punktu P, względną do krzyw ej Cm rzędu  m ," potem  

biegunową rzędu  (m —  n) jakiegokolwiek punktu Q tej biegunowej rzędu n , względną do tejże samej 

krzyw ej Cm, ta biegunowa rzędu  ( m — n) przechodzi przez punkt P.

A lbo innem i słow y : Biegunowa rzędu  n jakiegokolw iek punktu P jest miejscem punktów , których 

biegunowe rzędu (m —  n) przechodzą przez punkt P.

Jak w iadom o, od  czasu pojaw ienia się tego twierdzenia nazwano osią harmoniczną ostatnią b iegu 

now ą punldu, która jest linją prostą. Twierdzenie to daje w  szczególności następujący podw ójny  

związek m iędzy osią harm oniczną i pierwszą biegunow ą jakiegokolw iek punktu :

Pierwsza biegunowa jakiegokolwiek punktu P je s t  miejscem punktów, których osie harmoniczne prze

chodzą przez ten punkt ;

Odwrotnie zaś, oś harmoniczna jakiegokolw iek punktu P je s t  miejscem punkt ów, których pierwsze bie

gunowe przechodzą przez punkt P .

Też same twierdzenia dow iedzione zostały przez Bobillier ’a dla pow ierzchni rzędu m.

Przytoczone pow yżej niektóre ważniejsze wyniki prac tego matematyka są początkiem  ważnej 

teoryi biegunow ych  krzyw ych i pow ierzchni, która odtąd stała się przedm iotem  badań i w prow a

dzoną została do dzieł o Geometryi Analitycznej traktujących.

Pom ijając pracę B obillier ’a traktującą o praw ach geom etrycznych ruchu, jak o nie tyczącą się bez
pośrednio Geom etryi Analitycznej, w spom nim y o dziele niem ieckiego Analisty Möbius’a, którego 

m atem atycznem u talentow i Analityczna Geom etrya zawdzięcza odkrycie now ych  sp osobów  ułatwia

jących  badanie w łasności krzyw ych i pow ierzchn i.

W  1827 roku wydał on pod tytułem : Barycentrycznego rachunku (1) now y system Geom etryi Ana

litycznej nader w łaściw y do traktowania pew nych  geom etrycznych kwestyi i rozwiązywania wielu 

zadań, szczególniej w  przedm iocie krzywych o podw ójnej krzywiznie i pow ierzchni. W  dziele tern 

spostrzega się zasady przekształcenia figur, które są w pew nej mierze dalszym ciągiem  zasad p rzed 

staw ionych w  dziele P oneelet’a ( 2 ).

System analityczny M obius’a różnym  jest od  m etody B obillier’a i od  czasu sw ego pojaw ienia się

(1) Der barycentrische Calcul, ein neues Hülfsmittel zur analytichen Behandlung der Geometrie dargesielt und 
insbesondere a u f die Bildung neuer Classen von Aufgaben und die Entwickelung mehrerer Eigenschaften der 
Kegelschnitte; L e ip zig , in -8 ° ,  182 7 .

( 2 )  Traité des propriétés projectives.
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z pożytkiem  dla nauki został rozw inięty. Sławny autor angielski pan Salmon słusznie przyznaje 

M ôbius’ow i pierw szeństw o w e wprow adzeniu układu współrzędnych styczneczkowych, które są uzupeł

nieniem m etod analitycznych, poniew aż pozwalają badać za pom ocą  rachunku wszelkie w łasności 

stycznych w  ten sam sposób jak się studjuje w łasności tyczące punktów.

D oniosłość znaczenia tego układu w spółrzędnych najlepiej uwydatnią następujące poglądy naukowe 

pana Chasles’a w  tym przedm iocie : « M etoda analityczna Descartes’a, m ów i on , której zawdzię

czać należy najpiękniejsze odkrycia, szczególniej w  Geometryi krzyw ych , nic da się użyć, albo przy

najmniej przedstawiałaby nader w ielkie tru d n ości, jeśliby chciano zastosować ją  d o  tego rodzaju 

tw ierdzeń które się otrzym uje w prost na podstawie zasady dw oistości, jak o współwzględne (corrélatifs) 

twierdzeń otrzym anych przez tę m etodę D escarles’a. »

« Sposób użyty przez Descartes’ a polegał na uważaniu krzywej jako zespojenie punktów  następu

jących  po sobie w edług pew nego danego prawa i na wyrażaniu położenia wszystkich tych punktów 

przez związek stały m iędzy odległościam i każdego z nich od  dw óch  osi stałych. »

« Pojm uje się z łatw ością, m ów i ten autor, że podobny sposób w  nowej Geometryi Analitycznej będzie 

polegał na uważaniu każdej krzywej jako obw in ięcie  (enveloppe) wszystkich je j stycznych i na w yra

żaniu położenia wszystkich tych prostych  przez równanie jedyne o dw óch  zm iennych, których każdy 

układ w artości odpow ie  jednej z tych prostych. »

Powyższy now y system Geometryi Analitycznej przedstawia pan Ghasles w  krótkości w  dziele sw em  

Aperçu historique. . . ,  jako proste zastosowanie zasady d w o is to ś c i; w  tom ie zaś szóstym korrespon- 

den cyi m atem atycznej pana Quetelet traktuje autor ten przedm iot nie posiłkując się w cale zasadą 

dw oistości ; wykazuje na czem polega  now y układ spółrzędnych  i poda je  zastosowania takowego.

« ................ten nowy system Geometryi Analitycznej zdaje nam  się, m ów i tenże autor, zasługiwać na

rozw in ięcie, jako uzupełniający z doktryną Descartes’a, dzieło które sobie założył ten wielki filozof 

w  sw ym  znakom itym  pom yśle zastosowania A lgebry do Geom etryi. »

Od czasu w prow adzenia w  użycie w spółrzędnych  styczneczkow ych , rozwinięle w  tym kierunku 

prace przyw iodły  do znalezienia różnych układów  tego rodzaju w spółrzędnych, różniących się między 

sobą pod  w zględem  form y przedstawienia ale polegających  na jednej i tejże samej podstaw ow ej 

zasadzie.

Pan Salmon w  traktacie sw ym  o przecięciach konicznych (3) uważa za w spółrzędne styczneczkowe 

linii prostej
la. - j -  » ł6 -| -n y ,

stałe l, m ,n  równania tej prostej i nazywa równaniem styczneczkowem  krzyw ej, związek który pow inien 

istn ieć m iędzy temi stałemi, aby ta prosta była styczną do krzywej. W  nocie do pow yższego dzieła 

przydanej p o d a je  autor pojaśnienia tyczące tego systemu i przedstawia w  krótkości inne układy w spół

rzędnych  styczneczkow ych , i w ykazuje że m etoda w spółrzędnych  styczneczkow ych może być przed

stawioną pod kształtem, który nie w ym aga żadnej uprzedniej znajom ości w spółrzędnych  kartezyań- 

skich ani trzylinijnych.

[1 ) A treatise on Conic Sections. London, 1863.
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M imo rozpow szechnienia się zastosowań tego rodzaju w spółrzędnych, system atyczne przedstawienie 

i użycie takow ych jest rzadkością dotychczas w  dziełach Germ etryi Analitycznej. G eom etrya Anali

tyczna panów  B riot i Bouquet zawiera zaledwie określenie w spółrzędnych  styczn eczk ow ych ; traktat 

pana Salm on’a już przytaczany jak rów nież i dzieło Treatise on the higher plane curves podaje już 

poglądy w ięcej rozw inięte w  tej materyi, ale zdaniem pedagogów  nic zupełnie dostateczne do o sw o 

jenia uczących  się z używ aniem  tych w spółrzędn ych . Trójw ym iarow a G eom etrya Analityczna przez 

pana Hesse jest dziełem odznaczającern się pod  w zględem  system atycznego użycia w spółrzędnych 

styczneczkow ych , a G eom etrya Analityczna Painvin’a obejm uje w spółrzędne styczneczkow e z syste- 

m atycznem  wykazaniem w zorów  podających  związki tych w spółrzędnych  z układem kartezyańskim, 

w ziętym  za podstaw ę dzieła i z innym i układami w spółrzędnych .

Do m etod Bobiilier ’a i Moebiusa dołączyć tu należy ważne w yniki prac Plucher’a, a szczególniej 

jeg o  system algebraicznego przedstawienia nazwany trzy lin ijn ym ; w  którym  położen ie  punktu jest 

wyznaczonem  przez od leg łości od  trzecli prostych stałych, zw anych linjami odniesienia; a położenie 

linii przez rów nanie jed n orodn e m iędzy odległościam i je j punktów  ód  linii odniesienia. T o rów nanie 

m oże przedstawić się w  kształcie następującym  :

la  - j -  mS +  ny =  0 .

W zw y k łych  w spółrzędnych kartezyańskich największe uproszczenie do jakiego dojść można polega 

na w yborze dw óch  najważniejszych lin ii figury uważanej za osie w spółrzędn ych ; w  układzie trzy

lin ijnym  zaś, można do jść  do w iększego jeszcze uproszczenia, biorąc trzy lin je w chodzące d o  kwestyi 

rozbieranej za trzy lin je odniesienia « , 6, y. W  tem polega obok  innych ważnych w łasności tego 

układu jego wyższość w  stosunku do układu w spółrzędnych  kartezyańskich.

Układ w spółrzędnych trzylinijnych zasługuje jeszcze na uwagę jako uogóln ien ie w  m etodach ana

litycznych , bo w spółrzędne kartezyariskie są tylko przypadkiem szczególnym  trzylinijnych, a równania 

w  układzie pierw szym  są kształtem szczególnym  przyjętym przez równania w  drugim  układzie, 

kiedy dw ie z linii odniesienia stają się osiami w spółrzędnych , a trzecia linja odniesienia oddala się 

do n ieskończoności.
Zbytecznem  byłoby wystaw iać o ile w prow adzeniem  now ego układu współrzędnych przyczynił się 

Plucker do  uogólnienia i postępu Geometryi Analitycznej. Szczęśliw y pom ysł jeg o  w spółrzędnych  

trzylinijnych i przedstawiania rów nań Geometryi Analitycznej przez funkcye jednorodne w  studjach 

geom etrycznych podaje w ielkie ułatwienie, a często użycie w spółrzędnych trzylinijnych jest n ie- 

odzow nem  jeśli się chce  traktować za p om ocą  rachunku badania kwestyi z dziedziny Geometryi n o w o 

czesnej.

Za pom ocą  w yłącznie niemal tego układu w spółrzędnych  i rów nań uczynionych jednorodnem i i 

symetrycznemu przez w prow adzenie now ej zm iennej i m etody m nożników  dow oln ych , P lucker 

doszedł do tłum aczenia w języku algebraicznym  i do analitycznego przedstawienia doktryn geom e

trycznych, przez P on celet’a do Geom etryi w prow adzonych ; a odtąd, jak  w iadom o, tak układ 

Bobillier’a jak i Plucker'a obszerne i użyteczne znalazły zastosowania w  now oczesnych  pracach mate

matycznych. Niektórzy z autorów  angielskich, jak Ferrers w  traktacie sw ym  o w spółrzędnych trzy-

(!



Unijnych posuwają uw ielbienie sw e dla układu w spółrzędnych  trzylinijnych aż do  mniem ania że ten 

system lub inne układy w spółrzędnych są zdołne zastąpić w  zupełności w  nauce o przestrzeni godną 

uw ielbienia podstaw ę G eom etryi Descartes’a, ugruntow any na zasadzie tak prostej i w ielkiej swą 

prostotą, a tak skutecznej w sw ych w ynikach. Bezwąlpienia w spółrzędne trzylinijne w  badaniu rzu

tow ych  i op isow ych  w łasności figur przewyższają układ w spółrzędnych kar tezy ańskich, ale wyższość 

ich ustaje skoro chodzi o  badanie w łasności m etrycznych. W spółrzędne trzylinijne są bezzaprzeczenia 

drogocennem  narzędziem w  poszukiwaniach analitycznych, jeśli się ich nie nadużywa i potrafi zasto- 

sow yw ać do przedm iotów  odpow iedn ich  ich naturze.

O prócz zasługi odkrycia i w prow adzenia układu w spółrzędnych  trzylinijnych G eom etrya A nali

tyczna zawdzięcza PI dek er 'o  w i w iele prac oryginalnych , które się przyczyniły d o je j rozw oju .

W  dziewiętnastym tom ie roczn ików  G ergonne’a przedstawił P lücker piękne swe twierdzenia o 

krzywych i pow ierzchniach, m ających przechodzić przez punkta dane. Dosyć będzie przytoczyć tutaj 

w ysłow ienie jednego a najprostszego z tych  tw ierdzień , a m ianow icie :

Krzywe rzędu m , mające przechodzić przez  TH il£ j4 lA ) —  -| punktów mają ivszystkie m 2 punktów  

wspólnych.

W iadom o także że podstaw ow e związki w  teoryi krzyw ych algebraicznych są o w o ce m  prac 

P liicker’a. Jemu to zawdzięcza nauka sławne w zory tyczące stycznych p odw ójn ych  i punktów  szcze

gólnych  krzywych płaskich, którym i posługują się dziś m atem atycy w zastosowaniach tak w teoryi 

krzyw ych jak i pow ierzchni.

Godną uwagi ze względu na n ow ość i znaczenie zawartych w  niej badań analitycznych jest 

praca Plücker’ a 0  nowej Geom etryi przestrzeni, czytana w  królew skiem  stowarzyszeniu w  Londynie 

w 1865 roku.
Oprócz prac Pliicker’a w  kierunku czysto m atem atycznym , a przeważnie Geom etryi Analitycznej, 

sław nem i są zastosowania matematycznych je g o  p om ysłów  do teoryi światła i m agnetyzm u. Aczkol

wiek w  tym przedm iocie poczynił on  odkrycia w ielce  przez fizyków cen ion e , nie m iejsce tutaj szcze

gółow iej o takowych w spom inać.

Pobieżny przegląd postępów  Geometryi Analitycznej z początku bieżącego stulecia wykazuje 

dostatecznie że pod w pływ em  szybkich postępów  Geom etryi czystej Geometrya Descartes’a w zbogaciła 

się w  n ow e zasoby, pozwalające jej iść w ślad za swietnem i zdobyczam i nowaczesnej G eom etryi.

Współrzędne jednorodne odznaczające się prostotą i sym etryą w zorów  analitycznych ułatwiły badania 

punktów  w  nieskończoności na krzyw ych i pow ierzchniach.

W spółrzędne trzylinijne  pozw oliły  łatw o i jasno dow odzić  w ielu  op isow ych  w łasności figur i wraz 

ze współrzędnemi styczneczkowemi stały się, że tak pow iem y, analitycznym  językiem  zasad now oczesnej 

Geometryi.
Bez tych zasobów , Geom etrya Analityczna byłaby niezupełną w obec  dzisiejszego rozw oju  nauki o 

przestrzeni i bezwładną p od  w zględem  w spółzaw odnictw a na drodze Geometryi now oczesnej, która 

ją tak w yprzedziła.
Oprócz pow yżej w zm iankow anych układów  w spółrzędnych  zauważyć należy i inne układy, przy

sw ojone nauce w  ciągu bieżącego stulecia.
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Usiłowania w  cela uogólnienia niektórych gałęzi fizyki matematycznej przyw iodły znakom itego 

matematyka francuzkiego pana Lamé do  odkrycia n ow ego układu w spółrzędnych, nazwanych prze

zeń eliptycznemi ( t ) ,  którem i z pożytkiem  dla nauki zastąpił w spółrzędne sferyczne w  w ielu  m ate

m atycznych poszukiwaniach.

W  późniejszych pracach sw ych tak w  dziedzinie nauk m atem atycznych czysto jak i fizyko-m ate- 

matycznych pan Lamé pom ysł sw ój tyczący w spółrzędnych eliptycznych zastosowyw ał z wielkiem  

pow odzeniem . W  pracy swej : « Mémoire sur les lois de l ’équilibre de fluide éthéré » zastosowanie 

w spółrzędnych eliptycznych rozw inął i u ogóln ił, a w  Memoryale późniejszym  (2) podał wszystkie 

w zory tej ważnej teoryi z ich tłum aczeniem  geom etrycznem  i z wykazaniem licznych  zw iązków  

pom iędzy parametrami pow ierzchni i prom ien iam i krzywizny ich przecięć. W  nowern studium, o 

w spółrzędnych krzyw olin ijnych , pod  tytułem « Mémoire sur les variations des coordonnées curvilignes » 

znajdują się także ważne zastosowania w spółrzędnych  eliptycznych i krzyw olin ijnych w ogó le , którym  

pan Lamé pośw ięcił w  1859 roku w yłączne dzieło (3 ).

Teorya w spółrzędnych  eliptycznych i krzyw olinijnych w eszły w  użycie i znalazły korzystne zasto

sowanie w  najznakomitszych pracach G eom etrów  tegoczesnych. Pan Valson m iędzy innym i zastosował 

w spółrzędne eliptyczne do Geometryi Elipsoidy (4), a później n ieco  używa ich w M em oryale traktu

ją cym  o w spółrzędnych  parabolicznych i ich zastosowaniu do Geometryi paraboloid (5).

Pom iędzy usiłowaniam i ow ocn em i podejm ow anem i w  celu  w zbogacenia Geometryi Analitycznej 

now ym i sposobam i, m ającym i ułatwiać badania w łasności figur, zauważyć także należy odkrycia  pana 

0 . Bonnet. W  1853 roku sławny ten matematyk przedstawił Akadem ii francuzkiej jed nę ze swych 

prac w  tym  kierunku podejm ow anych , a w  tom ie piątym dziennika Journal des Ma,thématiques 

w  roku 1860 ogłosił M em oryał pod  tytułem  : Mémoire sur l ’emploi d’ un nouveau système de variables 

dans l'étude des propriétés des surfaces courbes. Praca ta jest rozw inięciem  kilku traktatów Akadem ii 

Paryzkiej uprzednio przedstawionych.

M onge przedstawiał zawsze pow ierzchnią rów naniem  w e w spółrzędnych  kartezyańskich. Pan

O. Bonnet w  pow yżej przytoczonym  M em oryale przedstawia korzyści z zastąpienia zw ykłych  w s p ó ł

rzędnych przez trzy inne zmienne m ające ściślejszy związek z kształtem uważanej pow ierzchn i i p ro 
ponuje w prow adzenie zm iennych wyznaczających położenie płaszczyzny stycznej. W zory  otrzym ane 

przez pana O. Bonnet odznaczają się rzadką prostotą ; a zastosowanie ich do w ielu  zadań ro z 

wiązanych przez M onge’a, jak również do wielu now ych  i trudniejszych zagadnień, w ykazuje ich 

użyteczność.

Układ zm iennych proponow any przez pana O. Bonnet z w ielkiem  pow odzen iem  zastosowanym  

został przez pana D ini w  M em oryale traktującym  o pow ierzchni, której summ a dw óch  g łów n ych  p ro 

mieni krzyw izny w każdym  punkcie jest stałą (6).

(1) Po raz pierwszy użyte w pracy przedstawionej Akademii w 1833 roku pod tytułem : Mémoire sur les surfaces 
isothermes dans les corps solides homogènes en équilibre de température.

(2) Mémoire sur les coordonnées curvilignes (Comptes rendus, t. VI, i Journal de Mathématiques, t. V , 1840).
(3) Leçons sur les coordonnées curvilignes et leurs diverses applications.
(4) Application de la théorie des coordonnées elliptiques à la Géométrie de l’ellipsoïde (Thèse pour le doctorat, 1854)-
(6) Comptes rendus, t. L . —  Nouvelles annales de Mathématiques, t. XIX .
(6) Annali di Matematica pura et applicata, t. VU. Rzym, 1865.
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Inne w ie lce  cen ione i nader ważne prace pana O. Bonnet w płynęły  na udoskonalenie teoryi 

tyczących się pow ierzchni.

W  przedm iocie  uogólnienia współrzędnych biegunowych, godną uwagi jest praca współziom ka 

naszego, Inżyniera, by łego ucznia paryzkiej szkęły Dróg i M ostów , pana E . Habich  (1).

A utor ten znany uczonem u światu z kilku oryginalnych prac m atem atycznych niezaprzeczalnej 

w artości, w  studium  sw em , o którem  w spom nieć tu należy, uważa za zm ienne położenie bieguna O 

z którego w ychodzą prom ienie w odzące. Biegun posuw a się po krzewej (E ); jeden tylko prom ień 

w ychodzi z każdego punktu Ü tej krzywej i skierowanym jest w edłu g  stycznej OM. Kąt 0, który ta 

styczna czyni z osią stałą X i prom ień  OM =  r są dw iem a w spółrzędnem i p ew n ego punktu M ; a 

krzywa (A), m iejsce punktów  M ma za rów nanie r =  <}i(0). Każdy punkt O krzywej (E) wyznacza się 

łukiem  SO =  «, liczonym  od  punktu stałego S krzywej. Ten łuk i kąt 0 stycznej OM z o s ią  X  są 

wzięte za w spółrzędne w zględne krzywej (E), której równanie jest s =  y (0 ). Pan H abich  podaje 

w  funkcyi w spółrzędnych r , s i 0, wyrażenia podnorm alnej biegunow ej krzywej (A), stycznej try

gonom etrycznej kąta fi, u czyn ionego przez styczną do krzywej z prom ien iem  O M ; i nareszcie w yra

żenie na prom ień  krzywizny linii krzyw ej. W zory otrzym ane przez tego matematyka sprowadzają się 

odpow iedn io  do w zorów  zw ykłych  w  układzie w spółrzędnych biegunow ych , k iedy  krzywa (Ej

• • • , , . dszam ieni się na punkt; w  którym  to razie —  =  0 .

W spółrzędne krzyw olin ijne p och y łe , chociaż unikane w  zastosowaniach z przyczyny zawiłych w zo

rów  do jak ich  użycie ich prow adzi, stały się pięknym  tematem geom etryczn ych  badań księdza Aoust, 

którego talentowi zawdzięcza się postaw ienie w  tym w zględzie now ej teoryi brakującej uprzednio 

nauce o przestrzeni.

Z licznych prac tego matematyka zaznaczyć tu należy dw ie następujące : O współrzędnych krzyw o- 

lin ijnych płaskich (2) i o  współrzędnych krzywolinijnych w przestrzeni (3). W  tych M em oryałach 

autor w yprow adza w zory dla w spółrzędnych pochy łych , będące uogóln ien iem  znanych w zorów  dla 

w spółrzędnych  prostokątnych, a odznaczające się uderzającą prostotą.

W  przedm iocie upraw y i udoskonalenia teoryi tyczącej się w spółrzędnych  krzyw olinijnych p o 

chyłych  w ielce cenioną jest praca (ii) pana Combescure, której przedm iotem  jest uogólnienie w spom i

nanej już teoryi pana Lam é i zastosowanie takowej d o  przypadku ogóln ego  w spółrzędnych k rzyw o

lin ijnych pochyłych .

N ow oczesne badania analityczne tyczące się Geom etryi s fery  w ym agają tu krótkiej wzmianki o 

przeszłości i postępach tej ważnej gałęzi G eom etryi.

Nauka ta znaną była i uprawianą w  starożytności, czego dow odem  trygonom etrya sferyczna staro

żytnych. Późniejsi geom etrow ie w ( uprawie Geom etryi sfery ograniczali się do w ytkniętego kierunku 

przez starożytnych, to jest da rozwiązywania trójkątów  sferycznych dla astronom ów  i żeglarzy.

(1) Sur un système particulier de coordonnées. Application aux caustiques planes (Zobacz : Annali di Materna- 
tica wydawane przez panów Brioschi i Cremońa, t. II, 1868.)

(2) Comptes rendus de h Académie des sciences, t XLVIII, 1859, i t. LIV, 1862.
(3) Annali di Matemática, t. VI, 186t|.
( Z i )  Sur les déterminants fonctionnels et les coordonnées curvilignes.
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W  początku dopiero bieżącego stulecia zaczęto traktować ten dział nauki o  przestrzeni i rozszerzać 

szczupłe granice, w  których uprzednie badania Geom etryą sfery utrzymywały. L exell pierwszy podjął 

badanie własności kół na sferze i odkrył ważne tw ierdzenie o krzywej będącej m iejscem  w ierz

chołków  trójkątów  sferycznych o jednakow ej pow ierzchni i tej samej podstawie.

Fuss rozwiązał niektóre zadania G eom etryi sfery i podjął badania pew nej elipsy sferycznej, będącej 

przecięciem  sfery przez stożek drugiego stopnia, m ający swój w ierzchołek w  środku sfery.

Imiona Schubert'a i Legendra  należą do późniejszej nieco historyi uprawy tej nauki. W  Annałach 

G ergonne’a Sorlin i Magnus posuwają naprzód badania w łasności figur na sferze, a IJnnl her, Ger gönne, 

Guéneau d’A um onti Quetelet rozwijają tę naukę; ale wszystkie te prace acz doniosłej w artości nie 

stanow iąjeszcze m etodycznego studium  tej ważnej gałęzi nauki o przestrzeni.

Pierwszy Steiner pod jął się m etodycznego przedstawienia teoryi Geometryi sfery i odtąd nauka 

ta, której Geometryą płaska jest tylko przypadkiem szczególnym , weszła na drogę regu larnego 

postępu.

Gudermann w  1830 roku ogłasza swą pracę pod  tytułem : Ueber die analytische Sphärik, a n ieco  

później Borgnet w ydaje : Essai de Géométrie analytique de la sphère, w  którem to dziele bierze za 

osie w spółrzędnych  na sferze dwa łuki d w óch  w ielkich kół.

Graves w  1841 podaje teoryą analityczną G eom etryi sferycznej. Booth ogłasza : A Short Treatise on 

Spherical Conic Sections, a Cassant w  kilku artykułach pom ieszczonych w  Giornale Neapolitan skim 

daje traktat analityczny Geom etryi sfery.

Vannson podał pod tytułem podstawowych wzorów analizy sferycznej, w iele w ażnych kwe styi Geo

metryi Analitycznej w  przedm iocie sfery, a szczególniej w przedm iocie teoryi konicznych sferycznych.

Samo tylko w yliczenie tych prac jest dow odem  usiłowań podjętych  w  celu  uogólnienia nauki o 

przestrzeni i skutecznego w spółudziału jaki Geometryą Analityczna w  tym  kierunku przyniosła.

Prace najnowsze licznego zastępu sław nych dzisiejszych Geom etrów  pośw ięcających  się uprawie 

Analizy kartezyańskiej nie m ogą w ejść w  zakres niniejszej pracy, b o  dzieła ich  są tematem dopiero do 

krytyki m ającej wydać w yrok o  ich  zasłudze, a g łos nasz w  tej mierze m oże być ty lko zaledwie echem  

utrw alonego sądu naukow ych pow ag, a nie ocen ien iem  osobistem  lub krytyką.
Casty, O'Brien, Walton, Gregori, Painvin, Darhoux, Larosse, Joachimstal, Feuerbach, Souillart, 

Maurice L evy , Briot, Salmon i w iele innych im ion znanych należy do tego poczetu , o którego za

sługach w yrabia się obecn ie  zdanie naukowe, a którem u zda się przew odniczyć angielski matematyk 

pan G. Salm on.

Dzieła jego  pow szechnie dziś znane i na wszystkie niemal języki europejskie p rze łożon e odznaczają 

sie magistralną m etodą wykładu, użyciem  odpow iedn iem  najnow szych zd ob y czy  Analizy w  zespo

leniu z teoryam i Geom etryi nowoczesnej. K lasyczne u tw ory  tego matematyka w  przedm iocie G e o 

m etryi Analitycznej obejm ują w  sobie zastosowania teoryi wyznaczników (1), przedstawienie analityczne 

i geom etryczne zasady dwoistości, m etodę biegunowych wzajemnych, w łasności harmoniczne przecięć 

kon icznych , metodę rzutów  i teoryą niezmienników i wspólzmienników.

(1) Pan W ł. Trzaska w pierwszym tomie dzieta Rachunku Różniczkowego pana Folkierskiego pomieści! w polskim 
języku cenny traktat w przedmiocie teoryi wyznaczników.



M im o udoskonalenia Analizy kartezyańskiej w zbogaconej, jak to staraliśmy się okazać, n ow ym i 

układami w spółrzędn ych , m im o w reszcie bogactw a w łaściw ej Analizy, którą od  czasu M onge’a 

Geom etrya Analityczna z pożytkiem  się posiłkuje, —  Geom etrya now oczesna, nie w łaściw ie zwana 

syntezę, zdołała ją  w yprzedzić na drodze odk ryć i udoskonalenia dzięki usiłowaniom gienialnych 

n ow oczesn ych  Geom etrów.

Oparta na pracach G arnofa , P on ce le fa , Steiner’a, Cremorńa i Ghasles’a, Geom etrya nowoczesna, 

intuityw ną n iekiedy zwana, rozw inęła ważne swe teorye, dla traktow ania których , Geom etrya Ana

lityczna w  wielu razach zda się już nie wystarczać. Jakkolwiek słusznie nazwana « powszechnem 

narzędziem matematycznych nauk,)) Analiza kartezyańska zm uszoną dziś jest w ob ec  w ielu  now ych  

teoryi nauki o przestrzeni w yznać swą niedostateczność, a często u żyw ać wszystkich zasobów , 

którym i n ow oczesn e prace ją  w zbogaciły , aby m ódz tłu m a czyć  w  sym boliczn ym  języku A lgebry 

zdobycze naukowe Geom etryi czystej.

Świetne postępy now oczesnej Geom etryi zdają się podn iecać usiłowania m atem atyków  Analizę 

kartezyańską upraw iających, których  prace dzisisiejsze w różą  pom yślnie o pożądanej przyszłości je j 

rozw oju . Dwie te gałęzie nauki o  przestrzeni stanowią ca łość  narzędzia, którem  um ysł ludzki na 

drodze badań m atem atycznych się posłu gu je ; żadna też z n ich  nie pow in n a  b y ć  zaniechaną w  swej 

uprawie, a jed n oczesn y  ich postęp i udoskonalenie pozw olą  coraz pew niejsze stawiać kroki na 

drodze dociekania praw dy, której nauki matem atyczne zdają się b y ć  najw yraźniejszym  sym bolem .

LIV RYS HISTORYCZNY POCZĄTKU I ROZWOJU GEOMETRYI ANALITYCZNEJ.

Paryż 5g0 Maja 1877 r.







Z A S A D Y

GEOMETRYI ANALITYCZNEJ

Przedm iotem  G eometryi A nalitycznej jest badanie miary i w łasności dotyczących  rozciąg łości 
przedstawionej za pom ocą  sp osobów  Algebry.

Zastosowanie to A lgebry do G eom etryi nie jest niczem  innóm  jak tylko M etodą A n alityczn ą  przyjętą 
przez starożytnych G eom etrów  i F ilozofów , którzy ją już od  dawna uważali tak, jak ją  rzeczyw iście 
w  dzisiejszym stanie nauki uważać wypada. W  samej rzeczy : przedstawienie jakiegokolw iek, zaga
dnienia za p om ocą  równania i zmiana tego ostatniego na inne, które"rozwiązać um iem y, jest ty lko 
k olejnem  przejściem  od  zagadnienia danego do innego mniej zaw iłego, od  tego ostatniego tak 
uproszczonego d o  jeszcze innego odeń łatw iejszego; i tak dalćj, aż do dojścia d o  układu rów nań, lub 
do zagadnienia, które z łatw ością rozwiązać się daje. W  G eom etryi czystćj, bardzo często używam y 
sposobów  przyjętych w  A nalizie; lecz zmiany dotyczące samćj w yłącznie A lgebry są, że tak p ow iem y , 
rzeczywistćm  narzędziem analitycznćm , uspraw iedliw iającem  nazwisko dane nauce, której zasady 
w  niniejszem  dziele w yłożyć zamierzamy.

GEOM ETR YA  P Ł A S K A
W IA D O M O Ś C I  W S T E P N E

R O Z D Z I A Ł  P I E R W S Z Y

O S P Ó Ł K Z Ę D N Y C H .

§1 . — UKŁAD SPÓŁRZĘDNYCH.

1. A by zastosować rachunek do badania w łasności jak iejkolw iek  figury, potrzeba um ieć w yznaczyć 
położenie jakiegokolw iek punktu na płaszczyźnie tej figury; linie służące do w yznaczenia tego p o ło ż e 
nia stanowią co  się zow ie jakikolw iek układ  spółrzędnych .

Jest n iesk oń czon a  ilo ś ć  u k ład ów  s p ó łr z ę d n y c h ; ok reś lim y  tylko najprostsze i n a jczęście j u żyw ane.
1



2 ROZDZIAŁ I.

1° Spółrzędne prostolinijne  k a rtezyań sk ie  jakiegokolw iek  pu n k tu .

2 W eźm y na płaszczyźnie dw ie proste stałe 0 x  i O y : jeżeli się daje jakikolw iek punkt M, i gdy  
przez ten punkt poprow adzi się rów n oleg ły  MQ do O x, potem  rów noległy MP do Oy ,  od leg łości MP

i MQ sy spółrzędnem i punktu M ; linia MQ lub OP zow ie się odciętą punktu M ; a linia MP lub 
OQ jest jego  rzędną ; te dw ie linie nazywaj §  się także x  i y  punktu M. Proste O x  i O y  s $ osiami 
spółrzędnych ; a ich punkt przecięcia się O jest początkiem spółrzędnych. W idzim y, że m ajyc jak i
kolw iek  punkt dany, je g o  spółrzędne sy ca łk ow icie  w yznaczone.

Lecz jeżeli się daje spółrzędne jak iegokolw iek  bydź punktu, punkt nie będzie zupełnie w yznaczonym  
jak tylko w tedy, gdy się zna kyt osi spółrzędnych, w  którym  ten punkt się znajduje. W prow adzi się tę 
n ow y dany w rachnnek przyjm ujyc u m ow y n astępu jycc :

i Będziemy uważali odcięte jako dodatne, gdy te będy liczone w  pew nym  kierunku, O x  na przykład; 
» a jako od jem n e, gdy te będy odniesione w  kierunku przeciwnym . P odobnież, będziem y uważali 
» rzędne jako dodatne, gdy te będy odniesione w  pew nym  kierunku, Oy  na przykład; a jako od jem n e, 
» gdy te będy odniesione w  kierunku przeciw nym . »

W ed łu g  tego, punkt jakikolw iek będzie zupełnie w yznaczonym  jeżeli da się je g o  spółrzędne w  w iel
kościach poprzedzonych  jakim kolw iek dom yślnym  lub wyraźnym , tychże w ielkości znakiem . I tak, 
przypuśćm y że spółrzędnem i jakiegokolw iek punktu sy x  —  2, y  =  —  6 ; w eźm iem y na Ox, O P '= 2 ;  
a na przedłużeniu Oy ,  OQ' =  6 ; potem , przez punkta P' i Q' poprow adzim y proste względnie rów n o
ległe do osi Oy iOa?; punkt przecięcia się tych rów noległych  wyznaczy bez dw uznaczności punkt N, 
którego spółrzędnem i sy, 2 i — 6 .

Spółrzędne jak iegokolw iek  punktu sy nazwane Spółrzędnemi pochyłem i gdy kyt osi jest jak im 
k olw iek ; a Spółrzędnemi prostokątnemi gdy kyt osi jest prosty.

3. Zamiast wprow adzenia w  rachunki długości MP i MQ, określajycych położenie punktu M, jest 
często lepszem w  prowadzenie stosunków  przdstaw iajycych MP i MQ. I tak, w  układzie p op rze - 
dzajycym  przedstawiliśmy MP przez x ,  a MQ przez y ;  w  układzie obecnym  załóżm y:

M

O ! P ' ■’ P
X ’ X

11°. Spółrzedne jednorodne jakiegokolw iek  pu n k tu .

MP =  - ,  M Q = £ ;
Z z

ilości y , z, nazywają sie  Spółrzędnemi jednorodnem i punktu M.
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Gdy się daje liczby x ,  y ,  z, punkt odpow iedn i jest całkow icie w yzn aczon ym ; lecz  gdy się daje 

ja k ik o lw ie k  p u n k t, ilości x ,  y , z, pozostaję dow olnem i, stosunki -  , ^  s? same zupełnie w yzna-
Z Z

cz o n e . W r ó c im y  p o n iż ć j d o  teg o  p rzed m io tu .

Znajduje się układ Kartezyański (2) przypuszczając z —  1.

111°. S pó ł r zę d n e  t r z y ł in ij n e  ja k ie g o k o l w ie k , p u n k t u .

U. Jeżeli się zauważy trójkęt stały ABC, jakikolw iek punkt M na płaszczyźnie będzie określony przez 
od leg łości jeg o  od  bok ów  trójkęta w zględnie pom nożone przez liczby stałe dow oln ie wzięte.

• Niech będę na przykład : MP, MQ, MR, odległości od pow iedn ie  punktu M od  bok ów  BC, CA, AB, 
trójkęta; załóżmy :

x  —  «.M P, 

y  =  S.MQ, 

z == y .M R ;

ilości x ,  y ,  z, sę Spółrzędnemi trzylinijnenii punktu M.

T rójkęt ABC do którego punkt się odnosi zow ie się trójkątem Odniesienia; ilości a, 6, y , przez które 
się m noży od leg łości punktu od bok ów  trójkęta, nazywaję się parametrami Odniesienia; bierze się je  
często rów nem i jedności.

W rócim y  poniżćj do tego w ażnego układu spółrzędnych.

I V 0. S p ó ł r ze d n e  b ie g u n o w e  j a k ie g o k o l w ie k  p u n k t u .

5. W  tym  układzie bierze się punkt stały P, nazwany biegunem i prostę stałę P X , nazwanę osią 
biegunową; jakikolw iek punkt M jest w tedy wyznaczony przez sw ę od leg łość MP albo p o d  bieguna, 
(od leg łość noszęcę nazwisko prom ienia w odzęcego), i przez kęt M PX lub &>, jaki tworzy prom ień 
w odzęcy z osię b iegu n ow ę; ilości p i w sę Spółrzędnemi biegunowemi punktu M.

Można będzie zupełnie wyznaczyć tym sposobem  wszystkie punkta na płaszczyźnie, przypuszczajęc, 
że prom ień w odzęcy zwiększa się w  sposób cięgły  od  0 do  - j - : * » ,  i że kęt w zwiększa się również

JYL

X

w  sposób cięgły ed 0 d o  2tt. Zobaczym y późnićj, że jest korzystnie przyjęć um ow y następujęce :

« Kęt w będzie uważanym jako dodatny, gdy będzie się obracał w  pew nym  kierunku, i będzie m óg ł 
» się zwiększać w  sposób cięgły  od  0 d o  - j -  = o ; ten kęt będzie odjem ny, gdy się będzie obracał w  kie- 
» runku przeciw nym , i będzie m óg ł się zm niejszać rów nież w  sposób cięgły  od  0 do — o o . Co się 
» tyczy prom ienia w odzęcego, odniesiem y go na bok  zamykajęcy kęt w gdy będzie dodatny; a na 
» przedłużenie tego bok u , gdy będzie odjem ny. »
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Y° S p ó ł r zę d n e  d w u b ie g u n o w e .

6 . W  tym układzie, jakikolw iek punkt M jest w yznaczony przez sw e od leg łości MB i MP' od dw óch  
punktów  stałych P i P r, noszących nazwisko biegunów .

Lub też jeszcze, jakikolw iek punkt M będzie w yznaczony przez kąty MPP' i Mly P jakie tworzą

JV1

prom ienie w odzące MP i MP' z linią biegunów  PP'.

VI0 S półrzędne krzyw olinijne  jakiegokolw iek  punktu .

7. Przypuśćm y naprzód że się daje pierwszy układ krzyw ych pew nego rodzaju zależny od  para
m etru a, tak że dając na a pew ne wartości otrzym uje się krzywe au a.2, a3, e tc .;  przypuśćm y znow u 
że się daje drugi układ krzyw ych, innego lub tego sam ego rodzaju co  pierwszy, zależny od  parametru b,

tak że dając na b pew ne w artości, otrzym uje się krzywe bt> b3, e t c   Punkt Mlt przecięcia się
krzyw ych i bt, będzie m iał za spółrzędne w artości szczególne a, i bt wyznaczające dw ie krzywe 
pod uwagę wzięte : podobnież, punkt M> będzie miał za spółrzędne « 2 i b2; ogóln ie , spółrzędne krzy- 
wolinijne jakiegokolw iek punktu M będą w artościam i param etrów  a i h w yznaczającem i krzywe 
różnego rodzaju, przechodzące przez punkt pod  uwagę wzięty.

I tak, w spółrzędn ych  biegunow ych  fam iliam i krzyw ych są koła (parametrem jest prom ień  p) i proste 
(parametrem jest kąt « ) .

W  spółrzędnych dw ubiegunow ych  dw iem a fam iliam i krzyw ych są koła, których środkami stałymi 
są bieguny P i P 1 (parametram i są prom ienie p i p').

§11. — TEO RYA RZU TÓ W .

8 . Mając dane jakąkolw iek prostą stałą C)X i jakąkolw iek prostą A B , leżącą lub nie na tejże samćj 
płaszczyźnie z OX, w ystaw m y sobie że się prowadzi przez punkt A jakąkolw iek płaszczyznę prostopadłą 
do O X ; n iech  będzie A ! je j przecięcie się z tą prostą ; n iech  będzie rów nież B, punkt przecięcia się 
linii OX z płaszczyzną poprow adzoną przez punkt B prostopadle do tej p ro s te j: odcinek  A iB , jest 
rzutem odcinka AB na prostej OX nazwanćj osią rzutu.
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1° W yrażenie  algebraiczne rzutu  jakiejkolw iek  prostej.

9. Dla otrzymania w artości bezwzględnej tego rzutu, poprow adźm y przez punkt A jakakolw iek  ró w 
noległy do 0 X  aż do jć j spotkania się w  H z płaszczyzny przechodzycy przez B ; złyczmy BH, z trójkyta 
prostokytnego ABH bezpośrednio w ypływ a :

A ,B t =  AH =  AB dos(AB^O X).

Tak w ięc, w artość bezw zględna rzutu jakićjkolw ick  prostej jest równy długości linii prostćj pom no-

R

a

X7 ó b 7  ^

żonej przez dostaw ę kyta tćj prostej z osiy rzutu.

Dla wyznaczenia znaku rzutu, uważm y że na jakiejkolw iek prostćj rozróżnia się, poczytek i k on iec : 
Początkiem  jest punkt zkyd się w ych od zi, końcem zaś, jest punkt dokyd się przybywa. Ztyd, dw a kie
runki na jakiejkolw iek prostej, w edług tego jak się jy  przypuszcza przebieżony od ręki lew ej ku praw ćj 
albo od  ręki praw ćj ku lew ej. Pierwszy z dw óch  kierunków  nazywa się kierunkiem dodatnym  a lbo 
dyrekcyą dodatną; drugi zaś kierunek w prost pierwszemu p rzeciw n y , jest nazwany kierunkiem odjemnym  
albo dyrekcyą odjemną.

Będziem y uważali na osi rzutu dwa kierunki, kierunek dodatny podług O X, na przyk ład ; i kieru
nek odjem ny podług O X '. T o przypuściwszy, gdy AB jest prosty rzucony i gdy A  jest poczytkiem  
a B koń cem , przyjęto uważać rzut jak o dodatny lub od jem ny w ed łu g  tego jak dla przyjścia od  rzutu 
poczytku do rzutu końca postępuje się w kierunku dodatnym  lub w  kierunku od jem nym  osi rzutu, 
t. j . ,  gdy się idzie od  ręki lew ej ku praw ćj, albo od  ręki prawej ku lew ej.

1 0 . W yrażenie algebraiczne rzutu jakiejkolw iek prostej jest zawartćm w  tśm  podw ójnem  podaniu.
1°. Gdy prosta rzucona jest rów n oleg ły  do jakiejkolw iek dyrekcyi na której kierunki dodatny i

odjem ny nie były  wyznaczone przez um ow y poprzednie, rzut jest rów ny co  do w ielkości i co  do znaku 
w artości bezw zględnćj długości linii prostej pom nożonej przez dostawę kyta, jaki tworzy prosta, wzięta 
w  kierunku w  którym  ona jest przebieżony, z częściy dodatny osi rzutu.

2°. Gdy prosta rzucona jest rów noleg ły  do jakiejkolw iek dyrekcyi na której kierunki dodatny i o d 
jem ny sy wyznaczone przez um ow y poprzednie, rzut jest przedstawiony co  do w ielkości i d o  znaku za 
pom ocy  iloczynu dostaw y dyrekcyi dodatnych pom nożonego przez d łu gość linii prostej rzu con e j; liczba 
przedstawiajyca tę długość jest poprzedzony znakiem -f -  a lbo —  w edług tego jak  linia rzucona jest 
przebieżony w kierunku dodatnym  albo w kierunku odjem nym .

Dla udow odnienia tego podania, będziem y uważali kole jno dw a przypadki przytoczone. 

l szJ P rzy pa d e r .

Niech będzie jakakolw iek prosta AB, której A jest poczytkiem  a B k oń cem ; m am y rozebrać 
dwa przypuszczenia następujyce:
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1°. Prosta AB tworzy jakikolw iek kąt ostry z częścią dodatną, OX, osi rzutu. Gdy przez punkta

A i B, poprow adzi się płaszczyzny prostopadłe do OX, w idzim y że dla przyjścia o d  A , ku B x potrzeba 
oddalać się ku ręce p r a w ć j: w ięc  w artość A x Bi jest policzoną w  kierunku dodatnym osi, t. j .  że rzut 
jest dodatny. Otóż kąt linii AB z częścią dodatną osi jest o stry m ; a tem  sam ćm  dostawa tego kąta 
jest dodatną. W ię c ,  oznaczając przez a d łu gość linii AB a przez a kąt AB z OX, wyrażenie a d o sa  
jest także jakąkolwiek ilością dodatną.

2°. Prosta AB  tw orzy jakikolw iek kąt rozwarty z częścią dodatną osi rzutu. Dla px*zyjścia od  A ,

B, A ,

ku Bx, potrzeba odda lać się ku ręce le w e j; w ięc  rzut A XBX jestod jem n y. Z  drugićj strony, iloczyn 
adosoc, w  którym  a jest liczbą dodatną a a jak im kolw iek  kątem  rozwartym , jest także odjem ny.

W ię c , w  dw óch  przypuszczeniach, rzut jest przedstawionym  co  do w ielkości i co  do znaku 
przez iloczyn

A B dos(A I1^0X );

AB  jest liczbą dcdatną , A i B są odpow iedn io  początkiem  i końcem  linii rzu con ćj, AB , OX jest 
kątem utw orzonym  przez tę prostą, wziętą w  kierunku w  którym  ona jest przebieżoną, z częścią 
dodatną osi rzutu.

2s‘ P rzypadek .

Dla uzasadnienia drugićj części twierdzenia, m am y jeszcze zająć się rozbiorem  dw óch  przypuszczeń 
następujących :

1°. Kąt dyrekcyi dodatnych jest ostry. N iech będzie OX część dodatna osi rzutu, a OxX i kie
runek dodatny dyrekcyi do której linie proste rzucone są rów noległem i.

Gdy prosta rzucona, AB , jest przebieżoną w  kierunku dodatnym OiKit wtenczas kąt linii

AB z OX jest ostry, rzut A ,B X będzie dodatny; otóż iloczyn a d o s (0 1X 1, OX) jest także dodatny, 

poniew aż kąt ( O A ,  OX) jest ostry, a w edług naszej u m ow y, a m usi przdstawiać więcej d ługość 
prostej AB.
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Gdyby B b y ł o  początkiem  a A  k oń cem , t. j . ,  gdyby  prosta rzucona była przebieżoną w  k ie 

runku odjem nym  O ^ b ^ r z u t  BA byłby odjem nym  ; otóż iloczyn a d o s (0 1X 1, OX) byłby także

odjem nym , gdyż kąt ( O A ,  OX) jest zawsze ostry, a w edług naszćj um ow y, a musiałoby predstawiać 
mniej d łu gość prostej B A .

2° Kąt dyrekcyi dodatnych jest rozwarty.

Gdy prosta rzucona AB jest przebieżoną w kierunku dodatnym  0 ^ ,  rzut A ,B , jest od jem n y ;

iloczyn  u d o s iO A , 0 X ) jest także odjem ny, gdyż kąt ( O ^ ,  ÓX) jest rozwarty i a pow inno przedsta
w iać w ięcej d ługość prostćj AB.

Gdyby B by ło  początkiem  a A koń cem , t. j .  gdyby prosta była przebieżoną w  kierunku od je m 

nym  0 ,X b , rzut B ,A , by łby  dodatn y : z drugiśj strony, iloczyn a d o s (0 1X 1, 0X ) byłby także dodatny, 

ponieważ kąt ( O ^ ,  0X ) jest rozwarty i że a m usi wtenczas przedstawiać m niej d ługość prostej BA..

W ięc , streszczając się, rzut proslej AB jest w yrażonym  co  do w ielkości i co  do znaku przez iloczyn

kąt (0 1X j, 0 X ) jest kątem dyrekcyi dodatnych , a a przedstawia w ięcej lub mniej d łu gość prostćj 
rzuconej AB w edług tego jak się przypuszcza linią prostą AB przebieżoną w  kierunku dodatnym  0 ,X , 
lub w  kierunku przeciw nym .

Ild° Z w ią zek  miedzy odcinkam i w yznaczonem i przez n  p u n k tów  w  u n ii  p r o s t e j.

11. Uważtny naprzód trzy punkta a , b, c, leżące na jakiejkolw iek linii p ro stć j; ma się związek

(1 ) ab -f-  bc -|- ca =  O,

znakowanie ab, na przykład, oznacza jak ikolw iek  odcinek  dodany lub odjęty, t. j. d łu gość odcinka 
poprzedzonego znakiem - f -  lub — , w edłu g  tego jak ten odcinek  jest przebieżony w  pew nym  kierunku 
lub w  kierunku przeciw nym .

W  samej rzeczy, przypuśćm y odcinki dodane gdy się je  przebiega od  ręki lew ej ku praw ej, a 
odjęte w  przypadku przeciwnym .

Gdy punkt c jest p o  prawćj stronie punktów  a i b, ma się

X 1

o B Ai X

« d o s (0 1X 1, 0 X ) ;

ci b c-
--------1----------1 ab -\ -b c  —  ac —  0 ; otóż ac — —  ca ; 

w ięc

ab -f-  bc - j -  ca —  0 .

*
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Gdy punkt c  jest m iedzy punktami a i b, ma się

4 ' ) ac-\ -cb  —  ab —  0 ; otóż a c — ~  ca, cb —  —  be:
a, c  o ’

w ięc

ab b e e a  —  C.

Nakoniec, gdy punkt c je s t  po  lewej stronie punktu a,  ma się

! ■- ca-\ -ab  —  cb —  0 ; otóż cb —  —  bc:
c  co b

w ięc

ab — bc ca 0.

12. U ogólnim y teraz to twierdzenie d ow od zą c że ono ma m iejsce dla n punktów , jeże li je  przy
puści się praw dziw em  dla (n — 1 ) punktów .

N iech będę a, b, c , . . . . ,  h, k, [n —  1) punktów  w  linii p roslś j; przypuśćm y twierdzenie prawdziwem  
dla (n —  1 ) punktów , ofrzym am y rów ność

(2 ) ab 4 ~ bc —|— cd - j-  . . .  - j -  lik -j— ka —  0 .

N iech będzie l now ym  t. j. nbm punktem  położonym  na linii p ro stć j; jeżeli zauważym y trzy 
punkta a, k, l, otrzym am y, na m ocy  związku ( 1 )

(3 ) ak —j— ki —|- la 0 .

Dodając rów ności (2) i (3) stronami przyjdzie

(tij ab —j— bc — cd —j— hh — ki —j- la 0 ,

gdyż wyrazy ak i ka, rów ne i ze znakami przeciw nem i, oczyw iście zniosą się.

Podanie jest w ięc praw dziw em  dla n punktów , jeżeli je  przypuści się prawdziwem  dla (n —  1 ) 
pu nk tów ; jeżeli to podanie jest praw dziw em  dla trzech pu nktów ; w ięc c t c . ..

IIP  T wierdzenie  zasadnicze  rzu tó w .

13. N iech będzie jakakolw iek linia łamana, płaska albo skośna, którćj w ierzchołkam i po sobie 
flą cy m i są A, B, C, D ,.. .  F, G ; A jest je j początkiem  a G końcem . Linia AG, łącząca początek 
z końcem , zow ie się wypadkową linii łam anej; proste zaś A B , BC, C D ,..., FG są je j skladowemi.

Rzućm y linią łamaną ABC.. .F G  na jakąkolw iek oś dow oln ie  wziętą, i n iech będą A j, B „  Cj. . .F j, G j, 
rzuty w ierzch ołków ; otrzyma się, w edłu g  tw ierdzenia poprzedzającego,

A jB , +  BjCj +  C A  +  4 -  F,Gj 4 -  GjA j =  0,

byle tylko odcinki były uważane ja k o  dodane lub odjęte w edług tego jak one są przebieżone w  jednym  
kierunku lub w in n y m , t. j. byle się tylko miało wzgląd na um ow ę przyjętą co  do znaków rzu tów (9.)
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Lecz

GiA, =  —  A jG j;

rów n ość poprzedzająca stanie się w ięc :

('») A 1G1 —  AjBj —j- B1C, -j— CiD, —[- ... —j- F,Gj.

Otóż A,G, przedstawia co  do w ielkości i co  do znaku rzut w ypadk ow ej; podobnież : A ,B „  B,C,, etc. 
przedstawiają co  do w ielkości i c o  do znaku rzuty składow ych. Ztąd mamy to tw ierdzenie ogólne :

Rzut wypadkowej obwodu jakiegokolwiek wielokąta je s t  równy summie algebraicznej rzutów składowych.

U w a g a . G dy  o b w ó d  w ie lok ąta  je s t  zam knięty , su m m a algebra iczna  rzu tów  sk ła d o w y ch  na osi 

ja k ie jk o lw ie k  je s t  zerem .

I odw rotnie, jeżeli rzut w ypadkow śj, na trzech prostych nierów noległych  d o  tćjże samćj płaszczyzny, 
jest zerem , obw ód  będzie zamknięty. Gdy linia łamana jest płaską, będzie ona zamkniętą jeżeli rzut 
w ypadkow ej, na d w óch  prostych n ierów noleg łych , jest rów ny zeru.

IU. W eźm y okręg koła, którego prom ień  jest rów ny jed n ości; niech będę A początek osi, AB kie
runek łuków  doda tn ych ; a Ox, Oy ,  osie podług których są policzone linie trygonom etryczne dodatne :

N iech będzie M koniec łuku którego A jest początkiem , przedstawim y przez a w artość algebraiczną 
tego łu k u ; uważm y teraz punkt M jako początek drugiego łuku którego N byłby k oń cem : kierunek 
łuków  dodatnych pozostaje ten sam jak poprzedn io; przedstawim y przez b w artość algebraiczną łuku 
m ającego M za początek, a N za koniec. Jeżeli się złączy OM i ON, i gdy z punktu N spuści się 
prostopadłe NP i NH na średnice przechodzące przez początki odpow iedn e A  i M d w óch  łu ków  a i ó ; 
otrzym a się bez w zględu na znak,

Idzie o  w yrachow anie w artości algebraicznych wst(u - j -  b) i dos(a -f -  b) w  funkcyi linij trygono
m etrycznych łu k ów  a i b.

Na d ow ód  tego, uważm y że dwa obw ody  w ielokątów , OHN i OPN, mają jednaki początek O

IV 0 Z asto so w an ie  bo w zo r ó w  trygonometryi prostolinijnej.

NP =  w st(« - f-  b), OP =  dos(a -(-  b)

V

i tenże sam koniec N, t. j. m ają tę samą w ypad k ow ą; rzuty w ięc tych dw óch  obw od ów  na prostą
2
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jakakolw iek są r ó w n e ; zatem niezależnie od  w yboru  osi rzutów  m am y :

(1 ) rz. OP -J- rz.PN =  rz. OH - j-  rz. HN.

Proste OP, PN, OH, HN, dla wyrażenia algebraicznego sw ych rzutów  wzięte są rów noleg łem i do 
dyrekcyi, na których kierunki są wyznaczone w edług u m ów  przyjętych w trygon om etry i; zastosujemy 
tu drugą część podania nru (1 0 ).

R zućm y naprzód na oś Ox.
Rzut OP jest rów ny dostaw ie kąta dyrekcyi dodatnych, t. j .  1 ;  poniew aż kąt dyrekcyi dodat- 

nych jest zerem, pom nożonej przez liczbę wyrażający długość OP ; ta liczba pow inna być poprzedzoną 
znakiem -f- lub —  w edług tego jak linia OP jest przebieżoną w kierunku O x  albo w  kierunku prze
ciw nym  : otóż d o s (a -f -ó )  przedstawia dokładnie tę wartość algebraiczną, poniew aż ta dostawa jest 
dodatną lub odjem ną w edług tego jak koniec P jest po praw ćj lub po lew ej stronie punktu O ; w ięc :

rz.OP =  1. dos(a - j -  b).

Rzut PN jest zerem , poniew aż ta prosta jest prostopadłą do osi rzutu.

Rzut OH jest rów ny dostaw ie kąta dyrekcyi dodatnych, t. j .  dostawie kąta prom ienia OM z O x  
albo dos. łu k A M =  d o s « ,  pom nożonej przez liczbę wyrażającą d łu gość OH, ta liczba pow inna być 
poprzedzoną znak iem -)- lub —  w edłu g  tego jak linia OH jest przebieżoną w  kierunku OM lub w  k ie
runku przeciw nym  : otóż dos.łukM N  albo d osó  przedstawia dokładnie tę w artość algebraiczną, 
poniew aż ta dostawa jest dodatną lub odjem ną w edług tego jak kon iec H jest m iędzy O i M lub na 
przedłużeniu prom ienia MO, t. j .  po praw ćj stronie punktu O ; wdęc :

rz. OH =  dos a. dos b.

RzutH N  jest rów n y  dostaw ie kąta dyrekcyi dodatnych, t . j ., dostawie kąta prom ienia OK z OX, albo

dos^łuk A M -f~— j  =  (los ^ 2  ~STa j ,  pom nożonej przez liczbę wyrażającą długość HN, ta liczba pow inna

być poprzedzoną zn a k iem -[-lu b  — w edług tego jak linia HN jest przebieżoną w  kierunku OIv lub- 
w  kierunku przeciw n ym ; otóż wstawa łuku MN albo w s tb  przedstawia dokładnie tę w artość alge
braiczną, poniw aż ta wstawa jest dodatną lub odjem ną w edług tego jak  linia HN jest z tej samej 
strony jak prom ień  OK albo z innćj stron y ; w ięc

rz. HN =  dos (i a) ‘WS*
Zastępując, w  rów n ości (1), te rzuty przez ich w artości, ma się w zór następujący :

(2°) dos(«-| -ó) = d o s  a d osó  — w st a wst b\

który znajduje się tym tposobem  uzasadniony w  całej swej og ó ln ości.
Jeżeli rzucim y teraz na oś Oy ,  znajdzie się, rozum ując jak p o w y ż e j:

rz.OP =  O, rz. PN =  1. wst (a - ) - b),

r z .0 1 I =  dos (a  —  dos Z*; rz. 1IN =  dos a. wst 6 .

Podstawiając te w artości w  rów ności (1) otrzym uje się drugi związek ogóln y  : 

(3°) w st (« b) =  wst a dos b -|- wst b dosa.
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O F U N K C Y A C H  J E D N O R O D N Y C H .

§ i. _  WŁASNOŚCI FUNKCYI JEDNORODNYCH.

Określenie . Funkcya w ielu  zm iennych x , y , z , . . . .  nazywa się jednorodną jeżeli zastąpiwszy te 
zm ienne przez ilości proporcyonalne \ x ,\ y , I ż ,. . . .  now a funkcya otrzymana jest tosam ościow o równy 
dawnój pom nożonej przez pew ny potęgę X, t, j.  ̂ że

m jest stopniem jednorodności.

W szelka funkcya samych stosunków  zm iennych jest funkcyy jed n orod n y  stopnia z e r o ; gdyż ma 
się w idocznie :

Odwrotnie, wszelka funkcya jednorodna m oże być  sprow adzony do funkcyi nie zawierajycćj
1

w sobie jak tylko stosunki zm ienne; rob iąc, w  rzecy samej, x =  -  w  tosam ości (1 ), znajduje się

1° P ochodne funkcyi jenorodnycii.

16. P ochodne częściow e jakiejkolw iek funkcyi jednorodnej są jed norodne.

W eźm y, w  rzeczy samej, pochodn e w zględem  x  dw óch  stron tosam ości (1 ); zakładając:

\x =  u, ly  —  v , \ z = .  w, e tc ...

Stosując tw ierdzenie funkcyi złożonych , przyjdzie :

(1 ) / '  i lx ,  \y, A Z ,....)—  \mf (x ,  y , z , . . . } ;

a lb o

albo
> /„ ( « ,  v, w ,...)  =  xm f 'x { x , y , z , ...)-,

(2) f 'u(\x, X//, xz ,...) =  \m~ 'f 'x(x , y , z , .. .) .
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Otóż funkcya f\,Qx,Xy, I z ,- . .)  jest złożoną c o d o  x x ,\ y ,\ z ,. . .  jak funkcya f 'Ą x ,  y ,  z , . . . )  nią jest 
c o  do x , y , z , . . . ;  tosam osć (2 ) wyraża w tedy że zastępując w  pochodn ej f x, x , y , z , . . .  przez 
)x ,\ y ,  X z,..., nowa w artość funkcyi jest rów ną dawnój pom nożonej przez X"‘—1 ; w ięc  pochodne 
częśc iow e  są jed n orodn e i stopnia (m —  1 ).

11°. T w ierd zen ie  funkcyi jednorodnych.

17. Jeżeli jakakolw iek funkcya jest jed n orod n ą , summa iloczynów  każdej pochodn ej częśc iow ej 
przez zm ienną odpow iedn ą jest rów ną funkcyi pom nożonej przez stopień  je d n o ro d n o śc i.

Jeżeli zauważym y na przykład, funkeyę jednorodną f  [x , y ,  z), otrzyma się

(3) x f \  - f  y f j y - f  z f 'z —  m f {.x , y , z].

T o ważne podanie może się uzasadnić w ielu  sposobam i.

l 5' e D ow odzen ie . Na m o c y  ok reś len ia  fu n k cy i je d n o r o d n y c h , ma się to ż s a m o ś ć ;

f[\x, Xy, Iz) =  X'"f(x, y , z) ; 

zastąpmy w tej tożsam ości X przez (1 - j -  w), otrzym am y:

f ( x  - j -  w£, y  -f-  wy, z - j -  wz) = (1 - f -  w)mf(x ,  y ,  z).

Jeżeli teraz rozw iniem y pierwszą stronę, podług  w zoru  Taylora , a drugą, podług w zoru dw um ianu, 
tożsam ość poprzedzająca będzie się m ogła napisać :

f  {¡o, y, z) + w  [/'* +  yf'ij-f- zf'z] -f- —  'mJ c zCi.t " ™ -\-‘ły zf"Vz - \ - ‘ł x z f x z - \ - ‘lx y t"x v \-\-£ te ."

=  / > ,  y , z) - \ - ~  f [x ,  y ,  2) +  w2 f ( x ,  y ,  z) +  e tc ....

A  poniew aż ta ostatnia tożsam ość ma m iejsce dla jak iegokolw iek  bądź w, spółczynniki tychże sam ych 
potęg w m uszą b y ć  ró w n e ; zkąd, wypada naprzód :

x f'*  +  y f v  +  ZF* =  mA x > 2/> z)•

G. B. D. D.

M ożnaby by ło  w yw ieść inne związki w ypływ ające w reszcie z tego związku któryśmy już pow yżej 
uzasadnili.

Drugie  dow odzenie . W eźm y zawsze jako punkt w yjścia tożsam ość

/(X x , xy, xz) —  \mf [ x ,  y ,  z), 

załóżm y : xx, —  u, xy =  v, Xz =  tu ;

tożsam ość poprzedzająca napisze s i ę :

f{u , V, tu) =  l mf { x ,  y ,  z).
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W eźm y p och od n y  dw óch  stron w zględem  stosując jeszsze twierdzenie funkcyi złożonych będzie:

xfn [u , v, w) -\ -yf'v {u , v, iv) -\-zf'w[u, v, w )— m y , z).

Lecz f {u ,  v, w) jest złożoną co  do u, v, w jak  f { x , y ,  z) jest nią co  do x ,  y ,z \  a zatem, jeżeli się 
zrobi X =  1 , funkcye f 'u, f'v, f w, staną stę od pow iedn io  f  f',j f\ ; i tosam ość poprzedzająca zmieni 

się na tożsam ość:

x f'Ą x , y , z) Ą -y  f 'y{x i y ,  z) +  zf'Ą x , y , z ) — m f { x ,  y ,  z ) ; 

to daje tłóm aczenie tw ierdzenia w ysłow ionego,

§ 1 1 .—  W YKREŚLENIE W Y RAŻEŃ  JEDNORODNYCH.

18. Poczniem y od  sprawdzenia rzeczyw istości podania następującego:

Gdy ma się związek m iędzy liniam i jakiejkolwiek figu ry, z których żadna nie była wziętą za jedność, 
pierwsza strona tego związku je st  koniecznie funkcyą jednorodną.

T o podanie jest następstwem bezpośredniem  własności następującej którą będziem y uważali za 
oczyw istą :

« Jeżeli m iędzy liniami jakiejkolwiek figury istnieje związek, nie przestanie on istnieć jeśli jed n ość  
» długości zostanie zm ienioną. »

Oczywistość tej w łasności wynika ztąd że rozum owania jakich  się używa dla otrzymania związku są 
całkiem  niezależnemi od  jed ności d ługości.

To przypuściw szy, jeżeli związek ma m iejsce m iędzy liniam i A ,B ,C ,D ,... jakiejkolw iek figury; ten 
związek będzie miał jeszcze m iejsce ieżeli wybierzem y jedną z nich za jed n ość, A na przykład. 
Niech będą w tedy b „  ct, d „  miarami linii A , B, C ,.,. ,  otrzyma się związek kształtu:

( 1 ) f [ b i, cu d„ . . . )  =  0.

Jeżeli teraz odniesiem y te linie do jed ności jakiejkolw iek, i gdy a, b, c, d ,... będą ich miarami 
odpow iedn iem i, znajdzie się r ó w n o śc i:

a  1  a 1

1 bt ’ c ct ’
zkąd :

(21 b{ =  -  (“! =  - ,  e tc ... .
a a

gdyż stosunek dw óch  w ielkości jest rów ny stosunkow i ich miar, jakąkolw iek jest jed ność wybrana. 

Mając wzgląd na w artości (2 ), związek (1) stanie się :

związek którego pierwsza strona jest oczyw iście funkcyą jed norodną (15). W iec.



U w a g a  I. W idzim y przez to że jeżeli związek geom etryczny nie jest jednorodnym , co  się nie 
przedstawia jak tylko w tedy gdy się w eźm ie jedną z linii figury za jed n ość , przyw róci się jed n orodn ość

b czastępując litery bl} cu ... do  związku w ch odzące przez stosunki - ,  a jest długością dow oln ie

wybraną.

U w a g a  II. Kąt ma za miarę stosunek łuku odpow iednego (o  ile m ożna dokładnie w yprostowanego) 
do prom ien ia ; funkcya trygonom etryczna jest stosunkiem pew nej linii do prom ienia. K ąty ifu n k cye  
trygonom etryczne są w ięc liczbam i, i, w  zastosowaniu zasady jednorodności, będzie potrzeba nie- 
zważać na litery które je  przedstawiają.

19. Idzie teraz o  otrzym anie wykreślenia, w yrażenia algebraicznego danego, za pom ocą  liniału 
i cyrkla. O graniczym y się oczyw iście w  tćj nauce na samem wykreśleniu wyrażeń jed norodnych  Iff0 

stopnia, t. j . ,  przedstaw iających długości. Przez to, wyrażenie 2?“ stopnia będzie m ogło  się spro
wadzić do iloczynu d w óch  linii, i będziem y m ogli wykreślić bok kwadratu rów now ażnego temu pro
stokątowi. W yrażenie 3?" stopnia będzie m ogło  się sprow adzić do iloczynu trzech linii: lecz w ykreślenie 
zatrzyma się w  tym  punkcie ; gdyż dow odzi się że nie można otrzym ać boku  sześcianu równow ażnega 
ob jętości danej za pom ocą  liniału i cyrkla.

Zrob im y przsg ląd  różnych kształtów wyrażeń l i 0 stopnia które m ożem y wykreślić.

Przypuśćm y że się umie w ykreślić bte, 3cie i średnio proporcyonalne.

20. Z agadnienie  I. W ykreślenie  w yrażeń  w ym iernych .

Isey P rzypa d e k . Jednomian Is° stopnia.

Niech będzie x — ^ — \ to wyrażenie m oże się n ap isać: 
mnp

 a b cd t
m ’ n p ’

1 ^ ROZDZIAŁ II.

jeżeli teraz założymy kole jn o :

b ę d z ie :

cd bc, , ab,
— = c 4, — ~ b  t, —  =  at, 
p n m

x  =  « i ;

otrzym am y przeto a, wykreślając kolejno za pom ocą  tilJch p roporcyonalnych , linie c „  bi; 

U w a g a  I. Gdy jednom ian przedstawi się p od  kształtem prostym  :

m-x — a — ,
nL

wykreśli się go  łatwiej, opierając się na tćj w ła sn ości: « kwadraty z boków  kąta prostego trójkąta 
» prostokątnego są w  tym samym stosunku jak ich rzuty na przeciwprostokątnśj. »

Dla otrzymania tych rzutów  dość jest naprzód w ystaw ić trójkąt prostokątny w  którym  są w ia d o m e : 
dwa boki kąta prostego i kąt prosty m iędzy niemi zaw arty; p o  czem , prostopadła spuszczona z w ierz
ch o łk a  kąta prostego na przeciwprostokątną wyznaczy na tćj linii dwa odcinki, które będą oczyw iście
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rzutami szukanemi dw óch  boków  kąta prostego na przeciwprostokątnćj tym sposobem  w ykreślonej. 

Uwaga II. Jednom ian jakikolw iek M stopnia m będzie m ógł się sprowadzić d ok sz ta łtu :

(1) M =  K > -i. I,

Ii jest linią dow olną a I linią określoną przez rów n ość :

¡NI(2) 1 =
K " - ‘  ’

która pozw oli wykreślić I.

I tak niech będzie M =  abcdm, jeżeli założym y :

M =  K3 1,

wykreślimy I za pom ocą  wyrażenia :

T abcd

U w aga III. W ielom ian jed n orodn y  stopnia rn będzie m ógł się zawsze sprow adzić do kształtu :

K “1- 1 1,

K jest linią dow oln ie wziętą.

Niech będzie, w rzeczy sam ej,

P =  A - f  B —  C,

A , B, C, są wyrazami stopnia m ; będziem y m ogli, podług uwagi poprzedzającej, za łożyć:

A =  K"— 1 a, B —  Km_1 b, C —  K " - ‘ c ;

zkąd wypada
s

P =  K » - ‘ {a-Ą-b— c) —  K™ -1 1.

2s‘ Przypadek . Ułamki wymierne.

Niech będzie x —  ^ ;

M i N są w ielom ianam i jednorodnem i stopni odpow iednych  m i (m — 1); będziem y m og li, na m ocy  
uwagi (III), za łoży ć :

la, N = / c ”‘- '2 ó ;

zkąd w yp a d a :

 km la  k a .
X h™= Ę  ~~ J  ’

w y r a ż e n i e  k t ó r e  w y k r e ś l i ć  u m i e m y .



21. Z agadnienie  II. W ykreślenie niewymiernych  le ° stopnia .

Same niew ym ierne jakie m ożem y w ykreślić są te których wskazówka pierwiastku jest potęgą 
liczby 2 .

I « j  Przypadek. Pierwiastki kwadratowe.
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Niech dędzie a:2 =  ^  albo x  =
N

M i N są w ielom ianam i stopni od p ow iedn ich  m i (m — 2).

M ożemy założyć, podług uwagi III nru (20)

M =  A"*- 1  u, N =  km~3 b ;

zkąd w yp a d a :

km~ l a  k -a .
X' ~  km- * b ~ l T ’

Otóż, będzie m ożna w ykreślić łatwo x ,  gdyż zostaje się przywiedzionym  do rozwiązania tego za
gadnienia Geom etryi elem entarnej:

« Znaleść kwadrat któryby się miał do kwadratu danego w stosunku dw óch  linii prostych danych. » 

2«' P rzypadek . P ierw iastki wskazówki 2".

Niech będzie x i ‘ = M ,

M jest w ielom ianem  lub ułam kiem  w ym iernym  jed norodnym  stopnia 2".

M ożem y jeszcze założyć, a i k są jak pow yżej liniam i,

M = A 2”- ' a ;

a tćm  sa m em :

x r = k * ' ~ i a k = k i" - -b -  zakładajc b1 —  ak.

W yciągająe pierwiastek kw adratow y otrzym am y:

x 2 =  A'2 - 1  b = k i~ 2 bk— k2—2 c2, zakładając c- =  bk.

W yciągając na n ow o pierwiastek kwadratowy, ma się :

x 2 —  A2 - 1  c =  A'2 -2 c k — k-—'2d2, zakładając, d'2— cA.

K ontynując tym sposobem  raz po raz, przyjdzie się do rów n ości ostalecznćj :

w y r a ż e n i e  k t ó r e  w y k r e ś l i ć  u m i e m y .

« *  =  * .  I ;
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3ci Przypadek. Pierwiastek, wskazówki 2", z liczby N.

17

Niech będzie

N jest liczbę, w eźm y za jed n ość  linia, jakakolw iek K , będziem y m ogli w tedy napisać

potćm  założyw szy:

p rzy jd z ie :

x r  — k ? - 1 a ;

tym w ięc sposobem  jesteśm y przy wiedzeni do przypadku poprzedzającego.

22. Z agadnienie  III. W ykreślenie  F unkcyi trygonometrycznych .

Niech bodzie x  —  aF,

a jest linię, a F funkcyę w ym ien ię  lub pierw iastkiem , skazówki 2n, linii trygon om etryczn ych .
Nakreślmy koło  prom ienia R i koło  spółśrodkow e prom ienia je d e n ; linie trygonom etryczne łuku 

a, w sta , s t « , na przykład, bodę m ogły  być  zastępionem i przez stosunki:

p , q , R sę lin ia m i; będzie się w ięc w  ten sposób przyw iedzionym  do kształtów ju ż starannie 
w ykonanych.

23. T o  roztrzęsanie pokazuje nam m ożliw ość wykreślenia wyrażeń ogóln ych  starannie rozebranych  
w  zagadnieniach poprzedzających. Lecz potrzeba nieraz um ieć korzystać z kształtów szczególnych 
jakie m ogę przedstawiać wyrażenia dane, ażeby tylko m ożna by ło  jakim kolw iek  będź sposobem  
uprościć w ykreślenie. Damy, w  tym rodzaju, kilka przykładów  następu jęcych :

Z agadnienie  IV . W ykreślić  w stm.r.

Zakreślm y k oło  którego prom ieniem  jest jed n ość , weźm y łuk rów ny na x ,  i w ykreślm y je g o  w staw ę,

niech będzie MP =  wstat. Z punktu P spuśćm y prostopadła PP, na OM, otrzym a się :

M P | = M P d o sO M P = w sta : w s ta := w s t 2a:.
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Z punktu P, spuśćm y P 1P2 prostopadłą na M P, przyjdzie:

MP2= M P ,  d o s O M P = w s t2« w s t x = w s t 3x .

K on ty n u jąc  tym  sp o so b e m , w yk reśli się p o tę g ę  ja k ą k o lw iek  w s t# .

W idoczna że linie MP, M P,, MP2, MP3,  maleją nieograniczenie kiedy m  wzrasta, t. j . ; że
gr. wst” x  =  0 .

24. Z agadnienie  V . '  W ykreślić stmx.

Łuk x  przypuściwszy w ykreślonym , otrzyma się A T ,= s t a : ;  w eźm y na OA, OA 1 =  AT1; dla 
w ygodn ego wykreślenia poprow adźm y T,ti rów noległą  do AO, i odb ijm y punkt t, na OA.

Przez punkt A , poprow adźm y A ,T 2 prostopadłą do OA, i przedłużmy aż do je j spotkania się

h,

h  
*1

\

O zT,, o trzy m a  się

A , ^  =  O A ,s tx  = s t 2a:.

Przez punkt To poprow adźm y Toto rów noleg łą  do OA; i odbijm y to na OA w A.2) potem  p ro 
wadźm y A 2T 3 prostopadłą do OA, otrzyma się

A2T3 =  OA2 st x  =  st3,/;;
i tak d a ló j:

Jeżeli łuk x  >  45°, punkta A i,A 2,.. .  są po prawej stronie punktu A; rzecz przeciwna m a m ejsce  
jeżeli a; < 4 5 ° ;  w h «  przypadku gr.st.»iar — = » ;  w  2g'“» przypadku, gr.st"\z-= 0 ,  kiedy m  wzrasta 
nieograniczenie.

U w a g a . M ożna w y c ią g n ą ć z tą d  w yk reślen ie  s to s u n k u :

a i b są liniami danem i, dosyć na to , w  rzeczy sam ej, założyć
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luk x  będzie m óg ł się w ykreślić za p om ocy  dw óch  linii danych, i będziem y sprowadzeni do zagad
nienia poprzedzającego.

25. Z agadnienie  VI. Podzielić linia prosta AR w stosunku ró w n y m  w s ^ .
J wstg

W  tym celu , poprow adźm y przez A i B proste AM i BM tworzące, z AB kąty a i 6 : nakrćślmy

M

Dla wykreślenia linii kolejno w prow adzonych , w eźm y na kącie prostym  OA =  a , OB —  b', złączmy

dw ój sieczną MI kąta AMB, otrzym am y:

AT _ M A  wsg .
BI —  MB w st«'

punkt I rozwiązuje pytanie.

W eźm y przypadek szczególn y: ¡/a8~\-b8. Załóżm y k o le jn o :

a2 =  \b, X1 =  pb, u.2 - j -  b'1 =  p-;

wyrażenie (a8 - f -  b8) sianie s ię :

ó4(X4 - j - / / ) ;  , potem  Z»G(p-2 - f -  b‘l) ; i nakoiec b6p-.

otrzyma się w ięc :

\/a8 —|— 68 —  ó3p =  ó2c2; zakładając bp =  c2;

p o te m : 
zkąd

)/a8 - 1-  b8 = b c —  d- założywszy bc =  d'2;

f  a8 - f  bs =  d.

L
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AB, i niech będzie  AL prostopadła do AB, otrzym am y OL =  X. O dbijm y OL na OA 
złęczm y L,B, i n iech  będzie L,M  prostopadła do L,B, otrzym am y OM =  ¡¿. O dbijm y OM 
w  Mi, otrzym am y B M = p .

W ykreślen ie linii c i d w ykona się bez trudności.



R O Z D Z I A Ł  III .

Z M IA N A  S P Ó Ł R Z Ę D N Y C H .

§ I. —  W ZORY ZMIANY.

27. Zajm iem y się tu tylko spółrzędnem i Karteżyańskiemi.

Dajmy naprzód w yobrażenie o  tern co  się rozum ie przez równanie krzyw ej. Przypuśćm y, że b iorąc 
x  i y  za spółrzędne punktu jakiegokolw iek płaszczyzny, znalazło się m iędzy tem i ilościam i związek.

(1 ) f { x ,  y ) =  0 .

W artości odpow iedn ćj danej na x  odpow iada w  ogóln ości w artość rzeczywista na y ;  w reszcie 
m ożna zawsze przypuścić, że, dla ilości x  zm ieniającej się między pew nem i granicam i w  sposób 
ciągły, otrzyma się szereg ciągły wartości dla y ;  jeżeli w ięc wykreśli się punkta odpow iedn e tym 
rozwiązaniom , otrzyma się na płaszczyźnie szereg ciągły pu nk tów , których ogół nosi nazwisko 
k rzyw e j; równanie (1 ) nazywa się równaniem krzyw ej.

Odwrotnie, mając dane określenie geom etryczne krzyw ej, m ożna zawsze znaleźć związek m iędzy 
spółrzędnemi punktu jakiegokolwiek  tej k rzyw ej; tym sposobem  otrzyma się równanie krzyw ej.

Geom etrya Analityczna jest zupełnie zawarta w tych  dw óch  pytaniach zasadniczych.

1° Mając dane równanie krzyw ej, w yprow adzić z niego kształt i w łasności tej krzywej.

2° Odwrotnie, m ając dane w łasność lub określenie krzyw ej, znaleść je j równanie.

Mając dane równanie k rzy w e j:

f ( x ,  y ) —  0 ,

równanie w  którern x  i y  przedstawiają spółrzędne jakiegokolw iek punktu w zględem  dw óch  osi 
O^ i Oy ,  m ów i się, że krzywa jest odniesioną do osi 0.r i 0 y . Otóż będzie często korzystnie 
odn ieść tę krzywą do innych osi dla których je j równanie stanie się prostszćm ; to pytanie będzie 
m ogło  się rozwiązać, byle się tylko znało spółrzędne pierw otne jakiegokolw iek punktu w  funkcyi 
spółrzędnych tegoż sam ego punktu w zględem  now ych  osi: taki jest przedm iot w zorów  zmiany 
spółrzędnych.
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1° Z m iana  początku .

28. Przypuści się n ow e osie 0 'x ', O'y ', rów noległe do dawnych Oar, Oy ;  m ów i się w tedy że osie 
zostały przeniesione rów n o leg łe  do p ierw otnego ich położenia.

Niech będzie M punkt płaszczyzny, x  i y  jeg o  spółrzędne względem osi Ctr i Oy ;  jeżeli x' i y' 
są spółrzędnem i tegoż samego punktu w zględem  now ych  osi; i gdy a i b są spółrzędnem i now ego 
początku, otrzyma się:

OP =  OH -|- 0 'P '

MP =  0 'H  - j -  MP',
zkąd

( 1 )  [ x  =  a +  x',

(  y  =  b 4 -  y'.

Rozbierając wszystkie położenia punktu w zględem  osi i różne położenia w zględne tychże samych 
osi, przyjdzie się do sprawdzenia że wzory (1 ) są ogólne , byle się tylko miało wzgląd na um ow y przyjęte 
co  do znaków spółrzędnych.

11° Z m iana  ogólna.

29. Przypuśćm y że jakikolw iek punkt został w yznaczonym  w zględem  d w óch  osi Ox i Oy  których 
kątem jest 0 ; n iech  będzie M ten punkt, a x  i y  je g o  spółrzędne w zględem  tych dw óch  os i; za
danie polega na tem  aby znaleźć spółrzędne tego punktu w zględem  dw óch  now ych  osi Ox', O'y', 
które określim y sposobem  następującym :

P ołożen ie  n ow ego początku O' będzie w yznaczonem  przez swe spółrzędne w  daw nym  układzie, które 
przedstawim y co  do w ielkości i co  do znaku przez a i b, a jest odciętą , b rzędną; damy sobie nadto

,kąt now ej osi dodatnej Orx' z dawną osin dodatnn O x, niech będzie a. —  (0 'x ', O .c); i kąt now ej osi

dodatnej rzędnych, 0 'y ’ , z dawną osią dodatną od cię tych , 0 .r, niech będzie 6 =  (O 'y ', Ox).

P oprow adźm y spółrzędne now ego początku O', OH i HO'; nakreślm y także spółrzędne punktu M 
w daw nym  i now ym  układzie o s i; tak że nie zważając na znaki, otrzym a się:

I OH —  a , ĆOP =  a:, (  0 'P 1 =  x\

(H O ' =  ó ; (M P  — y ,  ( MP* —  y ' .

Idzie o znalezienie d w óch  zw iązków  m iędzy ilościam i x ,  y ,  x ' ,  y ' i danem i a, b, « ,  6, 0. Otóż 
m am y dwa obw ody  w ielokątów

OPM, OHO'P'M
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m ających  tęż samą w ypadkow a OM; jeden  z tych o b w od ów  składa się z dawnych sp ółrzędnych ,

drugi z n o w y ch ; rzucając je  na oś jakąkolwiek, otrzym am y:

(1) rz. OP - j-  rz. PM == rz. OH -j-  rz. HO' -f-  rz. O T ' - j -  rz. P M.

Chcem y wyznaczyć x  i y ,  składowe 1 ‘J° o b w o d u ; dla otrzymania ich , zrobim y pew nego rodzaju 
rugowanie geom etryczne, wybierając z kolei za osie rzutu proste w zględnie prostopadłe do O j  i O y,

Poprow adźm y OX prostopadłą do Oy i z tćjże samej strony jak O j, potem  OY prostopadłą do 
O j  i z tćjże samej strony jak Oy ;  ma się ró w n o ść

^  ir
,rOX =  z/OY =  0,

przypuszczając kąt 0 ostry.

Rzućm y naprzód na OX.

Rzut 0 'P ' jest rów ny dostawie kąta dyrekcyidodatnych , t. j . ,  d o s (0 'x ', O X )a lbo d o s (O V , O j - f  O j,  OX) 

lub nakoniec d os^ « - j -  ^  —  0 j  pom nożonej przez liczbę mierzącą 0 'P ', ta liczba jest poprzedzoną zna

kiem - j -  lub —  , w edług tego jak  długość 0 'P ' jest przebieżoną w  kierunku 0 'x '  lub w  kierunku 
przeciw nym ; otóż x ’ przedstawia tę w artość algebraiczną, poniew aż odcięta x' będzie dodatną lub 
odjem ną, w edług tego jak koniec P1 będzie na 0 'x ’  lub na przedłużeniu osi O Y ,  t. j . ,  w edług jego  
jak długość 0 'P ' będzie przebieżoną w kierunku dodatnym  lub od jem n ym ; w ięc

r z .0 'P ' =  x ’ dos ( « + - •

Toż samo rozum ow anie nam d a je :

rz.P 'M  =  2/ 'd o s ( 6 +  -  —  0 ).

Znajduje się bez trudności: rz. O P = J w s t 0 ;  rz.M P =  0;

rz. O H = a w s t 0 ;  r z .H O '= 0 .
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Podstawiając w artości któreśm y otrzymali w  rów n ości (1), będzie:

( 2) x  w st0 =  aw ste  -\-af w st(0 —  <*)-\-y' w st(0  —  ? ).

R zu ćm y  teraz na oś OY, rozu m u ją c ja k  pow yżej, zn a jd u je  się:

rz. OP =  0,

rz. PM =  y  wst0,

rz.OH  =  0,

rz.H O ' =  ów st0,

rz. O T ' =  x '  dos^a —  ^ ,

rz.P 'M  =  y 'd o s ie  —  | Y

rz. O T ' =  x '

Podstawiając te wartości w  rów ności (1 ), przyjdzie :

(3) y  wstO =  b vvst0 - j -  a /w s t «  - j -  i/w stG .

Aby dow odzen ie by ło  zupełnie ogó ln śm , potrzeba byłoby  jeszcze rozebrać przypadek w którym  
kąt 0 daw nych osi jest rozwarty. Roztrząsanie to wykonawszy, znajduje się że wzorami ogólnemi 
zmiany spółrzędnych  są:

A w ięc gdy f ( x ,  y ) =  0 jest rów naniem  krzyw ćj odniesionej do  osi O r i Oy ,  otrzyma się równanie 
tejże samćj krzywej odniesionej do  n ow ych  osi O V  i O'y ' (okreśionych względem  daw nych ), zastę
pując w  danćm  równaniu x  i y  przez ich w artości (II).

111° P rzypadki szczególne .

30. 1° Nowe osie są równolegle do  daw nych i skierowane w  tymże samym kierunku.

Potrzeba w tedy zrobić w e w zorach  ogóln ych  (II)

(U)

a =  0 ,

otrzym am y tak w ięc wzory (I)

x  =  a - j -  x '

y  =  b -\ -y ',

które, tym sposobem , znajdują się uzasadnione w  całej swej ogólności.
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2 ° l szy układ jest prostokątnym  a 2s; pochyłym . W tedy 0 = 5 ,  a w zoram i zmiany dla przejścia 

z układu prostokątnego do układu p och y łeg o , są

w zoram i zaś, dla przejścia od  układo prostokątnego do innego układu prostokątnego s ą :

Kiedy dwa układy będą miały tenże sam początek, dosyć w prow adzić do w zorów  poprzedzających

IV0 Odległość dwóch  pu n k t ó w .

31. Mając dane spółrzędne (x , y )  i (x ', y ') dw óch  punktów  M i M ', znaleźć od leg łość  tych dw óch  
punktów.

t sza M e t o d a . Przypuśćm y dwa punkta odniesione do dw óch  osi jak ichkolw iek  - O x  i O y  których 
kątem jest 0 ; poprow adźm y spółrzędne tych punktów  i złączm y MM'; otrzym am y tym  sp osobem  dwa 
o b w od y  w ielokątów

OP'M' i OPMM', 

m ających tęż samą w ypadkow ą OM'; O, początek ; M' koniec.

Jeżeli oznaczym y przez a i 6 kąty prostćj MM' z osiami O x  i 0 y , i gdy rzucim y kolejno te dwa
U

 ̂ x  =  a - f - d o s a >/ dosS, 

 ̂ y  =  b - j -  x ' w st«  - j -  y  wstS.

3° 1szl układ jest pochyłym  a 2s* prostokątnym :

W tedy £ —  «  =  ^ , gdy  kierunek obrotu , aby pó jść  od  0 ’x '  ku 0  'y jest k ierunkiem  kątów d o -  

datnych, wzoram i zaś, dla przejścia od  układu p och y łego  do układu prostokątnego są :

(IV )

4°. Dwa układy są prostokątne:

W tedy

(V) S' x  =  a - j -  a 'd o s a  — y' wsta,

, y  =  b - ( -  a.-'w s ta  Ą - y' d o s a.

założenia

b —  0 .
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ob w od y  na trzy osie O x, Oy, MM', biorąc za kierunek dodatny rzutów  na MM' kierunek w  którym 
elem ent MM' przypuszcza się być przebieżonym , otrzym am y:

rzucając na O x : x' - j -  y 'd o s 0  =  x  - j -  ydosO  -f -  Z dos«,

rzucając na O y: a-'dos0 -\ -y ' —  a:dos0 - \ - y Z dosg,

rzucając na MM': # 'd o s a -| - y 'd o s £  =  # d o s a  -f -  z/dosS —(- Z;

rów ności w  których Z przedstawia d ługość bezw zględną M M '.

Związki poprzedzające m ogą się napisać:

f  (x' —  x )  - f -  (y ' - j -  y) dos 0 =  l dos a,

(1) Z [x> — x )d o s 0 - j -  ( y ' — y) =  Zdosg,

(  {x' —  x )  dos a — (y'  —  y )d o s g  =  Z.

Między tem i trzema rów naniam i w yrugujm y dosa i dos6, w  tym celu  pom nożm y ostatnie przez 
Z, i zastąpmy w  niern Z dos«, ZdosS przez wartości które dostarczyły dwa pierw sze, przyjdzie:

(2) l1 —  MM' == {x ' —  x )2 -J- (y' —  y )2 - f -  2 (x ' — x )  (y' —  y) dos0,
a lb o

( 3 ) l —  MM' =  ±  \J(x' —  —  y )2 +  2 (x ' —  x ) (y '  — y )d o s0 .

W  przypadku w  którym  osie są prostopadłe, 0 =  ^ 5  ma się w ted y :

(U) 1-2 =  -  x y  +  {y' -  y f

albo
(5) Z =  M M '=  ±  \/ (x' -  X)2 +  (y ' -  y )\

2sa Metoda. Jeżeli zauw ażym y trójkąt MM'H, ma się:

m f  —  P —  M K  - ) -  M d l “ —  2 M H . M d i .  d o s ( M H M ') ;
otóż

MH = x '  —  x .

M'H =  y ' - y ,

MHM' =  n  —  0 ;

w ięc MM' —  (x ' —  x ) -  - f -  (y ' —- y )2 +  2 ( « ' —  x ) (y '  —  y )d °s 0 .
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Pierwsza m e t o d a  fest w tym względzie prawdziwie korzystną że prowadzi bezpośrednio do wzoru
zupełnie ogólnego , poniew aż ona opiera się n ateory i ogólnćj rzu tów ; podczas gdy druga wym aga
rozbioru  różnych położeń  w zględnych, jakie m ogę przedstaw iać punkta M i M' w zględem  osi.

32. Jeżeli jeden  z punktów  uważanych jest początkiem  społrzędnych, M', na przykład, potrzeba 
przypuścić x '  =  0, y ' =  0 ; wzory (2) i (4) przyjmą kształt szczególny:

(6) /-  =  i;2 - j -  y 2 - j -  2.z;ydos9; (osie ’pochy łe );

(7 ) —  x i yi- (osie prostokątne).

Te wzory dają od leg łość  punktu M czyli * (x , y )  od  początku społrzędnych .

33. U w aga. W zory  (3) i (5) dają w artość na l  z podw ójn ym  znakiem , co  nie przedstawia n ie ' 
dogodności, jeżeli się tylko żąda bezwzględnej wartości od leg łości. Lecz, w  m nóstw ie okoliczności, 
odcin ki leżące na jakiejkolw iek prostój pow inny być uważane jak o dodatne lub odjem ne stosow nie 
do tego jak je  się liczy w  pew nym  kierunku lub w  innym .

Otóż, związki (1) pozw olą napisać, bez dw uznaczności, od leg łość  MM' co  d o  w ielkości i co  do 
znaku, wypada zląd, w  rzeczy sam ćj,

dosa  i dosS są dostawam i kątów linii MM' z osiami dodatnem i Oz: i O//, i w  tym przypadku, 
w artość MM', przypuszczona ¡dodatną, jest daną przez jedną lub drugą z rów n ości (8 ). Dostawy 
kątów  linii M'M z osiami będą  oczyw iście —  d o s « , — d o s § ; d ługość odcinka M'M, który podług 
naszej u m ow y, jest odjem nym , poniew aż on jest przebieżonym  w  kierunku przeciw nym  od  poprze
dzającego, będzie miała na w artość bezw zględną (—  M'M albo —  / ) ;  z drugićj strony, ta w artość 
bezwzględna będzie dostarczoną przez w zory (8) w  których zastąpi się dos a i dos § przez — dos a 
i — dosS; otrzyma się w ię c :

gdzie rozpoznaje się w idocznie kształt (8).

WięCy przyjm ując  a i 6 za kąty d yrekcyi dodatnej jakiejkolwiek prostej z osiami spółrzędnych , 
długość odcinka MM' [którego początkiem je s t  M czy li (x, y) a końcem M' czy li  (x ',  y ')] będzie daną co 

do wielkości i co do znaku przez wzory :

to jest że w artość na l, dostarczona przez te w zory, będzie dodatną lub od jem n ą, w edług tego jak 
odcin ek  MM' będzie skierowany w pew nym  kierunku lub w  innym  na prostej uważanćj.

W  przypadku osi prostokątnych, to pytanie będzie rozwiązanćm  za p om ocą  w zorów

(8) MM' =  l —
(x '  —  x )  -f-  (? / —  y )  d os9  ( x j a :)d os0 -f-  (y1 —  y )  _ 

dos 6dosa

j  (x ' —  x )  - f -  [y’ —  y ) d o s 0  {x ' •—  ar) d o s 6 - f ■ [y ’ —  y)
—  d o s a  —  d osS

(9)
MM' _  i _  (* ' —  x ) +  W  +  y)dos 8 _  {x ’ —  x )  d os 9 - j -  (//' —  y)

(1 0 )
dosa  dosg



2 8 ROZDZIAŁ III.

§ II. -  K LASYFIKAGYA K RZYW Y CH .

34. Rozróżnia się krzywe na krzywe algebraiczne i na krzywe przestępne, w edług tego jak równanie 
które je  przedstawia jest sam o przez się algebraicznem  albo przestępnem . Zajm iem y się g łów nie 
krzyw em i a lgebra icznem i; zwłaszcza, że na tćj drodze Geom etrya zrobiła postępy najznakomitsze.

Kiedy się bada krzywą algebraiczną, m usi się zawsze przypuścić, że rów nanie które ją  przedstawia 
było  zrobione w ym iern em ; a zatćm, kiedy równanie takie jak  :

przedstawia krzywą algebraiczną, m ożna zawsze przypuścić że pierwsza strona tego równania jest 
funkcyą całkow itą d w ó ch  zm iennych x  i y .

35. Krzywa nazywa się mKg° rzędu  gdy ona jest spotkaną w  m punktach (rzeczywistych albo u ro jo 
nych, w  od leg łości skoriczonćj albo nieskończonej) przez prostą jakąkolw iek.

Krzywa nazywa się m'a klassy, gdy z jak iegokolw iek  punktu płaszczyzny, można do niej p opro
w adzić m stycznych (rzeczywistych lub urojonych).

Równanie m tes° stopnia względem x i  y przedstawia krzywą  m les° rzędu.

Niech będzie f [x ,  y )  =  0 rów nanie stopnia m ; krzyw a jest odniesioną do dw óch  stałych 0 x  i Oy ,  
starajmy się znaleźć liczbę punktów  przecięcia się tej krzywej z jakąkolw iek prostą AB.

Odnieśmy krzywą do n ow ego układu osi, w  którym  osią now ych  odciętych byłaby prosta AB , na 
przykład.

Niech będą x  i y  spółrzędne któregokolw iek punktu w  l szJm układzie, x ' i y ’ spółrzędne tegoż

sam ego punktu w  2?im układzie; jeżeli, za p om ocą  w zorów  (II) nru (29), zastąpimy x  i y  w równaniu 
danem

które przedstawi tęż samą krzywą odniesioną do now ych  osi. Otóż rów nanie (2) jest tegoż sam ego 
stopnia jak  rów nanie dane (1). W  rzeczy samej x  i y  są funkcyami linijnem i x ’ i y ;  a tern samem, 
kiedy się zastąpi x  i y  przez ich  wartości, stopień równania nie będzie się m ógł podnieść. Stopień 
nie będzie m ógł się także zn iżyć; gdyż jeżeliby  to  m iało m iejsce, potrzebaby było  żeby stopień podnosił

f ( x ,  y) —  0

o

f {x ,  y ) =  0

2/ ')  =  o.



się, gdyby się chciało p ow róc ić  z równania ( 2 ) d o  równania (I); otóż to jest n iepodobnem , albow iem  
oczyw iście wartości na x ’ i y' w yprow adzone ze w zorów  (II) n™ (29) są także funkcyam i lin ijnem i 
x  i y. Tak w ięc równanie (2) jest dokładnie tegoż sam ego stopnia, w zględem  x '  i y ', jak 
równanie dane.

T o przypuściwszy, aby znaleźć punkta krzywćj położonej na AB lub O'x', uważm y że ma się, dla 
tych punktów , y' =  0 ; jeżeli się w prow adzi to założenie w  równanie (2), przyjdzie :

(3) v (x', 0) =  0 ; •

równanie które jest stopnia m w zględem  x , i które przyjmie przeto m pierwiastków, tak rzeczy
wistych jak u ro jo n y ch , skończonych jak  nieskończonych .

W ięc  prosta AB spotyka krzywą w  m punktach, t. j.-że  krzywa jest mu>° rzędu.
Zobaczym y poniżej tw ierdzenie podobne odnoszące się do Hassy.

U w a g a . Może się zdarzyć że równanie (3) ma w ięcćj jak m  pierw iastków ; w  takim razie rów nanie 
sprowadza się do tożsam ości; w  tym przypadku, prosta AB spotyka krzywą w niezliczonem  m nóstwie 
punktów . W ypada z naszego założenia, że l sza strona równania (2) sprowadzi się do zera, kiedy 
w  niem  się uczyni y 1 —  0 ; innem i słow y, ta l !za strona jest kształtu

y\H(x\ y') =  0

a -t 'm  sam em , równanie dane jest kształtu

{ax  - f  by - f  c)f\{x, y ) —  0

f t (x ,  y )  jest funkcyą całkowitą stopnia (rn—  1 ).

W  ogólności, kiedy pierwsza strona równania m

f(x ,  y )  =  0

nie da się rozłożyć na czynniki wym ierne, to równanie przedstawia krzywą właściw ie nazwaną 
mu,o rzędy- kiedy pierwsza strona jest rozkładalną, ma się w iele krzywych rzędu niższego jak rn; 
og ó ł wszystkich tych krzyw ych tworzy krzywą złożoną rzędu m, która będzie jeszcze przedstawioną 
za pom ocą  równania danego.

36. Krzywe algebraiczne tworzą grupy pod ług  ich rzędu , potem  krzywe rzędu w yznaczonego rozróż
niają się za pom ocą  ich klassy.

Zajm iem y się g łów nie krzyw em i l g0 i 2 s° rzęd u ; uzasadnimy przecież zasady ogóln e , które pozw olą 
badać krzywe rzędu w yższego.

Nim przystąpimy do tej nauki, starajmy się znaleźć liczbę wyrazów stopnia m m iędzy dwiem a 
zm iennem i.

Funkcya całkow ita f ( x ,  y )  d w óch  zm iennych x  i y  zawiera wyrazy następujące :

/!>> y) =
(A o ^ -j-A ^ ™ —>y-|- • • • -\-^-m—iXym~ l-\ -kmy m) wyrazy stopnia których o g ó ł oznaczymy przez tf>m(x , y)

l - ) -  (BoiC”1—1 - f -  Y5ix m~ ‘iy  . . .  + B m _ 2:zym~ 2 - j - B» - i 3'm~ 1) • • • im ~  1 )" , ° stopnia...................  V)

j-J- (M0a;3 - ) -  - j -  Mtfcy1 - j -  M3y3) ..........................................  3ciego stopnia .......................................... ę3(a?, y )

/ - ( - ( N o ^  +  N ^ y -I -N o y 2) ................................................................ 2 sies° stopnia........................................ ix > y )

j + ( po^ + p iy ) ..................................................................................  l g0 stopn ia ........................................  <fi(x,y)

\ -f-  H ................................................................................................  wyraz s ta ły ............................................  <Po-
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P odług  tego znakow ania, którego będziem y często używ ali, otrzym am y :

f (x ,  y) —  y) +  y) +  <pm_2(a:, y) +  . . .  <iz[x, y )  -f-  <t2(x , y )  - f  «Pi^j y) +  W

funkcya y jx ,  y ) jest funkcyę jed norodny  zm iennych x  i y  i stopnia i.

Otóż funkcya <?m(x , y )  zawiera (m - { -  1) w yrazów ; funkcya ( x , y )  zawiera ich m ; ogólnie, 
funkcya y jx ,  y) zawiera ( i  - j -  1) w yrazów ; a w ięc liczbę, ca łkow i tę N w yrazów  furikcyi f ( x ,  y )  jest

N =  1 4 - 2 4 -  3 4 - . . .  - f  m 4 -  (m + 1 )  =  K ± _ l ) | l ± 2 ) .

Tak w ięc  liczba N wyrazów funkcyi całkowitej i stopnia m  względem dwóeh zmiennych x i y jest  
daną za pomocą iczoru

(1) N =  (wi +  *) (OT +  2)
1.2

P odłu g  tego, równanie krzywej 1 *“ rzędu (a lbo linia p'osta ) zawiera trzy  w yrazy; równanie 
k rzyw ćj 2 s‘es° rzędu zawiera sześć wyrazów.



KSIĘGA P IE R W S Z A
L I N I A  P R O S T A  I P U N K T .

R O Z D Z I A Ł  P I E R W S Z Y

L I N I A  P R O S T A .

§ 1 . —  RÓWNANIE PROSTEJ PODLEGŁEJ RÓŻNYM WARUNKOM.

1° R ó w n a n i e  1 ? °  s t o p n i a .

37. W szelkie równanie p ićrw szego stopnia w zględem  zm iennych x  i y  m oże być przedstawionym 
przez :

(1 ) Azc —[— By —}- G =  0 .

Jeżeli x  i y  oznaczają spółrzędne jak iegokolw iek  punktu płaszczyzny i gdy A , B, C, są stałemi, 
to równanie przedstawia linią prostą. W  rzeczy sam ej, równanie (1) jest pićrw szego stopnia; m iejsce 
geom etryczne, które on o przedstawia, posiada w łasność że nie może być spotkanem jak  tylko 
w  jednym  punkcie przez jakąkolw iek prostą [35 ]; otóż jestto w łasność charakterystyczna linii prostśj.

38. Można jeszcze uzasadnić to podanie za p om ocą  uwag następujących :

1° Przypuśćm y naprzód że jed en  ze spółczynników  A  lub B jest zerem, równanie (1) weźmie 
jeden  lub drugi z kształtów

x — a = 0 , y —• b =  0 ;

pze z tych równań przedstawi równoległa do osi rzędnych, a 2sie równoległą do osi odciętych.

Uważmy, n aprzyład , równanie, x  —  «  =  0 ; niech będzie OA =  a, i poprow adźm y przez punkt A

Y

X

rów noległą do osi Oy .  Jeżeli M jest jakim kolw iek pu n k tem  leżącym  na tój rów noległej, jeg o  spół-
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rzędne (Xi =  a, y t =  AM) sprawdzają oczyw iście równanie x  —  a —  0 ;  gdyż to rów nanie jest 
niezależnem od y .  K tórykolw iek punkt, nie leżący na tej rów noleg łćj będzie miał odciętą różną od  a ; 
a wtedy, jak iem kolw iek  by łoby  y ,  spółrzędne tego punktu nie sprawdzą równania ix  —  a) =  0 . 
To rów nanie przedstawia w ięc  rów noleg łą  d o  osi rzędnych. D ow iod łoby  się tymże samym sposo
bem  że równanie y  —  b —  0 przedstawia rów noleg łą  do osi odciętych . Rów nanie prostych Oy  i O x  
są w zględnie x  =  0 i y — 0.

2° Przypuśćm y teraz że A i B nie są zeram i; równanie (1) będzie m ożna przedstawić w  kształcie ;

(2 ) y = t a x ~ \ - 6 ;

zakładając

Jeżeli się uczyni x  —  0 w  równaniu (2), znajduje się y  —  b;  punkt B , którego spółrzędnem i są 
x { = 0 ,  ?/i —  OB =  b, należy w ięc do m iejsca geom etrycznego przedstaw ionego przez równanie (2). 
Poprow adźm y przez punkt B rów noleg łą  Ba;' do  Oa?.

Przypuśćm y naprzód a >  0, i niech będzie M punkt m iejsca odpow iedn iego odciętej O P ; 
rzędna MP tego punktu będzie daną przez rów nanie (2) w  którćm  się zrobi x —  OP, tym  sposobem  
otrzyma się :

PM =  fl.OP +  b;

otóż b =  OB =  P i l ; w ięc

(PM — PH) lub HM —  a. O P ;

HM jest ilością dodatną, punkt M jest w ięc  po nad prostą Ba;'.

N iech będzie drugi punkt M' odpow iedn i odciętej dodatnej OP', znajdzie się podobnież

H'M' a.OP',

i punkt M' będzie po nad Bx'.

Otóż, trzy punkla B, M, M ', są w  linii prostej. Z łączm y w  rzeczy samej, BM i B M '; dw a tró j
kąty BHM i BH'M' są p od ob n e , jako m ające kąt rów ny zawarty m iędzy dw om a bokam i p ropor-



cyonalnym i, gdyż kąty BHM i BH'M' są rów ne jako kąty odpow ieda jące, i ma się, nadto, rów ność

MH M'H'
BH ~  a’  BH' ~  U’

ponieważ BH =  OP i BH' =  OP . W ypada ztąd rów n ość kątów MBH i M'BH'.

Jeżeli się w eźm ie pod  uwagę odciętą odjem ną OP" otrzym a się za punkt odpow iedn i M", kładąc 
na w idoku  znak rzędnej, jeżeli M" jest pod  spodem  osi odciętych ,

H"M" =  o.O P";

H"M" jest w ięc ilością odjem ną a punkt M" jest pod  spodem  prostćj B r '; rozum ując jak poprze
dnio, dow iedzie się że punkt M" jest na prostćj BM. A w ięc wszystkie punkta, których spółrzędne
sprawdzają rów nanie (2), znajdują się po łożon e na prostej BM.

Roztrząśnie się tym że samym sposobem  przypadek w  którym  a jest od jem nem .

O d w r o t n ie  •: S p ó łr z ę d n e  jak iegokolw iek  punktu położonego na BM sprawdzają rów nanie (2 ). Niech 
będzie M, jeden  z tych punktów , którego odciętą  i rzędną są w zględnie OP, i P,M,. Z pow odu  
podobieństw a trójkątów  BMII i B M ,H „ ma się :

M,H, _  M H _____
BH, BH ~~ a '

lecz
BH, =  0 P „  M,H, =  M,P, —  H,P, =  M ,P, —  b ;

a w ięc
M ,P, =  «.O P , -|- b;

to jest że spółrzędne (x , =  O P „ y v —  M ,P,) punktu M, sprawdzają równanie (2).

Tak w ięc równanie ls °  stopnia między dwiema zmiennemi x  i y przedstawia linią, prostą .;

39. Stała b, w chodząca w  równanie (2 ),

y  =  a x  - j -  b

nazywa się rzędną od początku p ro s te j; jestto od leg łość od  początku punktu w  którym  prosta spotyka 
oś rzędnych.

Stała a nosi nazwisko spółczynnika kątowego p roste j; w idzim y a priori że ta stała przedstawia 
stosunek, poniew aż rów nanie (2) jest jednorodnem  i że x ,  y  i b oznaczają linie. Ten ’ stosunek nie 
m oże zależyć tylko od  nachylenia prostćj.

Oznaczywszy przez «  kąt prostej BM z osią O x, i niech będą x  i y  spółrzędne punktu M p roste j, 
ma się :

y  =  ax  - j -  b, zkąd — -  =  a.

Otóż y  — 6 = M H , x  =  OP =  BH ; a trójkąt BMH daje

M H   w st g
BH wst(9 —  a ) ’

0 jest kątem osi.
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Ma się w ięc związek często używany :

WSta
(4) W St(0 —  a)

« 9 jest katem o s i ; z  jest kątem (liczonym  od  x  ku y )  części dodatnej osi od ciętych , z częścią prostej 
» znajdującej się z tejże samśj strony co  i część dodatna osi rzędnych. » P od  tymi w arunkam i, 
związek (4) jest ogólnym .

Kiedy osie spółrzędnych są prostokątne, ma się 0 —  9 0 ° ; a tśm  samem

(5) 0 =  st.a .

11° R ów n an ie  prostej.

40. D ow iedziem y twierdzenie odw rotne podania poprzedzającego, to je s t :

Równanie Unijne prostej jest pierwszego stopnia, szukając różnych kształtów równania prostej, 
odpow iedającej różnym  danym .

1 ° Daje się rzędna od początku i kąt prostej z osią od ciętych ;

Niech będą b rzędna od początku i «  kąt prostćj z osią o d c ię ty ch ;

W eźm y pod  uwagę jakikolw iek punkt M (r , y )  tćj prostej; nakreślmy spółrzędne punktu M ; i przez

koniec B rzędnej od początku, poprow adźm y Ba;' rów noległą do O x ;  trójkąt MB11 d a je :

M H   w sta
BH wst^O — <*)’

otóż
MH =  y  —  b, liii =  OP =  x ;

ma się tśm  samem :

w st“  i ;(1 y — ------------------ x - \ - b .
[ > •' W St(0 —- a )  '

*
T o równanie uzasadniając związek między spółrzędnem i jak iegokolw iek  punktu [ x , y )  prostej, jest 

równaniem p rostej.

2» Daje się odległość prostej od początku, i kąt ja k i  tworzy z osią odciętych dodatnych prostopadła 
spuszczona z początku na prostą i skierowana ku te j prostej.

Niech będzie p  w artość bezwzględna tej od leg łości, i «  kąt określony w  w ysłow ien iu ; n iech będzie



nadto, M jakikolwiek punkt p ro ste j; nakreślmy spółrzędne #  i y  tego punktu, i rzućm y ob w ód  0PM1
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na 01. Uważając że MI jest prostopadły do 01, poniew aż m iejscem  punktu M jest prosta, znaj
duje się :

(2 ) ardosw - ) - y d o s (0 —  u>) —  p A ;

jestozw iyzek  m iędzy spólrzędnem i jakiegokolw iek punktu prostej, a w ięc je st równaniem prostej. 

Jeżeli osie spólrzędnych sy prostokytne, ma się 0 =  90°, i rów nanie prostej przyjmuje kształt :

(3 ) a:dosw -|- y  wstw —  p = 0 .

3 » D aje się spółrzędne od początku prostej, [o jest odległości od  poczylku punktów  w których ta 
prosta spotyka osie spółrzędnych.

Niech będzie M[x, y)  punkt jakikolw iek prostćj, MP i OP jeg o  spółrzędne; OA =  a, OB =  b

spółrzędne od  poczytku prostćj. Dwa trójkyty p odobn e MPA i OBA dają :

MP PA , , y a —  x .
o b = ( 3 I ’ lub 1

równanie m ogyce się napisać pod  kształtem sym etrycznym  :

W  |  +  | _ i = o,

jestto równanie prostej (ściśle przez nas pow yżej określonej).

4° D aje się punkt (x, y) i kąty (« , 6) prostej z osiami spółrzędnych.

« , 6, kyty prostej z osiami dodatnych spółrzędnych, wyznaczajy poczyw szy od  punktu M, to co  
nazwiemy dyrekcyą dodatną proste j; dyrekcya odjemna lub przeciwna będzie wyznaczony przez 
kyty a. - j -  -k , S - j -  ir.
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Niech będzie M (x, y ) jak ikolw iek  punkt p ro s te j; rzućm y obw od y  OPM i OP1M1M na 0.r i Oy

(ob . "  [31]), otrzym am y związki

! [x  —  xj) - j -  (y —  ?/i)dos 0 =  /  dos a, 

—  .z,)dos 9 - j-  (y —  y i ) —  l  dos S :
zkad w y n ik a :

(tn —  a 4 - y  —  ? /i)dos0 _ _  ( x  —  aiOdose 4 - [y —  ? /,).
' dosS

estto równanie p r o s t e j .

Jeżeli się przypuści osie prostokątne, to  rów nanie będzie m og ło  się napisać :

(6 ) x  —  x { _ y  —  y i
m n ’

z warunkiem

(6 bis) m2 - j -  u2 =  1 .

Ilości m i n wyznaczają dyrekcyą dodatna prostćj począw szy od  punktu M4, dyrehcya odjemna 
będzie w yznaczony przez ilości — m i —  n.

5° D aje się punkt (x0, y0)  prostej i kąty a i  S ja k ie  ona tworzy z osiami Ox i Oy, znaleźć spół- 
rzędne jakiegokolw iek z j e j  punktów.

Niech będzie M0A położenie prostej w yznaczonśj, począwszy od  M0, przez kąty a i 6 ; jeżeli M

jest jakim kolw iek punktem linii M0A, a x ,  y  spółrzędnem i tego punktu, ma się

x  =  x 0 - f  M„T, y  =  y 0 - j-  M0J ;

otóż, oznaczywszy przez P od leg łość  M„M, ma się (0 jest kątem osi)

M0I  wstS M0J __ w s t« .
~P w st9 ’ p w s (0 ’
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zkąd w ynika :

i
( ’ )

WSt a
P WSt0

Te wzory są ogólne pod  warunkam i następującem i :

1° «O d leg łość  p lub M0M będzie  uważaną jak o dodatna lub odjem na w edług tego jak punkt M 
a znajdzie się na części prostej M0A wyznaczonej przez kąty «  i 6, lub na przedłużeniu tej prostśj.

'2° » Kąt a będzie liczonym  poczynając od  Ox ku M0A, i będziem y go uważali jako dodatny  lub 
» odjem ny w edług tego jak się pójdzie od  0.r ku Oy ,  lub w  kierunku przeciw nym . Kąt g będzie 
» liczonym  poczynając od Oy ku M0A, i będziem y go uważali jak o dodatny lub odjem ny w edług 
» tego jak się pójdzie od  Oy  ku O x  lub w  kierunku przeciw nym . »

O gólność tych w zorów  łatw o się wykaże kładąc kole jn o  prostą M„A w  czterech kątach u tw orzo
nych przez rów n oleg le  do osi spółrzędnych prow adzone przez M0; w  każdym z tych przypadków , 
będzie się uważało punkt M na M0A ; potem  na je g o  przedłużeniu.

W  przypadku osi prostokątnych w zoram i rozw ięzującym i założone pylanie są :

Otóż wyrazi się, że ta prosta przechodzi przez dwa punkta dane, pisząc że rów nanie poprzedzające 
jest sprawdzonem  przez spółrzędne tych  dw óch  pu n k tów ; tym  sposobem  będzie się sprow adzonym  
do dw óch  związków w yznaczających stosunki spółczynników  A, B, C, do  jed nego z pom iędzy nich. 
P o podstawieniu tych  w artości, rów nanie przedstawi prostą jedyną i zupełnie w yznaczoną.

Jeżeli, w  szczególności, jed en  z punktów  danych jest początkiem spółrzędnych, znajduje się G =  0 ;
równanie prostej przechodzącej przez początek jest w ięc :

(8)
X —  Xq — pdosa, 

y =  y o - f  pw sta.

Te wzory są bardzo użytecznem i dla wziętych pod rozbiór w ielu  w ypadków .

A l. Prosta je s t  wyznaczoną przez dwa punkta.

W ypada, w  rzeczy sam ej, z podań które się uzasadniło że rów nanie prostćj jest kształtu :

A x  - ) -  By - f -  G =  0.

A x  - f -  By =  0, lub y  — ax.

III0 P rosta  w  nieskończoności.

A2. Zastępując x  i y  przez -  i -  w  równaniu :

A x  -}-  B y -f -  C =  0,



otrzym am y:

(1) A x  —j- By  —j- Cz =  0 ;

jestto równanie w spółrzędnych jednorodnych  jakiejkolw iek prostej;
z z

stawiajęcem i spółrzędne Kartezyańskie jak iegokolw iek  punktu proste j; x ,  y , z, są spółrzednemi jed n o
rodnymi tego punktu.

Spółrzędne od  początku prostćj ( 1 ) będą m iały za wartości :

3 8  ROZDZIAŁ I .

i ^  są stosunkami przed-

ON =  ^l
Zl

C . 
B ’

otóż przypuśćm y że stałe dow olne A  i B zm niejszają się coraz bardzićj i dążą do zera, podczas gdy G 
nie staje się zerem, od leg łości OM i ON stanę się coraz bardzićj w ielkiem i, i prosta MN oddali się

nieograniczenie; kiedy A i B stanę się zeram i, pow iem y że prosta przeniosła się do nieskończoności 
na płaszczyźnie.

Z drugiej strony; rów nanie (1) sprowadza się, gdy A i B są zeram i, do

(2 ) z =  0

m ożem y w ięc uważać to równanie ja k o  wyrażające że prosta ( 1 )  oddaliła się do n ieskończoności. 

A3. Chodzi teraz o  danie niektórych objaśnień o po jęciu  prostej w nieskończoności.

W yobraźm y sobie punkt stały S i dw ie płaszczyzny T  i P ; jeżeli przez punkt S i jakąkolw iek

prostą AB, położoną na płaszczyźnie P, poprow adzi się płaszczyzna SAB, przecięcie się A'B' tój 
płaszczyzny z płaszczyzną T  będzie rzutem środkow ym  albo perspektyw ą (na obrazie T) prostćj AB. 
Jest rzeczą w idoczną, że dla prostćj AB na płaszczyźnie P , odpow iada rzutow o (projecticement) 
prosta A 'B ' na płaszczyźnie T ;  i, dla prostćj A 'B ' na płaszczyźnie T , odpow iada prosta AB na
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płaszczyźnie P. Otóż, jeżeli się przypuści że prosta AB oddala się nieograniczenie na płaszczyźnie, 
jć j perspektywa na płaszczyźnie T  będzie zawsze linię, prostę ; ta prosta, na granicy, będzie prze
cięciem  się płaszczyzny T  z płaszczyznę, przechodzęcę przez S i rów noleg łę  do płaszczyzny P. Lecz 
m iejscem  punktów  płaszczyzny P , m ajęcych  za perspektyw ę linię prosię, jest prosta; pow inniśm y 
rozcięgnęć tę w łasność do przypadku granicy, i m ożem y pow iedzieć że wszystkie punlcta do nieskoń
czoności na płaszczyźnie są na linii p roste j; daje się og ó łow i tych punktów  nazwisko prostej w nie
skończoności albo prostej do nieskończoności.

Należy zauważyć jednak że położenie w zględne punktów  do n ieskończoności jest nieoznaczonem , 
innem i słow y, dyrekcya prostśj w  n ieskończoności jest nieoznaczonę. Ta nieoznaczoność położenia 
w zględnego punktów  do n ieskończoności wyraźnie pokazuje się z uwag geom etrycznych któreśm y 
dopiero przedstaw ili; gdyż, jakim kolw iek  jest bieg cięgły  odbyty  przez płaszczyznę SAB aby się 
stała rów n oleg łę  do płaszczyzny P, perspektywa prostej AB będzie, w  położeniu  granicy, prostę 
je d y n ę ; a przecież dyrekcya prostej AB zmienia się z prawem  ruchu płaszczyzny SAB; ona wyraźnie 
się uwydatnia także z rozum owania analitycznego poprzedzajęcego (ó 2 ); gdyż stałe A  i B m ogę 
dężyć jednocześn ie  do zera a ich stosunek pozostać n ieoznaczonym ; prosta MN oddala się w tedy do 
nieskończoności, a j ć j  dyrekcya pozostaje rów nież nieoznaczonę.

Ztęd w ycięgniem y wnioski n astępu jęce :

1° Jeżeli równanie z =  0 jest napisanśm  a priori, lub jeżeli on o pochodzi z równania (1 ), przy- 
puszczajęc w  nićm  że stałe A  i B dężę jednocześn ie do zera i że ich stosunek pozostaje nieozna
czonym , rów n an ie :

z =  0

przedstawi szereg nieoznaczony punktów  do nieskończoności lub prostą w nieskończoności.

2° Jeżeli rów nanie z = 0  wynika z rów n ości (1) przypuszczajęc w  nićm  że stałe A i B dężę 
jednocześn ie do zera lecz że ich stosunek pozostaje stałym , rów nanie:

z =  0

przedstawi szereg punktów  do n ieskończoności na rów noleg łe j do dyrekcyi uważanej, t. j . ,  prostą 
w nieskończoności równoległą do dyrekcyi oznaczonej.

Uh. Majęc dane równanie k rzy w ćj:

( 1 ) / ’( ^ 2/ ) = ° >

X V  . . . .  • f •
jeżeli się w  niern zastępi x  i y  p rze z - i -  i gdy się zniesie m ianownik z, otrzym am y rów nanie:

Z z

(2 )  .  f { x ,  y , z) =  0 ;

rów nanie (2 ) jest jednorodnem  w zględem  x ,  y ,  z ; ono przedstawia krzywę zupełnie wyznaczona

i tęż sarnę krzywę jak rów nanie ( 1 ), ponieważ to równanie zamyka w  sobie tylko stosunki -  i -i
z z

które oznaczaję także spółrzędne Kartezyańskie x  i y  jakiegokolw iek punktu.

P o w prow adzeniu tej zmiany w równanie (1 ), pow iem y że się je  robi jed n orodn ćm . M ożemy tło -
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m aczyć równanie ( 2 )  zapatrując się z innego t. j . ,  z geonom etrycznego punktu w idzenia; oznaczym y 
natychmiast to tłóm aczenie.

Niech będę dwie osie prostokątne, Ox  i 0 //, na płaszczyźnie gdzie się znajduje krzywa (C) a lbo 
f ( x ,  y )  =  0 ; zróbm y perspektywę krzywej na płaszczyźnie xo y , b iorąc za w ierzchołek  perspektywy 
punkt S położony na prostopadłej OS do płaszczyzny xO>j i przypuszczając że płaszczyzna na którćj 
rob i się perspektyw a przechodzi przez punkt O.

Niech będą OB, OA, AB , przecięcia się płaszczyzny perspektywy z płaszczyznami SOx, i SO/y, i 
z płaszczyzną przechodzącą przez S i rów noleg łą  A o x O y ,  niech będą jeszcze A, B, C, kąty w zględne

a__x

płaszczyzny OAB z płaszczyznami SOy, SO#, xO y. Jeżeli M jest jakim kolw iek punktem płaszczyzny 
xO y  i gdy MP i MO są jego odległościam i od  osi O/y i Ox\ jeżeli M 'je st  perspektywą tego punktu na 
płaszczyźnie AOB i gdy M 'P', M'Q', M 'R ' są jeg o  od leg łości w zględne od prostych  OA, OB, A B ; 
oznaczywszy w zględne te od leg łości przez X , Y , Z,

ma się związki

(3)

przedstawiając przez h od leg łość  OS.

Dla udow odnien ia  tych związków, prow adźm y M'G rów noleg łą  do MQ; ta rów noleg ła  spotka 
płaszczyznę SO&- w  punkcie G położonym  na SQ, nadto ona będzie prostopadłą do płaszczyzny SOa,-; 
jeżeli z punktu G spuści się GQ' prostopadłą na OB i gdy się z łą cz f M 'Q', M'Q' będzie ona, na m ocy

twierdzenia trzech prostopadłych, prostopadłą do OB; kąt GQ'M' będzie kątem prostolinijnym  kąta 
płaszczyzny AOB z płaszczyzną SOa;, będzie to kąt B.

Trójkąt M'GQ' prostokątny w  G d a je :

X  =  M 'P ', Y  =  M 'Q ', Z =  M 'R ',

i  MP =  h — L .
\ wstG Z

) Mr, i w stB  Y MQ =  h -— — ■ . -  ; 
V  wstG Z

M'G = '  M 'Q '-w stB ;
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lecz, z pow odu  trójkątów  podobn ych  SMQ, SM'G, ma się :

41

t w - I h

SM'
przedstawiając przez p stosunek Będzie w ięc:

(1°) MQ
P

W ykonyw ając też same wykreślenia dla płaszczyzny SOy, t. j . ,  prow adząc M'H rów n oleg ły  do MP, 

potem  HP' prostopadły do O A ; łącząc M 'P 'i  uważając że H P 'M '=  A  znajdzie się jeszcze :

( 2°) M P '= 5 ^ . M 'P ' .
P

Nakoniec prow adźm y przez M 1 rów noległy  W m ' do  OS i zakończony w  m' na płaszczyźnie A S B ;
n iech  będzie potem  m 'R ' prostopadła d o  A B ; prosta M'R' będzie wtedy prostopadły do AB , i M'RV«'
będzie miary kyta dw ójściennego C. Otrzyma się w  trójkącie prostokątnym  M '/n 'R ,

M’m' —  M 'R '. w stC .

Lecz trójkąty podobne S M W : i SOM dają:

M W  SM 1
C M  P >h SM

a tćm  sam em :

(3°) ‘ A — Z 5 1 2  . m 'R'.
P

Dzieląc stronami rów ności ( 1 °), (2°), (3o), przyjdzie:

( j | p  j( w stA  MP'  j  w stA  X

Ma się w ięc : 

(4°)

wstC ' M 'R 1 wstC ’ Z ’

, w stB  M'Q , w stB  Y 
M Q = ' 1 ^ i ć - M W = 4 S i iC  • Z '

i MP =  -  =  h w st A . -  =  X -, 
1 z w stC  Z Z

/ m q  =z w st.n z  /z w s t C ' Z r Z

45. To przypuściwszy, niech będzie równanie krzywej polożonćj na płaszczyźnie xO y ,  

(5°) f ( x ,  y ,  *> =  0, l u b  f ( ? ,
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to równanie stanie się przez podstaw ienie (4)

(6°) f (x X ,  uY, Z ) —  0 .

Lecz można rozporządzić stałemi w chodzącem i do x i y, i to niezliczonem  m nóstwem  sp osobów , 
tak aby X i p-były rów nem i je d n o ś c i ; równanie krzywej (6) stanie się w ted y :

(7°) A'X, Y , Z ) = 0 .

W idzim y w ięc, porów nyw ając równania (5) i (7 ), że równanie (5) m oże być tłom aczone dw om a 
osobam i różn y m i:.

Można uważać x ,  y , z, jako spółrzędne jednorodne jakiegokolw iek punktu płaszczyzny xOy ,  
i równanie (5) przedstawi jakakolw iek krzywą (C) położoną na tej płaszczyźnie.

Można także uważać x ,  y , z, jako od leg łości jakiegokolw iek punktu płaszczyzny OAB (zadosyć 
czyniące warunkom  wskazanym ) od  trzech prostych OB, OA i A B ; i równanie (5) przedstawi p e r 
spektywę (C '), na płaszczyźnie OAB krzywej (C ).

Krzywa (C) jest także perspektyw ą, na płaszczyźnie x O y , krzywej (C ') .

U w aga. W  równaniu pierw otnem  f ( x ,  y ,  1) =  0, x  i y  przedstawiają lin ie ; w  tern równaniu zro- 

b ionem  jednorodnym  f ( x ,  y ,  z) —  0, ilości - ,  -1~ , przedstawiają zawsze lin ie . Jeżeli się zastąpi
Z Z

x  v  X  • Y-  i i  przez ma się rów nanie f  (XX, ¡xY, Z) =  0 gdzie x, y ,  X , Y , Z , oznaczają linie,
z z L L
jak  to  w idzim y w e w zorach (4). Jeżeli się przypuści x =  ¡ » = 1 ,  bierze się za jed n ość  jed n ą  z linii 

figury, poniew aż h 1 ; równanie krzywej przyjm uje w tedy jed n orodn ość  zrozum ianą s to 

sow nie d o  myśli w yłożon ej w  nrze (18).

46. Prosta AB jest perspktyw ą wszystkich punktów  do n ieskończoności płaszczyzny x O y ;  i 
odw rotn ie, wszyskie punkta prostój AB znajdują się rzucone do nieskończoności na płaszczyzuie 
.x(Jy ; tak że, wszystkie punkta do n ieskończoności na płaszczyźnie x O y  m ogą być  uważane jako p o 
łożone na prostój której perspektyw ą jest A B . Otóż związki (4) nam pokazują że punktow i p o ło -

X  11
żcneniu  na prostej A B , dla którego ma się w tedy z =  0, odpow iada punkt dla którego -  i -

Z Z

są n ieskończonem i; a poniew aż x  i y  są dow oln e, ma się dla wszystkich tych punktów

z =  0 j

to równanie przedstawia w ięc prostą w nieskończoności na płaszczyźnie xOy\  a lbo, w  perspektyw ie, 

prostą AB.

Tak w ięc, przypadki szczególne krzywej (C); znajdujące się na prostej w n ieskończoności, na n ow o 
się pokażą, w  perspektyw ie, na linii AB t. j . ,  na rzucie prostej w  n iesk oń czon ości; i odw rotnie 
przypadki szczególne które krzywa (C') przedstawia na prostej AB znajdują się rzucone na linii do 
n ieskończoności, kiedy się rob i perspektywę krzywej (C') na płaszczyźnie xO y.

Uw aga . Niech będzie rów nanie krzywój rzędu w

(C) ąm[x ,y )  - f -  (pm_ ,(x ,y ) - j - ... -f-  <fi{x,y) - ( -  ę0 —  Oj

przypuśćm y że wszystkie stałe zniosą się wyjąwszy stałe j-ę0 i należy w nosić w tedy że krzyw



LINIA PROSTA.

sprowadza się do układu m prostych zbiegających się i przeniesionych do nieskończoności. T o 
wynika z równania jed n orodn ego  to  je s t :

( C ' )  - \ - Z f m —i( x , y >  —j - . . .  —(— —m —J- <puz"‘ 0

które sprowadza się do : ”‘ =  0. Można jeszcze uważać krzywą (C') jak o perspektyw ę krzywej (C ) ; 
w idzim y w tedy, że krzywa sprow adzi się do m prostych zbiegających się z perspektyw ę prostej 
w  n ieskończoności.

Tak w ięc nie można pow iedzieć że punkta do n ieskończoności płaszczyzny co do odległości skoń
czonej są na krzywój rzędu m:, tylko że krzywa rzędu rn m oże się sprow adzić do rn prostych zbiegających 
się z prostą w  n ieskończoności.

IV0. R ó w n a n i e  p r o s t e j  p r z e c h o d z ą c e j  p r z e z  p u n k t  s t a ł y .

P r o s t a  r ó w n o l e g ł a  d o  p r o s t e j  s t a ł e j .

Ul. 1° Przypuśćm y punkt stały w yznaczony przez jeg o  spółrzedne x t, y „  i niech będzie:

( 1 °) Aaz —[— Ti?/ —{— G =  0

rów naniem  ogólnem  prostćj. Punkt x l} y x jest na prostej, je g o  spółrzędne pow inny sprawdzać 
rów nanie tej prostćj i ma się:

(2°) A x i  - j -  Bi/i - j -  G =  0 .

Ta rów n ość wyznaczy spółczynniki A , B, lub C ; rów nanie szukane otrzyma się odejm ując 
( 1 °) i (2 °) stronami, co  d a je :

(1) A (x  —  x i) -\ -U (y  —  y i) =  0

jest to rów nanie ogólne prostych przechodzących przez punkt ( xt, y j ]  ono zamyka w  sobie tylko 
jed en  parametr zm ienny, gdyż stałe A i B nie w chodzą do nich tylko przez ich stosunek. Można 
je  napisać pod kształtem

(2 ) y  —  y i  =  a(x  —  xj),

A
zakładając a =  —  a jest spółczynnikiem  kątowym  nieoznaczonym ,

(2°) Przypuśćm y punkt stały ok reślon y  przecięciem  się dw óch  prostych takich jak :

M _ _  m x  - ( -  m ,y - ) -  w?2 =  0,

N =  nx  -j- nty  - f  n2 =  0 ;

rów naniem  ogóln ćm  prostych przech odzących  przez przecięcie d w óch  prostych danych będ zie :

W  M - f* N  =  0,

X jest stałą nieoznaczoną.
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W  rzeczy sam ej, rów nanie (ći) bod ąc ls °  stopnia w zględem  x\  y ,  przedstawia lin ią prostą; spół- 
rzędne punktu przecięcia  się prostych (3) znoszą M i N, a tśm sam em , sprawdzają rów nanie [U); 
w ięc prosta (U) przechodzi przez punkt przecięcia się d w óch  prostych danych. Nakoniec, równanie 
(U) jest rów naniem  ogólnem  prostych, zadosyć czyniących  tem u w aru n k ow i; t. j . ,  że on o przedstawia 
wszystkie proste przechodzące przez punkt dany. W  rzeczy samej, jakakolw iek z tych prostych 
będzie zupełnie wyznaczoną, gdy  ją  się zmusi do przejścia przez drugi punkt różny od  punktu 
d a n e g o ; otóż będzie zawsze można rozporządzić ilością A w  sp osób , aby prosta (U) przeszła przez 
ten drugi punkt dow oln ie  w zięty ; w ięc równanie ( i )  będzie m og ło  przedstawiać którąkolw iek bądź 
z prostych szukanych.

ó 8 . Prosta równoległa do prostej stałej.

1° K iedy dw ie proste są rów n oleg łe , ich spółczynniki kątowe są rów ne.

Niech będzie, w  rzeczy sam ej, a spółczynnik kątow y l szl!j prostćj, a a jej kąt z osią 0 x ;  
a' spółczynnik kątowy 2e><5i prostćj, a a! jej kąt z ( ) x ;  0 wyznaczając kąt osi, 
ma się

WSta ,   WSta'
a w s t(0  —  a ) ’  a w st(9  —  a ') ’

Gdy dw ie proste sę rów n oleg łe , będzie a =  a! ; a tem  sam em , a =  a'.

Odwrotnie, gdy  spółczynniki kątow e są rów n e, proste są rów n oleg łe .

Ma się, w  rzeczy sam ej, w edług tego założenia,

w s t«    w stg ' ;
w st(0 —  a) w st(6— oć)

albo

2 w sta w sl(0 —  a j  —  2 w st« 'w st(0 —  a);

ztąd :
d os (0 —  a —  a j  —  d os (0 -|- a —■ a1) =  dos(9 —  a — ■ a ) —  d o s (0 —  a - j -  a ') ;

i nakoniec
d os(0 4 -  cc —  a j —  dos(0 —  a — aj.

Dostawy są rów n e, sum m a lub różnica  łu k ów  jest rów na liczb ie całkowitej ok ręg ów ; otóż 
sum m a nie m oże być  rów ną ilości 2Kir, gdyż w ynikłoby w tedy 0 =  Kir, co  nie je s t ;  ma się w ię c :

a —  a' —  K ir;

c o  wym aga aby proste były  rów noległe.

2 ° W ynika ztąd, że równanie prostej, przechodzącśj przez punkt dany ( x lf yj) i rów noległej do 
prostej m ającćj za spółczynnik kątowy « ,  jest:

y — Vi — a ( x — x l).
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V°. R ó w n a n i e  p r o s t e j  p r z e c h o d z ą c e j  p r z e z  d w a  p u n k t a .

69. Niech będę ( x u y ,) ,  [x-2, y.>) spółrzędne dw óch  punktów  danych, i 

(1) A x  - ) -  b y  - j -  C =  0

równanie prostej, A , B, C sę ilości n ieoznaczone; wyraźmy że ta prosta przechodzi przez dwa 
punkta dane, otrzyma się w aru n k i:

LINIA PROSTA. A5

(2)

(3)

Aa^ -)- By, - j -  C —  0, 

A r ,  -|- By-2 - j -  C =  0.

A B ,Z tych d w óch  zw ięzków  potrzeba w ycięgn ęć — i — potem  przenieść ich wartości w  równanie
u Ij

(1); albo, co  na jed n o  w ychodzi, w yrugow ać A , B , C, m iędzy trzema równaniami (1), (2 ), i (3 ), 
jednorodnem i i l szes° stopnia w zględem  stałych A , B, C ; w ypadkiem  z rugowania jest:

X y i

( * ) ar, 2/i i =  0

X-, y-2 i

lub, rozw ijajęc ten w yznacznik,

(kbis) x (y , —  y.2) y ( x 2 —  a?,) - f  x 1y i  — x<2y l =  0 .

Można jeszcze w yrugow ać w  ten  s p o só b :

O dejm ijm y równanie (2 )  od  równania (1 ), potćm  od  równania (3), b ęd z ie :

A (x  —  x t) - j -  B (y  —  y t) =  0,

A (x .2 —  xi) - j -  B(y .2 —  y , ) = 0 ; 

zkęd wynika dzielęc stronam i, p o  przeniesien iu  w yrazów  co  do B w  drugę stronę.

(5)

lub jeszcze : 

(5 bis)

x  —  x y ___ y  —  y , . 
x .,—  Xi y-i— y S

równania (A), (Jibis), (5 ), (5bis) sę różnym i kształtami równania prostej przechodzęcej przez dwa 
punkta dane.

Ostatni kształt nam pokazuje, że spółczynnikiem  kętow ym  a prostej przechodzęcćj przez dwa
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punkta jest:

(6) a —  y-  ~~ y ‘ .
W  X2 —  Xt

Spółczynnik kytowy m oże się otrzym ać w prost sposobem  następującym :

Dwa punkta sy M! i M2, prow adźm y ich  spółrzędne i rów n oleg ły  M,H do osi o d c ię ty ch ;

trójkyt daje:

w st«  M2H 
a ~~ wst(9 —  a) —  M J l’

o tóż : M2H =  y -2 —  y l ; M,H =  x 2 —  x { ;

w ięc (6) a =  T  ~ l ' -
«¿2 ---

50. Równanie prostej przechodzącej przez punkt dany (xu y ,) i przez punkt przecięcia się dwóch 
prostych danych M =  0, N =  0.

Rów naniem  ogólnem  prostych przechodzycych przez p rzecięc ie  dw óch  prostych  danych jest: 
ner (47),

(m x  - j -  y  +  mj) +  K n x  +  n^y +  —  0 ż

wyznaczym y X wyrażajyc, że on o przechodzi przez punkt dany; znajduje się za równanie prostej
szukanśj:

rnx - f  m ,y  +  m.,  n x  - f -  w,y -|- n.,
m xl -\- myy l -\-m i n x x -\ -n ly i - j -n 2'

51. Warunek aby trzy punkta b y ły  w linii prostej

Niech będy (x 0, y 0), (x\, y j ) ,  (x-,, y j ) ,  trzy punkta dane; rów nanie prostej przechodzycćj przez
dw a ostatnie, j e s t : ncr(49)

X y 1

X i 2 / i 1 =  0

1 X 2 2 / 2 1

aby trzy punkta były w  linii prostej, potrzeba aby pierwszy był na prostój łyczycćj drugi z trzecim



t. j ., aby ich spółrzędne sprawdzały równanie poprzedzające; znajduje się tym  sposobem  warunek 

sznkany :

LINIA PROSTA. Ul

x 0 y o i

( 8 ) j  X y y t i

\ 2 / 2 i

ten związek rozwinięty przedstawi się p od  kształtem następującym :

(8iw ) [x,y.2 —  x ty l) +  (x-2y 0 —  x 0y.2) - f  ( x f)y l —  x\y0) =  0 ;

dw a ostatnie nawiasy wyprowadzają się z p ićrw szego przez przemianę kołow ą.

V I ° . S p ó ł r z ę d n e  p u n k t u  d z ie l ą c e g o  o d c in e k  w  s t o s u n k u  d a n y m .

52. N iech będą M, (a?„ y t) i M2 {x2, y.2) dw a punkta będące końcam i odcin ka ; idzie o  zna
lezienie spółrzędnych (x , y) punktu M, dzielącego odcinek  w  stosunku wyznaczonym t, j . ,  takim że.

r.\ M M i _ %
{ )  MM2 mt

—  jest wartością stosunku danego.
nii

Przypuśćm y naprzód punkt M leżący między punktami Mt i i\L t. j . ,  wewnątrz odcinka; prowadźm y 
spółrzędne trzech punktów, potćm , przez punkt M ,, rów noległą do O x ; ma się rów n ość : (na chw ilę 
w e wszystkich tych rów nościach zauważym y, tylko w artość bezwzględną o d c in k ó w ):

MP  M,M,
m ,p2 —  m ,m 2’

lub :

y —  yi _  m2 
y -2 —  y i my 4 - m.2 ’

zkąd w ypada; 

Ma się także :

_  myyi 4 - m ,y,
4 -  m.2

M(P  M,M . .  x  —  Xy __  m.2
M ,P 2 M.M, ’  U x-2 —  Xy m2-\-my
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zkąd wynika jeszcze:

Tak w ięc, przypuszczając spółrzędne dodatne, spółrzędnem i punktu M uważanego wewnątrz 
odcinka MiM.> i dzielącego go w stosunku danym , to j e s t :

( 1 )
M iM_
MftŁ rnt

s ą :
mix i - ) -  w 2x -2 

OT, - j -  « 2
( 2 )

_  Mi.yi +  >w2?/2 
m, -f-

D owiedziem y że te w zory, za pom ocą  um ów  stosow nych , m ogą b y ć  ogólnym i, t. j .  stosow ać się do 
wszystkich przypadków .

Przypuśćm y, w  rzeczy samej, punkt M zewnętrzny odcinka M,M2; znajdzie się on  po prawej lub 
p o  lew ćj stronie, w edług tego jak m2 będzie wyższem  lub niższem od  mt.

Połóżm y go po prawej stronie, na przykład; otrzyma się, jak to pokazuje figura poniżej um ieszczona:

MP _  m.2 lub y - y i = _ p ! i
y <  —  IJi m -i  —  m y

p o t e m :
X  —  X y

X < ł   X y

M,P   m.2
iM iP i m-i —  rriy

lub
m2 —  di

Y

W yciąga się z tych d w óch  r ó w n o ś c i:

( 1 °)

—  myZy -f-  nur., 
—  my Ą-  ot2 ’

— mdJt 4 "  mid-i— myi/y 4 -  m-iy-i
—  rtiy  4 “  n ri-i

Przypuśćm y punkt M po lew ej stronie odcin ka ¡MlM2, otrzym a się :
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W idzim y, że grupy w zorów  (1") i (2") wejdą do grupy (2 ), je ż e li  się umówi uważać stosunek —

jako dodatny lub odjem ny , według tego ja k  punkt podziału będzie w zięty wewnątrz lub na zewnątrz 
odcinka.

Co się tyczy położenia zewnętrznego punktu podziału, on o będzie zależyć od  wartości bezwzględnej 

stosunku — ; i lak, na m ocy  rów n ości (1) punkt M będzie ze strony M2 lub ze strony M. w edług
M, '

tego jak stosunek — ' będzie większym lub mniejszym od jedności.

Pozostaje nam nakoniec dow ieść że wzory (2) są praw dziw e, dla jak ichkolw iek  bądź znaków 
spółrzędnych.

W  tym celu, przenieśm y osie rów noleg le  do ich  pierw otnego położenia , tak aby spółrzędne 
punktów były wszystkie dodatne; niech będą w tedy (X ', Y '), {x\, y\ ), [x ’2, y '2) now e spółrzędne 
trzech punktów M, M „ M2; i a, b, spółrzędne now ego początku. W zory (2) dają się zastosować do 
przypadku obecn ego , poniew aż spółrzędne są wszystkie dodatne; otrzyma się, na przykład,

(m, m.>)X' =  m ,#1, ?n*r'2.

Lecz ma się, ntT (2 8 ):

X  =  a - j -  X ', x ,  =  a - j -  x\ , x.z =  a -  f  x\.

WTyciągając ztąd w artości na X ', x \ , x ’±, i podstawiając ich  w artości w  związku poprzedzającym , 
znajduje się, po wykonaniu w szystkich uproszczeń,

(?/i, - j -  v 2 X  =  mix l - ¡ -

W zory  (2) dają się w ięc  zastosować do wszystkich przypadków .

53 .1° Umowa o znakowaniu odcinków.

Odcinek zawarty między dw om a punktami a i b będzie oznaczonym  przez ab; i zgodzim y się,

a. i

w edług zwyczaju przyjętego w Geom etryi wyższej, wskazywać kierunek odcinka przez porządek 
sam ychże liter, l sza litera oznaczając początek, a 2 sa koniec; i tak ab i ba będą przedstawiały odcinki 
k ierunków  przeciw nych .

Zgodzim y się nadto uważać za dodatne odcinki skierowane w  pew nym  kierunku, a jak o odjemne, 
te które będą skierowane w kierunku przeciw nym . W edług  tego, otrzym a się rów n ość ;

ab =  —  ba.

2 ° Umowa co do znaku stosunków.

Jeżeli jak ikolw iek  punkt dzieli odcinek dany, zgodziliśm y się, w  tćm  co  poprzedza, uważać stosunek 
w  którym  odcinek jest podzielonym  jako dodatny lub odjemny w edług teg o , jak  punkt podziału jest 
wzięty wewnątrz lub na zewnątrz odcinka.

Gdy się w rócim y do liter pytania poprzedzającego, stosunek będzie przedstaw ionym , m ając wzgląd
7
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na u m ow ę (1 °), co  do w ielkości i co  do znaku, za pom ocą  znakowania następującego :

M ; tak aby
MM, ’ m, MM,

Gdyż, jeżeli punkt podziału  M jest w ewnętrzny, odcinki M,M i MM2 są tegoż sam ego kierunku

lub tegoż samego znaku ; one będą kierunków  przeciwnych, jeżeli puukt M jest zewnętrzny.

Ta uwaga jest bardzo w ażn ą ; w zory których użyjem y będą zawsze pod leg łe  tśj podw ójn ćj um ow ie; 
będą one w tedy całkiem  ogóln e , a ich zastosowanie tak jak i tłóm aczenie w ypadków  do których  one 
prowadzą nie przedstawi w tedy  ani trudności, ani dwuznaczności.

VII0 Ś r o d e k  ś r e d n ic h  o d l e g ł o ś c i .

5 4 . 1° O k r e ś l e n ie .

Niech będzie układ n pu nktów  MiM-2, . . .  M«, których spółrzędnem i są w zględnie y {), [x2, y.j) , .. .  
{ xn, yn) ;  nazywa się środkiem odległościproporcyonalnych  tego układu punkt którego spółrzędne X i Y 
są określone przez związki :

x  _  w,:/;, - f -  m.,x.2 -f-  . . .  - f -  m„x„
\ m t -j— -{— . . .  mn

0 ) {
Y _ _  mdJ\ +  mi!H +  • • • 4 -  m'dh•

mi - ( -  w2-|- . . .  -\ -m n 

m ,, m 2, są liczbam i danem i.

Środkiem  średnich odległości układu jest punkt którego spółrzędne są określone przez związki

[ y  XI 4~ +  • • • +  x ’<

(2 )
.Vi ~l~ ya ~j~ • • • ~j~~ Vn _ 

n

Te w zory w yprow adzają się z pierw szych przypuszczając w nich liczby triu rów ne
m iędzy sobą.

2° W y k r e ś l e n ie .
I

Dla wykreślenia środka od leg łości proporcyonalnych  M „ M2, M3, . . . ,  podzielm y occ .n ek  MiM2 

w  stosunku odw rotnym  do stosunku danego niech będzie I punki podziału , lak aby :
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spółrzędnem i x '  i y' punktu I będą ner (52) :

51

mix\ -\-m2x 2X    j y
ml - f  m2 

, _  » ? , ; / ,  - f  rn.,1/..

rnt -(-  7712

7771  — | —  7712
U l  J  \ 1 O t U O U l i ^ U  V-/ 11 11 1 \_/ L U J  11* U tv/ULŁ1A1I>U l r f i i u u v / ^ v  " -----------

niech będzie 1'  punkt podziału, tak że :

Z łączm y I.M3, i podzielm y odcinek IM3 w stosunku odw rotnym  stosunku znanego
m3

II' _ _ ___«3 ___ .
I'M3 n i i  -j- m 2 ’

spółrzędnem i x"  i y" punktu l ' będą :

, »  ( i« i  -|- m.2)x' -|- m3x 3 i  „ __ >nlx l -|- m.źx., - j -  m3x 3

■ _  (m i +  m 'iW  +  m 3V3 } j! »  _  » b y ,  +  ” »2y 2 m 3y 3

W ? ! - f - « 2  +  « 3  ’  - l  W , - ( - « 2 +  « 3

Złączm y I'M4 i podzielm y odcinek  I'M4 w  stosunku odw rotnym  do stosunku danego
wi4

niech będzie l" punkt podziału, tak że :

I T  _  mĄ
J"M4 m3

Spółrzędnem i x"' i y'" punktu 1" będą :

i  : c m  _  (> » 1  +  IW-2 +  n ' z ) X "  +  m i X *  [  x ’<> —  m i X i  +  m i X ' i  +  m i X 3 +

\ rni +  m -2 - j -  n>3 - j -  ’  j m ,-f-rn .2 -j -m 3-j-m 4

) m _ _  {r>h +  m.2 - f  m3)y" - [ -  m4y 4 . “  ) _  ml!j i - f -  m.y.2 - f  m3y 3 -f-  mky K
\ ' mi -\-rn.i -\-m3-[-m { ’  [ mx- j -  m2 - f -  - ) -  w 4

Prawo następstwa tych wykreśleń jest w idocznem  i w idzim y że postępując dalej w  ten sposób 
do jd zie  się do punktu określonego przez wzory (1 ), to jest do środka od leg łości proporcyonalnych.



W ykreślenie środka średnich proporcjonalnych  wynika z tego co  poprzedza; zostaje się tym sp o 
sobem  sprow adzonym  d o  prawidła następującego :

IV 1
W eźm y środek I boku złęczm y IM3, i w eźm y na 1M3 punkt I' taki, że ¡n r  =  4

1 M3 i
I']" \

zigczm y IM *, 1 w'ezmy na I'M¡ punkt 1" taki, że —— - ; i tuk daléj, aż się zupełnie w yczerpie,
1 IVI4 ü

bez pow tórzenia, różne punkta układu.

VIIIo Z naleźć stosunek w  którym  prosta dana  dzieli odcinek dany .

55. D aje się prosta przez swe równanie.

Niech będ$ M i(x ,, y ,)  i M2(x.2, y-j] koń ce  odcinka, i :

(D) (1) A x  —j— By —f- C =  0

5 2  ROZDZIAŁ I .

rów nanie prostej. Prosta D przetnie odcinek M,M2 w pew nym  punkcie I takim, że :

M ,I  rn2.
IM2 ’

idzie o  w yznaczenie stosunku — . Jeżeli x  i y  sę spółrzędnem i punktu I, ma się nor (52)
m

_ _  +  m.2x 2 _  m piyĄ -m ^ .
J j  --------------¡------------  j  ¡ J ----------------------¡-------------  5

punkt I należąc do prostej D, jeg o  spółrzędne pow inny sprawdzać rów nanie (t) prostej, ma się w ięc : 

A(m,a7, - f  nujc2) - f  B{mly i 4 - ?n2y2) 4 -  C{mt 4  mj) =  0.

, . m, ■ ■ ■T o rów nanie w yznaczy stosunek nieznany —i ;  w ycięga się z m eg o , w rzeczy samej,

51)1 n ii  Ax-> 4 -  II//-2 4  B
1 IM, m-2 Aa,-, 4  By, - j -  G ’

Punkt podziału l będzie wewnętrznym  lub zewnętrznym  odcinka MjM2 w edłu g  tego jak stosunek :

Aa.2 4 B.?A  +  r:
A x t 4  ^!/i 4 “ G
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będzie dodatnym lub odjem nym ;  a w  tym drugim  przypadku, punkt I będzie ze strony M2 lub ze 
strony M, w edług tego jak w artość bezw zględna tego stosunku będzie niższą lub wyższą od jedności.

56. Prosta jest daną przez dwa punkta.

Niech będę. jeszcze yj) i M2(x2, yj) końcam i odcin ka ; a (x\ y'), (x", y") spółrzędne dw óch
punktów  wyznaczających prostą D. Rów naniem  prostćj D będzie :

X y 1

(D) x r y' 1 =  0

x" y" 1

Stosunek —  w  którym ta prosta dzieli odcinek  M,M2 będzie danym przez w zór (2); tak w ięc

znajdzie się :

(3)
m ,  M ol

m2 IM,

x '

x "

y a 

y'

v"

1 !

1

1

Xi

x '

x"

y i

y'

y"
57. Z astosow ania .

1° Przetnijm y trójkąt M,M.2M3 przez jakąkolw iek poprzeczną IJ 2T3 ; niech będzie :

k x  -)-  By - j -  C —  0

równanie tej p op rzeczn ć j; a I,, I2,13, punkta w  których ona przecina względnie boki M2M3, M3M „ M,M2 ; 
otrzyma się w edłu g  w zoru (2) nru (55) :

1°)

Mol 1 _ A,/;o - j -  B y~i - j — C ,

I.M, A ą  - j-  B,y3 - j -  C

M3T-2 __    A x 3 - j -  li//:) -|- G _
L2M, Aóc, —(— B y  { —)— G

Aa:, -f- By, -f- CM,I3

I3M 2 A x -2 4 -  Kyt 4 -  G '
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M nożąc te rów n ości stronam i, w ypadnie :

(2o)
M.,I, M3I2 M J3 

IiM3 12M, I3M2
=  —  L

W id zim y, zważajac będź to na um ow ę (1°), będź to  na um ow ę (2°) nru (53), że ta ostatnia rów nośó 
jest praw dziw y algebraicznie, to jest że obie strony m aj§ zawsze tenże sam znak ; gdyż poprzeczna 
w yznaczy zawsze na trzech bokach trójkąta albo jed en  stosunek odjem ny, albo trzy stosunki od jem n e. 
To sprawdzenie w reszcie nie jest potrzebnem , gdyż związki któreśm y w yprow adzili sę zupełnie ogólne 
a przeto dajęce się zastosować do wszystkich przypadków .

R ów n ość  (2°) m oże się jeszcze napisać, m ajęc w zględ na l szi um ow ę m « (53) :

(4) MiI3 .M 2I j.M 3I2 —  M A .M 3I1 - Mola;

to jest, je ż e li  jakakolwiek sieczna przecina .trzy boki trójkąta, ona w yznaczy sześć odcinków takich, że 
iloczyn z trzech odcinków nie po sobie następujących równa się iloczynowi z trzech in n ych ; odcin ki 
pow inny b y ć  uważane jako dodatne lub odjem ne, w edług tego jak  on e s§ skierow ane w  pew nym  
kierunku lub w  kierunku przeciw nym .

Łatwo dow ieść twierdzenia odw rotnego, to j e s t : Jeżeli trzy punkta, leżące na bokach trójkąta, wyzna
czają sześć odcinków takich że iloczyn trzech z pom iędzy nich nie po sobie następujących równa się iloczy

nowi z trzech innych, te trzy punkta są w lin ii prostej.

2 ° Złączm y punkt O, w zięty na plazczyznie trójkąta, z trzema w ierzchołkam i M l; M2, M3, tego 
trójkąta ; niech będ ę  I „  I2, I3, punkta w  których proste 0M 1; 0M 2, 0M 3 spotykają względnie boki 
M2M3, M3Mi, M 1M2 ; otrzym a się w edług w zoru (3) nru (56), oznaczajęc przez x 0, y 0 spólrzędne 
punktu O :

/  Mdi
liM ,

(1°) M A .
I.M,

\ M *  =
\ I3M2

Xi U-i 1

x 0 yo i
X , .Vi 1
x 3 y-i 1
Ko yo 1

X , y i  i

x 3 2/3 1

X 0 yo 1

x% y.> 1

x x y ,  1

x 0 y 0 1

X -i y-i 1

X i yt 1
X o yo 1
x 3 ?/3 1
a?2 i h  1
x 0 yo 1 ,
x s ys 1 i
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M nożąc te rów ności stronam i, i uważając że licznik 1?° stosunku jest znaku przeciw nego mia
now nikow i drugiego, i że tak samo rzecz się ma co  do innych, przyjdzie :

M d , M3L2 M,T3    ,
1 1 l,M 3 ' I 2M ,'I3IVfe

Zważając na jedną lub drugą z u m ów  n™ (53 ), okaże się, że pićrwsza strona jest dodatną. Mając 
wzgląd na um ow ę (1°) n™ (53), rów n ość (2°) będzie się mogła napisać :

(5) M J3. M ai!. M3T, =  —  M,T2. M A . M,I3.

W ię c  je że li trzy proste, wychodzące z wierzchołków trójkąta, spotykają się w tymże samym punkcie, 
one wyznaczają na bokach przeciw ległych, sześć odcinków takich, że iloczyn trzech z pomiędzy nich nie po 
sobie następujących równa się mniej iloczynowi z trzech innych.

D ow iedzie się łatw o twierdzenie odw rotne :

Gdy proste leżące na bokach trójkąta, są takie że iloczyn trzech odcinków nie po sobie następujących 
równa się mniej iloczynowi z trzech innych, proste łączące te punkta wierzchołkami przeciw ległym i prze

cinają się w tym że samym punkcie.

Ćw ic ze n ie . D ow ieść rachunkiem  w prost twierdzenia odw rotne dw óch podań niedaw no przez nas 
należycie uzasadnionych.

IX0 P rzecięcie się prostych .

58. Niech będę dane równania dw óch  prostych :

i k x  - j -  By  —j— G =  0,

(1) (  A ^ + B ^ + C ^ O ;

spółrzędne ich punkta przecięcia się m uszę spraw dzać jed nocześn ie  równania tych dw óch  p rostych ; 
otrzym uje się je  w ięc, rozwiązuj5c układ ( 1 ) ;  tym sposobem  znajduje się :

„  _  BO, —  B,C 
X  A B ,— A,B ’

CA, —  C,A 
1J ~  AB , — A ,B '

Kiedy m ianow nik (AB , —  A,B) jest różnym  od  zera, w zory (2) daję na x  i y  wartości skończone 
i w yznaczone; dw ie proste przecinają się wtenczas oczyw iście.

Jeżeli A B ,— A , B = 0 , i gdy AC, —  A,C ^  0 ; w artości na x  i y  są n ieskoń czone; dw ie proste 

są w tedy rów noleg łe.

Związek przypuszczony m oże się nap isać:

_  Ą  _  A,
B B , ’

wyraża on tym  sposobem  rów n ość spółczynników  kątowych dw óch  linii prostych.



Jeżeli AB, —  A ,B  =  O, i gdy jednocześn ie  AG, —  A,C —  0, wartości na x  i y  są n ieoznaczone;
dw ie proste jed noczy  się, t. j. przystają do siebie w całej rozc:ągłości.

A by dwie proste by ły  równoległe, potrzeba i dosyć aby spółczynniki zmiennych były  proporcyonalnym i.

T o podanie dow odzi się za pom ocą w zorów  (2) jak to już wykonaliśm y w roztrząsaniu 
poprzedzającym .

Można także je  uzasadnić w  sposób następujący:

Itównanie ogólne prostych przechodzących przez punkt spotkania się dw óch  prostych ( 1 ) jest:

k x  -f-  B y —[— C —}— X(A,.z - j -  B ,y - j -  C,) =  0, 

a lbo, rob iąc jednorodnem  i porządkując:

(3) (A  +  X A ,)*  +  (B +  XB,)y +  (C +  XC,)z =  0.

Otóż, jeżeli dw ie proste (1) są rów n oleg łe , ich punkt przecięcia się znajduje się do n iesk oń czo 
ności ; rów nanie (3) m usi w ięc m ódz przedstawiać prostą w nieskończoności, co  wym aga żeby 
b y ło : A - ) -X A , =  0 , B -( -X B , =  0, czy li:

i - i - *

ten warunek konieczny jest oczyw iście dostatecznym ; gdyż, jeżeli on jest spełnionym , m ożna kazać 
przejść prostej w  n ieskończoności przez ich  punkt spotkania się ; ten punkt znajduje się w ięc  d o  
n ieskończoności.

59. Warunek ażeby trzy proste spotykały się w jednym  punkcie.

Przypuśćm y że równaniam i trzech prostych są:

/ A x  - [ -  By -|- C = 0 ,

(1) , A ,x  - j -  B,y - j -  G, —  0,

\ A<±x -f- B.2y  —f— G2 =  0.

Jeżeli x  i y  są spółrzędnem i punktu w spólnego dla tych trzech prostych, potrzeba aby wartości 
na x  i y w yciągnięte z dw óch  pierwszych równań, na przykład, i podstaw ione w  trzecićm  przyw iodły 
je  do tożsam ości; t. j .  aby w ypadek z rugowania zm iennych x  i y  między trzema równaniam i był 
zerem ; ma się w ię c :

5 6  RO ZD ZIAŁ I .

(2 )

A B C

A, B, c , =  0

a 2 b 2 Cs

albo rozwijając

(2bis) A(B,C2 -  B2C,) 4 - A ,(B2G —  BC2) +  A 2(BC, —  B,C) =  0:

takim jest warunek szukany.
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60. Jeżeli M =  0 , N =  0, P =  0, są równaniam i trzech prostych nie zbiegających się, równanie 
jakiejkolw iek prostej będzie można zawsze sprow adzić do kształtu:

mM - j -  nN - j -  pP =  0 ,

m, n, p  są ilości stałe. 
Niech będą na przyk ład :

(1 )

M —  cix —j— d{y -j— a2 —  0,

N =  bx bp) - f -  b2—  0, 

P== cx  ~f- c {y  - j -  c-2. =  0 ,

równania trzech prostych stałych ; i n iech będzie:

(2 ) ixx - j -  Sy -f- y — 0

równanie jakiejkolw iek prostéj d ow oln ie  w ziętć j; «  S, y, są danem i. Będzie można zawsze napisać 
równanie téj ostatniéj prostéj pod  kształtem :

mM -j- «N  -j- pP —  0,

t . j . ,  zastępując M, N, P, przez funkcye linijne (1) które one przedstawiają:

(3) m(ax  - f  a{y  - f  a2) - f  n(bx - f  bpj - f  b.2) +  p {cx  - f  cpj +  c2) =  0.

Dla udow odnien ia tego, dosyć jest pokazać że m ożna zawsze znaleźć na m, n, p  w artości skoń
czone i wyznaczone tak, aby dw a równania (2) i (3) przedstawiały tęż samą prostą. W yraźm y, 
w  rzeczy sam éj, że proste (1 ) i (2 ) się zbiegają, ma się:

(3)
ma - j -  nb - j -  p c  may - ) -  nbt - j -  pc,  ma2 - j -  nb2 - j -  pc2

a  S y

oznaczyw szy przez X w artość w spólną tych stosunków , znajduje się do w yznaczenia wartości n ie-

zm iennych ~ ,  2 , trzy rów nania:
A A A

[ ma nb -j- p c  = >«,

w
i' mo¡ -|- nb¡ - j -p c j  = X 6, 

( ma2 —|—nfi-2 —|— pc2 —  Xy.

W yciągając z tych rów nań m, n , p , w  funkcyi X i podstaw iając ich w artości w  równaniu (3), 
ilość nieoznaczona X zniknęłaby jako czynnik w spólny. Otóż warunek konieczny i dostateczny 
aby w artości na m, n, p  były skończone i w yznaczone jest, żeby m ianownik w spólny  t. j . ,  w yzn aczn ik :

a b c

ai bi Ct

a2 b-2 ć*2

był różnym  od  zera; warunek ten ma m iejsce sam przez się, gdyż jeśliby  to wyrażenie by ło  zerem, 
trzy proste M, N, P , byłyby zbiegającemi się (59); co  jest przeciw nćm  przyjętem u założeniu. W ię c ....

8



58

X° R ów n an ia  jednorodne.

R O ZD ZIAŁ I.

61. Wszelkie równanie jednorodne i stopnia między spółrzędnem i x i  y ja k ie j okol wiek punktu, 
przedstawia pęk  m prostych mających za wierzehołek początek.

l sze D o w o d z e n ie .

Niech będzie f { x ,  y ) =  0 jakiekolw iek rów nanie jed n orod n e , a A jakikolwiek punkt miejsca 
przedstaw ionego przez to ró w n a n ie ; spólrzędne («, b) punktu A  musza sprawdzać równanie dane, 

t. j ., że się otrzym a:

(1 ) f { a , b ) = . .  0 .

Lecz funkcya f [x ,  y ) jest jed n orod n ą , ma się przeto tożsam ość:

(2 ) f(\ x , l y ) = x mf [x ,  y)\

którato tożsam ość da, w edłu g  związku (1 ),

(3) f ( la ,  \b) —  0;

t. j . ,  że jak iem kolw iek  bądź jest z, punkt którego spółrzędnym i są xa i Ib  będzie należeć do 
m iejsca określonego przez rów nanie dane. Otóż punkt (la , Ib) jest jak im kolw iek  punktem prostćj 
O A ; niech będzie, w  rzecy sam ej, OP =  Xa, prow adźm y PM rów n oleg łą  do Oy  aż do jej spotkania 
się w  M z O A ; ma się :

MP OP , , MP la  , . , ,
T l i — Tm’ Iub " T  =  - >  zk^d M P = A i .AB OB b a

W ynika ztąd że wszystkie punkta prostćj OA należą do m iejsca geonom etryczriego o którem  m ow a.

Jeżeli (a4, bj) są spółrzędnem i innego punktu Aj sprawdzającego równanie d a n e, dow iedzie się 
podobn ież że prosta OA, jest częścią m ie jsca ; e tc ... W ię c  rów nanie f [ x ,  y) =  0 przedstawia pęk 
prostych przechodzących  przez początek ; otóż , nie otrzyma się w ięcej jak m prostych, gdyż krzywo, 
będąca tegoż samego rzędu, nie m oże być spotkaną w  w ięcej jak m punktach przez jakąkolw iek prostą 
n“  ( 3 5 ). Tak w ięc rów nanie jed n orodn e f { x ,  y ) — 0 przedstawia rn prostych rzeczyw istych lub u ro jo 
nych przechodzących przez p oczą tek ; niektóre z pom iędzy tych m prostych m ogą do siebie przystawać.

28ic D o w o d z e n i e .

Równanie f ( x ,  y) =  0 jest jed n orodn ćm , ma się w ięc tożsam ość nrQ (15)
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Załóżm y ^ ; w ielom ian 1(1, t), stopnia m, m oże się rozłożyć na m czynników  ls° stopnia

rzeczywistych lub u ro jo n y ch ; niech będzie naprzykład:

f (  1 , f) —  ( t —  a j) ( t—  a-2) . . . . ( t —  am).

Tożsam ość (4) daje w ted y , zastępując t przez

a * ,  y ) = * * ( |  -  «*) ( I  -  «*)••■■(! - « - ) ■ .

a tśm sam ćm  rów nanie krzyw ej da się napisać:

(5) / ( # ,  y ) =  ( y —  a2x ) (y  —  a& ) . ... (y  —  amx ) =  0.

T o równanie będzie oczyw iście spraw dzonćm  założyw szy:

albo y  —  «iX  —  0 ,

a lbo y  —  a^c =  0 ,

albo y — amx — 0.

Rów nanie f ( x ,  y) —  0 jest w ięc  spraw dzonem  przez spółrzędne wszystkich punktów  leżących 
na tych m p rostych ; te m prostych stanowią przeto m iejsce geonom etryczne przedstawione przez 
równanie jed norodne f ( x ,  y) =  0 .

62. Równanie f(x ) =  0, niezależne od y, i  stopnia m , przedstawia m  prostych równoległych do 
osi rzędnych.

T o równanie m oże się oczyw iście napisać:

f { x )  =  (x  —  a ,){x  —  a j) . . . . (x  —  am) =  0 

i podanie w ysłow ione wynika ztąd bezpośrednio.

63. Liczba związków koniecznych ażeby jakiekolwiek równanie stopnia ni przedstawiało m  prostych
771 (771 — r ~  1 )

przechodzących przez początek je s t  równą —— ~ — -.

- (m _J_ \ -4- 21
Liczbą całkow itą wyrazów równania jest ner (36) -— • w edług założenia równanie

musi b y ć  jednorodnem  nru (61); potrzeba w ięc znieść spółczynniki wszystkieh w yrazów  następujących
( YYi  L  \ \ f'ffi  L  * ) \

po  wyrazach stopnia m ; otóż liczbą tych w yrazów  jest - - - r — —  (m  - j -  1 ), albo

m(m - ( - 1 )
2  '*

W n io se k  1 . Ażeby jakiekolw iek równanie stop n ia ?»  przedstawiało m  prostych przechodzących
771(777 “T“ 1  ) • ,

przez jakikolw iek punkt dany, potrzeba — i— y — —  zw iązków m iędzy jeg o  spółczynnikam i.



Niech będą, w  rzeczy sam ćj, a i b spółrzędnem i punktu, przenieśm y początek w  ten punkt, 

m usim y zrobić jed n orodn em  now e rów nanie, co  prowadzi do zw iązków.

W niosek  2. Ażeby jakiekolw iek  rów nanie stopnia m przedstawiało m prostych zbiegających
\m{m - f  1 ) _  "

fi J RO ZD ZIAŁ I .

się, potrzeba związków m iędzy je g o  spółczynnikam i.

Punkt zbiegania się jest n ieoznaczonym , potrzeba w yrugow ać ilości a i b m iędzy związkami p o 
przednio otrzym anym i; w ię c ... .

6/i. Liczba warunków  ażeby jakiekolw iek równanie stopnia m przedstawiało m prostych  rów n o-
17l i  771 ^  1

ległych d o  jednej z osi spółrzędnych  jest rów ną —i— ^  Przychodzi się do  tego wniosku op ie

rając się na podaniu  n™ (62) i rozum ując zupełnie tymże samym sposobem  jak poprzednio.

Można to w yprow adzić także z podań w ystaw ionych  w  nrze(63), a dających się zastosżwać do 
przypadku prostych  rów n oleg łych .

XI“. PUNKTA I PROSTE DROJONE.

65. W prow adzen ie urojonych  do badań geom etrycznych jest rzeczą n ieodbicie  potrzebną, bez 
czego , w ysłow ienia ogólne stałyby się n iepodobnem i, prawa ogóln e  zniknęłyby. W  geom etryi 
analitycznej, ilości urojone przedstawiają się k on ieczn ie ; w  tym  celu dosyć jest oznaczyć z d o 
kładnością znaczenie któi’e w inniśm y przywiązywać do tych wyrażeń i wskazać um ow y, które 
nam wypada przyjąć.

K iedy spółrzędne x  i y  są rzeczyw istem i, w yznaczają one jak ikolw iek  punkt; kiedy te spółrzędne 
będą urojonem i, pow iem y że one wyznaczają jak ikolw iek  punkt urojony.

Dwa punkta urojonych sprzężone są dw om a punktami urojonem i, których spółrzędne są w zględnie 

urojonych  sprzężonem i; i tak

( —  a -\ -a,V —  1, [ x 2= a  —  a d — !,
Cl) M, Ms j

1 2/1 —  b "4" W  1 ) ( y-i —  b —  bt\J— 1 .

są dw om a punktami urojonych  sprzężonem i.

R ów nanie 16° stopnia, ze spółczynnikam i rzeczywistym i,

(2) Aa; -f-  By -\- C =  0

przedstawia jakąkolw iek prostą; to równanie jest sprawdzone przez spółrzędne w  niezliczonćm  
m nóstwie punktów  rzeczyw istych ; on o  jest także spraw dzone przez spółrzędne w  niezliczonćm  
m nóstwie punktów u ro jon y ch ; lecz jed nem u  punktowi urojonem u (leżącem u na tśjże samćj prostej) 
odpow iada zawsze jak ikolw iek  punkt urojony  sprzężony (leżący na tejże samej prostej).

Kiedy spółczynniki równania (2) będą u ro jonym i, pow iem y że równanie (2) przedstawia jaką
kolwiek prostą urojoną.

Z rob iem y nad prostem i urojonem i spostrzeżenia następujące:

\



1» Jest zawsze jakikolw iek punkt rzeczywisty leżący na jakiejkolw iek prostój urojonej i nieznajduje 
się na niej jak tylko je d e n ; w  rzeczy samej, równanie tego rodzaju prostej jest kształtu

(3) (A , +  A.2\/'—  1 ) X - f  (B, 4  B i V ^ l )y  +  (C, +  CaV/ = T j =  0 i

to rów nanie jest oczyw iście spraw dzonem  przez spólrzędne punktu rzeczywistego przecięcia się 
d w óch  prostych rzeczywistych.

A {x  - ( -  B{y  - j -  Ci —  0 ,
W

k 2x  Ą - B2y  - j -  C2 =  0 ;

nie m oże oczyw iście w  niem się znajdow ać tylko sam jeden  punkt rzeczywisty, gdyż inaczej prosta 
byłaby rzeczywisty.

2° Nazwiemy spółczynnikiem  kątowym  prostej urojonej (3) stosunek

 Ai -f~ A ‘V  1.
B , +

lecz spółczynnik kytow y będzie rzeczywisty kiedy się otrzyma :

A  ,  A%
B, “  B ,’

t. j . ,  kiedy punkt rzeczywisty leżycy na prostej urojonej będzie w  nieskończoności.

3° Na jakiejkolw iek prostej u ro jon ćj, nie ma pary punktów  urojonych  sprzężonych , chyba 
w  n ieskończoności.

Kiedy wyrazimy, w  rzeczy samej że rów nanie (3) jest spraw dzonem  przez spólrzędne dw óch  
punktów  (1 ) ,  otrzym a się cztery zwiyzki.

A id —|— B ,ć —|— C2 — (A2«7, —j- B2 ć,) 0,

A 2o —}~ B26 — C2 ■ I— (A ¿z/1 - j -  B ,ć ,j 0,

A ,a +  B ,6  -f- C, 4 ( A 2a, 4 -  Boć,) =  0,

A 2ge 4 -  B2ć -j— C2 —  (A ,u , 4 -  B ,ć,) r z  0 ;
zkyd w ypada :

j A ,» , 4  B ,4  =  0 ,

( A2(7, 4  B>6, =  0 ;

 ̂ A i«  4  B ,6 4  B i =  0 ,

( \.2a 4  B2ć 4  C2 =  0 .

Ilości a, i 6, sy różnem i od  zera, dw a ls*e zwiyzki wym agajy żeby było

A, B, _
A2 b 2 ’

a w tedy wartości na a i b dane przez dwa ostatnie sy nieskończonem u

LINIA PROSTA. 61



40 W szelka prosta przechodząca przez dwa punkta urojone sprzężone je s t rzeczywistą. Ten fakt 
s l następstwem spostrzeżenia poprzedzającego; jeg o  sprawdzenie jest w reszcie łatw ćm .

66 1 °. Rów nanie jakiejkolw iek prostej rzeczyw istćj m oże być  przedstawione przez:

(5)   — — ¥■------------------------gdzie m- -|- n2 =  1 ;
m n

ilości m i n wyznaczają dyrekcyą dodatną tćj prostćj poczynając od  punktu M(, i lo ś c i— m i — n 
wyznaczają dyrekcyą odjem ną (ner (41), 4°).

ozciągniem y tę u m ow ę do prostych u ro jon ych ; dajm y że x „  y u rn, n, są urojonem i, p ow ie 
m y że w  i n wyznaczają jeden  z k ierunków  prostej urojonej (5), a zaś —  to i —  n wyznaczają 
inny kierunek w prost pierw szem u przeciw ny.

2 ° W  przypadku odcinka rzeczyw istego MtM2 w idzieliśm y ner (3 3 ) równanie (1 0 ), że długość 
go odcinka będzie daną co  do w ielkości i c o  d o  znaku przez związki:

1VJ! LVJ 2   — 5----------------— : -¡¡r >
dos a d o s 6

6 2  RO ZD ZIA Ł I .

albo

(6)  przypuściwszy

MiM -2 — — ~  x ~= ,

to- - f  n2 =  1 . 

X

Gdy Mi i M2 są dw om a punktam i urojonem i, zgodzim y się określić przez rów ności ( 6) w ielkość 
i kierunek odcinka MiM2.

Niech będą Mn, M2, M3, trzy punkta u rojone w  linii prostćj;; kiedy to i w są ilościam i 
w yznaczającem i dyrekcyą tej p rostć j; otrzym a się, w edłu g  tego co  poprzedza:

=  ~~r ‘ lub y 'i— Jh
m

Mł M3 =  y ł - ~ - ł  lub

M3M, =  £*------ —3 lubTO
zkąd wypada

(7) M,M2 +  M2M3 +  M3M, =  0 ;

n

2/3 — Ih
n 3

2/1 ■ 2/3.
n
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jes lto  podanie zasadnicze o dodawaniu odcin ków  w  linii prostej; w idzim y że on o daje się zasto
sow ać do odcin ków  urojonych .

Tak w ięc znajduje się dokładnie w yrażonem  znaczenie które winniśmy dać w yrażen iom : dyrekcya  
jakiejkolw iek prostej urojon ej; kierunek i wielkość jakiegokolw iek odcinka u rojon ego ; dodawanie 
algebraiczne odcinków urojonych  w  linii prostej.

67. Nakoniec zgodzim y się zastosować do punktów  urojonych w zory (2 ) n ^  (52). I tak, mając 
dane dwa punkta urojone yj] i M2(# 2j yj)> związki.

wyznaczą jakikolw iek punkt M (wpj), ogó ln ie  urojony, dzielący odcinek urojony MjM-2 w  stosunku

także być urojonym .

Jako przypadek szczególny tych w zorów  punkt środkowy M odcinka urojonego będzie 
określony przez związki:

Punkt środkowy odcinka utw orzonego przez dwa punkta urojone sprzężone je s t  rzeczywistym.

m ix  ,-f-  m.iTo 
my - ( -  m2

m p/i m2y 2

m2

(8 bis)
M j M  m., _
M Ę  _  m i'

przyjm iem y także do znakowania od cin ków  u rojonych  um ow ę nru (53), stosunek —  m oże

x t -I- X-i 
— ■ •

§ II. —  KĄTY I ODLEGŁOŚCI.

i° Ką t  ja k ie jk o lw ie k  prostej z osiami spółrzędnycu .

6 8 . Mając dane równanie jakiejkolw iek prostej

(1 ) A x  - j -  By C =  0,

spółczynnikiem  kątow ym  a tćj prostćj jest i ma się n«r (39)A
B

( 2 ) A   w sio
B wst(0 —  a )'

<* jest kątem prostej z osią odciętych .
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Z rów n ości (2) w yciąga się

a(w st0dosa  —  wstadosS) =  w s t« ;

zkąd

a wst 9(3) s t a :
1  - f -  a d o s 9 ’

ten w zór daje poznać kąt a prostej z osią odcię tych  w  funkcyi spółczynnika k ą to w e g o «  z tg prostą. 

Kieby osie są prostokątne, 0 —  90°, i ma się :

(3 Z>/s) sU  =  a.

D ow odzi się bezpośrednio, za pom ocą  w zoru  (3 ), że jeżeli spółczynniki kątowe a i a! dw óch  
prostych są rów ne, dw ie proste są rów n oleg łe .

Ma się w  rzeczy samej, oznaczając przez « i « ' kąty tych  prostych  z O x,

a w st0
sta  —

S t a  =

1  - j -  ad osS ’ 

o 'w st 9
t —j— o! d o s 0

otó ż  jeś li a '—  a, wypada oczyw iście  sta' =  sta ; lub

a'  =  a  - j -  k i t .

W ynika także że związku (2) żc równaniami dw ójsiecznych  kątów  osi są:

y  ■—  x  —  0 , y  - ( -  x  =  0 ;

l s7e równanie daje dw ójsieczną kąta części dodatnych o s i; 2 sie daje dw ójsieczną kąta spełniającego 
kąt osi dany 0 ., t. j . ,  dw ójsieczną kąta (-n- —  9).

69. Związek miedzy kątami jakiejkolwiek prostej z osiami; wyznaczenie tych kątów.

Prow adźm y przez początek spółrzędnych rów noleg łą  do prostśj u w ażan ój; niech bądą a i g kąty tej 
prostój z osiami O x  i Oy , te kąty są określone jak to było pow iedzianem  w  przypadku 5bm, nru (tiO);

Y

niech dędzie M jakikolw iek punkt prostej, i OM — p; rzućm y obw ód  OPM spółrzędnych x  i y ,  tego
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punktu na 0.r, Oy ,  i_OM, ma się (9 jest kątem osi)

i  x  +  y d o s 0 =  pdosa 

(A) s x d o s 0 -\- y  =  pdosg

a?dosa - j -  y d o s6  =  P.

Rugując x  \ y między tem i rów naniam i, znajduje się związek szukany m iędzy kątami «  i g, to jest:

(5)

1 dos0 dosa

dos0 1 dosg

d o s*  dosg 1

=  0 ;

ta rów ność przestawia się pod  kształtem następującym :

(6) dos2«  -|- dos2g —  2 d o s«d o s6 d o s0  =  w st2 0.

Będziemy mieli w  w ielu zdarzeniach sposobność użycia tego związku.

Jeżeli się daje równanie prostćj

A x  - j -  By •—  o,

identyfikując to  rów nanie z rów naniem  w ynikającćm  z d w óch  pierw szych rów nań (U), to je s t :

x  -j~ )/d o s0  ardos0 - f -  y
dos a dosg ’

znajduje się:

dosg —  d o s a d o s 0  d o s g d o s 0 — d o s a  ,
(7)       •

Z rów ności (7) wyciąga się

A d o s0  —  B
i  CIOS a  =  /(

(1 0 )
i dos a =  li ‘ — ,
 ̂ w st 0 ’

j , „ . A  —  B dos0
/  dosg =  k — -— — — . 
f w st -0

Podstawiwszy te w artości w  związku (6) ,  wypada, po niektórych uproszczeniach,

(11) k- — __________- ______
A - - j -  B2 —  2A B dos0

Ma się w ięc ostatecznie

[  d o s «  =  _ A d o s 6 - B ______
\ ±  \/A2 + B 2 —  2A B dos0

(1 2 )

‘ dosg -  A ~  Bdoz9 : „kad d o s «—  A d o s 9 ~  B
V ±  v/A2 +  B2 —  2A B dos0 * dosg A — B d o s0 '

9
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Znaki górne i dolne pow inny być brane razem ; i jakiem kol wiek je s t założenie w ybrane, dyrekcya 
proslćj znajduje się bez dw uznaczności, jeśli się ma wzgląd na dwa równania (1 2 ) jednocześn ie .

11° K ą t  d w ó c h  p r o s t y c h .

70. Niech będą równaniam i dw ócli prostych

(1)

równania które m ożna napisać

y  —  ax  - ) -  b

( Aa? - j -  By - j -  G =  0 

( A —)- ]5xy  - ) -  Ci =  0 ,

(2 ) y  =  avx  - j -  b{
, założywszy

( n   A /. C
—  B"’  B*

A, C,

Jeżeli a i a, są kątami, części d w óch  prostych , znajdujących się po nad osią odciętych , z dyrekcyą

Y
/  .

dodatnej osi, ma się 
(3)

V  jest kątem A l A ,. 
Ztąd wypada

Otóż w edług n™ (66)

V  =  a , —  a .

S ta  =  ■

stV  =

«w st .0

S ta ( —  s t a  

1 - f -  S t a S t a x’

s t a ,=  •
l - f - a d o s 0 ’ l - j - ^ i d o s G ’

podstawiając te w artości we wzorze poprzedzającym , znajduje się

W
(at —  q)w st8 . 

1  —)— (a —[— a ,)d o s 0 aa, ’

i, . • - i  . i • A A,
albo, zastępując a i ai przez ich w artości —  —, —  —

S I '  —
(ABi —  Ą,B)w st0

AA , - f  BB, —  (AB, +  A ,B )dos 0
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W  przypadku osi prostokątnych, gdzie 6 =  90°, te w zory staję się

6 7

(5)

(5 bis)

Dwie proste tw orzę zawsze dwa kęty spełniajęce ; kiedy się żęda, za p om ocę  tego w zoru , ocen ić
bez dwuznaczności jeden  z tych kętów , będzie potrzeba naprzód napisać zwięzek (3) określajęcy 
kęt uważany, przypom inajęc sobie pow yżej wzm iankowane znaczenie kętów  a, które daje 
w zór (3) nru (68).

Uważmy naprzód że licznik i mianownik w artości stV  nie m ogę być zerami jednocześn ie dla 
wartości rzeczywistych na a i at.

W  rzeczy samej, w s t0 jest różnę od zera, przeto gdyby się m iało jednocześn ie

rów ność nie m ogęca nigdy być sprawdzonę, poniew aż wstG jest różnę od  zera.

1° A by dwie proste były rów noległe, potrzeba i dosyć jest ażeby stV  była zerem, t. j . ,  aby 
spółczynniki kątow e były  sobie równym i.

2° A by dwie proste były  prostopadłe, trzeba i dosyć jest aby stV  była nieskończoną; w ięc, 
w edług uwagi zrobionej, będzie m iało m iejsce, jeżeli

(6) 1  - j -  aai - f -  [a - j -  «i)dosG =  0 ;

a w  przypadku osi prostkętnych

(6 bis) 1  - j -  aai =  0 .

Zwięzek (6) albo (6 bis) jest warunkiem (koniecznym  i dostatecznym ) aby dw ie proste były
prostokątnem u

71. Można jeszcze rozwiązać to pytanie sposobem  n astępu jącym :

Niech będ ę i kęty prostej OMi z osiami, a2 i 62 kąty prostej OM2; prowadźm y spółrzędne

"V

' R o z trzą sa n ie  w z o r ó w  (U) i (5).

a, —  a =  0 ,

1  — aa i —]— (u -j— ai)dos0 —  0 ;

ztędby w ypadło

1 -|- u2 -|- 2 a dosG =  0, lub (a -\- dosG)2 +  wst20 =  0 ;

t

jak iegokolw iek  punktu M, pierwszej prostej, i rzućm y obw ód  OPM, na Ox, Oy i OM, oznaczywszy
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przez V  kąt M,OM2. Znajduje się tym sposobem , zakładając OM, =  l:

x  - f -  ?/dos0 =  l d o s * ,, 

aulosG -J-  y  —  /d o s  ę,, 

x d o s « 2 - f - */dosS2 =  /d o s V ; 

wyrugow aw szy x ,  y  i l  m iędzy tem i trzema rów nościam i, znajduje_się

1  dosO d osa (

(1 ) dosO 1  dosg, —  o , •

dosa i dos 62 dosV

albo

( l i i « )  wst20 d o sV  =  d osa id os«2 +  dosg,dosS2 —  (d o s a jd o s ^  - f -  d o s « 2d o s6,)dos0 ; 

a w  przypadku osi prostokątnych :

(2 ) dos V =  d osa id osoy -f- d os61d o s 62-

Jeżeli teraz równania d w óch  prostych są dane pod  kształtem

(3 ) ( ^ x  - j -  By  - f -  C =  0,
( A,a? Biy  +  Ci =  0 ;

w yciągnie się naprzód jed n ą  po drugiej w artość d o s a „  dos 6, ;  dosa2, d os^ , za pom ocą  w zorów  
(12) n™ (6 9 ); p o  czćm , podstaw iając te w artości w e wzorze (1 bis), otrzyma się

. . AA , - j -  BB, —  (A,B —j- A B ,)dos 0
(a) a osY  :— ---------------------------  5--'----------------------------------

±  \JA 2 - f  B2 —  2ABdos0\/A 2 - f  Bj —  2A ,B ,d os0

Ten w zór daje dwa kąty spełniające jakie tw orzą dw ie proste ; ztądto pochodzi (obecn ość znaku 
p odw ójn ego .

III0 R ó w n a n ie  p r o s t e j  przech od zą ce j p rzez  punkt dany i p r o s to p a d łe j do l in i i  p r o s te j d a n e j.

72. Przypuśćm y naprzód punkt dany przez je g o  spółrzędne i y y.

R ów naniem  ogó ln em  prostych przechodzących  przez ten punkt jest

y —  y 1 —  a!(x —  x , ) ;

aby ta prosta była prostopadłą d o  prostćj danćj

( 1 ) y  —  a x -\ -b

potrzeba aby spółczynnik  kątowy a' sprawdzał związek nru (70)

1  - j -  aa' - j -  (a +  a ')dos 0 = 0 ;



zkąd się wyciąga

, 1  4 - a d o s 0
<2>

Rów naniem  prostopadłej szukanej jest w ięc

W =  *
a w  przypadku osi prostokątnych

1
(3 dis) y  —  y i = — - ( x — x i).

73. Przypuśćm y punkt dany przecięciem  się dw óch  prostych

| M =  m x-\ - miy -\ -m 2 =  0,

( N =  nx  - j -  n ,y - f -  n.2 =  0 ; 

i n iech będzie równanie prostej danćj

(2) A x  +  B y - f  C =  0.

Rów naniem  ogóln ćm  prostych przechodzących przez punkt (1), jest

(3) M - f  xN =  0, 

lub
(m - } -  \n)x - f -  (»»j -|-xn1)y  -\- m-i - ( -  Xw2 =  0.

W yraźm y że ta prosta jest prostopadłą do prostej danej (2 ); ma się, postawiwszy się w  przypadku 
osi prostokątnych
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zkąd się wyciąga

A m - j -  xn    ̂t
B * r»i - f -  •/.«!

Równanie prostopadłćj będzie, zatóm

. m x  - j -  m{y  - j -   n x  - j -  niV ~f- n-i
' Km - j -  Bmt Kn -)- B «!

IV0 O dległość punktu danego od l in ii prostćj danćj.

74. Przypuśćm y naprzód osie prostokątne.

1° Rów nanie prostćj jest dane pod  kształtem nru (40)

( t )  xd osw  - j-  yw stw  —  p  —  0 ,

i n iech  będą x Q, y 0 spółrzędnem i punktu.
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Dwa przypadki się przedstawiają :

l 52? P rzypadek  : Punkt M0(x0, y 0) i poczytek spółrzędnych sy z obu  slron prostćj. Prowadźm y 
rostopadły M0I i spółrzędne punktu M0, potćm  rzućm y obw ód  OP0M0l na OH; ma się

p  —  ar0dosu  -j-  ?/0wsta> - j -  5 „d o s (M X o H ),

oznaczając przez S0 w artość bezwzględny od leg łości szukanej; otóż kyt M0I z OH jest rów ny 180°, 
w ięc

('2 ) <S0 =  x 0dos&> - ) -  y o w s tw — p.

2e* P rzypadek  : Punkt M'0( i '0, y'0) i poczytek O sy z tej samej strony względem  prostćj. Rzućm y 
jeszcze na OH obw ód  OP'0M'0I'H ; ma się

p  =  Ą d o s w  -)-  ?/'0wstw - j -  <5'odos(MłjC ^ H ) ,

oznaczyw szy przez <5'0 w artość bezw zględny od ległości. Otóż kyt M'0I' z OH jest tu także ró w 
nym  180°, a zatem

(3) <3'o —  p — a;'0dosw —  i/'0w stu .

S łow em , od leg łość  punktu M0(x0, y 0) od prostej

( 1 )  a ;d o s w -( -y w s ta )— p = 0

je s t dany, w  w artości bezw zględnćj, przez wzór

(A) 8 —  ±  (a;0dosw -f- y 0wst&> — p ) ;

- j -  jeżeli poczytek i punkt M0 sy z obu  stron prostej; —  jeżeli poczytek i punkt M0 sy z tśj samćj 
strony w zględem  prostej.

2 ° Rów nanie prostej jest danem pod  kształtem ogólnym

(5) Aa: - f  B y  - f  G =  0.

T o  równanie m oże być sprow adzonem  do kształtu

(6) a ;d o s w -j- ,y w s tw — p  =  0 , 

założywszy warunki

ln\ dOSw wstw  p  , ty 1 ,o ,
(7) — -  =  1 T =  G 5 dos &> -j— wst w =  1.

Otóż od leg łość punktu ( x 0, y 0) od  prostćj ( 6) jest

8 —  ^ d o s w  -|-y0wstw —  p.
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Związek (7) nam daje na wartości ilości nieznanych d o s » , wst&>, i p

d o sw =

wst

P ± v a 2 +  b 2

Podstawiając w  wyrażeniu poprzedzającem  na 8, będzie 

(8)
V ± V  A2 - j -  B2

Tak w ięc odległość punktu od prostej jes t  równa stronie równania prostej, w którem się zastąpiło 
x i y przez spółrzędne punktu danego, podzielonej przez pierwiastek z summy kwadratów spółczynników 
ilości zmiennych.

75. Przypuśćmy teraz osie pochyłe.

1 “ « M e t o d a . M ożemy przypuścić równaniel prostej danej sprow adzone do kształtu

( 1 ) x d o s w ? / d o s (0 —  w )—  p —  0.

Rzucając obw ód  OP0M0IH na prosty OH i rozum ując jak w  przypadku poprzedzającym , widzimy

że od leg łość w  w artości bezwzględnej punktu M0(x 0, y 0) od  prostćj (1) jest daną za pom ocą  w zoru

(2 ) 8 =  ±  (a?0d osu  - f  ?/0dos(0 —  w) —  p)\

bierze się znak — j jeżeli punkt M0 i początek są z obu  stron prostćj; bierze się z n a k — , jeżeli 
punkt M0 i początek są z tćjże samćj strony w zględem  prostej.

Jeżeli teraz równanie prostćj danej jest

(3) k x  +  By -f- Q =  C.

sprowadzi się je  do kształtu ( 1 ) zakładając
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odległością szukaną będzie w tedy, nie zważając na znak,

8 —  in d o s u  +  1/0 005(0 —  *,) — p.

Dla wyznaczenia ilości nieznanych dos*>, dos(0 —  *,), p , uw ażm y że *> i (G —  w) są kątami prostej OH 
z osiam i, i że między tymi kątami ma się związek (6) n™ (69),

(5) dos2*, +  dos2(0 —  *>) —  2dos*>dos(0 —  *,)dos0 =  wst20.

Oznaczywszy przez k w artość w spólną stosunków  (4 ), w yciąga się ze związku (5)

_______________ w stó_________

^  1 _  ±  VA2 + B 2 — 2 A B d o s 0 '

Ztąd w yciągniem y łatwo d o s « , dos(0 —  &») i p ;  podstaw iając te w artości w wyrażeniu na 8, 
znajduje się

(Aaro + B y o +  C)wst0 .
7) 0 = ----------------------------------  y

±  V a 2 +  B2 — 2A B dos0

jestto wyrażenie od leg łości punktu [x0, y 0) od  prostej

k x  +  By +  C =  0.

2 ?a M e t o d a . M ożemy przypuścić rów nanie prostśj danej

(8) k x  +  B y  +  C =  0

sprow adzone do kształtu

(9) y  =  a x  +  b,

założywszy

( 1 0 ) « =  —  b —  —
A , C
B ’ B

R ów nanie prostej, poprow adzonej przez punkt dany M0(x„, y 0) prostopadle do prostej (9) 
będzie ner (72)

1  + « d o s 0 , ,
( H )  y - y ,  =  -  a^ d 0sfl ( * - * » ) •

/M .

p\

Niech będą x  i y  spółrzędnem i spodka P tćj prostopadłej, znajdziemy

M0P =  (x  — x 0^  +  f U —  //o)2 +  2 (x  —  a-o) (y — yo)dos0;



otóż, otrzyma się spółrzędne x  i y  punktu przecięcia  się d w óch  prostych AB i M0P , rozwiązując 

dwa równania (9) i (11); lecz, gdy wyrażenie na M0P, nie zawiera w  sobie tylko różnice (x  —  x 0) 
i (y  —  y 0) rów nież jak równanie (11), będzie lep ićj przyrządzić także równanie (9), aby nie zawierało 
w  sobie tylko też same różn ice ; co  się zrobi pisząc je  w sposób następujący

(1 2 ) y  —  y 0 =  a (x  —  x 0) - j -  (ax0 - f  b —  y0).

Rozwiązanie równań (1 1 ) i ( 1 2) w zględem  [x  —  x 0) i [y —  y 0) nam daje

. _  _  (j/o —  gx„ —  b) (a -4-  d o s9)
i  X° 1  -)-  a - - j -  2 « d o s 0

_ (.V o  —  a x  o —  b )(  1 +  adosG)
4  Jo 1 - ( -  a- -|- 2 « d o s 0

Podstawiwszy te wartości w  w yrażeniu na MUP, otrzym am y 

i 2 =  M0p 2== \ , ^ u ~  [(a 4 - d o s0 )‘2 4 -  (1  4 - «  d ° s 0)2 —  2 (a 4 -  d o s 0) ( l  +  a do s 0)dos 0] ;( 1  - j -  M  C I O S  0 )

po wykonaniu wszystkich uproszczeń, w ypadnie w yciągając pierwiastek kw adratow y :

(Vo —  ax0 —  ó )w st0 .
( 1 0 ) O ----- ----- . ,---- . ■ ■■ ■■ .. ■ i

±  śjl - j -  2 a dos 0 4 ~ a 

albo, zastępując a i b przez ich  w artości ( 1 0 ) :

(1 0 ) (A ^ „ H -R y o 4 -C )w sl9
+  \JA-4 -  B“ —  2AB dos 0

76. Streszczenie  i ro ztrząsan ie .

1° Kiedy rów nanie prostej jest danem  pod kształtem

(1) x d orw  4 - t/d°s(0  —  u>) —  p =  0,

od leg łość, w  wartości bezw zględnej, punktu M0(x 0, y0) od  tej prostćj będzie daną za pom ocą  wzoru

(2 ) S =  ±  (x0doiw  - j - y od o s (0 — •»)— />);

musi się w ziąć znak 4 - ,  gdy punkt M0 i początek będą z obu stron proste j; w eźm ie się znak — ,
kiedy punkt i początek spółrzędnych będą z tejże samej strony w zględem  prostej.

W  przypadku osi prostokątnych, rów naniem  prostej będzie

(1  bis) tfdOEco 4 -y W S tw — p =  0 ,

a otrzym a się na wyrażenie od leg łości

(2 bis) <S =  + ( x 0dos&) 4 -  t/owstw - p ) . )

2° K iedy równanie prostej jest danćm  pod kształtem

( 3 )  Ax  4 -  B y  4 -  C  =  0 ,

L1NTA PROSTA. 7 3
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odleg łość punktu M0(*'o, y o) od  tej prostćj będzie daną za p om ocą  wzoru

(4)
(Ax„  B.y„ - j -  C)wst0

(osie pochyłe)
±  VA2 —|— B- —  2A B dos0

( i  bis) A -j-  By0 - ( -  C
+  V/A ^ + B 2- " (osie prostokątne).

Aby te ostatnie w zory dawały w arlość bezwzględny od leg łości, będzie potrzeba poprzedzić pier
wiastek znakiem - ) -  lub —  w edłu g  tego jak licznik będzie dodatny lub odjem ny.

Rozw iążem y, przy tej sposobności, pytanie następujące przedstawiające się często w  innych 
zdarzeniach.

M ając dane punkt M0(^o» Vo) i prostą

Jeżeli B >  0, wyrażenie (A,-c0 - j -B y 0 -| -C ) będzie dodatnem  lub odjem nem  w edług tego jak 
punkt M0 będzie na w ierzchu lub pod  spodem  prostćj (D ), idąc rów nolegle do osi rzędnych dodatnych ; 
jeżeli zaś B <  0 rzecz będzie się miała odw rotn ie .

Jeżeli A >  0, wyrażenie (A;r0 - f -  % 0 - ) -  C) będzie dodatnem  lub od jem nem  w edług tego jak 
punkt M0 będzie na praw o lub na lew o linii (D), idąc rów nolegle do osi odciętych  od jem n ych ; jeżeli 
zaś A  <  0, wyrażenie pow yższe przyjm ie znaki p rzeciw n e .

Aby d ow ieść tego podania, zauważmy naprzód że jeżeli punkt M0 jest na w ierzchu prostej (D), 
wartość algebraiczna rzędnej punktu będzie większą jak w artość algebraiczna rzędnej prostćj o d p o 
w iedniej odciętej punktu danego; okaże się to łatw o rozbierając trzy położenia m ożliw e punk tu, to

jest M0, M'0, M"0. Rzecz jest w idoczną dla d w óch  pierw szych p o łożeń ; co  się tyczy 3ci<« 0 M"0, ma się, 
w  w artości bezw zględnej, M"0P"0 <  l"oP"o i otóż rzędne są tu o d jem n e ; w ięc etc ....

T o  przypuściwszy, wartością algebraiczną rzędnej punktu jest y 0 : wartością algebraiczną rzędnćj

A x  - j -  By -)-  C =  0,

(A x 0 - j -  By0 - j -  G).

V M,

linii prostćj, dla odciętej r 0, jest —  ; ma się w ięc, w edług spostrzeżenia poprzedzającego,

j »  “ I i ,R
> 0 .

Jeżeli B jest dodatnóm , wypadnie ztąd, m nożąc przez B,
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jeżeli zaś B jest odjem nóm , otrzyma się

- j -  By0 —j— C <1 0.

Różne części podania w ysłow ionego dow iodę się tymże samym sposobem .

77. Równania dwój siecznych kątów dwóch lin ii prostych.

Niech będ ę równania dw óch  linii prostych

Znajdziemy po prostu równanie dw ójsiecznej, w yrażajęc że od leg łości od  jak iegokolw iek  punktu 
{ x ,  y ) tej prostej do dw óch  prostych  danych sę rów n em i; co  daje, w edług w zoru  nrn (76)

B ioręc kolejno znaki - j -  i —  ma się równania jednej i  drugiej dw ójsiecznej : Gdyby się chciało 
w yszczególnić jed n ę  z tych dw ójsiecznych ; w yznaczy się, w edług położenia jednego z tych punktów, 
znaki funkcyi (A x  - f  By  +  G), (k ix  +  Biy +  Ci), m ajęc w zględ na uwagę n™ (76); wybierze się 
w tedy znak -|- lub —  tak, ażeby dw ie strony równania (2) miały tenże sam znak. Sprawdzi się bez 
trudności, że dw ie dw ójsieczne sę prostokętnem i, to jest że ich spółczynniki kętow e sprawdzaję 
związek

Będzie można, zajęć się w yznaczeniem  dw ójsiecznej w ych od zęc  w prost z samegoż jć j  określenia, 
to jest dzieląc na dw ie części rów ne kąt dw óch  prostych da n y ch ; jest tam do przeprowadzenia całego 
zadania potrzebna dyskussya która wskaże początkującym  dla w prawy w yborne do wykonania 
ćwiczenie.

78. Mając dane kąty («,, Sj) i (a2, 62) dwóch prostych z osiami, znaleźć kąty dwójsiecznej z temit 
samemi osiami.

W eźm y na każdej z prostych, dw ie długości OM! i OM-> rów ne je d n o śc i; jeże li M jest punktem

w  którym  prosta MtM2 spotyka dw ójsiecznę, otrzyma się m iędzy prostopadłem i spuszczonem i z tych 
trzech punktów na osie Oa.' i Oy ,  związki następujące :

( 1 )

(2 )
A.e —f- By - j -  C  . A i 'c —|- B p/ — i .,

1 —f- (a —1— ai)dos6 - j -  ach =  0 .

,2MP =  M ,P, +  M ,P ,; 2MQ =  M 1Q, +  M,Q.2;
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lu b , oznaczając przez « ' i 6' kąty dw ôjsieczhéj OM z osiam i O j;  i O*/, a przez p długość OM :

( 2 p d o s« ' =  d o s « , - j -  d o s a->;

 ̂ v \ 2 pdosg' =  dosg, -f -  dos?2.

Z tych  rów n ości w yciągniem y

f  dos2<z|-j-dos-Ç, —2 d os« 1dosg1dos0 

óp2[d o s V -)-d o s 2g'— 2 dos«'dos6'dos0] =  ; - j-d o s W -^ d o s 8̂ -— 2 dosa2dosg2dos0

V - f 2 (dosa1dosa.2-(-^ osSidosg2— (dosa1dosg2-(-dosa2dosg1)dos0

otóż, m ając wzgląd na związek (6) nru (69) i na związek (1 bis) nru(71), la rów ność staje się, dzieląc 
jé j ob ie  strony przez wst20 :

Uf2 =  2 -f- 2dosV,
y

lub w edłu g  związku 1 - j -  dosV  =  2 dos2 — ,

(2 ) p2 = d o s 2| ,

V jest kątem d w óch  prostych danych.

Ilia drugiéj dw ójs ieczn ćj, otrzym ałoby się

2 pd os« ' =  d osa t —  d o s « 2, 2 p dosg' =  dosgj —  dosg2;

dalszy ciąg rachunku odbędzie się podobnież jak w  pierwszym przypadku.

Tak więc gdy  (« ,,  g,) i (a2, g2) są kątami prostych z osiami spóirzednych a V  je s t  kątem tych dwóch 
prostych, kąty (« ',  g') i  («", g") każdej z dwójsiecznych z osiami będą dane za pomocą wzorów nastę
pujących :

t , . doSa, —j- d0Sa2 /  , „ d o s « , —  doSco
(  dOSa' = ----— h—    ,  I d O S « 'r = -------- 1------ -------- ,

(3)

V Vi 2 d o s -  t 2 w s t -
j 2 2

 ̂ 2 d o s — ^ 2 wst —

Nie będziem y się zajm ow ali roztrząsaniem tych w zorów .

• V °  P O W IE R Z C H N IA  TR Ó JK Ą TA W  FU NŁCYI SPÓŁRZEDNYCH JEGO W 1E R ZC H 0Ł K Ó W .

79. N iech  będą M ,, M2, M3 trzy w ierzchołki trójkąta; a ( z lt y t), (ic2, y j ) ,  (#31 Hs) ich spółrzędnem i 
w zględnem i; z punktu M, spuśćm y prostopadłą M,1I na bok M2M3, otrzym a się, oznaczywszy przez 
S pow ierzchnią trójkąta
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O dległość M2M3 dw ói h punktów  M -2 i M3 wyraża się przez :

M2M3 =  (#2 —  x 3)~ - ) -  (2/2 —  i/3j“ — 2(^ 2  — ^‘3)  (i/a J/3)d o s 0 ; 

co  się tyczy MiH, jestto od leg łość  punktu Mi od prostćj M2M3 którćj równaniem  jest

(1°)

77

ma się w ięc na m ocy  nm (76)

(2 °) 

przeto :

. 0 )

(1 bis)

M ,H

X y 1

X-, y-i 1 =  0;

y3 1

Xt y> 1
X-i y-2 1 w st0

X* y3 1

—  z s F - j - {u*—y*?-\1- 2 (®, - -  x3){y-2

Xi y* 1

2S = X-i y-2 1 w st0 ;

X3 y-s 1

Xy !h 1

2S = Xi y-2 1

x 3 V3 1

Kiedy jeden  z w ierzchołków  M3, na przykład, jest początkiem  spółrzędnych, ma się

X, i/l
(2 ) 2 S :

#2 y-2
wstO.

A by  druga strona rów ności (1) przedstawiała w artość bezwzględny powierzchni trójkąta, będzie 
potrzeba poprzedzić wyznacznik znakiem w ięcej lub m niej w ed łu g  tego jak dla przejścia kolejno 
od  Mi ku M2, potśm  od  M2 ku M3, postępując po  obw odzie koła opisanego, obraca się w  kierunku 
kątów dodatnych lub odjemnych, to jest od  O x  ku O//, lub od  Oy  ku O x.

Na usprawiedliwienie tego prawidła, dosyć jest pokazać, rozbierając, różne przypadki m ogące się
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przedstaw ić, że druga strona rów ności (2 ) musi aby dać w artość bezwzględny prostopadłćj, być 
poprzedzony znakiem - f  lub —  w edług tego jak obrot określony pow yżej ma m iejsce w  kierunku 
dodatnym lub w  kierunku odjem ny m. I tak na figurze (I) punkt Mi jest pod  spodem  M2M3, lecz 
spółczynnik y  w  równaniu (1 °), to jest {x 3 — ar2) jest dodatny; w ięc na m ocy  n™ (76) druga strona 
rów n ości (2 °) musi być  poprzedzony zn a k ie m -)-; otóż kierunek jest dodatny; w ię c .......

Na figurze (II) punkt Mi jest na w ierzchu prostćj M2M3, a spółczynnik y ,  to jest [x3 —  x i) jest
dodatny; w ię c  Na figurze (III), punkt Mi jest na w ierzchu prostej M-2M3, lecz spółczynnik y  jest
od jem n y; a tern samćm druga strona rów ności (2 °) musi być  poprzedzony znakiem — ; otóż kierunek 
obrotu jest od jem n y; w ię c   • •

80 . P ow ierzchnia  w ie lo k ą ta .

Niech będy Mi, M2, M3, . . . ,  M„ w ierzchołkam i wielokyta, a [x l} ty,), (x2} y t), [x3, y 3) , . , .  [x„, y„) ich 
spółrzędne względne. Przenieśmy osie tak, ażeby n ow y początek był w ewnytrz w ielokyta, i niech 
będy x\  i //'; now em i spółrzędnem i punktu M, lub [xi, y ;), tak że

(1 )
Xi =  a - j -  x'i 

yi =  bJ r  y'h

a i b sy spółrzędnem i poczytku O'. Łyczyc punkt O' z różnym i w ierzchołkam i rozłoży się wielokyt 
na trójkyty, i otrzyma się

(2 ) 2S =  wst (
x\

X  o
• 2/ i

2/2

X  -2 

X'i

y  a  

y '  3 X

n —  1

Ju
1

4 -
X 'n y'n

y'n x\ y 't

przypuściwszy że wskazówki 1 , 2 , 3 n znaczy w ierzchołki po sobie następujyce które się spotyka 
przebiegajyc w ielokyt, i że ruch obrotu  ma m iejsce w  kierunku dodatnym .

Zastępujyc x[i i yh przez ich wartości (1 ), znajdzie się

x \ y \ X i — a 2/i —  b Xi 2/1 a 2/i 6 X ,

X f2 y * X<2 — a 2/2 —  b x 2 2/2 a 2/2 6 X<2

X'<2 y \ X<2 — a 2/2 - b X-2 2/2 a 2/2 b X~2 |

i  x '3 2 / 3 x 3 — a 2 /3 - b X 3 2 /3 a 2 /3 b x 3 1

X  n y  n  I y„ —  b \ _ x„ y » 1 a 2 / > < 6 «X‘n

& 1 J /  1 I —  a 2 / i  —  6  1 Xi 2/1 a 2/i 6
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Xi y , 4  *2 V'i 1
j 4  • • 4 1 a ? " ~ i

1 , 1 *"
"T"

y«  I
x\2 y-i x 3 y 3 1 |  X n V "  1 * ,

Zwięzek (2) staje się wtedy 

¡3 ) ' 2S =  w st0 |

81. W róćm y  d o  wyrażenia (1) nru (79) pow ierzchni trójkęta. Można po łożyć  ten wyznacznik pod 
dw om a kształtami następującymi

2S =

1 1 0 0 0 0 1 0 0

0 1 X\ V i 2S =  —
1 0 *1 ?/*

0 1 x 2 y-2 1 0 X-i !h

0 1 * 3 y% 1 0 * 3 ?/3

m n ożęc stronam i i liniami te dwa wyznaczniki, znajduje się

0 1  1

1  x\ +  y\ x ix<i - f  y ą 2

1 x & x 4 -  y.3y l x\ 4 -  y\

1  x 3Xi 4 -  y 3yi x 3x 2 4 - y3y i

iiS2=  —

1

* ‘*3 4 ' */l*/3 
* 2*3 4 - y.,y3

xl 4~ yl

M nóżm y przez —  2 trzy ostatnie linie, potem  dzielm y przez —  2 pićrwsz^ kolum nę, wyznacznik 
będzie pom nożony przez h. W tedy, do trzech ostatnich linii dodajm y w zględnie pierwszę pom nożony 
przez x\ 4 -  y\, przez x\-\- y\, przez # 3 4~ 2 /li działajmy w  podobn y  sposób na trzech ostatnich 
k olum nach ; założywszy

(i)  m4 i !  =
otrzym uje się

( 2 ) 16S2 =

t = ( Xi — ■ * 4 2 4 -  (ł/,:

0 1 1 1

1 0 da d>3

1 d-łt 0 d-i 3

1 d3\ d3i 0

YI° P o w i e r z c h n i a  t r ó j k ą t a  k t ó r e g o  b o k i  s ą  d a n e  r ó w n a n i a m i .

82. Niech będ§ równania trzech bok ów  trójkęta

(1 )

b>,

D,

D3

k xx  4 - Bxy  4 - G, =  0 , 

A-iX 4" B2y  4- 14 =  0, 
A3x  4 -  B3y  4 -  C3 =  0 ;

oznaczm y przez (x ,, y ,) , (x 2, y-i), ( x3, y 3) przecięcia się prostych D2 i D3, D3 i D „  D, i D2. Ztęd 
łatw o się otrzyma

P, —  A xXi 4 - Biy i 4 "  Gjj

(2 ) 0 —  A 2̂ 7, 4 -  B■iyi 4 "  C i ,

0 =  A3a;i 4~ B3y, 4 " G3 ; 

ilości P ,, P2, P 3 sę różnem i od zera.

0 =  A lJ72 4 _ B,;/.) 4 - c ,

p.2=  a  o,¿2  4 "  B jy -2 4  g, 

0 =  A 3x 2 - j -  B3y 2 4  G;

0 =  A , x 3 4 -  B ¡y3 4 "  G u  

o =  A 2.Z3 4 - B2y 3 4 " G-2j 

P3 — A3x3 4 - B 3y 3 4 -  c 3;
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Otóż jeżeli się w eźm ie wyznacznik utw orzony przez pierwsze strony tych rów nań , to jest

Pl 0 0 !

0 p. 0
0 0 P3 !

będzie, w edług rów ności (2 ) i przez w zględ na twierdzenie dotyczęce mnożenia w yznaczników

P, 0 0 A, Bi c , x ,  y , 1

(3) 0 p2 0 — A 2 b 2 Ca x-i y-i 1
0 0 Pa A3 Ba Ca x 3 y3 1

otóż, w iem y w edług nru (79) że

W 2S =

1 y 1 1

2 ł/2 1 w stG

3 ł/3 1

oznaczając przez S pow ierzchnię trójkęta. 

R ów ność (3) stanie się w ięc

(5) P.P2P3 =
2S

wstO

Ai B, c ,
a 2 B., C2

A3 Ba Ca

Potrzeba ocenić teraz ilości Pi, P2, P3-

W  tym celu, wyrugujmy x ,  i ?/t między równaniami pierwszćj grupy (2), tak postępujęc znajdziemy

lub

A , B i Cl --  P

j A2 b 2 C-2--  0

i a 3 Ba C 3 --  0

A, B i Ci
A.2

Aa* b 2 c 2 - P .
A 3

A 3 Ba C3

0 ,

b 2

B3
=  0 .

Zkęd się w ycięga P , ;  otrzyma się P 2 i P 3 działajęc tak samo na dw óch  innych grupach. 
Podstaw iając wartości tym sposobem  otrzym ane w  rów n ości (5 ), znajduje się ostatecznie

(6) 2S
A *
A 3

B-2

Ba

A,

A2

A

B, c , ‘2

b 2 C2 .wst9

Ba Ca
A3 Ba Ai B,

Ai Bi A 2 B2

P raw idło w ysłow ione w  nrze (79) daje się jeszcze zastosować d o  tego przypadku, poniew aż w yra
żenie (6) jest tylko przekształceniem wyrażenia (4 ) bez zm iany znaku.



LIN IA  PR O STA. 8 1

§ HI. —  BIEGUNOWA PUNKTU W ZGLĘDEM  JAKIEGOKOLW IEK UKŁADU DWÓCH PROSTYCH.

1°. O k r e ś l e n i e  i  r ó w n a n i e  b ie g u n o w ć j  p u n k t u .

83. Mając dane dw ie proste stałe SA i S B ; przez punkt stały P prow adzi się jakakolw iek
sieczny, spotykającą w  a i b dw ie proste stałe; na tćj siecznćj bierze się punkt M taki że

(1) —  — JL _l_ J_;
'  '  PM Pa 1 P b ’

kiedy sieczna obraca się ok o ło  punktu P, punkt M kreśli prostą która jest nazwany biegunową 
punktu P, a punkt P nosi nazwisko bieguna. ■

W  związku (1) odcinki są policzone poczynając od  punktu P, i będziem y przestrzegali ugody
nm (53) co  d o  znaków i co  do znakowania.

T o  określenie jest przypadkiem ] szczególnym  określenia w ięcćj ogólnego które zobaczym y 
w  nauce w łasności ogólnych  krzyw ych.

Zauważmy zaraz że związek (1) m oże przybrać kształty następujące:

1 1 1 1  Pa —  PM PM — Pb
=  —------------- , albo —

otóż

( 1)

PM Pa Pb PM’ Pa . Pb

( PM -f -  Ma - f  aP =  0 , zkąd PM —  Pa =  —  Ma;

( p m  +  Mb 4 -  bP =  0, zkąd PM —  Pb =  -  M b ;

U

m a się w ięc, co  do w ielkości i co  do znaku, drugi kształt

' Ma . Mb „ , . Ma . Mb A
p i + n , = ° ’  lub i p + b p = 0 -

Związki ( I )  lub (2) określają zarów no m iejsce punktu M albo biegunow ą punktu P.

8i .  Dla znalezienia równania b iegu now ćj, w eźm iem y noprzód związek (1) jak o punkt w yjścia: 

Niech będą (x 0 i g0) spółrzędne punktu P zaś
11



 ̂ A  —  <\x —j— 3jy -|— 82 ——- 0 

^  \ B =  b x  - j -  b iy  4 - b 2 =  o

r ó w n a n ia  d w ó c h  p ro s ty c h  S A  i S B .

S p ó łr zę d n e m i ja k ie g o k o lw ie k  p u n k tu  (x, y) pro stó j P M  b ę d ą
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W

( 5 ° , n er 4 0 ); p p rze d s ta w ia  o dle gło ść P M , a stałe x i p- za le ży  o d  k ą tó w  a i 6 ja k ie  t w o r z y  pro sta  
PM z  o sia m i Ox i Oy.

T o  p rzy p u ś c iw s z y , o zn a c z m y  p rze z p,  p„,  p2> dłu g o ści o d c in k ó w  P M , P a , P b ;  zw ią k e k  ( 1 )  
stanie się

2  1 1
(5) -  = 1 + 1

P P l  P 2

O t ó ż , odle gło ści p, i p.2 o tr zy m a ją  się za s tę p u ją c  x  i y p rze z ic h  w a rto śc i (4 ) w  je d n ć m  i d r u - 
g ić m  ró w n a n ia c h  ( 3 ) ; zn a jd z ie  się ta k  w ię c , o zn a c za ją c  p rze z  A 0 i  B 0,  c ze m  się stają A  i B  k ie d y  
się w  n ic h  za stąp i x  i y p r z e z  s p ó łrzę d n e  x0 i  y0 p u n k tu  P :

/r\ _   A o   Bo(0) • Pi   ;-------------- ■- —
Aa —J— p.aj5 Ab4 -p .b 1

z w ią ze k  p o p  rze d za ją c y js ta je  się w te d y

2 | Aa 4~ Pai | Ab4-|tbt  n
p A 0 Bo

D la  w a rto śc i d o w o ln e j danej na x lu b  u., ró w n a n ia  (4 ) i ( 7 )  w y zn a c z ą  p u n k t  o d p o w ie d n i M :  
in n e m i s ło w y , s p ó łrzę d n e  ja k ie g o k o lw ie k  b ą d ź p u n k tu  m iejsca s p ra w d zą  (4 ) i ( 7 )  i w s ze lk ie  
po łą c ze n ie  ty c h  r ó w n a ń ; o n e  s p ra w d zą  szc ze g óln ie  p o łą c ze n ie  o trzy m a n e  ru g u ją c  A i ts co 

p ro w a d zi do

„  , (X —  a?o)a 4 -  (y  —  ,yo)ai I (X —  P70)b  4 -  (y —  </o)b, _  „
W  2 +  Ao  B 0

T o  r ó w n a n ie , dając z w ią z e k  m ię d z y  stałem i i s p ó łrzę d n e m i x  i y ja k ie g o k o lw ie k  p u n k tu  m ie jsc a , 
b ę d zie  ró w n a n ie m  m iejsca p u n k tu  M ;  w id z im y  że  tern m ie jsc e m  je s t lin ia  p ro s ta .

R o zw ija ją c  ró w n a n ie  (8 ) b ie g u n o w ć j b ę d zie

ax 4 -  ad/ +  a2 —  a x 0 —  aty0 —  a2 , ba; 4 -  b ,y 4 -  b 2 — hx0—  bty0 — b 2  ^ ___ f t .
A 0 ' B 0 ’

to ró w n a n ie  s p ro w a d za  s ię , m a ją c  w z g lą d  n a zn a c ze n ie  ilości A 0 i B 0, do

/ , aa; 4 ~  a i.V 4 ~  a2 , ba; 4 ~  b ty  4 ~ ^ 2  . q  .
a*£o 4 ~  ali/o 4 ~  ba'o4_B iy o 4 _ t|2



napiszemy je  pod kształtem skróconym

r „ + Ę  =  0'

85. Można także znaleźć rów nanie biegunow ćj b ioręc za punkt w yjścia zwięzek ( 2 ), to jest

(2 ) M a . M b
W  aP ^  bP
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Niech będę, jak poprzednio,
A =  aa; - f -  a ¡y  - j -  a2 r=  0 

B —  b x  -f -  bpy -f -  b 2 =  0 ,

B

równania dw óch  p rostych ; oznaczm y, nadto, przez x 0, y 0 spółrzędne punktu P ; x ,  y  spółrzędne 
punktu M.

W ed łu g  wzoru (2) nru (5 5 ) stosunki w  których  proste SA i SB dzielę w zględnie odcinek  PM 
będę

/ M a   â r —[— a,y —j— a2
 ̂ aP axu - j -  aty0 -)-  a2

( 1!)
I Mb _  b x  +  b ,y  - f  b.2 ,
[ bP bz6‘0 — b 1y 0 H— ba ’

podstaw iajęc te w artości w  zwięzku (2) ,  otrzym uje się bezpośrednio rów nanie (1 0 ) to  jest zwięzek 
m iędzy spółrzędnem i punktu M albo równanie b iegunow ej.

8 6 . Równaniem  biegunow ćj punktu P (x0> y 0) względem  d w óch  prostych A i B jest w ięc

" »  c = r + t = 0 ’

w idzim y że biegunow a, przechodzi przez punkt spotkania się dw óch  prostych.
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R ów nanie jak iejkolw iek  prostćj przechodzęcćj przez punkt S jest

A - f  X B =  0 ;
l

w yraźm y że ona przechodzi przez punkt P, ma się

A 0 +  >.B0 =  0 , albo X =  —  £-°; 

rów naniem ] prostej SP jest w ięc

TI —  ______
Ao Bu

Cztery proste

A =  0,

B =  0 ;

c  =  r . + l . = ° -

D = i ; - 5 = 0

tw orzę co  się zow ie pękiem  harm onicznym; proste połączone A i B sę nazwane sprzężonemi w zględem  
pary dw óch  prostych C i D ; a proste połączone G i D sa także sprzężonemi względem  pary A i B.

T e nazwania, które znajdziemy późnićj w  tcoryi w ięcć j ogólnej, sę uspraw iedliw ione przez 
w łasności następujące :

Prosta  C je s t , względem p a ry  A i  B , biegunową jakiegokolwiek punktu prostej D ; a prosta D je s t  
biegunową jakiegokolw iek punktu linii C.

Prosta  B je s t , względem pary  C i 1), biegunową jakiegokolw iek punktu linii A ; a prosta A jest  
biegunową jakiegokolwiek punktu prostej B.

D ow iedźm y odw rotne twierdzenia tych w ła sn o śc i:

1° Niech będzie P ' (a '0, y '0) jakikolw iek punkt prostej SP albo D, biegunow ę tego punktu będzie

A o B '0

otóż punkt P ' znajdujęc się na prostćj D, ma się

A o  B 0 ___ ..
A 0 B0 —  ’

rów nanie poprzedzające staje się w tedy

i - + ! ' = 0 ;
A 0 Bo

jestto dokładnie prosta C.



2°. Niech będzie Q ( x u y {) punkt prostćj C; biegunow y tego punktu będzie

- + 5 - = 0 ;
Ai B, 5

otóż punkt Q ( x t , 7/i) znajdując się na prostćj C, ma się
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rów nanie poprzedzające staje się w tedy

4 -  5 i  =  0 ; 
Ao B0

Ł .  -  H- =  ° ;
A u B0

jestto dokładnie równaniem  prostej D.

3° Niech będzie (x2, y 2) punkt prostćj A ; b iegunow ę tego punktu będzie, względem  układu (G i D ),

otóż ma się

— - f  — = 0 ;
C2 ^ D 2

p   A 2 i Ba
^ - A 0 + W0’ 

i ta   A o 13 2
“ ’ - t . - b ;

a pon iew ażA 2 jest zerem , równanie poprzedzające sprowadza się do

G —  D =  0, albo B =  0.

Gdy punkt (x 2, y-i) jest na prostćj B, ilość  B2 jest zerem , i równanie biegunow ćj staje się

C 4 - D = 0 ,  lub A =  0.

Uważmy że równania pęka harmonicznego

(  A  =  0 , 

l B =  0 ;

4 - Ł - o 
1 A^ B0

m ogę jeszcze się napisać

— —  =  0 ;
x v A 0 Bo

(1) A =  0,

(2) B =  0 ;

(3) A  — ArB =  0,

(4) A —  /iB =  0 ;

proste 'połączone (1) i (2) sę sprzeżonemi w zględem  układu (3), i (4); i odw rotnie, proste połączone (3) 
i (4) sę sprzeżonemi w zględem  układu (1 ), (2).
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11°. W y k r e ś l e n i e  b i e g u n o w e j .

87. B iegunow y punktu jest linia prosta, dosyć do jś j w ykreślenia, w yznaczyć znajdujące się na 
niej dw a jakiegokolw iek punkta; a nawet jeden  tylko, kiedy punkt spotkania się d w óch  prostych 
układu jest w ykreślony. Zwięzki ( 1 ) i (2 ), określające b iegu n ow y  dozw olą wykreślenia ustawionych 
na niej tylu punktów  ile się nam podoba ; lecz w łasność następująca daje prostsze w ykreślenie. Ta 
w łasność jest w reszcie ważnę z punktu w idzenia teorytycznego.

Mając dane dwie proste  SA i SB i  punkt stały V ; jeże li, przez punkt P , poprowadzi się jakiegokolwiek  
sieczne, i gdy się złączy pod przekątną punkta przecięcia się tych siecznych z dwiema prostemi;  punkta 
spotkania się tych przekątnych są na biegunowej punktu P względem dwóch prostych danych.

T o podanie m oże się dow ieść analitycznie w ielu  sp osobam i; wskażemy tylko następujący.
W eźm y dw ie proste stałe za osie sp ółrzędn ych ; i n iech  będ ę (a?0, y„)  spółrzędne punktu P; 

n iech będ ę nadto

y - y 0= l ( x - r - X o )  

y  —  y 0 =  \i[ x — x 0)

rów nania dw óch  siecznych Pa i Pa,.

p

R ob ięc  kole jno w  dw óch  równaniach ostatnieh, naprzód y  =  0 , potem  ¿r =  0 , otrzymamy

o a = £ 0 —  ^ = xa'° ~ y » ,X  A

 r  __2/o —  hXg .j/o.U(ll  x 0 7~~------------S * ?Xi Ai

f Ob =  y 0 —  \x0, 

l  0b , =  y 0— Xi^0‘

Rów naniam i dw óch  przekętnych ab, i a ,b  będę ner (Ó0, 3°)

x

albo

(1)

( 2 )

£  , X  = 1
0a ^  Ob,

l x

 l I  —■ i
O a, ^  O b —  ’

y
ł x 0— y 0 l i x 0 — y 0 

Xi x  y  _ _

=  1

>• l'Z'o Z/o X-Z'o ---  Z/o
=  1 .

Spółrzędne punktu M przecięcia się tych  przekętnych, sprawdzaję te dwa równania jed n oczesn e; 
on e sprawdzaję w ięc w ypadek otrzym any odejm u jęc je  stronam i, to jest

x
M 0 y  0 X i . X ' o-a — i - * r —*0 —  ¿ /o j L >1*0 — y  o xx0 —  y 0 —  0;



albo, sprowadzając do jed n akow ego mianownika

, (>-1 —  ^ i ^ / o  +  ^o.v] _  0<
1 * (xx0 — y0)&iXo— yo]

Otóż X, jest różnóm  od  X, inaczej dw ie sieczne Pa i Pa, przystałyby do siebie, i otrzym ałoby się 
n ieozn aczon ość; dw a rów nania ( 1 ) i (2 ) przedstawiały by  wtedy je d n ę i  tę sarnę p ro s tę ; równanie 
sprowadza się w ięc d o :

(4 ) x y 0 + x oy  =  0,  lub £ . - f J = r O .
^0 y  o

T o  równanie, sprawdzone przez spółrzędne punktu M i niezależne od  dow olnych  X i Xt, przed
stawia w ięc m iejsce punktu M.

W idzim y że tśm  m iejscem  jest linia prosta ; i w edług równania ogóln ego  (1) nru (86), jest w i- 
docznćm , że tę prostę jest biegunow a punktu P ;  gdyż, w  przypadku obecn ym

LIN IA  P R O STA . 8 ?

i równanie

staje się wtedy

A =  x ,  B —  y ,

Ao Bo

y o

I I I .  W ł a s n o ś c i  c z w o r o b o k u  z u p e ł n e g o .

88 . Nazywa się czworobokiem zupełnym  figura utw orzona przez układ czterech prostych nieograni
czonych ; sześć punktów  przecięcia tych  czterech prostych tw orzę sześć wierzchołków  czw orob ok u ; pro
ste łęczęce  dwa w ierzchołki nie leżęce na tymże samym bok u  sę przekętnemi. Jest trzy przekątne.

M amy w yprow adzić z tego co  poprzedza kilka ważnych własności czw orobok u  zupełnego.

N iech będ ę  A , B, C, D, E , F sześć toierzchołków  czw orobok u ; AB, GD, EF, trzy przekątne; 
M, N, P przecięcia się tych  przekętnych.
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1°. C zw orobok zupełny przedstawia trzy pęki harm oniczne m ające za w ierzchołki punkta M, N, 1’ , 
to jest

(M A, MD; MP, MN),

(NC, ND; NP, NM),

(PE , P F ; PN, P M );

a lbo, posługując się znakowaniem  skróconćm  nader używ anem  w  g eom etry i;

(M, AB NP),

(N, CD PM),

(P , E F  MN),
podkreśliliśm y proste połączone.

D ow odzenie tćj w łasności w yprow adza się bezpośrednio z twierdzenia, któreśm y uzasadnili 
w  nrze (87).

I tak, uważając punkt M i układ MN, NP, w idzim y, że MB jest b iegunow ą punktu A ; gdyż, 
z punktu A  w ychodzą dw ie sieczne A . CE, A . D F ; i przekątne FC i DE przecinają się w  D; ma 
się w ięc pęk harm oniczny utw orzony przez dw ie pary (MN, MP) ; (MA, M B).

Uważm y punkt N i układ NP, NM ; w idzim y że ND jest biegunow ą punktu C ; gdyż, z punktu C 
w ychodzą dw ie sieczne C. A E , C. B F ; i przekątne EB i AF przecinają się w  D ; ma się w ięc pęk 
harm oniczny utw orzony przez dw ie pary (NP, NM ); (NC, ND).

W yprow adzi się tym że samym sposobem  istnienie trzeciego pęku harm onicznego, utw orzonego 
przez dw ie pary (PN, P M ); (PE, PF).

2° Pęk harm oniczny dzieli harm onicznie poprzeczną jakąkolw iek ; zobaczym y poniżćj p ow ód  i zna
czenie tćj w łasn ości; pod ług  tego, podanie któreśm y dow iedli m oże się w ysłow ić w  tych  w yrazach :

W  czworoboku zupełnym , każda przekątna je s t  podzielona harmonicznie przez dwie inne.
3° Mamy jeszcze tw iezdzenie następujące:

W  lw.żdym czworoboku zupełnym , środki m , n, p trzech przekątnych AB , CD, EF, są w linii prostej. 

W  rzeczy sam ej, trzy proste S y , y e , Se, łączące środki bok ów  trójkąta BCE, przechodzą w zględnie 
przez środki p , m, n, trzech przekątnych; pytanie zależy od  udow odnien ia pow yżej już w yłożonćj 
n™ (57, 1°) rów ności

6p. ym. en —  - \ -S n .  mi. yp.

Otóż sześć d ługościijakie zawiera związek są dokładnie połow am i od cin ków , które poprzeczna

ADF oddziela na trójkącie BEC; w ięc rów n ość jest prawdziwą.
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R O Z D Z I A Ł  II

§ I. —  OKREŚLENIE —  ZW IĄZKI ZASADNICZE.

1°. O kreślenie  i zn a k i .

89. Jeżeli się zauważy trójkąt stały ABC, punkt M płaszczyzny będzie określony przez sw e od le 
głości od  bok ów  trójkąta w zględnie pom nożone przez liczby stałe dodatne d o w o ln ie  w zięte.

N iech będę, na przykład, MP, MQ, JVJR, od leg łości w zględne punktu M od  b ok ów  BC, CA , AP

A

ilości X , Y , Z , są spółrzędne trzylinijne  punktu M.

Trójkąt ABC do którego się odnosi punkt jest,'nazwany trójkątem 'odniesienia ; bok i trójkąta są 
osiami odniesienia-, liczby stałe X, p, », są nazwane parametrami odniesienia.

Jeżeli a, b , c , są długościam i bok ów  trójkąta a S jego pow ierzchnią, ma się m iędzy spółrzęd- 
nemi trzylinijnem i X , Y , Z tegoż samego punktu, związek

związek, który się wyprow adza bezpośrednio, uważając że pow ierzchnia trójkąta ABC jest summ ą 
trzech pow ierzchni AMC, CMB, BMA.

Kiedy parametry odniesienia są równem i jed n ości

trójkąta; załóżmy

( 1 )

i  X  +  -  Y - f -  Z =  2S ;

związek poprzedzający staje się

(3) a X - f - b Y - f c Z = 2 S ;
12
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lub, jeszcze

(3 bis) X w stA  -f-  Y w stB  —j- Z wstC =
R

oznaczając przez A , B, C, k§ty trójkąta odniesienia; przez R prom ień  koła opisanego, i m aj§c 
wzgląd na ró w n o śc i:

względem osi odpowiedniej, z tejże samej strony jak  wierzchołek przeciwny lub ze strony różnej.

To też X  punktu będzie uważanem  jako dodatne lub od jem n e w edług tego jak  ten punkt będzie 
wzięty lub n ie , w zględem  boku  BC, z tćjże samej strony jak w ierzchołek A ;  i podobnież co  do 
innych.

Zostaje się przyw iedzionym  d o  tej um ow y przez roztrząsanie związku (2 ), który musi być zawsze 
spraw dzony, jakićm kolw iek jest położenie punktu M. Do tego również zostaje się sprowadzonym  
przez dyskussy§ w zorów  n astępu jących :

T e w zory dow odzą się za p o m o cę  spostrzeżeń zupełnie podobnych  do tych, które ju ż  podaliśm y 
w  nrach (52) i (53 ).

Ztgd także w yprow adzam y że spółrzędne X , Y , Z , jakiegokolw iek punktu M, położon ego  na prostćj 
wyznaczonćj przez dw a punkta M ,(X ,, Y „  Z,) i M2(X 2, Y 2, Z2), będ ?  m ogły  być  określone za 
p om ocy  ró w n o śc i:

1 _ = _A_ =  _ £ _ = 2 R.
w stA  w stB  w stC

90. Znaki spółrzędnych trzylinijnych s§ wyznaczone za p o m o e j um ow y n astępu jęećj:

Każda spółrzędna będzie uważana jako dodatna lub odjemna, według tego ja k  punkt jest położony

mtX,  - f -  w?.,X.2 

mt - j -  ’

(4)
m,Y,  +  ot2Y2 

mt -j-n u  ’

mjłu\ —j— w.)/
»ii - j -  m-i

dających spółrzędne X , Y , Z , punktu M dzielęcego odcin ek  MjMa w stosunku —  ; tak żes ię  m a:

(ii bis)
M , M  nu
MM2 m.

(5)

X —  XiX( -[ -  X2X 2,

Y =  l iY l - j -  ^ 2. z warunkiem Xj -f -  te —  1 

Z =  \ Z X +  >.,Z,;
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a stosunek od leg łości punktu zm iennego M względem  dw óch  punktów  stałych M, i M2 będzie dany

M , M

przez rów n oś* ':

M,M _  h(5 bis)
MM2 / ,

Zm ieniając ilości a, i x2 otrzyma się wszystkie punkta linii prostej M(M2.

11° Z m ia n a  spółrzędnycu.

91. W skażem y w zory pozwalające na przejście ze spółrzędnych kartezyańskich do spółrzędnych 
trzylinijnych i odw rotn ie ; te wzory są nadewszystko pożyteczne jako sposób dowodzenia.

Przypuśćm y że równaniami trzech boków  trójkąta odniesienia będ ą , w zględem  dw óch  osi prosto
kątnych O x  i O y  :

[  BG ax  - j -  a - j -  a2 =t= 0,

(O j CA ba.* -j— b ^  - j-  b 2 —  0 ,

\ AB c x  - j -  c ,y  - j -  c 2 =  0.

Szukajm y naprzód spółrzędnych trzylinijnych X , Y , Z jak iegokolw iek  punktu M w  funkcyi je g o  
spółrzędnych kartezyańskich x ,  y .  W  tym  celu zauważmy że :

i  Mp r_  aX +  a>'/ +  a2

MQ =

+  \Ja- - j -  af

h x  —|- bi// * j -  b 2

~ ± W T W ’

c x  - f -  C|y - ( -  c 2
M R —  — .

+  ^C -f-  Cj

Otóż podług określenia nru (89)

X = x . M P , Y  =  p .M Q , Z =  v.M R;



otrzym a się w ięc :

92

(2)

X :

Y  =  ,

Z =

aa; -f -  a,y -J- a2

± v / H q r 7 ?  ’

b x  - f-  hiy  - f  b2 

± V /I)‘2+  bj 

c x  - f -  c ¡y  - ) -  c.)

RO ZD ZIAŁ I I .

V ± \ ;c'2 4 -  cf

W eźm iem y za param etry odniesienia w artości następujące : 

x =  +  Va‘2 +  a*,(3) ; + v /b ‘2 + b ? , ■ =  -|-\/cs +  c i;

i aby pozostać w  zgodzie z um ow ą nru (90), rozporządzim y znakami pierw iastków  we w zorach (2), 
lu b , co  na jed n o  w ychodzi, zm ienim y znaki pierw szych stron rów nań (1) tak, ażeby wartości X , Y , Z 
dostarczone przez równania (2 ), były dodatnem i, jeśli się przypuści punkt (a?, y) położony  wewnątrz 
trójkąta ABC. W zoram i zm iany będą w tedy :

W

X  -— aa; — a {y  - j -  a2, 

Y  =  bx  - j -  b ^  - j -  ba, 

Z =  ca ;-f-  c ty  —)- c2;

litery a, a1( a2; b , b ,, etc. przedstawiają spółczynniki równań b ok ów  trójkąta odniesienia, po  zm ie
nieniu znaków  od pow iedn io  do pow yżćj wskazanych w arunków .

U w a g a . W zory  zm iany (4) odnoszą się do przypadku, w  którym  się przypisuje param etrom  odn ie
sienia w artości szczególne (3 ); gdyby się chcia ło  zostaw ić dow oln ym i te parametry, należałoby wziąć 
w tedy w zory (2 ), starając się usilnie oznaczyć z dokładnością znaki pierw iastków , jak już o tem było 
uprzednio pow iedzianćm .

92. Szukajmy teraz w zorów  pozw alających  na przejście ze spółrzędnych trzylinijnych do spółrzęd- 
nych kartezyariskich.

W yprow adzim y to zagadnienie odw rotne jedyn ie  ze w zorów  (4).

Załóżm y :

a Ri a2

(5) P = b b , b 2

c Cl c 2

oznaczmy przez a ', a '„  a 2; b ', b 'j , . . .  wyznaczniki częściow e w yznacznika P, tak że

/ b, b2 b ba b bi

II 1 > a'2 —
C l c 2 C Co c  |

a-2
f b ' =  —
\ Cl c 2

, etc.
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Mnóżm y w tedy równania (4) w zględnie przez a', b ', c ';  potem  przez a '„  b 'l5 c \ ;  nakoniec przez 
a'2, b '2, c '2, i doda jm y ; znajduje się :

!Pa? =  a 'X  +  b 'Y  +  c 'Z ,

P y  =  a\X -(-  b ',Y  - j -  c 'iZ , 

p  = a ' 2X - t - b '2Y - f c ' 2Z ;

zkąd dzieląc dwa pierwsze równania przez trzecie :

_  a'X - f  b 'Y  +  c'Z  
y  a'2X + b ' 2Y + c ' 2Z

(?)
 a'A ' -f~ b 'iY  -f- c ',Z  .

[ y  a'2X +  b'2Y - f  c '2Z ’

te wzory rozwiązują pytanie. Spółrzędne trzylinijne X , Y , Z , sprawdzają w tedy związek :

(7 bis) a'2X +  b '2Y  4 -  c '2Z =  P.

Uw ag a  I. M ianownik w artości (7) porów nany z zerem

(8) a'2X  4  b 2Y 4 "  c  2Z =  0

daje, w  układzie obecn ym  spółrzędnych trzylinijnych, rów nanie prostój w  n ieskoń czoności; gdyż 
X Ydla w artości ~  i -  sprawdzających to równanie, x  i y  są n ieskończonem u 
Z i Lt

U w a g a  II. Przypuszczając że jed en  z bok ów  trójkąta odniesienia, bok  AB naprzykład oddala się 
do n ieskończoności, znajdziem y, jak o przypadek szczególny, wzory zmiany dla układów spółrzędnych 
kartezyańskich.

W idzi się to jeszcze za pom ocą  zw iąków  (2), w prow adzając do nich założenia c =  0, c, =  0 .

III0 P rzypadki w  których param etry  odniesienia  sa  wystaavione  n a  w id o k .

93. W eźm iem y równania bok ów  trójkąta odniesienia pod  kształtem następującym  :

!BC ¿rdosa 4  y w sta  —  p —  0,

CA z d o s S  4  2/w stS  —  q =  0,

AB # d o s y  4  V w sty — r —  0 ;

a, 6, y, są kątami jakie tworzą z osią odciętych  dodatnycb, prostopadłe spuszczone z początku spół
rzędnych na proste pod  uwagę wzięte i skierowane ku tym p rostym ; p , q, r , są wartościami bez- 
w zględnem i od leg łości początku od  p rost jch  uważanych.

Jeżeli X, ¡a, v, są parametry odniesienia, spółrzędnem i trzylinijnemi jakiegokolw iek punktu będą,
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nie zważając na znak :

[ X  =  X(xdoSa - ( -  2/W S t a — p),

Y =  fi(a?dos6 - j -  y  wste —  q),

Z =  v (#d osy  - j -  y  wsty —  r).

Lecz przypuścim y tu założenie następujące :

Początek spóirzędnych Icartezyańskich je s t  weiunątrz trójkąta odniesienia.

Spółrzędne trzylinijne jakiegokolw iek punktu będą w tedy dane p od łu g  nru (76) co  do w ielkości 
i co  do znaku za p om ocą  w zorów  następujących :

1
X  =  \{p —  # d o s «  —  y  w st«),

( 2 ) { Y =  fi(q —  # d o s 6 —  yw stg),

f Z = y ( r  —  # d o sy  —  y w sty);

aby się o  tćm  przekonać, dosyć jest przypuścić punkt uważany w ewnątrz trójkąta odniesienia, mając 
zarazem w zgląd na u m ow ę nrn (90) i na praw idło nru (76).

Nadto spółrzędne X,  Y , Z , pow inny pod ług  n™ (89) sprawdzać związek :

(3) — w stA  - j-  — wst B -f -  -  w stC  =  ^  •
X y. v 11

94. Związki zasadnicze miedzy kątami « ,  S, y, i kątami A , B, C, trójkąta odniesienia.

Zastąpm y, w  związku (3 ), X , Y, Z przez ich w artości (2 ) ;  równanie otrzymane musi m ieć m iejsce
tożsam ościow o ; tćm  sam ćm  znajdzie s ię :

d o sa w stA  -f -  dosSw stB  -Ą- dosy  wstC =  0,

w s t«  wst A - ) -  w sie  wst B - j -  wsty wst C =  0,
(1 °)

S
^ w st A - j -  ^ w stB  - j -  rw stG  =

R u gu jąckole in o  m iędzy dw om a piśrwszymi związkami (1°) : w stA , w st B. potem  wstC, znajduje się

wst A   w stB    wstC
w st(6 —  y) w;st(y —  a) W st(a  —  6) ’

Załóżm y na c h w ilę :

(2°) Aj =  e —  y, B , = y  — « ,  Cj =  a —  S;

otrzyma się r ó w n o śc i: 

(3”)

(4 » )

i Aj - j -  Bj - f -  C| =  0

1 A -( -  B -j— G =  ir

w s t A ____  w stB    w stC   1
wst A j w stB , w stC , k ’



SPÓŁKZĘDNE TRZYLIN1JNE JAKIEGOKOLWIEK PUNKTU. 95

otóż, wyciąga się ze zwięzków (3°)

w s t (A - f -B )  =  w stC , w st(A ! -\- Bt) =  — w stC t ; 

albo, m aj?c wzgląd na rów n ości (4° ) :

w slA d o sB  - j -  w stB d osA  =  w stC , 

w s tA d o s B ,-f -  w s t B d o s A ^  wst —  G.

W yprow adzi się z tego, dodając stronami, pierw szy ze związków następujących : 

i w stA (dosB  - j -  dosB ,) - j -  w stB (d osA  -f -  dos A ,) =  0 ;

(5°) < w stB (dosC  -f-  d osC ,) - f -  w stC (dosB  -|- d osB ,) =  o,

\ w stC (dosA  - j -d o s A ,)  - j -  w stA (dosC  -f -d o s C ,)  =  0 ;

dwa ostatnie otrzymują się za p o m o c?  rachunku podobnego, lub za p o m o c?  prostćj przemiany liter. 
Ponieważ wst A , w stB , wstG, s?  różnem i od  zera, w ięc pow yższe zwi?zki m og? się napisać :

/ dos A 4 -  d osA , | dosB  -) -  d o s B ,  ^
I wst A w stB  J

)  dosB  - f -  dosB , . dosC  -f- d o s G ,  ^
 ̂ wstB wstG 5

dosC  - j -  dosC i i dos A -f-  dos A , __
wstG w stA

Zk?d się w yprow adza, doda j?c  do k tóregokolw iek  z nich różnicę d w óch  innych •

(6°) dos A - j -  dos Ai =  0, dosB  - f -  dosB ! =  0, dosC -f -  dosC , =  0 ;

z rów ności (4°) i (6°) w yci?ga się :

(7°) F  =  l .

Ma się także między kątami « , 6, y, i kątami A , B, C, trójkąta odniesienia związki zasadnicze:

WSt(g -  y) =  w st(y  -  a) =  wst (ot 6) k ]ub F  =  1; 
wst A w stB  wstG

i  dos(6 —  y) =  —  dos A,

(5 ) < dos(y — «) =  —  dosB ,

V dos(a —  S) =  —  dosG.

(5) / i .w s tA  - j -  ę -w stB  r .w s tC  =  ^  .

Nie należy zapominać że te zwi?zki były uzasadnione, przypuszczaj?c pocz?tek spółrzędnych kartę-
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zyańskich wewnątrz trójkąta odniesienia. Poszukiwanie związków odpow iedn ich  przypadkom , w  k tó
rych  początek jest zewnętrzny, nie będzie m og ło  przedstawiać trudności. Należy także zauważyć, że 
kiedy się dojdzie d o  jak iegokolw iek  związku, do którego w ięcej nie w chodzą jak  tylko same elem enta 
trójkąta odniesienia, związek będzie miał m iejsce w idocznie jak ićm kolw iek  jest położenie początku 
spółrzędnych kartezyańskich, poniew aż ilości zależące od  położenia osi nie figurują w ięcej w  związku 
o którym  m ow a.

§ II. —  LINIA PROSTA. —  ODLEGŁOŚCI.

1° L in ia  pr o st a . —  P rosta  w  nieskończoności.

9 5 . W  układzie spółrzędnych trzylinijnych, rów nanie jakiejkolw iek linii prostej będzie kształtu :

( 1 ) MX -j— NY -j— PZ =  0 ,

M, N, P , są stałemi. •

T o wynika bezpośrednio z twierdzenia w ysłow ionego w  i.M  (60).

Z tego wyprow adzam y na rów nanie prostćj przechodzącej przez dwa punkta (X i, Yi, Z,),  (X2, Y2, Z2)

X Y

( 2 ) X, Y,

X 2 y 2

Z

z ,

z 2

=  0 .

Rów naniam i ogólnem i prostych, przechodzących przez w ierzchołki A , B , C, trójkąta odniesie
nia, będą :

; Y  =  X,Z, dla w ierzchołka A ,

(3 ) /  Z =  X2X , dla w ierzchołka B,

I X = X 3Y, dla w ierzchołka C ;

/ ij 5̂2) I3 są stałemi dow olnem i.

96. Prosta w  niekończoności.

Oznaczymy w  ogólności przez X , Y , Z , spółrzędne trzylinijne  jak iegokolw iek  punktu, te spółrzędne 
muszą sprawdzać związek kształtu :

(4 ) mX  - ) -  nY - j -  pZ  =  stałej =  k,

związek który m oże się dać a p r iori. Parametrami odniesienia będą w tedy :

ir.\ ,  a& 1  __b k 1 ___________c/i 1 .
(5) X - 2 S ‘ m J V “ 2 S - p ’

a ,b , c , S są bokam i i pow ierzchnią trójkąta, m ogącym i także dać się dow oln ie . W  rzeczy sam ćj, x, |a, v,
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przedstawiając parametry odniesienia, odległościam i jakiegokolw iek punktu (X , Y, Z) od  trzech b o 

li

kówtrójkąta b ę d ą :

X  Y Z .
■r > —i ’ >A ¡j., v

a poniew aż pow ierzchn ia  trzech trójkątów częściow ych  musi dać powierzchnią całkowitą S, ma 
się w ię c :

X  i , Y . Za — -f- u — -j— c — =  2S.
A fj v

Identyfikując ten związek ze związkami (ii), przychodzi się do w artości (5).

Dodawszy teraz że równanie prostej w nieskończoności otrzym a się, porów nyw ając z zerem pierwszą 
stronę związku (ó ) , będzie :

(6) m X  - ) -  wY - j -  p Z  —  0.

Aby tego dow ieść, szukajmy przecięcia się prostej (1) z bokam i trójkąta odniesienia, i w yraźm y że 
punkta są w  nieskończoności.

Dla boku BG, na przykład, ma się X =  0 ; równanie (1) i związek (ń) dają w tedy :

NY +  PZ =  0 , 

nY pL =  k ;

Y  i Z muszą być  n ieskończone, i będzie potrzeba aby

N _  P 
n p

Szukając tak sam o przecięcia się prostej z innymi bokam i trójkąta ABC, otrzym uje się że

M _ N _ P
^  ni n p

są warunki konieczne i dostateczne ażeby prosta

MX - f  NY - f  PZ =  0

była w  nieskończoności.

Równanie (6) przedstawia więc prostą w nieskończoności.

W ynika z tego co  poprzedza, że dla układu szczególnego spółrzędnych określonych w n™ (9 3 ), 
równaniem  prostćj w nieskończoności je s t :

(8) X w stA  -f-  Y w stB  - ) -  Z w stC  =  0.
13
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Przyszłoby się podobnież do tego następstwa, rozwiązując równania (2) nru (93) w zględem  x  i y ,
X Xi wyrażając za pom ocą  wartości skończonych  stosunków  ^  , że w artości znalezione są nie-A  I

sk ończonem i.

P r o s t a  r ó w n o l e g ł a  d o  j a k i e j k o l w i e k  p r o s t e j  d a n e j .

97. Niech będzie jakakolw iek prosta dana

(9) MX - j -  NY PZ —  0 ;

rów nanie ogóln e  prostych rów noległych  do prostćj (9) otrzym a się, szukając równania ogólnego 
prostych przechodzących  przez punkt przecięcia się prostćj danej z prostą w  nieskończoności

mX - ( -  nY - j -  pZ =  0 .

Rów naniem  szukanćm  będzie w ięc

(10) MX +  NY +  P Z - f  p ( m X 4 - n Y + p Z )  =  0,

p oznaczając stałą zupełnie dow olną.

P od kształtem danym w  n™ (93) i przypuszczając parametry odniesienia rów nym i jed n ości, rów na
niem ogólnem  prostych rów noleg łych  do prostćj (9) będzie :

(11) MX - j -  NY -|- PZ - j -  p(Xw stA -) -  Y w stB  -|- Zw stC) =  0 .

Jako zastosowanie, rów naniem  prostej rów n oleg łćj do boku BC, albo do boku AG, albo do
boku  AB, trójkąta odniesienia, będzie :

i p,X - j-  (X w st A -f -  Y w stB  -|- Z wstC) = :  0,

(12) /  p2Y - j -  (X w stA  -f -  Y w stB  -{-  Zw st G) =  0,

i p3Z - j -  (X  wst A -f -  Y wstB -|- Z wstC) :=  0.

Rzecz oczyw ista że m ożna, jeżeli się w  tćm  znajduje korzyść, zastąpić w  rów naniach (10), (11) 
lub ( 1 2 ) ,  funkcye Unijne :

(mX - j -  nY -|- pZ) a lbo (X w s tA  - f  Y w stB  - f  Z w stC ) 

przez stałą której one są rów nem i.

11“ O d l e g ł o ś ć  k t ó r e g o k o l w i e k  p u n k t u  o d  j a k i e j k o l w i e k  p r o s t ć j . —  O d l e g ł o ś ć  d w ó c u  p u n k t ó w .

98. N iech będzie równanie linii prostćj danćj :

(1) M X -f -  NY - j-  PZ =  0,

a X 0, Y 0, Z 0, spółrzędne punktu.
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Jakimkolwiek jest układ spółrzędnych trzylinijnych, spółrzędne X , Y , Z, jakiegokolw iek punktu 
sę związane ze spółrzędnem i kartezyańskiemi tegoż sam ego punktu za pom ocy  związków n™ [90] :

t X  t\x -j— ary — a2,

(2) ) Y  =  ł>tf +  b ,y  +  b2,

i. Z =  CX - f -  Cry - f -  c2.

Równaniem  w układzie spółrzędnych  kartezyańskich prostej danej (1) będzie odtęd :

M(aa? —[- aiy —|— a2) —j— N(ba? —|— bry —j— b2) "j-  P(cz.' — Cry —{— c.2) :—  0 1

a podług nru [76], od leg łość i  punktu (X0, Y0, Z0) albo (x 0, y0), od  tśj prostej będzie miała za w yrażenie:

M(arr0 -]-  ary0 -[-  a2) -|- N(b.r0 -[-  b iy0 - [ -  b2) -[-  P(cffo - j -  Cjj/p - j -  c2) _
±  y^aM +  bX +  cV y -\ -  (a,M +  l),iN +  c .P )2

lub nakoniec, m ajęc w zględ na związek (2 )

M X0 +  NY0 +  PZ„___________
: \/'(aM +  bN -f-  cP )2 +  (a,M +  b,N  - j -  c ,P )2

wyrażenie od leg łości któregokolw iek  punktu od  jakiejkolw iek prostej jest w ięc proporcyonalnem  do 
pierwszćj strony równania prostej.

W  kształcie przybranym w  nMC (93), ma się :

a =  — xdosa, b =  — ¡¿dosS, c = —  vdosy,

a, =  — A w s t« ; b , =  — pw stS ; c , = — v w sty ;

znajduje się w tedy, m ajęc w zględ  na zwięzki (5) nru (94 ), dla od leg łości 8 punktu  (X 0, Y 0, Z0) 
od  prostej ( 1 ) :

^  S — _.__________________________ MXU -|- j\Y0 - f -  PZ0__________________________
\/x-M- - f  jn'2N'- 4 -  / ’P ' —  2(*vNP(losA —  2xvPMdosB —  2xii.MN dos O 

x, v, sę parametrami odniesienia.

99. O d l e g ł o ś ć  d w ó c i i  p u n k t ó w .

Niech będ ę (X „  Y ,, Z ,) ,  (X 2, Y2, Z2) spółrzędnem i trzylinijnem i dw óch  punktów  danych, 
a ( x u y ,) ,  (y2, y 2) ich spółrzędne kartezyariskie. W zory  (2) nru [93] daję, oznaczajęc parametry 
odniesienia przez x, ¡i., v :

/  X  X
—  = z p  — x,dos<x —  y, w st« , —  a:2 dosa  —  y 2w st« ,

X A

Y Yo—  =  q —  x t dos £ —  y { wst £, —  =  q —  x% dos 6 —  y 2 w st£,
f* r

. —  =  r  — dosy —  y p losy , —  =  r  —  ,r2dosy —  y-2dosy.
\ y V
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O dejm ując te rów ności stronami tak jak  one po sob ie  w  każdym wierszu poziom ym  następują, 
w ypadnie:

L _ J  =  (x -2 —  Xt)dos a +  (y.2 —  y ,)w sta ,

(1 )  ̂— ------ —  =  (x.2 —  a.-,)dos6 - f  (ya —  2/ i)w st6,
P*

Z. -  Z , _ (®2 —  x , ) d o s y - f  (y -2 —  yOwsty.

Rozwiążm y równania (1) dw a po dw a, w zględem  różnic (x .2 —  x ,) ,  (y.> —  y ,) ;  znajduje się, mając 
wzgląd na związki (4) nrn [94] :

I ( x 2— ;r,)w stC  =  — i i  w st« —  i ‘ ^~2 wst g ; / (y., —  y ,)w stC  = —  —— —  dos a - f - i -1 ■ ~̂2-dosg
i f* \ 11

(x 2—  a?i)wst A —  i i — i i  wst g —  Y ‘ ~  —  w sty ; -[ (y 2— y ,)w stA  =  —  —  ~ Z ~d o s 6 -[-  —— — d o sy ;
j y fi 1 V fi

( ( “Ca —  Æ ,)W StB= i i  — 2 WSty— i i  — wst o ;  \ (y -2— yi)w st B = = — -, ^ ' dosy  +  —— — dosa.
\ ). V » \ A v

Dla otrzymania wartości sym etrycznych, dodajm y trzy równania każdej grupy, i zauważmy że 

wst A -f -  wst B -f -  w stC  =  4 dos i -  dos i -  dos i ;

wypadnie :

4 dos i d o s  ?  d o s i  (x-2— x , ) = —------—  (wst y —  wst 6) - f  —  —  (wst «  — w sty)-]-—1— ^ (w st  S — wst a);
2  2  2  X  y.  v

4 d o s - d o s ? d o s i ( y 2— ÿi)—  ^ 2 (dosg — dosy) -f- i i — — (dosy— d o s a )4 —— — (dos« — dosé).
2  1 1  a  p. v

Teraz dodajm y sum m ę kwadratów, mając wzgląd na związki (5) nru [94] i zauważm y że :

f  S2 =  M,Mf =  (x% —  X i f  - f -  (y .2 -  yO2,

1 - (-  dos A =  2 d o s 2 i ,

dosB  4 -  dosC —  d o sA  4 * 1 =  i* wst i d o s  J^dos ^ ; etc., 
 ̂ 1 1 1

znajduje się w zór ostateczny
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/ dosS‘  1
X2 1 2 ¡i-

4 -  dos2 -  2 i z ^ ? l !
' 2  v-

„  , , A  , B , C (Y , —  Y 2) (Z , —  Z2)
/m  j  j  2 B  ̂ 9 C < —  2w st — d o s -  d o s - v   — — ü(2 ) 4MiM2. dos — . dos —. dos2 — =  \ 2 2 2

| .  ß  , A ,  C (Z, — Z2) (X , —  X2)1 — 2wst — dos - d o s  -— -—ii-i----  ---
2  2  2 v A

1 _ 2 w s l9 dos i  d o s5 . i i i l l M O i r i i » )  
\ 2 2 2 X U

>. f», v są parametrami odniesienia.

100. W a r u n e k  a ż e b y  d w i e  p r o s t e  b y ł y  p r o s t o k ą t n e m u  

Niech będą równania dw óch  prostych :

( 1 )
M iX - f -  N(Y - j -  P ,Z  =  0, 

M2X - f  N2Y 4 -  P.2Z =  0.

Przedstawmy te równania w  układzie kartezyańskim za pom ocą  w zorów  (2) nru [93]; potem  
wyraźm y że te dw ie proste są prostokątn cm i; dojdzie się tym  sposobem  do równania w arunkow ego:

(2) x2M,M., 4 -  4N,N., 4 -  v2P,P .2 —  2f»vdosA(N,P2 4 -  N*P,)

—  2vXdosB(P,M 2 4 -  P.2M,) —  2Xf»dosG (M 1N2 4 -  M2N,) =  0.

U w a g a . M ożnaby było w yprow adzić z tego równania w ysokości trójkąta odniesienia; lecz je  otrzy
m am y poniżej ner [ 1 0 2 ] przez poszukiwanie w prost.

101. P r z e j ś ć  z  u k ł a d u  s p ó ł r z ę d n y c h  t r z y l i n i j n y c h  d o  i n n e g o  u k ł a d u  s p ó ł r z ę d n y c h  t r z y l i n i j n y c h . 

Niech będą X , Y, Z spółrzędne jakiegokolw iek punktu w zględem  trójkąta ABC, a

( 1 ) mX  4_ «Y  -\-p7- —  k

związek który pow inny sprawdzać te spółrzędne.
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Daje się w zględem  trójkąta ABC, równania trzech bok ów  now ego trójkąta odniesienia A 'B 'C ,

/  a 'X  4 -  b'Y -f-  c 'X  =  0 , B'C'

!  a"X 4 -  b"Y +  c"Z =  o, C'A'

v a'"X  4 -  b'"Y 4 - c"'Z = 0 .  A 'B '

W zór (3) n™ [98] daje nam od leg łości punktu M(X, Y , Z) od trzech bok ów  n ow ego trójkąta ; 
a oznaczając przez X ’ , Y ', Z ', ilości proporcyonalne do tych od leg łości, będziem y m ieli na w zory 
zmiany szukanej :

/ X ' =  X'(a'X 4 "  b 'Y  4 -  c 'Z ),

(3) Y ' =  4 ( a " X 4 - b " Y + c " Z ) ,

( /.' =  v'[a'"X 4 -  b "Y  4 -c '"Z ) .

Stałe X', ¡i.', v', zależą od spółczynników  a ', a", a"', b ', . . .  i od now ych  param etrów odniesienia 
dow oln ie w ybranych. Dyskussya znaków  na ocen ien ie  od leg łości, będzie zależała od  położenia 
w zględnego dw óch  trójkątów  i m usi się w ykon ać dla każdego przypadku szczególnego, w  którym 
w ypadnie użyć tych w zorów  zm iany; zdarzenie to wreszcie bardzo jest rządkiem.

W  tćj zmianie analitycznej figura nic jest zm ienioną, w ięc prosta w  nieskończoności być nią nie 
przestanie.

Spólrzędne X , Y , Z , sprawdzają związek kształtu

(1 ) mX -\- nY pZ =  k ;

spółrzędne X ', Y' Z ' muszą także sprawdzać inny związek taki ja k :

(4) m 'X '4 -n 'Y ‘ 4 - p 'Z '= A .

Dla znalezienia tego ostatniego związku, dość rozw iązać równania (3) w zględem  X , Y , Z, i p od 
stawić w związku ( 1 ) w artości otrzymane.

Ul0 R ó w n a n ia  dw ójsiecznycu , lin ii łączących  w ierzchołki ze środkami bo k ó w  i wysokości

' TRÓJKĄTA ODNIESIENIA.

102. U m ieścim y się w  przypadku układu szczególnego n™ [93], w  którym  równania bok ów  trój
kąta odniesienia są kształtu :

' X  =  p  —  x dosa  —  y w s t«  =  0,

( 1 ) | y  — q —  x d o s S — y w s t ? =  0 ,

> Z —  r  —  æ dosy —  y w sty =  0 ;

przytem , jeżeli się przypuści parametry odniesienia rów nym i jed n ości, potem  początek w ewnątrz 
trójkąta, pierw sze strony rów nań poprzedzających dadzą, co  do w ielkości i co  do znaku, spółrzędne 
trzylinijne X ,Y ,  Z , punktu (.r, y ) .

niech będzie:

(2)
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1 °. D w ó jsie c zn e .

Szukajmy, na przykład, dw ójsiecznych  kąta A . Równaniem  jakiejkolw iek prostej, przechodzącej 
przez punkt A, jest

Y —  m Z;

Kiedy I jest punkt w  którym ona spotyka bok  BC, spółrzędne tego punktu, rów ne i tegoż

A /

/
B  ”  / I  C . . . . . . . . . . . . . . . . . .

sam ego znaku, pow inny spraw dzić to rów nanie; ma się w ięc:

m —  1 ; zkąd Y =  Z .

Dla dw ójsiecznej zewnętrznej spółrzędne punktu I są rów ne i znaku przeciw nego; a tem samem 
ma się :

to — — 1;  zkąd Y  = = — Z.

Rów naniam i dw ójsiecznych  są w ię c :

( 2 )

Wewnętrznych.
Y —  Z =  0, 

Z  —  X =  0, 

X  —  Y = 0 ,

Zewnętrznych. 
Y +  Z = 0 ,

Z - j - X =  0 ,

X  +  Y  =  0,

WIERZCHOŁEK A ; 

WIERZCHOŁEK B 

WIERZCHOŁEK C

W yprow adza się ztąd:
Trzy dwójsieczne wewnętrzne trójkąta są zbiegającemi się z sobą.

Dtuójsieczne zewnętt'zne dwóch kątów zbiegają się w tym że samym punkcie z dwój sieczną wewnętrzną
3 ciego

Gdyż uważając na przykład równania trzech dw ójsiecznych w ew nętrznych, w idzim y że jed n o z tych 
równań jest następstwem dw óch  in nych ; a tem samem , wszelkie rozwiązanie wspólne dla dw óch 
z pom iędzy nich sprawdza 3cie; czyli punkt w spólny dla dw óch  tych  prostych znajduje się na 3ci,;i.

2° L inie łączące w ierzch ołki ze środkami bok ó w .

Rów naniem  jakiejkolw iek prostej, przechodzącej przez punkt A , jest

Y —  m Z;

Niech będzie I spodek linii łączącej w ierchołek  ze środkiem  boku , a Y0, Z0, spółrzędne tego



punktu, ma się :

Y 0 =  —J— IQ =  IC. w stC ,

Z0 =  —j— IR =  IB. wst B •

o lóż IG =  IB, i tc spółrzędne pow inny sprawdzać równanie pow yższe; co  daje :

wstC =  m. w stB , zkąd » ¿ = . ^ 1 ^ .
wstB

Przeto równaniam i linii łączących w ierzchołki ze środkam i boków  są:

Y w stB  —  Z w stC , dla w ierzchołka A,

(3) Zw stC  = X w 7stA , dla w ierzchołka B,

[ X  w st A =  Y w stB , dla w ierzchołka C,

W yprow adza się jeszcze z tych równań ż e :

Trzy linie łączące wierzchołki ze środkami boków trójkąta przecinają się w tymże samym punkcie. 

Spólrzędnem i ich punktu spotkania się, który daje środek ciężkości trójkąta są :

/ X  wst A =  Y w stB  rLz Zw stC , 

j X wst A -|— Y w stB  -) -  Zw stC  =

zkąd, rozwiązując :

X w stA  =  Y w stB  =  Zw stC  =  -^r •
óti

3° W ysokości.

Uważmy w ysokość odpow iedn ią  w ierzchołkow i A. Rów naniem  jakiejkolw iek prostej, przechodzącej 

przez ten punkt, jest

Y =  m Z ;

104 ROZDZIAŁ I I .

jeżeli I jest spodek w ysokości i niech Y0, Z0, będą je g o  spólrzędnem i, ma się :

Y0 == —(— IQ = +  A ld osC ,

Z„ =  IR =  - j -  A ld osB .
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Ponieważ te spółrzędne muszą sprawdzać równanie prostćj, ma się w ięc

dosC

105

dosC =  m dosB , zkąd m =
dosB

Przeto równaniam i w ysokości są :

r' 7W

X d o sB  r=  Z d osC , dla w ierzchołka A,

Z d osC  =  X d o sA , dla w ierzchołka 1?,

X d o s  A =  Y d os  B . dla w ierzchołka C.

W idzim y jeszcze że :

Trzy w y s o k o ś c i  tró jk ą ta  p rz ec in a ją  s ię  w  U jm ie sam ym  p u n k cie . 

Spółrzędne punktu spotkania się trzech w ysokości są danemi przez :

X d o s A  =  Y d o sB  =  Z dosC ,

zkąd się wyciąga : 

(4 bis)

j X wst A -f-  Y  wst B —j— Z wst C =  — ,

X d o s A  =  Y d o sB  =  Z d osC
R stA .stB .stC

IV0 P ow ierzch nia  t r ó jk ą ta .

103. 1° Mając dane spółrzędne trzylinijne (X,, Y i} Z ,), (X 2, Y>, Z2), (X 3, Y3, Z3) wierzchołków trójkąta 
M,M2M3, obliczyć powierzchnią trójkąta.

Oznaczając przez (xu y,), (% , yj), (x3> y3), spółrzędne kartezyańskie w ierzchołków , ma się na 
m ocy nru (7S)

x t y  * i

(1) 22 = x.< y-i i

*3 Ui i

Lecz p o d łu g  w zorów  nru [93], otrzymam y ró w n o śc i:

Xt =  [p —  Xjdosa— yiwslajż, X2 =  (p—  x 2dosa —  y2wsf«)X, X 3 =  (p — a;3dosa— y3wst«)A,

(2) | Y, =  (q—  x,dosS— ytwst6)f«, Y2 =  (§’—  -ic2dosS— i/2wslS;a, Y■¡ =  {q —  x 3dosS y3wst6)p,

v Z, =  ( r —  ^ jdosy— y vdosy)v; Z2 =  ( r —  a;2dosy— y2dosy)v; Z 3 =  ()’ —  x3dosy—  )/3doŚy)v.

Otóż, zastosowanie znanego twierdzenia o mnożeniu wyznaczników daje nam bezpośrednio :

p  —  d 0 S a —  WSta 

q  —  d o s6  —  w stg  

r  —  d o sy  —  WSty
1 4

x , Y, Zi 1 x t y  i

Xo y 2 ^2 = 1 X-2 y *

X 3 Y j Z3 1 x 3 1 / 3

Afiv.
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Iszy wyznacznik drugiej strony ma na w artość 2 2 ; 

2 «‘ wyznacznik rozwinięty staje się :

X 3 y 3 z 3

x, g, v sę parametrami odniesienia.

2  jest pow ierzchnię trójkęta M!M2M3; S jest pow ierzchnię ¡trójkęta odniesienia, a R prom ieniem  
koła opisanego.

2° Obliczyć powierzchnią trójkąta, którego boki są dane równaniam i.

Niech będę równania.trzech prostych odniesionych do trójkęta ABC:

/ D, : a,X  +  b.Y  - f  c ,Z  =  0,

(4 ) ! d .2 : a ,x  ■+- b.2Y 4 -  C.2Z =  o ,

Da a3X  4~ b3Y  4~ c3Z =  0.

Oznaczmy przez X x, Y x, Zx, spółrzędne punktu przecięcia się prostej D.2 z D3; przez X 2,Y 2, Z.2r 
spółrzędne punktu przecięcia się prostśj D3 z D „  e t c . , . ;  otrzym am y :

Na m ocy znanego twierdzenia w zględem  mnożenia w yznaczników , w yprowadzi się ze zw ięzków  (5 ) •

a, b , c , X , Y , Z x

a2 b2 c 2 x 2 y .2 z 2

a3 b3 c 3 X , y 3 z 3

A



Potrzeba teraz w yrachow ać Qlt Q2, Q3. Załóżm y n aprzód :
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ai bi Ci a2 b 2 C-2 a, b, Ci aj bi C i

(7) P = a-2 t>2 c 3 ; p , = a3 b 3 c 3 ; p 2 = a3 b3 c 3 ; p 3 = a2 b2 c 2

a3 b 3 c 3 wstA
X

wstB wstC
f i  V

wstA wstB wstC 
X f i  v

•
wstA

X

wstB
f1

wstC
V

Jeżeli do pierwszćj grupy związków (5) przydam y związek :

v  w stA  , v  wstB . „  w s tC  S
A , — —  ~ r  '  i — —  ~ r  -------------   n ’

X u v t t

i jeśli w yrugujem y X „  Y „  Z ,, m iędzy czterema rów naniam i tym sposobem  otrzym anem i, wypadnie :

ai bi Ci Qi

a2 b -2 C2 0

a3 b3 C3 0

w stA wstB wstC s
X y. V R

—  0 , zkąd się w yciąga Q, — S £  
R ' P, ’

m ając wzgląd na związki (7), otrzyma się podobnież Q.2 i Q3.

Na m ocy  wzoru (3) i w artości które się znalazło, związek (6) d a je :

(8) 2 2  =  -
2 p 2

■ P J W s ’

jestto w zór szukany. 2  przedstawia powierzchnią trójkąta określonego przez trzy proste (4); X, ft, v, 
są parametrami odniesienia; S i R oznaczają pow ierzchnią i prom ień  opisany na kole trójkąta od n ie
sienia; P , Pi, P2, P 3, są ilości określone za pom ocą  rów ności (7).

S p o s t r z e ż e n i e .

Nie dam y tu wyznaczenia kątów ; zobaczym y poniżej m etodę ułatwiającą to poszukiwanie.

Nie należy zapom inać wreszcie, że jeżeli użycie spółrzędnych trzylinijnych przedstawia wielkie 
korzyści w  nauce w łasności rzutowych czyli op isow ych  figur, rzecz się ma inaczej kiedy idzie o  wła
sności m etryczne. Układ spółrzędnych trzylinijnych jest często skuteeznem narzędziem w  poszukiwa
niach analitycznych, lecz nie potrzeba go za nadto nadużywać; natura kwestyi musi w  tym w zględzie 
być  przew odnikiem  dla zgłębiającego ten przedm iot.
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V° B ieg unow a  jakiegokolw iek  punktu  wzgledem  dwóch prostych .

104. Przypom nijm y sobie że biegunow a była określony w  nrM (83) za p om oc?  zwięzku

0 ) 

albo
Ma , Mb

0 H  p)T +  P b = 0

Niech będ ?  równania d w óch  prostych danych :

(A) aX - f  a,Y +  a2Z =  0,

(B) bX  4~ b|Y -f -  b 2Z =  0,

a (X , Y , Z), (X„, Y0, Z0) spółrzędne w zględem  punktów  M i P.

Na m ocy  w zorów  (4) n™ [90], jeżeli X ', Y ', Z ', s? spółrzędnem i punktu a otrzym a się :

v  i A l a  y  Y  _ L  Y  7 '  7
V I _ X + ^ P X " r _  ° 7 , _  + a P Z°

Ma , | Ma ,  . Ma
1 + SP aP

Poniew aż te spółrzędne m uszę sprawdzać rów nanie prostej (A), w ięc ztęd się w yprow adza

Ma _ _  aX -f-B | Y  +  a-2Z .
aP aX0 -|- a,Y0 -J- a2Z0

znajdzie się podobnież

Mb _  bX  -f- b ,Y  4 -  b2Z
( ' 1)P —  1>X0 +  b,Y „ 4 -  bgZo'

Podstawiając te wartości w  równaniu (1 bis), otrzym uje się na równanie b ie g u n o w ć j:

(3)

albo

aX 4 "  4 -  a2Z . bX  4~ b ,Y  4~ b2Z  ^
aX 0 4 -  atY0 4 -  a2Z0 bX 0 4~ biY 0 4~ b2Z0

A  4 _ Ü  —  o. 
A 0 B„



105. Z astosu jm y ten w zór d o  trójkąta od n ies ien ia .

B iegu n ow em i punktu  (X 0, Y0, Z0) w z g lę d e m  trzech  k ę tó w  trójkąta od n iesien ia  s§ o d p o w ie d n io  :
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dla wierzchołka A : ^  - j -  ~  —  0 ; prosta AP i -  —  ~  —  0,
io  Z0 Yo Z0

dla w ierzchołka B : - j -  ^  =  0 ; prosta BP ^  =  0,
Z0 A„ Z0 A 0

dla w ierzchołka C : ~  ~  =  0 ;  prosta CP Ę- —  ^  =  0 ,
-Xo ' o  -^o * o

Te w zory daj§ dow odzenie bezphśrednie twierdzeń następujęcych :

1 0 Biegunowe tegoż samego punktu względem trzech kątów trójkąta spotykają odpowiednio boki przeciwne 
w trzech punktach położonych w linii prostej.

T  Biegunowe jakiegokolwiek punktu względem  dwóch kątów trójkąta przecinają się na lin ii prostej, 
łączącej ten punkt z wierzchołkiem  3cies° kąta. (C iiasles,  Geometrya wyższa, strona 2 75 .)

§ III. — Z A S T O S O W A N I A .

1° W łasności poprzecznych.

106. Pom iędzy w łasnościam i które u dow odnim y, dw ie były już uzasadnione w  nr' e [57 ]; dam y ich 
now e dow odzenia :

1° Gdy trójkąt ABC je s t  przecięty przez jakąkolw iek poprzeczną abc, ma się między odcinkami związek

aB bC cA , .
H c ' K ' a r = + ) '

to tw ierdzenie jest przypisywanym  Menelausowi.

II0 Gdy trójkąt je s t  przecięty przez jakąkolwiek poprzeczną abc, ma się, między wstaicami kątów utwc 
r zony eh przez linie aA, bB, cG, z bokami kątazkąd ona wychodzi, związek następujący:

w staA B  w stbBC w stcG A 
(n ) — ^ ,  =  +  1 ;

wstaAG w stbB A  w stcCB

(C hasles, Geometrya wyższa, strona 261.
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W eźm y trójkąt o  którym  m ow a za trójkąt odniesienia i przypuśćm y parametry odniesienia równem i 
jed n ości. Niech będzie

(1 ) MX 4 -  NY 4 -  PZ =  0

rów naniem  poprzecznej.

Szukajmy przecięć się tćj prostćj z każdym z b ok ów  trójkąta.

Dla punktu a po łożon ego  na boku  BC, ma się X  =  0, zkąd

! « _ _ £
Z o N '

Otóż, zważając na u m ow ę nru [53] o znakach od cin k ów ; i na u m ow ę n,u [90] o  znakach spółrzęd- 
nych trzylinijnych, znajduje się :

Y 0 — C a.w stG , Z0 =  —  B a .w stB ,

gdyż, jeżeli Ga jest odcinek dodatny, Ba będzie od jem n y ; co  się tyczy spółrzędnych Y 0 i Z0, one są 
dodatne. Ma się tym sposobem  pierwszą z rów n ości następujących :

C a .w stC  P „  . ,  — , dla punktu a;
B a .w stB  N 1

/n\ ; A b .w s tA  M „  . . .( 2 )  dla punktu b ;

( dla punktu c ;
\ A c .w stA  M r

dw ie inne rów n ości tej grupy otrzym ują się za pom ocą  rachunku i dyskussyi p o d o b n y ch ; zauważy 
się dla punktu G że spółrzędne są znaków przeciw n ych , lecz odcin ki B c, A c , są tegoż sam ego znaku.

Mnożąc stronami rów n ości (2 ), otrzymuje się :

Ca A b Bc   ,
B a ‘ Gb ‘ A c  ”  r

jestto  związek któryśm y m ieli dow ieść.
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Teraz złączmy aA, bB ,' cG ; uważmy, na przykład, kąty aAB , aA C; ma się

zkąd Ba. w stB  =  A a .w sta A B ;

zkąd Ca .w stC  =  Aa. wstaAC.

B a  w staA B
, Aa w stB  5

(3)
/  C a  wst aAC
V Aa wstC

Za pom ocą  tych związków i zw iązków  podobnych , rów ności (2) będą m ogły się napisać ;

/ w s ta A C  P
' N ’

wst aAB

! wst 1)BA__ M

w st bBC

wst cCB N
^ M '

\ wst cCA

Lecz, aby związki (3) a tóm sam em , związki (4) by ły  praw dziw e co  do w ielkości i co  do znaku 
ilości, potrzeba przyjąć u m ow ę następującą :

K ąty takie ja k  aA B , aA C , ............ będą dodatne lub odjemne według tego ja k  odcinki odpowiednie

aB, aC ,  będą dodatne lub odjem ne;  czy li, co na jedno wychodzi, kąty aA B , a A C , będą
dodatne lub odjemne według tego ja k  one będą policzone w pewnym kierunku lub w kierunku 'przeciwnym,, 
poczynając od Aa.

M nożąc stronami rów ności (4) otrzym uje się związekf(II) który by ł do dowiedzenia.

107. III0 Proste wyprowadzone z jednego punktu do trzech wierzchołków trójkąta ABC, spotykają boki: 
przeciwne we trzech punktach a, b, c , takich, ie  sic ma równanie

aB bC cA ,
(III) a C 'E A 'c B ~ ~

to tw ierdzenie jest przypisywanem Janowi de Ceva. (Nowe Roczniki, tom  X .)

IV0 K iedy trzy proste, wychodzące z wierzchołków trójkąta ABC przechodzą przez jed en  punkt O, ma 
się m iędzy wstawarni kątów ja k ie  one tworzą, każda z dwoma bokami kąta z którego ona wychodzi, związek

 ̂ wstaAB wstbBC w stc .C A   ^

wstaAC w stbBA w stcCB

(C hasles ,  Geometrya wyższa, strona 263).



W eźm y trójkęt o  którym  m ow a za trójkęt odniesienia, i niech będę X0, Y0, Z0, spółrzędnem i 
punktu O.

Rów naniem  jakiejkolw iek prostej, przechodzącej przez w ierzchołek A , jest

Y = Ż Z ;
<

A
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ponieważ, ta prosta, w inna przejść przez punkt O, w ię c :

1
Yo Z0

M ożem y uważać Y i Z jako spółrzędne punktu a ; otrzyma i

Y  =  C a.w stC , Z — —  B a .w stB ;

gdyż jeżeli Ga jest odcinek dodatny, Ba będzie od jem n y, zapatrując się na położenie obecne 
punktu a ; i spółrzędne Y  i Z sę dodatne. Ma się tym sposobem , pierwszy ze zw ięzków  następujących :

(5)

C a.w stC  _ Y0
B a.w stB Z0

A b . w stA Zo
C b . wst C V

B c. w stB X o.
A c . wst A Y ’

dwa inne zwięzki otrzymaję się za p om ocę  spostrzeżeń podobnych .

M ajęc względ na rów ności (3) a tem samem na u m ow ę w kilku słow ach wyrażonę na końcu nra [106], 
zwięzki (5) będ ę m ogły 's ię  napisać

(6)

i wst a AG Y0

l wstaAB Z o '

j  w stbB A 70

j wstbBG X 0 ‘

f w stcC B x „

\ w stcCA Y0
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M nożąc stronami równania (5), potem  równania (6), otrzym uje się bezpośrednio związki (III) i (IV) 
które założyliśmy sobie w yprow adzić.

punkcie, ich boki spotykają się dwójkami we trzech punktach ustawionych w linii prostej.

II0 Odwrotnie : je ż e l i  dwa trójkąty są takie że ich boki przecinają się, po dwa iczględnie, we trzech
punktach położonych w linii prostej, ich wierzchołki są na trzech prostych zbiegających się w jednym  
punkcie.

T e twierdzenia, odkryte w  xvn w ieku przez znakom itego Desargucs'a, tworzą punkt w yjścia figur 
jednok ładnych ; dwa trójkąty dla tego są nazwane jednokładny mi, które p. Poncelet, w  swym  trakta
cie rzutowych własności figur, nazywa także trójkątami odpowiedniczemi.

W eźm y jeden  z trójkątów , ABC na przykład, za trójkąt odniesienia.

1° N iech będą X 0, Y0, Z0, spółrzędne punktu zbiegania się trzech prostych A A 1, BB', CG '; rów na

l i 0 T r ó j k ą t y  j e d n o k ł a d n e .

108. 1° Gdy dwa trójkąty mają swe wierzchołki po dwa na trzech prostych zbiegających się, w jednym

v

niami boków  BC, CA, AB, są

( 1)

Proste OA OB, OC, będą miały w zględnie na równania :



Niech będzie teraz

n?X -|- ?iY - j-  pZ = :  0

rów naniem  prostej B 'C '; równania prostych B 'A ', C 'A ' (przechodzących : l®2«, przez przecięcie się 
OB z B'C' ; 2ea, przez przecięcie się OC z B'C') będ<ą kształtu :

mX +  n Y + p Z  +  x f ^ - ^ ^ O ,
\Zj0 a 0 /  

mX  +  «Y  + p Z  +  =  0,

te dw ie proste przetnę się na OA, jeżeli X =  —  p.; przeto równaniam i boków  trójkę ta A 'B 'C ', będę :

B'C1 : mX - ) -  nY Ą-pZ =  0,

C'A' : mX  - f -  nY - f -  p Z  —  y )  ~  0 ’

A 'B' : mX +  nY +  pZ +  X^|- -  ~ j  =  0.

Równaniem  jakiéjkolw iek prostéj przechodzącej przez punkt a, przecięcie się BC z B'C' jest

mX - j -  nY -|- f/L - j -  kX —  0 ;

wyraźm y że ta prosta przechodzi przez punkt 6, przecięcie się AC z A'C'. R obiąc Y  =  03 równanie 
poprzedzające i drugie z rów nań (3) dają :

 . (» i - f -  k';X -1- ,//. —- 0,

( z n - l ) x + p Z = 0 ;

zkąd wypada
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równaniem  prostej a Z będzie w ięc

m X  +  nY +  pZ  —  X ~  =  0 ;
Xo

jest rzeczą oczyw istą że ta prosta przechodzi przez punkt y,  przecięcie się AB z A'B'.

2° Dla uzasadnienia odw rotnego podania, w eźm y jeszcze jeden z trójkątów , ABC na przykład, za 
trójkąt odniesienia ; równaniami jeg o  bok ów  będ ą :
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niech będzie równaniem  prostej aÇy

(2) (D) aX - j -  bY  +  cZ =  0 ;

równaniam i boków  B'Gr, C 'A ', A'B', będą w tedy :

i B'C' i aX - j-  bY  - j -  cZ - j -x X  == 0, (przechodzące przez przecięcie się BC z D );

(3) 1 C 'A ' : aX 4  bY  - f -  cZ - f  pY =  0, (przechodzące przez przecięcie się CA z D );

f  A'B' ; a X - f -  bY  - j - c Z -J -v Z  =  (X (przechodzące przez przecięcie się AB z D).

Szukajmy teraz równań trzech prostych AA', BB ', CC'.

Punkt A ' jest przecięciem  się C'A' z B 'A '; równaniem  jakiéjkolw iek prostéj przechodzącój przez 
ten punkt jest

aX +  bY  +  cZ +  pY +  k{aX +  bY  4 -  cZ - f  vZ) =  0 ; 

jeżeli się wyrazi że ta prosta przechodzi przez punkt A(Y =  0, Z =  0 ), ma się

a -j— k& —  0 ; zkąd k —  —  1 : 

znajduje się tym  sposobem  pierwsze z równań następujących :

0; 

o ;  

o ;

dwa ostatnie otrzymają się przez rachunek p od ob n y ; albo p roscié j, za pom ocą  często w analizie 
dogodnej drogi symetryi.

Otóż trzy proste (U) są w idocznie zbiegającem i s ię ; w i ę c . . .  e t c ..........

109. Jeżeli się złączy jakikolwiek punkt O z trzema wierzchołkami trójkąta ABC i gdy  a, b, e, będą 
przecięciami prostych  OA, OB, OC, z bokami przeciwnym i, trzy punkta przecięcia się względem par 
prostych (BC, bc), (AC, ac), (AB, ab) są na linii prostéj.

To podanie je st przypadkiem  szczególnym  pierw szego z twierdzeń poprzedzających, poniew aż trzy 
proste Aa, Bb, Cc, są zbiegającem i s ię ; tylko tu, w ierzchołki drugiego trójkąta abc są w zględnie na 
bokach pierw szego ABC.

Można także dać w prost dow odzen ie twierdzenia, biorąc trójkąt ABC za trójkąt odniesienia.

Jeżeli X 0, Y 0, Z0, są spółrzędnem i punktu O, proste Aa, Bb, Cc, będą miały w zględnie na 
równania :

i
 A A ' : f»Y —  vZ =  

BB ; vZ — XX —

c c  : xx —  fy  =
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W yznaczywszy wtedy punkta a, b , c , znajduje się na równania bok ów  b c , ca, ab :

X  , Y , Z
v  * y  * 7Ao io  ^O

X _  Y_ , Z
V  I VX„ ° ’  r  +  T - r  =  0-A 0 ± 0  Lko

Szukajęc względnych przecięć tych prostych z bokam i BC, CA, AB , sprawdzi się że trzy punkta 
s§ na linii prostej
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r> U N K T.

§ I. —  SPÓŁRZĘDNE JAKIEJKOLWIEK PROSTEJ. —  RÓWNANIE JAKIEGOKOLWIEK PUNKTU.

1° S p ó ł r ze d n e  ja k ie j k o l w ie k  p r o st e j . —  R ó w n a n ie  1 s° s t o p n ia .

110. Mając dane dw ie proste stałe Oa i Oy , określim y jakąkolw iek prostą przez odległości 
od  początku O punktów  A i B, w  których ona spotyka osie. Te odległości są uważane jako dodatne

lub odjem ne w edług tego jak  one są skierowane w  pew nym  kierunku Oa i Oy  lub w  kierunku prze-
1 1

ciw n ym ; odw rotności tych od leg łości, lo  jest — , będą nazwane spółrzędnemi prostej AB i
U  A  U d

oznaczym y je  przez u, v. Spółrzędnem i jakiójkolw iek prostćj AB będą w ię c :

1 1
( , )  >‘  =  O A ’  O B '

U  V
Często przedstawimy te ilości przez stosunki —, — tak że się otrzym a:

7 " \ U \  V    1 .

|14“ > . w  =  OA ’ O B 1

i lośc M, v, w będą nazwane spółrzędnemi jednorodnem i prostej AB.
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W edłu g  tego, gdy u i v są spółrzędnem i jakiejkolw iek prostej, równaniem  tej prostej albo równa
niem  do którego składu w ch odzi spółrzednych punkt będzie zgodnie z w zorem  nru [40]

Jeżeli osie 0 x  i 0 y  liędy. prostokątne, dam y dla u i v nazwisko spółrzednych prostokątnych linii 
prostej.

U w a g a . Związek taki jak f(u , v ) = 0 ,  m iędzy zm iennem i u i v, przedstaw iaszereg ciągły prostych, 
których przecięcia się po sobie następujące tworzą jakąkolw iek krzyw ą; proste (u, v) są stycznemi 
do tej krzywej (zastanowimy się poniżej z w iększym i szczegółam i nad tym przedm iotem ); z tego 
p ow od u , równanie f(u , v) =  0 jest nazwane równaniem styczneczkowem  krzyw ej. Dało się ilościom  u i v 
nazwisko spółrzednych styczneczkowych ;  jestto nazwanie którego często będziem y używali.

III. Wszelkie równanie lff° stopnia między zmienperni u i v przedstawia jakikolwiek punkt.

Niech będzie równanie

jakiem ukolw iek rozwiązaniu [u, v) tego równania odpow iada którakolwiek prosta mająca na równanie

otóż wszystkie proste przechodzą przez jakikolw iek punkt stały. D odajm y w rzeczy samej te rów n an ia ; 
pom nożyw szy drugie przez C, w ypadnie

To rów nanie przedstawia którąkolwiek z prostych których spółrzędne sprawdzają związek (3 ); 
w idzim y że wszystkie te proste przechodzą przez punkt stały

przedstawia jakikolwiek punkt, przez który przechodzą wszystkie proste, których spółrzędne u i \ sprawdzają 
to równanie", spółrzi dnemi kartezyańskiemi punktu są :

(2) ux -\- vy  —  1 = 0 .

(3) A m - ) -  Be -f-  C =  0,

m(A - f  Car) - j -  t;(B +  Cy) =  0.

m ożem y w ięc uważać równanie (3) jako określające ten punkt.

Tak więc równanie 1B° stopnia między spółrzędnemi u i v jakiejkolwiek prostej, to jest

(3) Au -) -  Be +  C =  0,



112. Przypadki szczególne.

W artości (4) robią w idocznem i wnioski następujące.

Równania

Am- ( - C = 0, By- j-G =  0

przedstawiają : pierwsze jak ikolw iek  punkt położony na osi Ox, drugie jakikolw iek punkt na osi Oj/. 

Rów nanie jak iegokolw iek  punktti, zrobione jed n orod n ćm , pisze się

(5) Am -f- B e - f -  Civ —  0

Rów naniem  początku spółrzędnych będzie

(6) w —  0.

PU N KT. 1 1 9

II R ó ż n e  k s z t a ł t y  r ó w n a n i a  p u n k t u .

113. Rozw iązując to pytanie, dow iedziem y że równanie jakiegokolw iek punktu jest 1?° stopnia.

Mając dane spółrzędne kartezyańskie x0y0, jak iego  

Równaniem  jakiejkolw iek prostej przechodzące

olwiekpunktu, znaleźć równanie styczneczkowepunktu. 

przez ten punkt jest

y — ya =  rn{x —  x0) ;

otóż spółrzędnem i tśj prostej są :

1 ?/,, 1~ — x v —  ^ , - = : y 0 —  m x0.
u m v

Rugując m między temi dw iem a rów n ościam i, otrzym a się związek następujący

(7) u x0 - j - v y 0 —  1 = 0 ,

m iędzy spółrzędnem i jakiejkolw iek prostśj przechodzącej przez punkt dany; jestto równanie punktu ; 
w idzim y że ono jest pierw szego stopnia.

Damy równaniu następnemu

(8j a« - j -  bu —  1 —  0

nazwisko kształtu normalnego równania jakiegokolw iek punktu ; spółrzędnem i kartezyańskiemi tego 
punktu będą w tedy a i b .

1 ih . M ożem y jeszcze otrzym ać równanie jakiegokolw iek punktu pod innym kształtem który będzie 
pożytecznym  przy tłóm aczeniu rachunków.

1 °  O s i e  p o c h y ł e .

Niech będzie p odległość OM0 a «  kąt prostej OM z O x ; ma s i ę :
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X o  _  W S t ( Q  —  M )  y n _  w s f  o > .
p ' W S t O  ’ p _  w s t0 ’

podstaw iając te w artości w  równaniu (7), wypadnie

u wst(0 — u) - f-  yw stu  —  ^ 1 ?  =  0;
P

r

to jest że równanie

(9) u \vst(0 —  &>) -f-  v wst o) —  p  =  0

wst 0przedstawia jakikolwiek punkt, którego odległością od początku jest  ■-------  i którego promień wodzący

tworzy z Ox kąt u>.

2° O s i e  p r o s t o k ą t n e .

Równanie
(10) wdosw - j -  uwstw — p  =  0

1
przedstawia jakikolwiek punkt, którego odległością od początku je st  -  i którego promień wodzący tworzy  

z osią O x  kąt a>.

111° P u n k t  w  n i e s k o ń c z o n o ś c i . —  P r o s t e  r ó w n o l e g ł e .

115. Jeżeli w  równaniu (3) przypuści się C zerem , wypadnie

(11) A w - ) - B y = :0 ;

w zory (U) pokazują nam, że równanie (11) przedstawia jakikolwiek punkt w nieskończoności, położony  

na linii prostej mającej za spółczynnik kątowy -5 .

Równania

u —  0, v —  0,

przedstaw iają: l sie jakikolw iek punkt w nieskończoności na osi O x; 2sie jakikolw iek punkt w  n ie
skończoności na osi Oy.

116. Spółrzędne prostej w nieskończoności są zerami. T o  jest w idocznćm  przez samo określenie 
nru [110]; ztąd także w ypada, że

Spółrzędne dwóch prostych równoległych są proporcyonalne.

Jeżeli jakakolw iek prosta przechodzi przez początek spółrzędnych , je j spółrzędne są n iesk oń czon e;



prosta jest ogólnie nieoznaczonej dyrekcyi, chyba  że stosunek je j spółrzędnych  nieskończonych 
m iałby wartość skończony i oznaczony.

Spółrzędne osi Oa; będą nieskończone, otrzym a się warunek gr. -  =  0 ; spółrzędne osi Oy  będą 

nieskończone; otrzyma się warunek gr. -  —  0.

Albo jeszcze  .-jeżeli się bierze spółrzędne jednorodne u, v, w, o trzym am y:

Dla osi O x, u =  0, w =  0 ;

Dla osi Oy ,  v =  0, io =  0.

W szystkie te wypadki sprawdzają się bezpośrednio uważając, że jeże li

(12) M « - t -N y  +  P =  0

jest rów naniem  przedstawiającem  spółrzednych-punkt jak ićjkolw iek  prostej, spółrzędne tćj prostćj będą :

• \ «  M v N u v w(12 bis) —  _  albo
w  P w  1* ijM N P

J Y °  R ó w n a n i e  j a k i e g o k o l w i e k  p u n k t u  p o ł o ż o n e g o  n a  j a k i e j k o l w i e k  p r o s t e j  d a n e j .

117. Przypuśćm y naprzód prostą daną przez swe spółrzędne u0, v0; i n iech  będzie

A m -J- B u -|- G =  0

równaniem  punktu szukanego. Poniew aż prosta dana musi przechodzić przez ten punkt, otrzym a się

A Uq - j -  Bi)0 - j -  C =  0 ;

zkąd wypada, odejm ując :

(13) A (w —  i/0)-f-B (i>  —  v0) =  0.

Jestto równanie jakiegokolwiek punktu położonego na prostej (u0, v0).

118 Przypuśćm y pow tóre prostą określoną przez dwa punkta :

l A {ii - j -  BjU - j -  Ci =  0, (Mj)
( ia )  5

| A2K - f B 2u +  C;2 =  0 ; (Mi) 

rów naniem  jakiegokolw iek punktu położonego na prostej M,M2 będzie :

(15) AjU - j-  B^u - j -  G, — x(A2u -j— B2u —j~_C2) (M).

W  rzeczy sam ćj, spółrzędne jak ićjkolw iek  prostej, przechodzącej przez M, i M2, to jest sprawdza, 
jącej równania (14), zadosyć uczynią oczyw iście równaniu (15 ); w ięc  prosta M1M2 przechodzi przez 
punkt (15). Będzie m ożna w reszcie rozporządzić spółczynnikiem  X w  sposób taki, ażeby rów nanie (15) 
przedstawiało jakikolw iek punkt prostej.

P U N K T . 1 2 1
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119. Równanie jakiegokolwiek punktu dzielącego odcinek w stosunku danym.

Niech będą M( i M2 (14) koń ce  odcin ka ; punkt M (15) znajdujący się na tym [odcinku  ma na 
spółrzędne pod ług  n™ [111]

„    A i - j -  XAŻ   , H i 4 ~ XB2
C, +  XC2 ’ J Ct +  XC2 '

W reszcie spółrzędne punktów  M, i M> są w zględnie

1 2 2  r o z d z i a ł  n r .

i B,

M.

A, A-i
G, ’ Co ’

B, Bo
> y-Z =  ~  r f  ■^ 1 B‘2

Zastępując A j, B j; A2, B->; przez te w artości we w zorach  poprzedzających, znajduje się :

  C j# ! -\- XCtfCr*   C t f ,  - f -  XC2//-2
*  —  c , - f  AC-2 ’  y C , +  XC 2 '

P orów nyw ając te ostatnie w artości z poprzednio otrzymanemi za pom ocą  zw iązków  (1) i (2) nru [52 ], 
w y p a d a :

XC2  m .i M ,M  .(16)
mt MM2

mając zawsze w zgląd na um ow y nru [53].

Przeto, mając dane dwa punkta

i A tw - j - B t ? ; C i  =  0 ,  (M ,)

( A  )U —[~ Boti -j— G 2 —  0 ; (M i)
(17)

równanie

(18) =-‘ (A(W +  \jtv - f -  G,) - f-  t t  (A-z« - j-B iii -}~ Go) —  0,
Lu b 2

będzie przedstawiało jakikolwiek punkt znajdujący się na prostej M,M2 i dzielący ten odcinek w stosunku 
takim, ie  :

M iM  m-2
(19) M Ę ,-

Mając dane, pod kształtem norm alnym , równania dwóch punktów

( atu b tv —  1 = 0 ,  (Mt)
(17 bis)

luu - ( -  biu —  1 =  0, (M.2)

równanie

(18 bis) w ,(api -) -  b,u —  1) —j— m.2(a-2M -f -  b>t; —  1) =  0



PUNKT. 123

b ę d z i e  pazedstawiało jakikolwiek punkt, znajdujący się na prostej M,Ma i dzielący ten odcinek w stosunku

MiM _  m > 
M2M m ,'

(19 bis)

Przypadki szczególne.

Punkt środkowy odcinka otrzyma się rob ięc  m> =  mu co  daje w  przypadku ogólnym  :

A {u —j- BjU Ci A-2W —j- B?u -|— C ,__
(2 0)

Ci c . 0 ;

w  przypadku kształtów norm alnych :

(20 bis) (a tw -j— b,w —  1) - ( -  (a.>w -) -  h±v —  1) =  0.

Punkt w nieskończoności na odcinku otrzyma się, przypuszczając m-i —  —  mlt co  daje, w  przypadku 
ogólnym  :

(2 1 )
A i«  —)— Bi« — Ci A^w —[— B^u “ j“  C2 . . .

ć ;  c i  5

w  przypadku kształtów norm alnych :

(21 bis) (a,w - j -  b ,u  —  1) —  (a2U - j -  bou —  1) =  0.

V °  R ó w n a n i e  p u n k t u  p r z e c ię c ia  s i ę  d w ó c h  p r o s t y c h .

120. Niech będę (uu vt), («■>, v.j) spólrzędne dw óch  prostych danych i

A m - } -  Bu - j -  C =  0

rów naniem  ich punktu spotkania się ; to  równanie musi b y ć  sprawdzonym  przez spółrzędne dw óch  
p ro sty ch ; otrzym a się tym sposobem  :

Awi -j— Bi>i -j-  C 0 ,

Km  -f~ Bu> - j-  C =  0.

Rugujęc A , B, C między tem i trzema równaniam i, znajduje się na równanie punktu spotkania się 
dw óch prostych :

u V 1

(22) Ml Vi 1 =  0.

«2 »2 1

Ztęd wypada bezpośrednio warunek ażeby trzy proste (w 0 , v0) ,  (« ,,
punkcie, tym warunkiem jest

«0 V0 1

(23) M, Vi 1 =  0.

Ul V l 1
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VI. S p ó l r z ę d n e  JA K IE JK O LW IE K  PR O STEJ, PRZECHODZĄCEJ PRZEZ PU NKT ZB IE G A N IA SIE DWÓCH PROSTYCH .

121. N iech będą (wt, vi) i (u-i, i;>) spółrzędne dw óch  prostych danych ; równaniam i tych dw óch  
prostych będą p o d łu g  n™ [110]

(Di) UiX -f- Viy —  1 =  0,

(Dj) u ix  -\ -v iy  —  1 = 0 .

R ów naniem  jak iójkolw iek  prostej (D) przechodzącej przez ich punkt przecięcia się będzie :

(D ) » ¡it«\X - f -  v ,y  —  1) - f -  m-i[u:x +  v>y —  1) —  0 ;

zkąd w ypada dla spółrzędnych  u i v  prostej (D ) :

! m,u,
1 u — ------— i-----------»1 mi m-i

(24) ,i m iVi +  m-2 V-2
f v = ■ ----------- ,

m i m-i

te zw iązki w yzn a cza ją  spólrzędne ja k ie jk o lw iek  prostej  (D), przechodzącej p rzez  punkt p rzec ięc ia  się  

p rostych  Di i D2.

122. Istnieje m iędzy  stosunkiem —  i wstawami kątów trzech prostych  D, D „  D,, związek w iel-

kiej wagi którego uzasadnieniem  niezw łocznie się zajm iem y.

Rów naniem  prostej (D) jest

m ju.iX  - ¡ -u ,  y  — 1 )4 -  m iu ijc  zz-2?/ —  1) =  0 .

Niech będą : S punkt zbiegania się trzech p rostych ; O, początek spółrzędnych ; i M (x, y) jakikol

w i e k  punkt prostćj (D): niech] będą, nadto, M Pi, iMP.; O Q „ OQ>, prostopadłe spuszczone względnie 
z punktów  M i O na proste Di i D2.
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Z a p a t r u j ą c  s i ę  n a  p o ł o ż e n i e  o b e c n e  p u n k t u  M w z g l ę d e m  p r o s t y c h ,  n a  m o c y  nru [76] b ę d z i e  :

. ¿ r O  («.¿c-J-tny —  l)w st0  
MPi - SM wstDSD, =  •------------------ — ------ L K *

MP> =  SM w slD SD i =

—[— ^  u\ “ j-  —  Sw^zijdosO

(u yt  - ] -  v.,y —  l)w st0  

—  \!ul ~ h vl —  2K.iuidos0

Ma się ta k że :

I „  wstG
QQ, =  OSwstUSDi =  - — : , -,

 ̂ - j -  VMi “ I-  —  2w,ij|dosG

0 Q , - -  OSwstOSDi =
yjul -f- r|;—  2U;.y2dos0

Z tych rów ności wypada :

, . SM wstDSD,ulx - \ - v ly  —  \ =  ^ ----------
wstOSD,

. , SM w stD SD ,UiX - f -  v-,y —  1 =  —  — ------
\ w stO S D ,.

Podstawiając te wartości w  rów naniu prostej (D), wypadnie

wstDSD, wstDSD) A(1°) mt  —  m,  _ _ _  =  0.
wstOSD, w stO S lb

Przypom nim y sobie um ow y już przyjęte :

U m o w y .

K ąty, liczone poczynając od peum ej prostej, będą uważane jako dodatne lub odjemne stosownie do tego, 
jak ruch obrotu ma miejsce, poczynając od tej prostej, w pewnym kierunku lub w kierunku przeciwnym .

Nadto, znakowanie DSD, będzie wskazywało że się idzie od prostej D ku 'prostej D ,; a znakowanie 

D,SD będzie wskazywało ruch w kierunku przeciw nym ; tak, że

DSD1 =  —  D,SD.

Otóż, na figurze obecn ćj, jeżeli kąt DSDj jest uważany jak o dodatny, kąt DSD> będzie odjenm y. 
Mając na uwadze osnow ę um ow y l'-J, z rów ności (1°), otrzym am y :

wi.2 ______wstD,SD wstOSD^.

n‘ l wstDSD -2 wstOSD,
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lecz oceniając od leg łość  MP> uważaliśmy wstDSD.> jako ilość dodatną; a ponieważ w edług spostrze

żenia i um ow y poprzedzającej, kąt DSD> jest odjem ny, musi się zastąpić wstDSD» p rze z— wstDSD-2; 
co  daje

m-i w slD iSD  wstOSD2
mt

w stD SDi wstOSDi

W ięc ,1 spółrzędne jakiejkolwiek pi'ostej (D), przechodzącej przez punkt przecięcia się dwóch prostych 
D,(mi, vj), U2(«-2, vi), sci dane za pomocą w zorów :

(25)

OTiMi - j-  niiUi
l = ----------  ;nii - j -  wii

| miVi - f -  mępi.
w , - (-  m-i ’

a stosunek —  je s t  spojony z kątami tych prostych przez związek :
nii

. . .  n?2 wstDiSD wstDSD.i.(25 bis) —  1 —----------—y
m i / v \  /  \

wstDSD., wstOSD,

0  je s t  początkiem spółrządnych;  S punktem spotkania się prostych.

Należy m ieć w zgląd w  tym w zorze na um ow ę, którąśm y dopiero co  sobie przypom nieli nad znako
waniem  i znakami kątów.

D w ó j  s i e c z n i -.  :

Kiedy prosta D będzie dw ójsieczną kąta dw óch  prostych  Di i ID, otrzym a s ię :

] )1SD =  +  DSDj, albo D,SD =  —  DSD2; 

w edług tego jak prosta jest dw ójsieczną kąta DSDo albo jeg o  spełnienia (.supplementum), a tśm samem :

(26) ^  w stÓ S fr  albQ

m' wstOSDi m> wstOSDi

VII0 W z o r y  w y p r o w a d z o n e  z  t w i e r d z e ń  p o p r z e d z a j ą c y c h .

123. W zory  zasadnicze, w yłożone w  nrach [119] i [122], prowadzą nas do innych w zorów , które 
należy o zn a czy ć :

1° Znaleić stosunek w którym jakakolwiek prosta  (u0, v0) dzieli odcinek dany.



PUNKT. 127

N iech będę równania k oń ców  odcinka

(M.)

(MJ

A \U —J— B ^  —[— Ci —  0 j 

A o?/ —|- B2U - j -  C-2 =  0

a (u0, v0)  spółrzędne prostej (D0).
R ów naniem  jakiegokolw iek punktu M znajdującego się na prostej M tM2 jest na m ocy  nru ¡119] 

rów nania (18)

(M) 

i ma się :

Tr (Atw - j-  B,u +  Ci) - j -  (A i« - )-  B2u C») —  0,
t i  U,

m.2  MtM
»¡1 MM-2 '

Otóż prosta («„, v0) musi przechodzić przez punkt M ; ma się w ięc

nu(27) lub
mi MM,

M ,M   A i«0 +  Bi»o +  Ci C*.
A ,m0 —)- B it ’o C-2 Ci

estto wzór rozw ięzujęcy pytanie.

W  przypadku kształtu normalnego równań punktów , otrzyma się :

(27 bis)
M iM   aii/0 - } -  bi^p —  1
MM2 a2w0 - j -  b,t’0 —  1

W  razie gdyby prosta była danę przez dwa punkta, w yznaczyłoby się jćj spółrzędne u0, v0, jak to 
zobaczym y poniżćj.

11° Daje się dwie proste Di i J), spotykające się w  S, i jakikolwiek punkt P ; znaleić stosunek wstaw

kątów P SD i, PSD,.
N iech będę (vu vj], (u2, v2) spółrzędne dw óch  prostych D, i D2, zaś

U>)

i ó .vnanie punktu danego.

A u ~j— By —|— C —  0



128 RO ZD ZIAŁ I I I .

Oznaczając przez u i[u spółrzędne jak iegokolw iek  punktu linii SP, ma się zgodnie z w zorem  nru [122]:

. +  w-2 ’
 - f -  m.2v.2

mi - f -  mi

Poniew aż ta prosta musi przechodzić przez punkt (P ), w ięc

A[miul - f -  ?m2m2) - ( -  B (w ,r, - f -  m.2y2) - j -  C(w, - j -  mj) =  0 ;

zkąd się w yciąga :

A Ul - j - R t ) , - j -  C 

Am2 —j— B y2 —(— G

Am, —(- By, —(— G . 
A u-i —J— Br2 —j- G J

i podług rów n ości (25 bis) nm [122]

, w stł),SP  wstOSD2 _
I z \  ■

w stPSD 2 w stO SD,

O jest początkiem spółrzędnych ; ten w zór  rozwiązuje pytanie założone.

111° D oje się dwie proste 1), i D2 przecinające się w S, i  punkt P stanowiący przecięcie dwóch pro

stych  D1 i D "; znaleźć związek m iędzy kątami PSD, i PSD2.

Jeżeli (u ,  v’), (u", v'j są spólrzędnem i d w óch  prostych D' i D", rów naniem  ich  punktu przecięcia 
się (P), będzie podług nru [120] :

u 

J u' 

I m"

V

v'

v"

■ 0.

Stosując o  tego  przypadku związek poprzedzający, ma się :

S

(29)

M, 1

u' v ' 1

w stD ,SP wstOSD.2 u" v" 1

wstPSD2 wstOSD, m2 v-i 1

u' v ' 1

tt" V’ 1
ten wzór rozw iązuje pytanie założone.
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Uw ag a . Związki któreśm y ustanowili pozw olą  d ow ieść  bezpośrednio już w yłożonych  w nrzc [106] 
tw ierdzeń nad poprzecznem i.

T o zastosowanie będzie dla początkujących pożytecznćm  ćw iczen iem .

VIIIo S p ó ł r z ę d n e  j a k i e j k o l w i e k  p r o s t e j  p r z e c h o d z ą c e j  p r z e z  d w a  p u n k t a  .

124. Przypuśćm y naprzód dwa punkta dane przez ich równania :

AjW -j— BjU —|- Ci 0,

Am  —{— B¿u —f- C3 =  0 ;

spółrzędne prostej otrzymają się, rozw iązując te dwa równania w zględem  u i v.

Jeśliby dwa punkta były dane przez ich  spółrzędne (.r,, y j ) ,  (x it y-j), w yprow adziłoby się z tego 
na m ocy  n™ [113] równania d w óch  pu nk tów , to jest

l x tu - )— y¡v —  1 =  0,

( x -m  - f -  y.,v  —  1 = 0 ;

i znalazłoby się na spółrzędne prostej :

/ o m  V ’   X l - - - - -  X 'l(30 w =  — íx  v = — !-------- - -  .
X ty -2 —  x * y  i Xiy-i —  x.2y t

125. W a ru n ek  a ż e b y  t r z y  p u n k ta  b y ł y  w l in ii  p r o s t e j .

Gdy równaniami trzech punktów  są :

A i u —j- B,u —{— Ci —  0 ,

Am  —|— BoD —j— C2 —  0,

AjM -f-  B3d -j- C3 =  0 ;

związek szukany otrzym a się, pisząc że trzy rów nania mają rozwiązanie w spólne, co  daje :

=  0 .

126. Jeżeli M =  0, N =  0, P =  0, są rów naniam i trzech punktów  nie w  linii prostej, równanie 
jak iegokolw iek  punktu będzie się m og ło  zawsze p o ło ż y ć  pod  kształtem :

wjM —(— nN —{- £>P =  0,

m, n, p , są stałemi.

D ow odzenie jest to samo słow o w  słow o, jak to, które było daném  w  n,ie [60] dla twierdzenia p o 
dobnego nad linią prostą.

1 7

At B, c ,

(31) A -2 B, c 2

*^3 b 3 C3
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IX° R ó w n a n i a  j e d n o r o d n e .
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127. Jeżeli rów nanie f (u ,  v) — 0 jest jed n orodn em  co  do u i v, m a się tożsam ościow o :

f (u ,  v) =  v r f ( t ,  i j =  +  +  ....... a " j ;

a tśm  sam em , rów nanie dane będzie m ogło  się napisać

f [u , v) —  {u-\- atv)(u -J- 32«)...(«-4 " a“ «) =  0.

T o  rów nanie będzie oczyw iście spraw dzonóm , zakładając

w -| -a 1y =  0, a lbo u - |-a.2V =  0 , . . . ,  albo w - ] -am« =  0 -

Otóż te rów nania przedstawiają m punktów  w  n ieskoń czoności, znajdujących się w zględnie na m 
prostych , których spółczynnikam i kątow ym i są a „  a2, . . .a m pod ług  nru [115].

W ię c  wszelkie równanie jednorodne i  m te8° stopnia m iędzy spółrzędnemi u i v jakiejkolw iek prostej 
przedstawiają jakikolw iek układ m  punktów na prostej w nieskończoności.

D ow iod łoby  się podobnież podług  n ,u [112] że równania m.Ugo stopnia i kształu

f(u) =  0, /■ (« )=  0,

przedstaw iają: l eze jakikolw iek układ m  punktów znajdujących się na osi 0 x ]  2sic jakikolw iek układ m 
punktów znajdujących się na osi Oy .

§ II. —  ODLEGŁOŚCI.

1° O dległość  d w ó c h  p u n k t ó w .

128. Niech będą równania dw óch  punktów  :

(Mi)
] kształty norm alne

(Ma) \ A2M -fB ,!)  +  C2 =  0 ;

spółrzędnem i d w óch  punktów  będą na m ocy  n™ [111]

/    A,
i   TT" ’
1 Ai«

Ii yi =  —  » y-i

przeto otrzym a się, 9 będąc kątem osi

a,w -{-  b,y —  1 — 0, 

a2a-)-B 2y — 1 =  0.

A ,
C.2 J

B-2.
< V
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a w  razie kształtu normalnego dla równań punktów  :

(1  bis) MjMa =  (»i —  a2)'2 - j - ( b 1 —  b 2) 2 2 + ( a i  —  a2)(b, —  b2)d os0 .

Jeżeli osie spółrzędnych są prostokątne, w yrażeniem  od leg łości będzie :

-¡unii3  (AiC2 —  A2Ci)2 4~ (B iC2 — B2C ,) - .
( - J  M 1M 2 p 2p 2 7

a w  razie kształtu norm alnego

(2 bis) = (ai —  a2)2 - f  (b 4 —  b 2)2.

I I 0 O d l e g ł o ś ć ; p u n k t u  o d  p r o s t e j .

129. N iech będą u0, va, spółrzędnem i prostśj, a

(JM) A m - J - B u - } - C = : 0 ,

równanie punktu.

Rów naniem  przedstawiającem spółrzędnych-pvnkt prostej będzie podług n™ [110]

u0x  - j -  c0y  —  1 == 0, 

a spólrzędne punktu M będą p od łu g  n™ [111]

A  B

W e d łu g  te g o , je że li 9 je st k ą te m  o s i, o dle gło ść p u n k tu  o d  prostéj b ę d zie  

„ .  n iuoX 4 -  vüy —  1 ) 'wst 0 ( A w 0 4 - B u 0 4 - G )  w st 9
lYLr =  —.— ------ —y— =  -»—   : •

V ul 4 -^ 0  — • 2« w ł o s  9 G sjul 4 - vl —  2w0u0dos 9

Tak w ię c  o dle gło ść p u n k tu

Am 4 - Bu 4 -  G =  0

o d  p ro s te j((m0,  v0) j e s t :

/ j\  , ( A m„ 4 -  Bi)0 4 "  C )w s t9  . . . . .  ,  ,
( 1 ) M P = — p =  = = ,  jeże li osie są pochyłe

G v mo 4 ~ üo —  2M0Uodos9

. Alio —¡— Bmq “ j— C ,
(1 bis) MP =  — ■ r - — :— ; jeśli osie są prostokątne.

GVMo 4 - yo
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Kiedy rów nanie punktu jest dane pod  kształtem norm alnym

a« - j -  by —  1 = 0

w yrażeniem  odległości j e s t ;

(2)

(2 bis)

MP =

MP

(aw0 - j-  bu0 —  l)w sl0_ 

v /w j-f  Ł'o —  2w0y0dosO ’

a.uu - f -  1 ) Ł ’ 0  —  1
Vw ii-M ’o

Odległość początku od prostej u0, f 0 :

Należy zrob ić  a =  0, b  =  0, w ypadnie w tedy :

(3 ) O P:
wstG

(osie pochyłe) 

(osie prostokętne).

slK -\~v l —  2w0»odos 0
(osie p o ch y łe ); OP =

\ I < + <
(osie prostokętne).

III0 K ą t  prostej danej z o s ia m i;  k ą t  dwóch pkostycii.

130. N iech  będ ę  w0, *>o spółrzędne prostój danej, je g o  rów naniem  będzie:

uax -\ -  % y ~  1 = 0 ;  

a kęt «  tej prostćj z osię OX będzie dany pod ług  nru [68] za p om ocę  w zorów  :

wowst0
0 )

(1 bis)

st u :
wodos0 -— v0’

.4 _ _  V0S t  a — - - - - - - - - - - ,
»0

(osie pochyłe) 

(osie prostokętne).

Kąt dwóch prostych.

N iech  będ ę  (w„ vt) ,  (u->, v2)  spółrzędne d w óch  p rostych ; ma się

st Ui —  sta.S tY :
1 - j -S ta j  Sla2 ’
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w ięc, mając wzgląd na w artości poprzedzające :

gj.y __   («2»!  MlW2)WSt0
(5)

( ‘2 bis)

û -2 - j -  vtv-2 —  (MiC2 -f -  « 2Ci)dos0’ 

stV  = !

(osie pochyłe) 

(osie prostokątne).
U ¡U 2 -f- ViV2 ’

Ztąd da się w yprow adzić za warunek prostopadłości dw óch  prostych (« ,,  vj) i (w3, V->) :

(3) uiu-2 -\-ViVi— (« 1 -̂2 +  w2ió)dos0  =  0 (osie pochyłe)

(3 bis) UiUi - j -  v\V-i =  0, (osie prostokątne).

IV 0 P o w i e r z c h n i a  t r ó j k ą t a .

132. Daje się równania wierzchołków.

N iech będą :

(Mj) A 1M +  B ii’ 4 - C 1 = : 0 ,  atu - ) -  bp; —  1  =  0 ,

(M2) A +  Vj.m -f-  C2 =  0 , w  kształcie norm alnym  -<uu -)-  b 2u —  1 =  0, 

(M3) A ¡u - ( -  B3Z1 -|- C3 =  0 , a3if - ) -  b 3u —  1  =  0 .

M , /

Spółrzędnem i w ierzchołków  będą w zględnie podług  nru [111] :

A ,
Xi =  ~ c T l ’

yt =  —
B,
C , ’

_  A 2
X'2 ~  C, ’

B-7
^  =  ' -  5 '

A3
Xi —  —  7T ’

b 3 .
V  =  -  c-3 ’

i otrzym am y p od łu g  w zoru (1) nru [79 ]:

(1 ) 2S =
c , c a

A , B , C i

a 2 11, C -2 w s t0;

A 3 b 3 C 3
a w przypadku kształtów norm alnych :

(1 bis) 2S =

3l

a2

a3

b,

b2

b 3

wst0.
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133. D aje się spółrzędne boków trójkąta.

Niech będą ( « „ o , ) ,  («-», v,), (w3, v3) spółrzędne w zględne prostych M2M3, M3M 1; MtM2; równaniam i 
tych prostych będ ę  :

utX - f -  vty  —  1 =  0, 

u-2x  -J- i)2y  —  1 =  0, 

u3x  +  v3y  —  1 =  0.

Podług w zoru (6) n™ [82] otrzymamy w te d y :

Ul «1 1 2

w2 V-2 1 .wst0

«3 v3 1
W2 V% «3 «3 Ul Vi

u3 v3 U-2 %

§ III. —  PUNKT BIEGUNOWY JAKIEJKOLW IEK PROSTEJ W ZGLĘDEM  JAKIEGOKOLWIEK

UKŁADU DWÓCH PUNKTÓW.

1° O k r e ś l e n ie .i  r ó w n a n ie .

134. Mając dane dwa punkta A i B i prostą stałą I), łączy się jakikolw iek punkt I prostćj D 
z punktami A  i B ; potóm , przez punkt I prow adzi się prostą IL, taką aby

stDIL stDIA stD lB

jeżeli punkt 1 przenosi się na prostej D, linia IL obraca się ok o ło  punktu stałego, który nazwiemy
punktem biegunowym  prostej D.

W  związku (1) będziem y przestrzegali u m ów  wyrażonych w nrze [122] nad znakami i znakow aniem  
kątów . Związek (1) m oże się napisać

stDIL stDIA stDIB stDIL 

U

i w edług tego położy  się powyższe wyrażenie pod kształtem dogodniejszym  (uważając że ma się zawsze
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m iędzy trzema kątami utw orzonym i przez proste IA , IB, IG, związek : A IB '-{- BIcT ' C I A '  =  0 ):

w stL IA  w slL IB
 ~ r  =  0 .
w st DIA wst DIB

Zobaczym y poniżej w  nauce o  krzyw ych uogóln ien ie tego określenia.

135. Niech będą równania dw óch  punktów  stałych :

(A) a ¡u - j -  a #  -f -  a3 == 0,

(B ) b ¡u -f- b-2?; —j— b 3 =  0 ;

u0, v0 spółrzędne prostej stałój D ; a u ,v  spółrzędne prostej lb .

P odług  w zoru (28) nm [123], otrzym am y w zględem  wstaw  kątów  utw orzonych w  kącie LID przez 
sieczną IA (O będąc początkiem  spółrzędnych) :

wst LI A wstOID   . a j«  - f -  a.2i> -f -  a3

w st DIB ’ w st OIL ~~ +  a‘ Wo+ a^ °  +  93 ’

otrzym am y podobn ież, uważając sieczną IB :

w stL IB  wstOID   , b yu b.2u -|- b ;
‘ Ta.o/ż  I K

wst DIB w stO lL;

Podstawiając te w artości w związku (2), znajduje się :

/g\ ap< - j-  aęiu -|- a3 . b tM b.2c - j -  b 3 __
aiwo “ l-  a2^0 "I”  a3 bp<o -f -  b2Wo b 3

jestto związek I?° stopnia m iędzy spółrzędnem i prostćj 1L; w ięc prosta IL przechodzi przez jakikol
w iek  punkt stały, a kształt równania (3 ) pokazuje że ten punkt stały jest na prostej AB.

Rów nanie (3) m oże się napisać p od  kształtem skróconym

5  +  Ł - ‘ -

136. W racając do rachunków  i rozum ow ań n™ [86], sprawdza się że jeżeli A i B są dwa punkta

stałe, jeżeli D jest punktem  przecięcia się prostćj D z linią AB a G punktem  biegunow ym  prostćj D :
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« 1 °  W szelka prosta przechodząca przez punkt D będzie miała punkt G za punkt biegunoryy
» w zględem  układu (A , B ); i odw rotnie, wszelka prosta przechodząca przez punkt C będzie miała
» punkt D za punkt b iegunow y w zględem  tegoż sam ego układu (A, B).

» 2° Dwa punkta A i B posiadają też same w łasności w zględem  układu (C, D). »

Cztery punkta :

(5) [(1) A =  0, (2) B = 0 ;  (3) A +  AB == 0-, (k) A —  AB =  0],

tworzą układ harm oniczny.

Punkta złączone (1) i (2) będą nazwane sprzężonym i w zględem  pary (3), (k); a punkta złączone (3) i (k) 
będą sprzężonymi w zględem  pary (1 ), (2 ).

Uwążm y nakoniec, że jeż-eli się złączy cztery punkta A , B ; C, D, z jak im kolw iek  punktem płaszczyzny, 
z początkiem  O na przykład, cztery proste OA, O B; OC, OD, utworzą układ harm oniczny.

W  rzeczy sam ej, spółrzędnem i punktu A  są :

  3l     ćl-2 .
J ~

prosta łącząca go z początkiem  będzie w ięc miała na rów nanie :

= 0 .
aj a2

Tak w ięc cztery proste OA, OB, OC, OD będę w zględnie :

i OA -  —  1  =  0,
1 a, a2

i

i a2a; —  apj —  0,

OJ3 2L  U. =  0 ■ ' ^ ’
b , b 2 ’

albo :

OC — r n  r-7T- =  0>a4 — Xbi a2 —(— Xb2  ̂ a.2x —  a,?y ż(b.2a  —  b t?/) =  0,

x  y
—  Xbj a2 —  Ab2

0D  x ___________ y   Q; | a2x  —  a,y —  A(b2a; —  h ty ) —  0 ;

pod  drugim  kształtem rozpoznaje się bezpośrednio, m ając wzgląd na wzory n™ [86], jakikolw iek 
układ harm oniczny.

I I 0 W y k r e ś l e n i e  p u n k t u  b i e g u n o w e g o  j a k i e j k o l w i e k  p r o s t e j .

137. Niech będą A i B dwa punkta stałe, DD' prosta stała; złączm y jakikolw iek punkt I prostej D 
z punktami A i B ; złączmy rów nież drugi punkt 1'; proste IA i I'B, IB i I 'A  przecinają się w  pun
ktach M i M '; prosta MM' spotyka prostą AB w  jednym  punkcie C, który będzie punkiem bieguno
wym  prostej DD'.
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T o wykreślenie wypada oczyw iście z uwag poprzedzających, ponieważ p u n k i G szukany może być 
uważanym jako należący do biegunow ej punktu 1), w zględnego do jakichkolw iek dw óch prostych,

takich jak M 'A, M'B, przechodzących przez punkta stałe A i B.

Sprawdzim y wszakże to w ykreślenie przez rachunek w prost otrzymany 1 zupełnie podobny do tego 
któryśmy już wskazali w n™ [87]; przedstawimy to  sprawdzenie jako przykład rachunku.

W eźm y za początek jakikolw iek punkt stały. O na prostej DD', a za osie proste OA i OB; niech 
będą O A = a ,  OB =  b ;  równaniami dw óch  punktów  A  i B b ę d ą :

( (A ) Au — 1 = 0 ,
0 )W  ( (B) bu -  1 =  0.

Prosta D przechodząc przez początek, je j spółrzędne u0 i v0 będą n ieskończone; lecz prosta mająca 
jakąkolw iek dyrekcyą w yznaczoną, musi m ieć :

(2) g r £  =  A,

k jest jakąkolw iek stałą daną.

T o przypuściw szy, złączmy jakikolwiek punkt I prostéj D z punktami A i B ; niech będą A ' i B '

przecięcia się w zględne prostych IB i 1A z OA i OB, i załóżmy :

OA' =  o , OB' =  ?,
*6
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Równaniam i punktów  A' i B' będą

« «  —  1 =  0, —  1 = 0 ;  

a rów naniem  jakiegokolw iek  punktu znajdującego się na A ’B' będzie :

olu —  1 -)— X(6w —  1) =  0.

Otrzymamy punkt C, przecięcie się A 'B ' z AB , wyrażając że prosta A B ^ «  =  i ,   ̂ =  g j  Prze 

chodzi przez ten punkt, co  daje :

B - 1

tym sposobem  znajdziemy na równanie punktu G (przecięcie się A 'B ' z A B ) :

(3) 1 1 W 1  U  < 1 W 1  1N
a i \b 6 6 /  \a a

Otóż trzy proste D(m0, v0) ,  I A ' i - ,  i j ,  I B '^ ,  pow inny zbiegać się w jednym  punkcie I

w ięc

Vo

1
b

1
e

=  0 ;

albo, robiąc ua, v0 n ieskończonem i i m ając wzgląd na związek (2 ), otrzym am y

1
b

1
e

Mając wzgląd na związek (U),  równanie (3) punktu C stanie się :

(5) a b

W -

jestto dokładnie równaniem  punktu biegunowego prostćj DD', jak to się łatw o sprawdza stosując 
w zór (3) nru [135] do równań obecnych  (1) i (2).



R O Z D Z I A Ł  I V .

SPÓŁRZĘDNE TRZYLINIJNE JAKIEJKOLWIEK PROSTEJ.

§ I. —  OKREŚLENIE. —  ZW IĄZKI ZASADNICZE.

1° O kreślenie i zn aki.

138. Określmy jakąkolw iek prostą przez sw e od leg łości od  trzech punktów stałych, tc od leg łości są 
w zględnie pom nożone przez trzy liczby stałe; dam y tym  iloczynom  nazwisko spółrzędnych trzy Unij
nych p roste j; trzy punkta stałe stanowią wierzchołki odniesienia; trójkąt utworzony będzie trójkątem 
odniesienia;  a liczby stałe będą. parametrami odniesienia.

W  pew nych pytaniach, jest często pożytecznem  postaw ić w  ob ec  siebie trzy układy spółrzędnych 
następujące : spółrzędne kartezyańskie, spółrzędne trzylinijne jakiegokolw iek bądź punktu i spólrzędne 
trzylinijne jakiójkolw iekbądź prostćj. Zbliżym y tu do siebie te różne układy.

Niech będą x ,  y  spółrzędne kartezyańskie jak iegokolw iek  punktu odniesionego do dw óch  os:

y c

prostokątnych O x, O y; i

równania kartezyańskie b ok ów  trójkąta odniesienia ABC.
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Spółrzędne trzylinijne (X, Y, Z) jakiegokolw iek punktu M (#, y) będą określone przez rów ności

(2 )

1̂. ¿2. ¿3» są od leg łości punktu M od  trzech bok ów  BC, CA, A B ; a l, m, n są parametrami odniesienia 
w układzie obecnym  spółrzędnych trzylinijnych jakiegokolw iek punktu; l, m, n, są ilości dodatne, 
które zostawim y dow olnem i.

Otrzyma się, podług określenia (2) i wzoru (4 bis) n™ [76 ]:

__  ̂ H~ :H!/ 4~ a3 
-f- Vai 4~ as

bpe - j -  b j// • j -  b3.
: m

.. c ,x  +  c ,y  c3
^ / -  - *

4 “  \/Cl 4 ”  C2

Dajmy na to , że początek O jest zamsze wewnątrz trójkąta odniesienia; i przypuśćm y nadto, że się 
zm ieniło znaki w zględem  pierw szych stron równań (1), tak że wzory (2 bis) daję wccni na X , Y , Z 
wartości dodatne, k iedy się bierze punkt M wewnątrz trójkąta odniesienia ABC.

Jeżeli teraz oznaczym y przez a, b, c , długości bok ów  trójkąta odniesienia, a przez S jeg o  p o 
w ierzchnią; spółrzędne trzylinijne X , Y , Z jakiegokolw iek punktu muszą sprawdzać związek :

¡¡¿i 4 “ 0^7 -j-  C$3

albo podług rów ności (2) :

(3 ) 7 X 4 -  — Y 4 - - Z  =  2S.
t m n

139. T o przypuściw szy, niech będzie rów naniem  jakiójkolw iek prostej D :

(4) (D) MX 4 -  iNY 4 -  PZ =  0,

W układzie spółrzędnych trzylinijnych  jakiegokolw iek punktu ; mając wzgląd na związki (2 bis), 
równaniem  lej prostej w  układzie spółrzędnych kartezyańskich będzie :

m a » : L + J ! C + J L »  +  N w  M + ,%  +  b ,  , p w  c i i + c ą y  +  c a  =  0 >

VaJ +  a l ^

O dległość jakiegokolw iek punktu (x 0, y Q) lub (X0, Y 0, Z) od  lej prostej będzie miała na wyrażenie 
w edług nru [76] :
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W edług leg o , jeżeli oznaczymy przez Aj, A2, A3, odległości w ierzchołków  %, B, U trójkąta odnie
sienia od proslćj (D) albo (u), otrzym am y za p om ocą  wzoru (5) i związku (3) :

/A\ a * b o(6) — Ai — a2 -  A3
l m n
M =  N P

Oznaczmy przez U, V, W  spółrzędne trzylin ijne jakiejkolwiek prostej (D). określim y te spółrzędne 
przez rów ności n astępu jące :

U =  ŻAi,

(7) { V =  pA2,

w  =  vA 3;

X, p, v są parametrami odniesienia; w eźm iem y na w artości tych parametrów :

(7 bis) * =  7 ' f * = - >  » = - •x '  l m n

Parametry odniesienia obecn e  X, u., v, są w ięc połączone z temiż układu spółrząduych trzylinijnych 
przez związki (7 ¿i*); one pozostają dow oln e  jeżeli ilości l, m, n są same przez się dow olnem i. Podług 
tego w yboru i tego znakowania związek (3) pisze się :

(8 ) • XX +  pY  - f  ,Z  =  2S.

Z równań (7), (6) i (ó) w yprow adzim y bezpośrednio że :

Jeżeli U , V , W  są spółrzędnem i trzylinijnemi jakiejkolw iekbądź prostej, równaniem  tej prostej 
w układzie spółrzędnych trzylinijnych jakiegokolw iekbądź punktu będzie :

(9) UX - j -  V Y +  W Z =  0 ;

ten wniosek zasadniczy przypuszcza, że układ spółrzędnych jakiegokolw iek punktu i układ spółrzęd- 
nycli jakiejkolw iek prostej są odniesionem i do jed n ego  trójkąta odniesienia; i nadto, że parametry 
odniesienia w  jednym  i drugim  układzie są połączone m iędzy sobą przez związki (7 bis); w  pierwszym 
układzie (tym w którym  głów nie figuruje spółrzędnych-punkt), parametrami odniesienia są : l, m, n; 
w  drugim (który jest przedstawionym za pom ocą  spółrzędnych styczneczkowych), parametrami są : X, p, y.

U w a g a . Roztrząsanie równania (9) prowadzi do um ow y następującej, względnej co  do znaków  
spółrzędnych U, V, W .

Pow inno się wziąć z tymże samym znakiem długości prostopadłych, które idąc z punktów  odniesie
nia ku prostćj uważanej, są zw rócon e w pew nym  kierunku; aze znakiem  przeciw nym , te które mają 
kierunek odw rotny.
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II” Z w ią ze k  między spółrzędnemi trzylinijnemi jak iejk o lw iek  prostej.

100. Podług wzoru (5) od leg łość w ierzchołka A trójkąta odniesienia od  prostej (9) j e s t :

______________________________________________ UX_____________________________________________

y  V  V a i + a |  n / c J + c * /  \  V a ,2 + a r  V * > H - b S  V c i - h c l

a w edług określenia (7) tą odległością  jest

U 
X '

P orów nyw ając te dw ie w artości zauważywszy że związek (8) daje XX =  2S; znajduje się na związek 
spółrzędnych U , V , W , jak ićjkolw iek  prostej :

(10) (iJó J‘ —.-f-Yw-r:- — .-(-W ra-. C \ - \ - ( \ ] l - = Ł =  -j- \ m  - = = =  -{- W « - = S = Y  =  OS2.
\  Va 1 ~f~ al v b ? + b r  V c i+ c i /  \  V ^ F R  ^ J + b l  y^cj+c */

M ożem y dać temu równaniu kształt daleko prostszy. Rozw ijając pierwszą stronę znajdujem y na
przód że spółczynnikiem  U2 jest

l2 albo podług (7 bis).

Spółczynnikiem  2V W  jest

l^c, -|- b.jC2

1 4 2  ROZDZIAŁ IV.

mn ■
\/bf +  b ^ c j + c 2 

Otóż równania (1) m ogą się pisać :

y + . 7 = = 5 = o .Vaf + a!  v/;|i + a2 Vai + a

b i . , .. i b3: X -4- ----- .----  // -j— J~~ ■ . r . ----- 0.•) ‘ . /1. <0 1, 'O I . /1 ą I '\/bf —(—b| ^bj-f-b2 Vbf ~j—b|

Ci | Co , C3
=  X  - f  - y  4 -  — , 0.1 . s.y. \ J  1 . / 1 ->V c i+ c 22 VcIH -ci

Lecz, podług um ów  przyjętych i zmian w ykonanych na znakach pierw szych stron, związki (2 bis) 
dają wartości dodatne dla X , Y , Z, kiedy punkt M i początek O są wewnątrz trójkąta odniesienia; 
w ięc, pod ług  prawidła w yrażonego w  nrze [70], otrzym am y, oznaczywszy przez « , 6, y kąty z osią Ox,
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p rostop a d ły ch  spuszczonych z początku O na proste BC, CA, Al! :

d o s « , ------ ---  — dosg,  C‘ -  =  — dosy;7 . /l. 9 I I. 9 7 I . / „9  .,9 '
| +  V » ? + « 5  ’  + V b ? + b !  ’ H -V c ? + c l

( ! ' )
, — ‘ *'2  —  —  w s t a ;   ^  —  — — w s t g ;  ------- 1 ii--------■. =  —  W S ly .

h ai + V b i + b |  +  Vc i - t- c»

W ypada ztąd :

 ^ ‘ c ‘ "I"--.1-0- —  d osgd osy  - j-  w stSw sty =  dos(g —  y) =  —  d osA ,
+ V  bj - j-  hj v c i ca

mając wzgląd na związki (5) n™ [94].
W ię c  ostatecznie spółrzędne trzylinijne  U , V, W  jakiejkolwiek prostej muszą sprawdzać związek :

(12) -  U2 4 -  -  V2 4 -  ^  W 2 -  2 —  Y W  dos A —  2 ^  W U d o sB  —  2 ^  U Y dosC  =  4S2.
X2 p'2 v2 pv vX Xp

a, b , c , S są długościami boków i powierzchnią trójkąta odniesienia; A , B, C, są jeg o  kątami; X, p, v 
są param etry odniesienia względne co się tyczy  układu spółrzędnych trzy Unijnych jakiejkolw iek prostej, 
to jest liczby przez które się mnoży odległości względne wierzchołków A , B, C, od prostej uważanej.

W prow adzając prom ień  R koła opisanego do trójkąta odniesienia, ta rów n ość będzie m ogła się 
napisać :

(12 bis) u2 wsCA , v .2wst^B w ,- wst-C _  2V W  wgtB wslC dosA _ 2^ X  wstC ws tA dosB 
X' p" v pv vX

n v  s'2
—  2 —  wstA wstB dosC =

Xp. 11“

Można dać temu zw iązkowi kształty najrozm aitsze; nie będziem y jednak dłużój zastanawiać się nad 
tym  przedm iotem  dostatecznie już rozw iniętym .

Jeżeli parametry odniesienia są równe jedności, związkiem między spótrzędnemi trzylinijnem i U, V , W , 
jakiejkolwiek prostej jes t  :

(13) U-wst‘2A +  V'2wst‘2B - j-  W'2wst2C —  2V W w stB  w stC  dos A

—  2W U wstCwst A dos B —  2UVwst A wst B dosC =  ̂ .

141. Zauważyliśm y w  nrze [90], że równając z zerem  pierwszą stronę związku (3) lub (8), który muszą 
sprawdzać spółrzędne trzylinijne X , Y , Z, jakiegokolw iek punktu, otrzym ało się równanie prostśj 
w n ieskończoności.

D owiedziem y poniżej, że rów nając z zerem pierwszą stronę związku (12) który muszą sprawdzać 
spółrzędne trzylinijne U, Y , W  jak iejkolw iek  prostej, otrzym uje się rów nanie dw óch  punktów  k o ło 
w ych  w n ieskończoności.
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III" P ó d a m e  z a s a d n i c z e .

142. Mając dane dwie proste D ,(UU V ,, W ,) ł D^Uj, V2, W 2) przecinające s iew  O, jakakolwiek trzecia 
prosta  D(U, V , W ) przechodząca przez przecięcie się dwóch pierwszych i  taka że

(14)

będzie miała za spółrzędne:

wstDjOD nr.

wst DOD->

(14 bis)

/  U —  4 -  W2Ü2

P/  V  _  +  m -z S i
\ y  ’

( w

9

_  m,\Vi-j-m.ĄM,
 >

9

wzory w których 

(14 ter)
p =  \jm\ - j -  »w| -\- 2 w 1w.2flos0 

0 DjODo.

To tw ierdzenie, zasadnicze w teoryi spółrzędnych trzylinijnych jakiśjkolw iek prostćj, m ożna d o 
w ieść sposobem  następującym.

Niech będ ę .: A jed en  z w iei/r.hółków  odniesienia; 0 ,  punkt przecięcia się d w óch  prostych D, i D>;

X', u!, u, Kęty D OD ,, D0D-2, AOD*, d, dh z/>, od leg łości w ierzchołka A od prostych  D, Dl; D2; 
ma się ;

d<i =  OA wst w,

d  OA w st;«  —)— pć) =  rf.2doSf»' —j- O A dos w wst p.,

</i =  OA wst(ti) - f -  x' +  f.') =  rfodos(x' - f -  p') +  O A d os«w st(x ' - j -  p').3
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Rugując (losu  m iędzy dw om a ostatnimi związkami, znajduje się :

1 4 5

 d.2 wstx' -\- di wst v! .
W St(x' - j -  u )

albo w edług określenia spółrzędnych jakiejkolw iek prostćj

u _ U-2w s t x '- f  U, w s t /  
wst(x' - ) -  f*)

Gdy teraz ma się wzgląd na związki :

wstx' »h
x' +  i*' =  e, wst ̂  nii

dojdzie się, przez zmiany łatw e, do zw iązków  (14 bis).

Odwrotnie .-jeżeli spółrzędne U, V, W , jak ie jk olw iek  prostej sprawdzają zw iązk i:

u    v    w
^ 5 nil Ul +  maiło 4 "  m->S a r'h W , - j -  m2 W 2 ’

ta prosta przejdzie przez punkt zbiegania się prostych  D4 i D-2 i otrzym a się :

wstD.OD m-2(15 )  
wstDOD2 m>

ma się zawsze wzgląd na znaki i znakowanie kątów w edłu g  u m ów  przyjętych w  nr»  [122].

W rzeczy  samej, równaniam i odniesionem i do układu spółrzędnych-punkt dw óch  prostych U, i D2 są (9):

(D,) U,X +  V ,Y  +  W , Z =  0,

(D2) U2X —{— V2Y — W 2Z Ot

a podług wartości (15), równanie prostej D, t. j.

UX +  VY 4- wz =  o,

stanie się :

(D) m,iU1X  4 -  V ,Y  +  W jZ ) 4 -  » i2(U2X  4 -  V2Y 4 -  W 2Z) =  0;

jest to oczyw iście równanie jakiejkolw iek prostej przechodzącej przez przecięcie się dw óch  p ierw szych ;

i stosunkiem od leg łości jakiegokolw iek z jć j punktów  od  prostych D, i D> je s t Ma się, w  rzeczy

19



sam ej, podług w zorów  (5) i (10)
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MD _  U»x 4 -  y j  4 -  W ,z
1 2S ’

M P _ u .2x  +  y , y  +  w , z

2  2 S

143. Spółrzędne U, V , W , jakiejkolw iek prostej D, przechodzącej przez przecięcie się dw óch  
prostych (U l  Y ,, W ,), (U2, V 2, W 2), będą kształtu :

r U =  x1Uł x2U2,

(16) j  V  =  x1Y 1 +  x2V2,

[  W = x 1W 1 +  x2W 2;
x, i x2 są stałemi.

Między xt, x2 i kątem 0 d w óch  prostych  ma się związek :

(16 bis) i* - ( -  x| - f -  2xiX2dos 0 =  1;

to w ypada z rów n ości (14 ter).

IY° P r z y p a d e k , s z c z e g ó l n y  s p ó ł r z ę d n y c i i  t r z y l i n i j n y c h .

144. Spółrzędne jakiejkolw iek prostćj określone i badane w  Rozdziale III są przypadkiem  szcze
gólnym  spółrzędnych trzylinijnych jak iejkolw iek  prostej.

N iech będzie, w  rzeczy sam ćj, ABC trójkąt odniesienia i jakakolw iek prosta stała bc\ jeżeli 
A A ', BB', CC', są odległościam i punktów  A , B, C, od  prostej uważanej, spółrzędnem i trzylinijnemi 
tćj prostćj będą :

X.AA\ /ji.BB', V.CC'.

P oniew aż jest jakikolw iek związek m iędzy terni spółrzędnem i, prosta będzie zupełnie określoną
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przez związki : 

(P)

Otóż ma się :

P-.BB' v.CG' 
Jt.AA' A. A A1

BB' Bb ,, BB' A B —  A b.
      i~* ? tli DO ———. -----  •-------- . y
AA ' A b A A  A b

—  =  —  albo CG' _  AC —  Ac
A A ' A c ’  a °  A A ' A c

Stosunki (1°) wyznaczające prostą będą m og ły  się w ięc pisać :

f*/AB -j\ V ( A C  . ,
A^Ab ) ’  X\Ac N

W eźm y teraz za parametry odniesienia :

X ~ 1, AB • v A C '

stosunki określające prostą staną się w tedy  :

( 1 1 \ -  1 \
\Ab a b ) ’

-
\Ac A C /

Otóż jeże li się przypuści, że w ierzchołk i B i G oddalają się d o  n ieskończoności, trójkąt odn ie
sienia sprowadza się do dw óch  prostych n ieograniczonych  A x , Ay ;  a prosta uważana jest w tedy 
wyznaczoną przez ilości :

JL  J L -
A b ’ A c ’

to są dokładnie znaczenia spółrzędnych u i v (Rozdział III).

Y° Z m i a n a  s p ó ł r z ę d n y c h .

1A5. Pytanie do rozwiązania jest następujące :

Znając spótrzędne u, v (Rozd. III, ncr [110]), jakiejkolw iek prostej, wyznaczyć spótrzędne trzyłinijne 
U, Y , W  tej p roste j;  i odwrotnie.

N iech będą równania trzech w ierzchołków  trójkąta odniesienia :

/ A {u - ) -  —j— A 3 =  0 (A ),

(17) j B,u +  B2w + B 3 =  0 (B ),

[ Ctu - j -  C #  -J- C3 =  0 (C );



od n iesione do d w óch  osi 0 x ,  Oy ,  pod kątem 0.

P odług  w zoru (1) n™ [129] i określenia (7) nrn [139], otrzymamy :

(Aj?/ —j- A 2v A3)w sl0
 , — 9
A 3\/?«2 -)- r2 —  2?/üdos0

(Bj?/ -f-  B-2?; -|- B3)wst9 
B3 \Ju- - j -  v- —  2u v dosG ’

(C,m - f  C2v +  C3)w st0 

C3 \/m'2 -) -  v1 —  1uvdosG ’

1 4 8  ROZDZIAŁ IV.

(18)

U

V  =  it

w

X, [>., v są parametrami odniesienia.

Z tych rów n ości da się jeszcze w yprow adzić :

A 3U _
(18 bis)

B ,V c ,w
X(Aju —J- A 2v  —j- A3) ft(Bj?/ - [ -  B2y —j- B s)  v(C ¡u - j -  C2y - f -  C3)

Te w zory będą prostsze, gdy  się w eźm ie rów nania (17) w ierzch ołk ów  odniesienia pod  kształtem 
norm alnym .

Rozw iąże się zagadnienie odw rotne, t. j. wyrazi się u i v w  funkcyi U, V , W , poddając rów na
nia (18) pod rachunek p odob n y  do tego, który by ł rozw inięty w  nrze [92]; dojdzie się tym sposobem  
do związków kształtu następującego :

TI V  W
A ^ H + B ' .  -  +  C'j -A  y. v

(19)

v =

A '3?  +  B '3 X + C '3 ^
A p v

A ,.2Y +  B '2 -  +  C'o —
A n_______v_

A' u I w  v 4_P' W ’A 3 —  - [ -  B  3 --------- 3 —X (j> V

Nie będziem y zastanawiać się d łużćj nad tern pytaniem ; jedynie rzeczą ważną i do  sprawdzenia 
rzeczyw istości analitycznych rachunków  koniecznie potrzebną jest kształt zw iązków  (18 bis) i (19).
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§ II. —  PUNKT. —  ODLEGŁOŚCI.

1° R ów nanie  punktu .

106. Równanie liniine Jednorodne

(20) AU +  BY +  C W  =  0

przedstawia jakikolwiek punkt, którego spółrzędne trzy Unijne są danemi przez zw iązki:

\ X  Y Z

(20 bis)

i
A B C 

XX +  pY +  vZ =  2S.

Niech będzie, w  rzeczy sam ćj, jakiekolw iek bądź rozwiązanie (U, V , W ) równania (20); prosta 
(U, V , W ) będzie miała na rów nanie podług nru [139] równanie (9)

UX 4 -  V Y  +  W Z  =  0.

Rugując W  m iędzy tem  równaniem  i równaniem  (20) w ypadnie :

U(AZ —  GX) - f  Y (BZ —  CY) =  0 ;

to ostatnie rów nanie przedstawia n ieskończony ilość prostych, przechodzących przez punkt stały

X _  Y _ Z  
A B C ’

Tak w ięc, wszystkie proste, których spółrzędne sprawdzają równanie (20 ), przechodzą przez jeden  
i tenże sam punkt; można przeto uważać równanie (20) jak o wyznaczające ten punkt.

R ów n an ia :

BV +  CW  =  0,

AU +  CW  =  0,

AU +  BY =  0,

przedstawiają punkta położone w zględnie na bokach BC, CA i AB trójkąta odniesienia.
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107. Równanie jakiegokolwiek punktu położonego na jakiejkolwiek prostej, przechodzącej przez dwa 
punkta dane.

Niech będą równania d w óch  punktów  danych :

(M,) A,U +  B ,V  +  C ,W  =  0,
(21)

(M2) A.2U - f  B.2V  +  C2W  =  0.

Rów naniem  jakiegokolw iek punktu, po łożon ego  na prostej łączącćj te dwa punkta, będzie :

(22) (A ,U -j— B,Y -j— C (W ) —j- ¿ (A 2U -j— BaY —j- C2W ) =  0 ;

to równanie przedstawia, w  rzeczy sam ej, jakikolw iek punkt i spółrzędne prostej przechodzącej przez 
punkta M, i M2 sprawdzają oczyw iście  rów nanie (22); co  w ięce j, Ai jest stosunkiem  dow olnym , w ięc..

Rozwiązując równania (21) w zględem  U, Y , W , otrzym am y spółrzędne prostej przechodzącej przez 
dwa punkta dane.

108. Znaleźć równanie punktu, dzielącego w stosunku danym jakikolwiek odcinek dany.

Niech będą równania k oń ców  odcinka :

(MO A 1U +  B1Y  +  C1W = 0 ,
(23)

(M2) A 2U - f  B2Y  +■ C2W  =  0 ;

i przypuśćm y że musi się m ieć :

M, M Mo

M,M _  m2
( MMo m j

Spółrzędne trzylinijne punktów  M, i Mo są na m ocy  nru [100].

(25) =  * 2  =  ^  =  ^ ;  ma się zawsze > X -[- ¡ iY  4 - vZ =  2S ;

spółrzędne (X , Y, Z) punktu M, dzielącego odcinek w  stosunku danym , muszą sprawdzać p o 
dług nru [90] zw ią zk i:

X  Y Z
miX i 4 -  «3X2 myY, 4 -  maY2 m {Ly 4 -

Rów naniem  styczneczkow em  punktu M będzie, a tein sam em , na m ocy  nru [100] 

U (w iX , 4 -  «a X 2) 4 - \(m  j l 4 - m2Y2) +  W (w ,Z x +  ?n2Z2) =  0 ;
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albo podług w artości (25) :

(26) A.U +  B .y  +  C .W  . AaU +  BaV  +  CaW _
* 'a a , +  fiB, 4 -  vC, ^  2‘ aa2 4 -  [ iiii 4 -  -,c2 ’

takiein jest równanie punklu dzielącego odcinek dany w  stosunku określonym  przez rów n ość (24) : 
A, ¡i., v są parametrami odniesienia.

Otrzymamy punkt środkowy przypuszczając m.2 =  mi ; zkąd

(27)
A . u  4 -  b /v  4 - c . w  , A - ,u  +  b .2y  4 - c 3w  _ _  0
AAi ~j— C'bi —\~ vC, AA-2 4 -  p.11-2 ~j— vC2

149. Warunkiem aby trzy punkta

A 1U 4 - B 1V 4 - C 1W = 0 ,  

A,U 4 -  B2V 4 -  C2W  =  0,

a 3u  4 - b 3y  4 -  c 3w  =  o ,

były w lin ii prostej j e s t : 

(28)

Ai

A 3

Bi

B2

B3

Ci

C-2

Cs

: 0 .

150. W yznaczyć punkt przecięcia się dwóch prostych  (U „ V ,,  W i), (U.2, V2, W ). 

Jeżeli równaniem  tego punktu jest.

AU 4 -  BV +  C W =  0;

musi się m ieć nadto warunki :

AU, 4 -  BV, 4 - CW , =  0,

a u 2 4 "  b y 2 4 -  c w 2 =  Oj

rugując A, B, C, otrzym am y na równanie szukane :

=  0.

U V w

(29) U, V , w .

U2 v 2 w 2

Jest to także warunek ażeby trzy proste (U, V , W ), (U „  V ,, W ,) ,  (U2, V 2, W 2) przecinały się w j e 
dnym punkcie.
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I I 0 P r o s t a  w  n i e s k o ń c z o n o ś c i . —  P u n k t  t y  n i e s k o ń c z o n o ś c i .

151. Prosta w nieskończoności.

Spółrzędne prostćj w  nieskończoności są oczyw iście n iesk oń czone; lecz one mają m iędzy sobą 
stosunek wyznaczony.

Niech będzie jakakolwiek prosta DD', X, p, v parametry odniesienia; a A,, A2, A3 od leg łości w ierz
chołk ów  odniesienia od  tćj p roste j; przypuśćm y stałą prostą D D', i wystawm y sobie poprow adzoną

T o podanie można w yprow adzić także z tego, że jak to nam [przedstawia wzór (8) n™ [139] rów n a-

I

do prostej stałej jakąkolw iek prostą rów noleg łą  II', znajdującą się poniżej tej stałej w  jak iejkolw iek  
od leg łości L ;  spółrzędnem i U, V , W , prostćj II' b ę d ą :

U :— XA, —j -  XL, \  —  pA-2 —|— [j.L, W  —  vA3 —j— v L ;

zkąd się w y c ią g a :

i i  +  l
U _  X L 
W  V ’ a 3 , „ W  V A s  , .

L ^

przypuszczając teraz że ilość zmienna L zwiększa się nieograniczenie, wypadnie :

Spółrzędne nieskończone prostej w nieskończoności sprawdzają w ięc zw iązki:

(30)
U _ _  V  w
X U. V

¡j ,  v, są parametram i odniesienia.

Jeżeli parametry odniesienia są równe jedności, te związki stają się :

(30 bis) U =  V =  W .
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niem  prostćj w  nieskończoności odn iesionem  do układu spółrzędnych-punkt jest

•153

XX - j -  p.Y — yZ =  0 ; 

a w tedy, podług związków (4), (6) i (7) nra [139], musi się m ieć :

U _  V _  W
X fJt V

152 Punkt w nieskończoności.

Równaniem  jakiegokolw iek  punktu jest

(31) AU -( -  BY  - j -  CW  =  0 ;

ten punki będzie w  n ieskończoności, jeżeli je g o  rów nanie jest spraw dzonćm  przez spółrzędne prostćj 
w  nieskończoności, t. j. jeżeli ma się w edług związku nru [151]

(32) XA —j- —f- vG =  0.

Ten związek sprowadza się do

(32 bis) A —j- B ~j— G =  0,

jeś li parametry odniesienia są rów ne jed n ości.

153. Proste równoległe.

Niech będą dw ie proste (U „ V lf W ,) , (U2, V 2, W 2) ;  te dw ie proste będą rów n oleg łe  jeżeli ich 
punkt spotkania się je st w n ieskończoności, t. j .  jeżeli ma się pod ług  zw iązków  (29) i (30) :

X F V

U, V, w,
u 2 V2 w 2

Spółrzędnemi jakiejkolwiek prostej, rów noległej do prostej danej (U l5 V „  W ,) i  w odległości L od tej 

ostatniej, będa :

t U =  U, +  XL,

(34) | V =  V , -] -  ¡aL,

(  W  =  W , + * L ;

X, « , v są parametry odniesienia.

154. Punkt w nieskończoności na jakiejkolwiek dyrekcyi danej.

Niech będą U0, V0, W 0 spółrzędne jak ićjkolw iek  prostej, znaleźć równanie punktu w  nieskończo
ności na tćj prostej.

2 0
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Jeżeli równaniem  punktu szukanego jest

AU +  BV +  CVV =  0,

należy wyrazić że prosta przechodzi przez ten punkt, i że ten punkt jest w  n iesk oń czon ości; ma się 
tym  sposobem  :

AUo +  BY0 - f G W 0 = O i 

zA +  ¡>.B 4 -  vG =  0.

Rugujęc A , B, C, otrzyma się na rów nanie punktu :

(35)

U Y W

U0 v 0 W ,

X f1 V

:0 .

A  jeże li param etry odniesienia sę rów n e jed n ości, to rów nanie staje się : 

(35 bis) U(Y0 -  \V„) 4 -  Y (W 0 -  U0) 4 . \Y(U0 -  V 0) =  0.

I I I »  O d l e g ł o ś ć  d w ó c i i  p u n k t ó w . — O d l e g ł o ś ć  j a k i e g o k o l w i e k  p u n k t u  o d  j a k i e j k o l w i e k  p r o s t e j .

155. Odległość dwóch punktów.

Niech będę. rów nania dw óch  punktów  :

(M .)

(Ma)

A,U 4 -  B ,Y  4 - C ,W  =  0,

a 2u  4  b 2v  4 -  c 2w  =  o.

Ich spółrzędne w zględne sę :

X , _  Y t _ z , 2S
A b B, Ci XAj —|- pij i “ j-

x 2 _  y 2 _ Z , 2S
A , Bs c 2 XA'2 /i.B-2 —|- hG-2

Podstaw iajęc te w artości w e w zorze (2) nru [99j, otrzyma się wyrażenie szukane. Przed podstaw ie
niem będzie potrzeba położyć w e wzorze przytoczonym  l, m, n, zamiast X, p, v; a potem  m ieć względ 
na zwięzki (7 bis) n™ [139]. W yrażenie które otrzym am y tym  sp osobem , przedstawia się pod  kształtem 
dosyć zawikłanym, lu bo nader sym etrycznym ; w reszcie, tu się ostatecznie zatrzymamy, nie w ch odzęc 
nadal w rozwijania i zastosowania tego fodza ju  w zorów . Ich pow ikłanie daje nam w idzieć dostatecznie, 
że układ spółrzędnych trzylinijnych nie pow in ien  być  przyjętym  ogóln ie , jak tylko w  nauce w łasności 
op isow ych  figur.
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156. O d le g ło ść  jakiegokolwiek punktu od jakiejkolw iek prostej.

Przypuśćm y prostą daną przez sw e spółrzędne U0, V0, W 0; a punkt dany za pom ocą sw ego rów n a
nia, na przykład :

(36) AU - f  BY +  C W  =  0.

Spółrzędnem i punktu są w tedy na m ocy n™ [140]

X ,   Y t   Z ,   2S
A  B C +  +

rów naniem , o spólrzędnych-punkt prostćj, będzie podług  nru [139]:

U0X - f  Y 0Y +  W 0Z =  0,

przeto otrzym am y na odległość punktu (X ,, Y „  Zj) od  tćj prostćj [ner [139] w zór (5); ner [140], zwią- 
zek (10) i (12)]

U0X , +  Y ,Y , +  W..Z. 

l / S u l  +  ^  Vo +  S  w 02-  2 - dosA Y 0W 0 -  2 d o s B W 0Y„ -  2 -  dosCU 0V„
V  \Z 1 ¡JLJ ' P  pv Xv >p

albo
UqX, +  Y nY. +  YYpZ,

2S

Zastępując X „  Y ,, Z1; przez ich w artości poprzedzające, znajdujem y ostatecznie że :

Odległość D0 punktu

AU - f  BV - f  CW  =  0 

od prostej (U0, V0, W 0), ma na wyrażenie :

r, _ A U 0 +  BV0 +  CW 0 .
(3 /)  D° -  u  +  p B + T Ć " ’

7, p, », są parametrami odniesienia.

157. P rzejść z jednego układu spółrzednych trzylinijnych  styczneczkowych do innego układu spół- 
rzędnych trzylinijnych styczneczkowych.

Daje się, w zględem  trójkąta ABC, równania trzech w ierzchołków ' now ego trójkąta odn iesie
nia A ', B ', C '; n iech będzie :

a'U +  b 'V  - f  c /W  =  0, (A ')

a"U +  b"V  +  c "W  =  0, (B')

a '"U -f  b"'Y  - f  c" 'W  =  0, (C').
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W zór (37) n™ poprzedzającego da nam od leg łości w ierzchołków  A ', B ', C', od  prostej (U, V , W ) ;

B

oznaczywszy przez U ', V ', W ',  ilości p roporcyona lne tym od leg łościom , znajdziemy :

/  U' =  P(a'U - f  b 'V  - f  c 'W ),

(2) ] V ' =  f»'(a"U 4 -  b"V  +  c"W ),

( W ' =  v' (a'"U - f  b'"V -) -  c " 'W );

są to w zory zmian szukanych.

Stałe V, ¡u. v', zależą od  spółczynników  a', a", a'", b ', . . .  e tc ., dawnych param etrów odniesienia 
[x, v, i now ych  param etrów odniesienia dow oln ie  w ziętych.

Spółrzędne U', V ', W ’ , muszą spraw dzać związek p odob n y  do związku (12) nrn [140], lecz ogóln ie 
odeń odrębny.

I V 0 D w ó j s i e c z n e ,  l i n i e  ł ą c z ą c e  w i e r z c h o ł k i  z e  ś r o d k a m i  b o k ó w  i m  p r z e c i w n y c h ,

W YSOK OŚCI T R Ó JK Ą T A  O D N IESIE NIA.

158. Przypuśćm y, w  tem poszukiw aniu, parametry odniesienia p, v, rów ne je d n o ści; będzie 
ła tw o w ykonać też same rachunki, zostawiając te parametry dow olnym i.

Pam iętajm y, że w tedy parametrami odniesienia spółrzędnych trzylinijnych jakiegokolw iek punktu 
są w zględnie a, b, c (związek (7 bis) ner [139]); a, b, c, są długości bok ów  trójkąta odniesienia. 
Jeżeli przeciw nie parametry odniesienia układu spółrzędnych  jakiegokolw iek punktu są rów ne je d n o , 
ści, parametry układu slyczneczkow ego odpow iedn iego (to jest takiego aby równanie (9) nru [139] miało

1 1  1
m iejsce) będą : -•

1° Linie łączące wierzchołki ze środkami boków im przeciwrych.

P odług  równania (26) nru [148] rów naniem  punktu środkow ego A ' boku  BG będzie :
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otrzym am y w ięc dla spółrzędnych linii łączących wierzchołki ze środkami boków im przeciwnych :

iU =  0, V  W  =  0, linia AA ' t. j .  środkow a odpow iednia w ierzchołkow i A ,

V  =  0, W - j - V  =  0 , linia B B '..................................................................................  B,

W = 0 ,  U - f V  =  0 , linia C G '..........................................   C,

T e  trzy proste przechodzą oczyw iście przez punkt 

(38 bis) U - f V  +  W  =  0 ;

jestto równanie środka ciężkości trójkąta.

2° Dwójsieczne.

Rów naniem  punktu A' dzielącego bok  BC tak ażeby

B A '  m.2  c
A'C my b ’

A

będzie, podług w zoru  (26) n ru [168]

bV  c\V =  0, a lbo V w stB  -f-  W w stC  =  0.

Otrzymamy dla spółrzędnycb dw ójsiecznych  :

Dwójsieczne wewnętrzne. Dwójsieczne zewnętrzne.

(39)

Oznaczmy przez a, b, c spodki dw ójsiecznych  w ew nętrznych, a przez a,, ó,, c ,, spodki dw ójsiecz
nych zew nętrznych.

Trzy proste A a , Ilb , C c, zbiegają się w  punkcie

(60) U w si A  - j -  Y  w stB  - f -  W  wst C —  0.

jestto środek koła wpisanego.

Trzy grupy (Bb,, C c „  A a ), (C c „  A a „  Bb), (Aa,, R b ,, C c), zbiegają się także w zględnie w  trzech 

p u n k tach :

/ w ierzchołek A : V =  0, Y  w stB  - j-  W w stC  =  0 ; l U =  0, W  w stB  —  W w stC  =  0,

) w ierzchołek  B : Y  =  0, W w stC  - j -  U w stA  =  0 ; < Y  —  0, W w stC  —  U w stA  =  0,

V  w ierzchołek  C :.W  =  0, U w stA  - j-  Y w stB  =  0 ; /  W =  0, U w stA  —  Y w stB  =  0.



(41 , 1°)

(41 , 2°)

(41, 3“)
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—  U w s t A - f  V w stB  +  W w stG  =  0, 

U w stA  —  Y w stB  -f -  W w stG  —  0, 

U w stA  -)-  Y w stB  —  W w stC  =  0 ;

sę to środki kół zawpisanych.

G rupy z  t r z e c h  punktów  ( a i ,  b i ,  C i ) ,  ( a i ,  b ,  c ) ,  ( b i ,  a, c ) ,  ( c i ,  a ,  b )  sę w zględnie w  linii prostćj (*) 
te cztery proste m aję z a  spółrzędne

(42

a , b i C i  

a , b c  

b t a c 

Ci  a  b

U w stA  =  V w stB  =  W w stC ; 

-U w stA  =  V w stB  =  W w stC ; 

U w stA = = — V w s t B =  W w stC ; 

U w stA  =  V w stB  = —  W w stC .

3° Wysokości.

R ów naniem  punktu h dzielęcego bok  BC tak ażeby

B h   A / id o t B  stC
hC mi AA dotC  stB

będzie, podług w zoru (26) n™ [148]

V stB +  W stC  =  0.

Otrzym am y w tedy  na spółrzędne w y s o k o śc i:

I U =  0, V  stB -) -  W  stC =  0, w ierzchołek A ,

(43) ^V  =  0 , W s t G +  U stA  = 0 ,  w ierzchołek  B,

I W =  0 , U stA  -f -  V stB  —  0, w ierzchołek C.

T e trzy proste przechodzę przez punkt

(43 bis) U s t A + Y s t B  +  W stC  =  0 ;

jestto punkt spotkania się wysokości.

(*) Możnaby jeszcze tę własność nieco prościej wyrazić : Dwa którekolwiek z  czterech środków są zawsze w linii 
prostej z jednym wierzchołków trójkąta, utworzonego przez przecięcia się trzech prostych danych.



159. T rzy  punkta środkowe przekątnych jakiegokolwiek czworoboku zupełnego są w lin ii p rostej.

Niech będzie ABCD czw o ro b o k ; AB, CD, EF jeg o  trzy przekątne I, J, K ich środki względne.
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W eźm y trójkąt ABC za trójkąt odniesienia, i parametry odniesienia rów ne je d n o ś c i; niech będzie 
wtedy

(D) dU +  d, Y  +  d.2 W  =  0,

rów nanie 4te8° w ierzchołka D.

W yznaczym y równania trzech  punktów  I, J, K stosując w zór (26) n™ [148] w  którym  przypuścim y 
m.2 =  ml a \ =  p =  v — 1.

Równaniam i punktów  A i B są w zględne U =  0, V =  0, rów naniem  punktu środkow ego I będzie

(i)  u 4 - v  =  o .

Rów naniem  punktu środka (J) prostej łączącej dwa punkta (C) lub W  —  0 i D będzie

(J) w + +  +  =  0.(X —J~ (l{ —|— U'2

Szukajmy teraz równań punktów  E i F .

Równaniem  jakiegokolw iek punktu położonego na BD je s t ;

k'V  4 -  (d V  4 -  d ,V  4 -  d.,W ) =  0 ;

otrzym am y punkt E, wyrażając że to równanie jest spraw dzonćm  przez spółrzędne (U =  0, W  =  0) 
prostej AC, co  daje k' =  —  d{ -, w ięc rów naniem  punktu (E) j e s t :

(E) dU +  d-2 W  =  U.

Otrzyma się podobnież równanie punktu F w yrażając, że jakikolw iek punkt AD znajduje się na BC; 
ma się tym sposobem  :

(F) d ,V  4 . d2W  =  0.

Punkt środka K prostćj EF będzie miał na rów nanie
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Rów nania trzech punktów  I, J, Ii m ogą się pisać :

(I) u  +  V =  0,

(J) d U 4 - r f 1V - f ( d  +  rf1 +  2rfg)W =  0,

(K) d\](cli —(- do) —[- diV(d — d>j —)- d%(d —[- di -{-  2d%) W  ~  1.

Jest łatw o sprawdzić że te trzy punkta są w  linii prostój; dosyć jest w  tym celu  w yrugow ać W  
m iędzy d w om a oslatniem i równaniam i i m ieć wzgląd na pierw sze.

U w a g a . B yłoby jeszcze łatw o dow ieść, w  tym układzie spółrzędnych , tw ierdzenia poprzecznych  
już w yłożone w nrze [106].

V° P ow ierzch n ia  jakiegokolw iek  t r ó jk ą t a .

160. Przypuści się dane równania w ierzchołków  jak iegokolw iek  trójkąta :

(M ,) A(U - j -  B,V - j -  C ,W  =  0,

(M2)  A,U - f  B ,V +  C2W  =  0,

(M3)  A ,U  +  B , V - f C aW = 0 .

Jeżeli (X 1; Y „  Z ,), (X 2, Y2, Z2) ,  (X 3, Y3, Z 3) są spółrzędnem i w ierzchołków , ma się pod ług
w zoru (3) nru [103]

x t Y, Zi
R 1

S “  2Ś Xo y 2 z 2 Imn
X 3 y 3 Z3

położyw szy l, m, n, zamiast X, ¡i, v ; 2 jest pow ierzchnią szukaną; S i R oznaczają pow ierzchnią 
prom ień  koła opisanego trójkąta odniesienia.

Otóż otrzym am y, na m ocy  nru [146] za spółrzędne w ierzch ołk ów  ;

X , _  Y i _ _  Z, _ _______________2S________
Ai Bi O, XAi ~)_ H-  vCi ’

h  =  —  h  =  2S
A a Bo C2 XA2 —]— [i.B2 —{— vC2

l 3 =  J i  =  h  —  " s  •
a 3 b 3 c 3 x a 3 - j -  “H vC3

X, fi, v są parametrami odniesienia układu ob ecn ego  spółrzędnych trzylinijnych jak iejkolw iek  prostój.
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P o d s t a w i a j ą c  te w a r t o ś c i  w e wzorze p o p r z e d z a j ą c y m  i majcie w z g l ą d  n a  z w i ą z k i  ( 7 bis) nr“ [139]), 
t o  j e s t

/  a  2R w stA
T  \

otrzym uje się wzór ostateczny :

b  2R w stB  
m =  -  = -------------

 c  2R w stC
iv  V

A, B, c ,

A 2 Bo c 2

■A 3 b 3 c 3
( IK ,  - j -  fjtB, - j - v C 1)(> A 2 - } - f jB 2 - [ - v C 2)(AA3 - j -  f»U3 - [ -  vb 3) 

wyprow adziwszy poprzednio ze związku znanego

wst A w stB  wstC =  -ś— i 
2B /

VI0 P unkt biegunowy jak iejk o lw iek  prostej względem  jakieg o k o lw iek  układu  b w ó c h  p u n k t ó w .

161. Mając dane dwa punkta stałe A i  B i  prostą stałą D, łączy się jakikolw iek punkt I prostej D 
punktami A i B ; potem przez punkt I prowadzi się prostą IL taką że :

(45)
1

stD IL stD IA  stDIB

kiedy punkt I przenosi się na prostej (D), linia IL obraca się około punktu stałego który nazwiemy 
p u n k t e m  b i e g u n o w y m  prostej (D).

W  z w i ą z k u  (45) b ę d z i e m y  p r z e s t r z e g a l i  u m ó w  w y m i e n i o n y c h  yv  n rzc [122] n a d  z n a k a m i  i  z n a k o w a 

n i e m  k ą t ó w .

Związek (45) m oże się pisać ( o b .  ncr [134]).

(46)

Niech będą w tedy :

(47)

wst LIA w st LIB 

w stD lA i w st DIB
- 0.

aU +  a,V  - f  a2W  =  0, (A)

b U + b 1V - j - b 2W = 0 ,  (B )

równania dw óch  punktów  stałych; a (U0, V0, W 0)  spólrzędne prostej stałej (D ); U, V , W , sp ół- 
rzędne prostćj ruchom ej IL.

2 t
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P odłu g  w zorów  (14) i (14 bis) nrn [142], otrzym am y, oznaczając przez U l5 V „  W , spółrzędne 
prostćj IA :

-  Ui =  D - ) -  w stLIA 

wstAID

' ¿ v , = y  +  5 ! ^ v fc
w stAID

l Ł  W , =  W  +  wstj /  W 0f 
ntl wstAID

Otóż w artości na U0, V0, W 0 muszą sprawdzać równanie punktu (A ), ztąd się wyciąga

w stL IA  aU - f -a iV  -(—ajW  
aU0 - ( -  aj Y 0 - j -  a2W 0

Otrzyma się podobnież

wstAID

wstLIB bU - j-  b jY  +  b 2W

w stBID bU 0+ b 1Y 0 +  b 2W o

Podstaw iając w artości tych stosunków  w  związku (46), m a się na równanie punktu biegunowego 

(48)
aU +  a,Y  +  a ,W  , bU -f-  b ,V  - f  b.2\V

I o  17- I ‘ K T T  V  I K  WTaU0-)-  3 iVo - f -  a2W 0 bU 0- f -  biV 0 — b^Wo 

rów nanie które się m oże pisać p od  kształtem skróconym  następującym

( 4 ^ )  x ; + ! = 0 -

M ożnaby na n ow o przytoczyć tutaj uwagi już zrobione w  nrach [136] i [137].

162. Zastosujm y ten w zór d o  trójkąta odniesienia. Punkta biegu now e jak ićjkolw iek  prostćj 
(U07 V0, W o), w zględem  par punktów  utw orzonych przez trzy w ierzchołki trójkąta odniesienia, są

nrn [142], otrzym am y, oznaczając

ROZD ZIAŁ IV .



w zględnie

V W
dla boku  BC : ==- - ( -  — - =  0,

'o  vV0
Przecięcie się prostej (U0, Ao? W 0)

dla boku  CA ; —  4 -  —  o,
W 0 U0 ’ z
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dla boku  AB ; J i  - f -  X  =

W yprow adzim y z tych równań dow odzenie bezpośrednie tw ierdzeń następujących :

1° Proste łączące wierzchołki jakiegokolwiek trójkąta z punktami biegunowymi tejże sami) prostej, 
względem trzech wierzchołków tego trójkąta, są zbiegającemi s ię ;  równaniem punktu zbiegania się j e s t :

i ł + I + Z  =  0 .
U0 V 0 W 0

2° Jeżeli się zauważy dwa z tych punktów znajdujące się na bokach AB i BC, na przykład, i przecięcie 
prostej D0 z bokiem  BC, te trzy punkta będą w linii prostej.

Spółrzędne tej prostśj będą w  przypadku w ym ienionym
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ZASADY ZMIANY FIGUR.

Damy w  tym rozdziale niektóre w iadom ości w stępne, dotyczęce zasad zmiany figur. Zasady te b ę - 
dęce  podstaw ę Geom etryi czystej, nie sę potrzebne rzeczyw iście dla Geom elryi Analitycznej, która 
przez samę p o m o c  spólrzędnych i przekształceń algebraicznych, m oże jasn o w yłożyć w łasności figur. 
P oniew aż jednak analiza i geom etrya zw ykły sobie udzielać w zajem nego poparcia , należy w ięc  um ieć 
dokładnie język G eom etryi, aby m ódz tłóm aczyć jć j zasady i wypadki ogólne.

§ I .  —  S T O S U N E K  N I E H A R M O N I C Z N Y .

1° Określenie  stosunku  nieharmoniczneco .

163. Mając dane cztery punkta A , B , C, D, leżące na jakiejkolioieli linii prostej, P. C u a s les  nazwał 
stosunkiem nieharmonicznym tych czterech punktów iloraz stosunkóio odległości dwóch którychkolwiek 
z tych punktów od dwóch innych. Takiemisą, na przyk ład :

CA DA „  DA BA ,
C B : DB-  a" >0 D C : B C '  etC- "

Jeżeli zauważym y, na przykład, stosunek następujęcy, który oznaczym y za p om ocę  znakowa

nia (AB c d )

(1) R = ( A B  CD) =  —  : —  _ -  CA_J2ii,
w  v ;  CB DB DA.CB

pow iem y że dw a punkta A i B sę sprzężone, tak jak  dwa punkta C i D ; albo jeszcze, że A i B 
tw orzę 1«» p a r ę ;  C i D drugę parę.

T o się rozum ie że um ow y zrobione w  n™ [53] nad znakami i znakowaniem  odcinków  przechow aję
się zawsze.

Cztery punkta m ogę dać 24 stosunki nieharmoniczne, stosow nie do różnych sposobów , za p om ocę
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których  sprzęga się te punkta. Lecz pom iędzy tym i'stosunkam i jest tylko sześć różn ych ; a w  liczbie 
tych sześciu, trzy są odwrotnością trzech innych. To w ypada bezpośrednio z uwag następujących :

Jeżeli się przemieni porządek punktów  sprzężonych, stosunek staje się odwrotnym ; i tak

(AB CD) =  ■ 1 — x, zkąd (AB CD) =  (BA D C ).
(BA CD)

Jeżeli się przem ieni porządek grup, stosunek się niezmierna. W  rzeczy samej rów ność

(a b  g d ) —  (c d  a b )

jest oczyw istą, gdyż obie strony tej rów n ości dając na wyrażenie stosunku nieharm onicznego tenże 
sam w ypadek, muszą tern samem b y ć  m iędzy sobą rów ne.

Usunąwszy stosunki odw rotne, trzema stosunkam i nieharm onicznym i różnym i są :

(AB  C D ), (AC B D ), (AD B C );
albo

CA . DA BA . DA BA . CA
GB ’ D B ’  BC ‘ D C ’  BD ’ C D ’

W reszcie, gdy jeden  z tych stosunków  jest znanym, w artości d w óch  innych będą wyznaczone 
(C iiasles , Geometrya wyższa , str. 25).

Uważm y przecież że stosunek nieharm oniczny jest określony i jedyn y, jeżeli z góry  sprzęga się 
punkta, to jest, gdy się oznacza pary. .

1 tak, stosunkiem nieharm onicznym  dw óch  par AB i CD jest

-rw CA DA CA.DB(1) r  =  ( a b  c d )
CB ' DB CB.DA

U w a g a . Zgodzim y się rozciągnąć to określenie jakiegokolw iek układu stosunku nieharm onicznego 
do czterech punktów urojonych, leżących w  linii prostej; od leg łość  d w óch  punktów  urojonych  musi 
być pojętą i określoną jak to już by ło  zrobionem  w nrzc [66].

16ti. Układ linii prostych , w ychodzących  z jed n ego  punktu tw orzy jakikolw iek pęk .

Nazywa się stosunkiem nieharm onicznym  jakiegokolw iek pęku czterech prostych, stosunek nie
harm oniczny czterech punktów  przęcięcia pęku przez jakąkolw iek poprzeczną. T o określenie daje się 
zastosować do jak iegokolw iek  pęku prostych urojonych .

Aby to określenie miało jak iekolw iek  znaczenie, należy nam uzasadnić podanie następujące :

Jeżeli się przecina pęk czterech prostych, rzeczywistych albo urojonych , przez jakąkolwiek poprzeczną, 
stosunek nieharmoniczny czterech punktów przecięcia  je s t  stałym .

Jeżeli cztery proste są rzeczywiste, wartością stałą tego stosunku j e s t :
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1°  Przypuśćm y naprzód cztery proste rzeczywiste.

Niech b ę d ą : O w ierzchołek  pęku, a O A , OB, OC, OD cztery proste ; A ', B’ , C ', D' przecięcia pęku 
przez jakakolw iek poprzeczny. Oznaczając przez h od leg łość  w ierzchołka od poprzecznej i wyrażając 
dw om a różnym i sposobam i pow ierzchnią każdego z trójkątów  w yznaczonych przez poprzeczną, 
ma się ;

C 'A '.A =  OA'.O C'.wst GA ,

G B '.h  =  OG’.OB '.w st'G BN,

D 'A ', h —  OA'.OD'.wsLDaT,

•

D'B './i =  O B '.O D '.w st DB .

W idzim y, że te rów n ości będą miały m iejsce  co  do w ielkości i znaku jeżeli zgodziwszy się uważać 
odcinki, takie jak  C'A' i A 'C ', jako m ające znaki przeciw ne, zgodzim y się jednocześn ie  uważać kąty

odpow iadające COA i AO C, jako przyjm ujące także znaki przeciw ne.

W ypada z tych rów n ości :

^  (A 'B 'C 'Ü ') ' - D A/ w stDÂT'
G B 1 D 'B '—

wst CB wst DB
G .B.D .D.

2° Przypuśćm y teraz proste urojone.

P roste będ ąc  zbiegającem i się, jeżeli x 0, y Q, są spółrzędne rzeczywiste albo urojone ich punktu 
zbiegania się, będzie m ożna, przypuszczając

X  =  X 0 Ą - x ' ,  y — y 0 - { - y '

przyw ieść równania tych czterech prostych do kształtu następującego :

(3 ) OA : y  —  ax\  OB : y  =  bx\ OC : y  —  cx\ OD : y  —  d x .
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Niech będą A ', B ', C ', D', przecięcia tycli czterech prostych przez poprzeczną

1 6 7

(2°) «  =  ly  +  g,

a ( x t, y  i), (x-i, ÿ 2), [x3, y 3),  (# 4, y t)  spółrzędne w zględne tych czterech punktów .

P od łu g  w zoru (6) nra [66], który określa od leg łość algebraiczną dw óch  punktów  urojonych , 
otrzym a się :

C'A' _ y ,  —  y 3 D 'A ' _  y  i —  y t
C’B' y-2 —  y 3 ’  D'B' 2/2 — 2/4 '

Otóż równania (3) i (2°) dają :

ua ub uc ud
^ = 7 - ^ »  y* =  * y 3 = r — t t » y<1 —  ),a ’  ^  —  1 — ż b ’  a,> 1 — ż c ’ 1 — żd

Ztąd da się w yciągnąć bez t r u d n o ś c i:

iM ( A'B'CD'1 _  2 ^  . M  - 1 = “  ■ =  (c. . - . a) ( d - . b ) . .W  ( A U O D j  —  C,B, . D,B, —  e _ _ b • d _  b  ( C —  b )(d  —  a)

165. P odłu g  tego, będziem y m ogli określić stosunek nieharm oniczny jak iegokolw iek  pęku czterech 
prostych rzeczywistych w yrażeniem  następującem  :

( 5 )  U  =  ( 0 ,A B C D )  =  2 2 Ł ^ : Y S J ą ;
wst CB wst DB

oznacza się często ten stosunek za p om ocą  znakowania (0 , ABCD).

W  stosunku nieharm onicznym  który uważam y, pow iem y że proste OA i OB są sprzężone, tak jak 
dw ie proste OC i O D ; albo jeszcze, że dw ie proste OA i OB tworzą pierwszą p a rę ;  a dw ie proste 
OC i OD, drugą parę.

166. Przytoczym y jedyn ie  podania następujące :

Jeżeli dwa układy czterech  punktów  odpow iedn ich  mają jakikolw iek stosunek nieharm oniczny 
rów ny, inne stosunki nieharm oniczne są rów n e z jednej i z drugiej strony.

Jeżeli dwa pęki czterech prostych odpow iedn ich  mają jakikolw iek stosunek nieharm oniczny rów ny, 
inne stosunki n ieharm oniczne są rów ne z obu  stron.

I I 0 P r o p o r c y a  h a r m o n i c z n a .

167. M ówi się że cztery punkta A , B , C, D, twrorzą jakikolw iek układ harm oniczny, jeżeli ich sto
sunek nieharm oniczny rów na się — 1, to jest, ż e :

(6) (ABCD ) =  “ : 5 §  =  - U
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punkta połączone A i B są nazwane sprzężonymi harm onicznym i w zględem  pary punktów  po łą czo 
nych C i D, i odw rotnie.

T o  nazwanie proporcy i harm onicznej by ło  nadanem przez G eom etrów  G reck ich ; nazwisko zaś i 
odkrycie stosunku n ieharm onicznego należą się niezaprzeczenie Panu Chasles’owi w  zupełności.

, Pęk z czterech prostych OA, OB, OG, OD, tw orzy jakikolw iek układ harm oniczny, jeżeli ich sto
sunek nieharm oniczny rów na się —  1, to jest, że :

w st CA w sLDaT
(7) (O, ABCD) = — : — ^ ■  =  — 1 ;

wst CB wst DB

dw ie proste połączone OA i OB są nazwane sprzężonemi harm onicznem i w zględem  drugiej pary 
prostych połączonych OG i OD, i odw rotnie.

168. Związek harmoniczny czterech  punktów , to j e s t :
•

...  CA . DA _
C B - D B - - 1

m oże się po łożyć  pod różnym i kształtami, które należy poznać.

1° Związek (6) daje kole jno ;

A  B

C A   CB ,, C A  BC CA BC
DA D B ’ c DA D B ’  a °  DA.DC DB.DC ’

DA — DC DC — DB u 1 1 1 1
a °  DA.DC —  DB.DC ; J°  DC DA —  DB D C ’

ma się w ięc  nakoniec

• s 2 1 . 1
(6 bls  ̂ DC DA D B '

Związek który tłóm aczym y w ysłow ieniem  następującem  :

Odległość punktu C od punktu D je s t  średnicą harmoniczną między odległościami punktów  A i  B od 
punktu D ; albo jeszcze , punkt C je s t  względem punktu D środkiem harmonicznym punktów A  i B.

2° Oznaczmy przez I środek odcinka AB, podzielonego harm onicznie przez odcinek  CD, ma się 

podług nm [11]
c • v

I A l +  I C - f  CA =  0, zkąd CA =  CI +  IA

 ̂ BC - j-  CI - j-  IB =  0, zkąd GB CI -j— IB

j  DA - f  A l - f  ID =  0, zkąd DA =  DI +  IA

\ D B - j -B I - ) - ID =  0, zkąd DB — D I-f-IB
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Podstawiając te w artości w  związku harm onicznym  (6 ), i uważając że :

A l —  IB a lbo IB =  —  IA ,

otrzym uje się, po  wykonaniu uproszczeń :

 2
(6 ter) IA — IG.ID.

Zkąd : je ż e l i  jakikolwiek odcinek A B  je s t  podzielony harmonicznie przez dwa punkta G i D, połowa 
tego odcinka je s t  średnią proporcyonalną między odległościami jeg o  środka I od punktów sprzężonych  
fi i D ; i odwrotnie.

Za pom ocą  podobn ych  rachunków  w ykonanych w  porządku odw rotnym  dow iedzie się twierdzenia 
odw rotnego.

169. Związek harm oniczny jakiegokolw iek pęku czterech prostych jako to :

 ̂ wst CA _ wst DA   ^

w st CB w st DB

podlega, także podobnym  przekształceniom . 

1° Związek (7) daje koleją :

w stC A  wstBC ,, w stC A wstBC•, albo —'
wst DA w st DB ’  w st DA. wst DC wstDB.wstDC

Otóż

'CA'" +  A D " +  'D C ' =  0, zkąd " G A ^ D A  —  D C ;

<B C '+  "CD^-f- 0, zkąd 1 łC % =  'D C ' —  l l B ' ;

w st CA =  w st DA dos DC — wst DC dos DA ,

ztąd w y p a d a :

w st BC =  w st DC dos DB — wst DB dos DC ;

Związek harm oniczny staje się w te d y :

wstOM^dos^DC'—  w st^ fT d os^ D A ' wst DC dos DB —  wst DB dos DC

w st DA .w st DC wst DB . dos DC

albo ostatecznie
9 1 'I

(7 bis) — ± -  —  — i —  +
st DC s DA st DB 

W ysłow im y ten związek, m ów iąc że :
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Prosta  OC je s t  względem prostej OD osią harmoniczną dwóch prostych OA i OB.

2° Oznaczmy przez O l dw ój sieczny kąta AOB, podzielon ego harm onicznie przez kąt COD; ma się :

A l =  IB , a lbo A l =  —  BI .
Z drugiej strony :

A l -J- IC -f-  CA =  0, lub CA =  C I - i - I A ; zkąd wst^CA^ =  wst^^CI^ - f-  " I a " )

GB - f  BI +  IC =  0, lub CB =  CI —  I A ; zkąd wst^CB' —  w s t ( ^  —  " i a " ) ;

DA —j— A l —j— ID =  0, lub D A = D I - j - I A ;  zkąd wst DA :^ w s t (  DI —j- IA

DB -J- B I - j-  ID =  0, lub DB =  DI —  IA ; zkąd w st^D B 'rr:wslC^DI^ —

Podstawiając te w artości w  związku harm onicznym  (7), otrzym uje się :

(7 tet') ■ st2 IA =  st IG . st ID .

Jeżeli kąt AOB jest podzielonym harmonicznie przez kąt COD, styczna połow y tego kąta je s t  średnią 
proporcyonalną między stycznemi kątów ja k ie  tworzy jeg o  dwój sieczna z prostemi sprzężonemi OC i OD; 
i odwrotnie.

Uwaga. Spraw dźm y, m im ochodem , tożsam ość związków (6 bis) i (7 bis) ze związkami które nam 
posłużyły do określenia b iegunow ych  n™ [83] i [134]; co  uspraw iedliw ia wyrażenie harm oniczne 
któregośm y w  onym  razie użyli.

U P  W y r a ż e n i e  s t o s u n k u  n i e h a r m o n i c z n e g o  c z t e r e c h  p r o t s y c h .

170. Przypuśćm y naprzód cztery proste dane przez ich równania :

Poniew aż proste są zbiegającem i się, jeżeli

M =  0, N =  0

są równaniam i dw óch  prostych, przechodzących przez punkt zbiegania się, równania czterech prostych 
pęku będą m ogły  zawsze sprow adzić się do kształtu :

(8)

A =  M —  aN =  0, 

B - =  M —  bN =  0, 

C =  M —  cN =  0, 

\ D =  M —  dN =  0,

a, b , c , d , są stałem i; układ spółrzędnych pozostaje wreszcie dow oln ym , układem kartezyańskim 
lub układem  Irzylinijnym.
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Idzie o  wyznaczenie wyrażenia stosunku nieharm onicznego tego pęku, uważając jako połączone 
proste A i B , potem  proste C i D.

Tym  stosunkiem  nieharm onicznym  j e s t :

z —  — \ wsiCA^ wst DA
(9) 11 =  (0 , AB GD) = -------

w st CB wst L)B 

W eźm y jakikolw iek punkt t na prostej OC, tak że otrzym a się 

(1°) Mo —  cN0 =  0,

gdy Mo i N0 oznaczają wypadki podstaw ienia spólrzędnych punktu I w  funkcyaeh Unijnych M i N . 

Jeżeli IA ' i IB' są prostopadłe spuszczone z punktu I na proste OA i OB, otrzyma się :

Mq —  aNfl
IA' =  0 1 .wst CA =  •)

ai

TT./ /~/T ^0 — kN0IB =  01 .wst GB =  — —----------1

m ianowniki a! i b , zależę tylko od  spólczynników  rów nań A  =  O, B =■ O a w cale nie od  spółrzęd- 
nych punktu uważanego nru [76], nrn [98]; m ożna nadto przypuścić że a, i b , oznaczają w artości 
bezwzględne, poniew aż kierunek kąta CA, na przykład, zmienia się w idoczn ie  ze znakiem w yraże

nia (M0 —  aN0).

W ypada ztąd, m ając w zgląd na rów n ość (1°) :

. M s - a
w st CA bj Mo —  aIS o ___łb  A q b, c  —  a

aj M0 •— bN0 aj M0 i a( c —  b
wst CB i j -  —  o

IN O

W eźm y teraz jakikolw iek punkt J na prostej OD, tak że się otrzyma 

(2°) M, —  rfNi —  0 ;
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gdy  Mj i N, oznaczają w ypadki podstaw ienia spółrzędnych punktu J w  funkcyach  linijnych M i N. 
Jeśli JA" i JB" są prostopadłe spuszczone z punktu J na prosie  OA i OB, otrzyma się :

JA" =  O J.w sM )A \J ~ ~ a - ‘
a,

JB" =  OJ.wsUDB' =  M ‘ 7  !>N-' •
b ,

Mając wzgląd na rów n ość (2°) wypada ztąd :

M? _  ■
w st DA  b , Mj —  a N , b , N, a  b , d —  a

w stD B " “  Ml ~  bN‘  ~~ T t' Ę T Z b
■ N,

Przeto, w yrażeniem  szukanem stosunku nieliarm onicznego pęku czterech prostych (8) będzie :

( ,0 )  R =  (0 ,A B C D ) =  ^ : J = |  =  | 5 | ^ J l ) ,

uważając jako połączone A  i B ; C i D.

Kiedy równania pęku są kształtu :

A  =  M 

B =  N

C =  M —  /¡N,

d = m  —  m ,

w yrażeniem  stosunku nieliarm onicznego będzie (rob iąc a = 0 ,  b  =  o o , c =  h, d —  k ):

(12) R  =  (0 , ABCD) —  j; >

uważając zawsze jako połączone A i B , C i D.

T e w zory m aję m iejsce, jakim kolw iek jest układ] spółrzędnych czy kartezyański czy też trzy łi-  
nijny.

Uw ag a . Te wypadki są jeszcze dokładne kiedy proste pęku są. urojone. W  rzeczy samej, rów n a
nia (8) m ogą przez zmianę zm iennych sprow adzić się do kształtu (3) nru [164]; a rów n ość (4) tegoż 
sam ego n™ daje dokładnie w yrażenie, które należy znaleźć.

171. Ze związków (10) i (12) da się w yprow adzić, że pęk :

(13) ( A ) = M —  aN, (B) =  M —  bN , (C) =  M —  cN , ( D ) = M  — dN

jest harm onicznym , kiedy

(14) (c  -  a) (d -  b ) +  (c  -  b ) (d  • -  a) =  0.

( 11)



Pęk

(15) (A) =  M ; ( B ) = N ;  (C) =  M — M ,  (D) =  M — AN
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będzie harm onicznym , kiedy się otrzyma :

(16) A +  A- =  0.

Proste A  i B są połączone, tak jak C i D.

172. Przypuśćm y teraz cztery proste pęku, dane przez ich spólrzędne.

1° Spólrzędne (dwulinijne)  u i v (Roz. U l).

N iech będę [u ',v ') , ( u ",v ") spólrzędne dw óch  prostych, wyznaczających w ierzchołek pęk u ; niech 
będę (w1} vj), (w2, u2), (w3, t>3), (w4, u4)  spólrzędne względne prostych OA, OB, 0 0 ,  OD.

Podług w zoru  nm [121], spólrzędne (w„ vj) prostej OA będę kształtu :

, w' — a u v — aa
< ' )  — ■

rów naniem  tej prostej będzie przeto, ner [110]

UlX - \ - V i7J—  1 = 0 ,

albo
(OA) (u 'x  - ( -  v'y —  1) —  a (u"x  -{-  v"y —  1) =  0.

Otrzyma się tak sam o na równania innych prostych  :

(OB) (u'x -\ -v'y  —  1) —  b{u "x  - f-  v"y — 1) =  0,

(OC) ( u'x Ą -v ’y  —  1) —  c{u"x  - f  v"y —  1) =  0,

(OD) (u 'x v'y —  1) —  A{v!'x -[-  v"y  —  1) =  0.

Stosując w tedy twierdzenie n™ [170], otrzym am y

(R =  (0 ,  ABGD):
. ( c  — a) (d — b)
' (c —  b ) ' (d —  a ) '

Otóż, jeżeli z rów n ości (1°) i z p odob n ych  wyciąga się wartości a, b , c , d, w  funkcyi w, Vi, i gdy 
się je  podstawi w e wzorze poprzedzającym , znajduje się na wyrażenie stosunku nieharm onicznego 
dw a kształty następujące ;

(171 R —  (O, ĄBCD) =  ^ = i l »  lub =  : v- * = - vl .
lls  « 2  M4 —  U-2-------------------------- V3 ------ C-2 V-2 —  V-2

2° Spólrzędne trzy Unijne jakiejkolw iek prostej. (Roz. IV .)

N iech będą (U', Y ', W ), (U", V ", W "), spólrzędne prostych w yznaczających w ierzchołek pęku; 
n iech będą, nadto, (Ut, V 4, W ,) ,  (U2, V 2, W 2) ,  (U3, V 3, W 3), (U4, V 4, W 4) spólrzędne w zględne pro
stych OA, OB, OG, OD.
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Podług w zorów  n™ [142], spółrzędne (U ,, V1( W ,) prostej OA będę m ogły  położyć się pod kształtem :

„ . )  w , = . w ' - » r ,
p  p f

rów naniem  tej prostej będzie przeto na m ocy  nru [139]:

UiA +  YiY +  WiZsiO,
aibo

(U'X 4 -  V 'Y  - f  W 'Z ) —  a(U"X +  V"Y  +  W "Z) =  0.

W  p od ob n y  sposób odbędzie się przekształcenie w zględem  innnych prostych, z czego na wyrażenie 
stosunku nieharm onicznego da się ostatecznie w yprow adzić :

R =  (0 , ABCDt =  .- ~  a . ^ .
c —  b d —  a

Teraz, jeżeli z rów n ości (1°) i z p odob n ych  w ycięga się w artości a, b , c , d, w funkcyi U;, V i; 
U ', V ',  etc. i gdy się je  podstaw i w e wzorze poprzedzającym , znajduje się na wyrażenie stosunku 
n ieharm onicznego kształty następujęce :

R =  (0 ,  ABCD). . U 3v ,  —  U i V ,  . u 4v ,  —  u , v 4 . 
u 3v 2 —  U2V 3 ' u 4v 2 —  U2V4 ’

(18) < R  =  (O, ABGD) =  V3W>.— : V<W , — V ,W 4
v ' V3W 2- V 2W 3 V4W 2- V 2W 4’

U = ( Q , A B C D ) = : ^ U » - W lU » : v  ̂ ;  W 3U 2— W 2U 3 w 4u 2 - w , u 4 ’

D r u g i e  d o w o d z e n i e .

1° Spółrzędne dwulinijne.

Stosunek nieharm oniczny pęku rów na się stosunkow i nieharm onicznem u układu punktów, w yzna

czonem u, na przykład na osi odciętych. 
Otóż :

n n 1 1ca =  Oa —  Oc  -------- — ,
u, u3

cb  =  Ob —  Oc —   ------— ,
u 2  u 3
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da =  Oa —  Od —   -------— ,
U, Ui

db —  Ob —  Od =  - -------— ;
U2 U\

w ięc rozum ujęc podobn ież dla osi Oy  :

(17) (S ,A B C D  )  =  lub —  v_ l H h
'  • w3 —  «2 w4 —  «2  r3 —  v.2

2° Spółrzędne trzylinijne.

Kiedy się wyznaczy przecięcia prostych pęku z jednym  z b o k ó w  trójkąta odniesienia, z bokiem  AB 
na przykład, rów naniem  czterech punktów  będę :

u  —  ~ v  =  o ,  u —J J ? v  =  o ,  u — M-3v  =  o ,  u — ^ v  =  o .
'  1 v 2 v 3 v 4

W tedy będzie m ożna za pom ocy  w zoru  (20) dow iedzionego poniżej w yprow adzić wyrażenia (18).

173. Przytoczmy dw ie następujące w łasności pęków  harm onicznych.

1° Jeżeli w jakimkolwiek pęku harmonicznym dwa promienie sprzężone OC i  OD są prostokątnymi, te 
prom ienie będą dwójsiecznemi dwóch kątów spełniających, utworzonych przez promienie OA i OB.

2° W  jakim kolw iek pęku harmonicznym, wszelka poprzeczna, równoległa do jednego z promieni, jest  
przeciętą przez trzy inne na dwie części równe.

A by  dow ieść ls° podania, w eźm y za osie dw ie proste prostokątne OG i O D ; równaniam i dw óch

y

prostych OA i OB będ$
y  —  aa: =  0, y  —  b x  —  0 ; 

a ponieważ pęk jest h arm onicznym , otrzyma się pod ług  n™ [171]

a - f - b  =  0> czyli b =  —  a;

w ięc OG jest dw ójsiecznę kgta AO B ; e tc ...

Dla uzasadnienia drugiego podania, w eźm y jeden  z prom ien i za jednę z osi spółrzędnych, OA na 
przykład; a za oś rzędnych, prostę OB sprzężonę prostej OA.
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Rów naniam i OG i OD będ ę , ponieważ pęk jest harm onicznym ,

OC y —  k x  =  0 ; OD y -\ -k x  —  0.

Przetnijm y pęk przez prostę C'B'D' rów noleg łę  do Ox, y — h ; otrzyma się za odcięte  punktów

G' i D' dw ie w artości rów ne i znaków przeciw n ych ; w ięc  etc...

IY° W y r a ż e n i e  s t o s u n k u  n i e u a r m o n i c z n e g o  c z t e r e c h  p u n k t ó w .

174. Przypuśćm y naprzód cztery punkta dane przez ich równania.

Poniew aż cztery punkta sę w linii prostej, jeżeli

M =  0 , N =  0

s§ równaniam i d w óch  punktów  wyznaczających tę prosię, równania czterech punktów  układu będ ę  
się m ogły  zawsze sprow adzić do kształtu :

f  (A ) =  M —  aN =  0,

\ (B) =  M —  bN =  0,
(19) {

I (C) =  M —  cN =  0,

\ (D) =  M —  dN . =  0,

a, b , c, d, sę stałe-ini; układ spółrzędnych pozostaje w reszcie dow oln ym .
Idzie o  w yznaczenie stosunku nieharm cnicznego układu kiedy się uważa jak o połączone punkta

A i B, G i D. Tym  stosunkiem  nieharm onicznym  j e s t :
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W ystawm y sobie jakakolw iek prosty CI przechodzącą przez punkt G, tak że się otrzyma :

(1°) M0 -f-  cN0 —  U,

gdy M0 i N0 oznaczają wypadki podstawienia spólrzędnych prostej Ct w  funkcyach linijnych M i N. 

Jeżeli AA' i BB' są prostopadlem i spuszczonem i z punktów  A i B na prostą Ci., ma się :

A A ' =  CA.w stC =  M° aN°
k \Jw* -f- i>l —  2«0i’0 dos0 |

M0—  1)N0 
k\Jul -|- v\ —  2 «0?.'0dos9 y

albo

w przypadku spólrzędnych dwulinijnych, ner [129].

BB' =  CB.wstC

CA .wstC —  M° , )( AA'
w przypadku spólrzędnych trzylinijnyeh, n "  [156]

l\/l _ _  h ! \ l  I
BB' =  CB.wslG =„  _ M „  -  bN0

bi ' I

Uważm y jakąkolw iek inną prostą przechodzącą przez D, tak że się otrzym a:

(2°) Mi —  dNi =  0,

gdy Mj i N, oznaczają wypadki podstawienia spólrzędnych prostej DJ w  funkcyacn linijnych M i N. 

Jeżeli AA" i BB" są prostopadlem i spuszczonem i z punktów  A i B na prostą DJ, ma się :

i . , „ . , n Mo —  aNo \AA  = D A .w s t D  =  — -—  . ... —  , 1
i k \Juf -)-  Vj —  2wiindos9 f

Mi —  bNiBB" =  DB. wstD = •
k \Ju\ -)-  v\ —  2«m idos9 

albo

M,

w przypadku spólrzędnych dw ulin ijnych, n‘ r [129].

AA" =  D A .w stD : ii -  aN. ]
ai ’ /

w  przypadku spólrzędnych trzylinijnyeh, n"r [156].
M.    h  V . 1

BB" =  DC.wstD  —
M, —  bN,

bi ’  ]

stałe k, kiy di, h u są tu też same jak w  grupie w zorów  powyższych. 

W yciąga się zląd, dla obu układów spólrzędnych :

(20) n  =  (ABOD) =  | ^ i

uważając jak o połączone A i B, C i D.
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ivie;iy równania czterech punktów  układu będą kształtu

(A ) =  M,

(B) =  N,
(2 1 ) \

(C) =  M —  /i N.

(D) =  M -  , 

wyrażeniem stosunku nieharm onicznego będ zie  :

(2 2) R = (A B C D )  =  {,
l i

łącząc A  i B, G i D.

175. Układ

(23) (A) =  M — aN, (B) =  M —  bN, (C) =  M —  oN, (D) =  M —  dN ;

będzie harm onicznym , gdy się otrzym a :

(2 k) (o  —  a) (d —  b) - f  (c —  b) (d —  a) =  0.

Układ

(25 ) (A) =  M , (B) =  N, (C) =  M —  AN, (D) =  M —  kS ,

będzie harmonicznym, gdy się otrzyma

(26) h -j- k — 0.

176. Przypuśćm y teraz cztery punkta układu dane przez ich spółrzędne.

1° Spółrzędne kartezyańskie.

.Niech będę {x ,, y ,) ,  (x2, y2), ( « 3- Uz)> {x i> l/i) spółrzędne w zględne czterecłi punktów  A, B, G, 1); 
jeżeli a ', b ', c ', d ', s§; rzutami tych czterecłi punktów na osi odciętych , stosunek nieharm oniczny 
układu rzutów  będzie rów ny stotunkowi n ieharm onicznem u układu danego.

Otóż
a 'c ' —(— c '0  —(— 0a' =  0, zkąd c 'a ' =  Oa' —  0c' = x t —  x 3\
b 'c '4 - c '0  +  0b ' =  0, zkęd c 'b '= 0 b '  —  0c' = x 2 —
a d -j— d 0 ~-j— Oa 0, zkęd d af Oa* — Od —  X\ ,

b 'd '- j-d '0  —)— Ob' =  0, zk.yd d 'b' =  0b' — 0d' =  x 2 —  x K.

Przeto, rozum ujęc tak samo dla osi rzędnych :

(27 ) R — ■ (ABCD —  _ :i_17  x \. : x ’> ~  3:1 lub == ~
x 3 —  x % —  a?2 y 3 —  y -2 y.\ —  //.»



2° Spółrzędne trzylinijne.

Złączm y cztery punkta z jednym  z w ierzchołków  trójkąta odniesienia, z w ierzchołkiem  A na 
przyk ład ; stosunek nieharm oniczny szukany będzie rów ny stosunkow i nieharm onicznemu tych 
czterech prostych. Otóż te cztery proste będą miały w zględnie na równania :

Y - X i Z  =  0 ; Y —  J® Z =  0 ; Y —  ^ Z  =  0 ; Y - X 4 Z =  0.
¿ 1  /j'2 ¿3 Z 4

Stosując do tego pęku w zór (10) n™ [170], otrzym uje się zaraz 1S7j ze związków następujących :

Y3Z . - Y . Z 3 . Y4Z . - Y . Z 4 ,
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(28)

Y3Z2 -  Y jZ , ' Y4Z2 —  Y2Z4

Z 3X , -  Z . X 3 . Z . X . -  Z . X 4
Z 3X.2 —  Z 2X 3 ' z . x 2 —  z 2x 4

_ x ;!Y . - X . Y , . X . Y . — X . Y 4
X ,Y 9 —  XaY , Y.Y-2 —  XoY.

U w a g a . Można będzie ze w zorów  (27) i (28 ) w yprow adzić łatw o w zór (20) dow iedziony w prost.)

177. Przypuśćm y dw ie pary (punktów albo dw ie pary prostych dane w zględnie przez równani 
drugiego stopnia, takie jak :

( l sza para : Aa;'2 - j -  Bx y  -\- Cy 2 =  0,
(29) <

( 28“ p a ra : A,#'2-]-  B.azy—J— C,?/2 =  0.

Niech będą a i b pierwiastki l » eg° równania, c i d pierwiastki] drugiego, stosunkiem nieharm o-
m cznym  układu będzie podług  w zoru (10 ) nru [170]

 (c —  a)(d  —  b )  cd  - f -  ab —  ad b c
(c —  b) (d —  a) ’ cd  -f -  ab —  bd —  ac

Otóż równania (29) dają

a -4- b —   „  __
A ’ 1 A ,

1 . B ' i  B ,.a - f - b  =  —  c - f d  —  —

u C 1 1C.
, b  =  _ ;  A ^ :  j

Podstawiając te w artości w  wyrażeniu R, znajdzie się :

2(AC, +  A.C) —  BB, - f  \ B’2 —  a AC \/B[ —  4A.O.
(30) H :

2(AG, +  A.C) —  BB. —  VB'2 —  ÓAC \JB2 —  ÓA.Ć.

Układ będzie harmonicznym , kiedy się otrzyma :
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Mając wzgląd na w zór (27) nru [176], tenże sam rachunek i te same wnioski dadzą sic zastosować 
do przypadku, w  którym by równania (29) określały pary punktów.

U w a g a . Jeżeli odcięte czterech punktów  (albo spółrzędne tegoż sam ego im ienia czterech prostych), 
są pierwiastkam i jakiegokolw iek równania 4tes° stopnia, takiego jak

(32) A x i - f  /iBa;3 - f  6 Car2 -f-  M )x  - f  E =  0,

trzy stosunki n ieharm oniczne układu czterech punktów  są dane przez równanie na p

(33) l3iP +  2 ) (P - | y = 2 7 J ^  +  l ) 3;

równanie, w  którem I i J przedstawiają niezm ienniki:

i  I =  A li —  tiBD - f  3C'2,

J'i; ( J =  AGE +  2BCD —  AD'2 —  EB2 —  C\

{Nowe Roczniki, tom  X IX , str. 1Ó7.)

§ U. -  PODZIAŁY JEDNOKREŚLNE. — INWOLUGYA.

1° P odziała  jednokreślne.

178. P odziały jednokreślne na dwóch prostych różnych.

P ęki jednokreślne wierzchołków różnych.

Daje się nazwisko podziału  jakiem ukolw iek szeregowi punktów  w linii prostej; prosta jest nazwaną 
podstawą podziału.

Uważmy dwa podziały na d w óch  prostych różnych D i D '; te dwa podziały będą jednokreślne, 
jeżeli jakiem ukolw iek  punktow i jednego z podziałów  odpow iada jakikolw iek punkt i jeden  tylko 
drugiego podziału, i odw rotnie.

Punkta sobie odpow iadające są nazwane punktami odpowiednymi.

Podług tego, jeżeli O i O' są dwa początki dow oln ie wzięte na każdej z prostych, i jeżeli m i iw 
są dwa punkta odp ow ied n e ; O)», i O 'w! będą połączone przez związek :

( I ) A .O m .O W  +  B.Om +  C .O W  - f  D =  0,

c

albo, przedstawiając przez x  i x ' od leg łości Om i 0'm'

(1 bis) A x x '  4 -  Ite - f  Cx' - f  D =  0 ;

A, B, C, D, są spółczynnikam i dow olnym i.
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Ponieważ związek (1) zawiera tylko trzy stosunki dow olne 5 ,  9_t wynika ztąd, żc dwa po -
A A A

d z i a ł y  jednokreślne będą w yznaczone, kiedy się da Irzy pary punktów  odpow iednych .

Przytoczym y jedyn ie  następującą w artość zasadniczą, której sprawdzenie jest łatwern za pom ocą 
wzoru (27) nru [17 6 ]:

Stosunek nieharmoniczny czterech jakichkolwiek punktów jednego z podziałów jest  równy stosunkowi ich 
odpowiednych.

179. Daje się nazwisko pęku dla jakiegokolw iek układu prostych przechodzących przez jeden 
punkt, nazwany w ierzchołkiem  pęku.

Uważmy dwa pęki w ierzchołków  różnych, te dwa pęki będą jednokreślne, jeżeli dla jakiejkolw iek 
prostej jed n ego  z pęków  odpow iada jakakolw iek  prosta i tylko jedna drugiego p ęk u ; i odw rotnie.

Ztąd wypada oczyw iście, że

Dwie jakiekolw iek proste wyznaczają na każdym z pęków  dwa podziały które będą jednokreślne.

180. Podziały jednokreślne jed n ej podstawy.

P ęki jednokreślne spólnego wierzchołka.

Dwa podziały, leżące na jednej prostej m ają jedną podstawę.

Nazywa się punktem podwójnym  w szelki punkt prostej, który należąc do jod n ego  podziału przystaje 
d o  sw ego odpow iednego w  drugim .

Dwa podziały jednokreślne jednej podstaw y mają dw a punkta podw ójn e  rzeczywiste albo urojone.

Uważmy dwa pęki jednokreślne spólnego w ierzchołka; nazywa się promieniem podwójnym  wszelka 
prosta, która należąc do jed n ego  pęku, przystaje do sw ego odpow iedn iego w  drugim .

Dwa pęki jednokreślne, m ające spólny w ierzchołek, mają zawsze dwa promienie podwójne, rzeczy
wiste albo urojone.

Gdy kąt obraca się około  sw ego w ierzchołka, jeg o  ramiona tworzą dwa pęki jednokreślne, prom ie
nie pod w ójn e  są urojone, a ich położenie jest niezależnem od  w ielkości kąta.

O deszlem y, po obszerniejsze tego przedm iotu wyjaśnienie, do  Geometryi wyższej P. G i i a s l e s ’ a ,  albo 
do  Geom etryi elementarnej P. R o u c h ć .

I I "  I n w o l u c y a  ( o k r e ś l e n i a ) .

181. Podziały w inwolucyi.

M ówi się że dw a podziały jednokreślne są w Inw olucyi, gdy rn i n i  są dw om a punktam i sobie
od pow ied n ym i; m uważamy jako należący do l Me8° podziału, ma za odpow iedny m! w  drugim ; i o d 
w rotnie, ni uważany jako należący do l szeK° podziału, ma za odpow iedn y m w drugim .

P od łu g  tego określenia, związek jednokreślny (1) na m ocy nru [170] nie pow inien się zmienić gdy
się zmieni m i n i , a lbo gdy się w ykona przemianę x  i x ' .

Jeżeli O jest początkiem  spólnym  dw óch  podziałów , związek inw olucyi będzie m ógł się napisać :

(1) x x ' — l ( x  - )-  x j  — g =  0 ;

 1 1 1  -
O m m!

x  i x '  oznaczają wartości algebraiczne od leg łości Om i O m '; /  i ¡x są slałe.
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P odług  tego związku który zawiera w sobie tylko dw ie stałe, w idzim y że :

I o D osyć je s t  dwóch par punktów odpoiviednych dla wyznaczenia dwóch podziałów w inwolucyi.

Jeżeli I jest punktem  l szeg° podziału odpow iednym  punktów  w n ieskończoności w drugim , a J jest 
punktem  2sicE° podziału odpow iednym  punktów  w  nieskończoności w pierwszym , znajduje się za 
pom ocą  związku ( 1 ) :

Ol =  1, OJ =  01 =  OJ.

2° A by  dwa podziały jednokreślne by ły  w inwolucyi, potrzeba i dosyć je s t  żeby punkta I i J, odpo- 
wiedne punktów w nieskończoności, schodziły się w jeden .

Punkta podwójne inw olucyi będą dane, przypuszczając x' —  x ,  to jest przez równanie :

x 2 —  2 ix  —  ^ —

Oznaczmy przez e i f  te dwa punkta; w idzim y że punkt I odpow iedny punktów w  nieskończo
n ości, jest środkiem  odcinka (zamkniętego urojonego) e f ;  punkt I jest środkiem inwolucyi.

Jeżeli się odniesie podziały do środka I, należy zrobić A = 0 ;  a związek inwolucyi w eźm ie kształt 
prosty :

(_________________________U l___________________________ T U 7

O A I F

(2) x x '  —  ¡ j „  albo Im.Im' =  l e .

Ztąd wypada : ncr [166J.

3° Odcinek ef, utworzony przez diva punkta podwójne inwołucyi, je s t  podzielonym harmonicznie przez 
wszystkie pary  (a, a'), (b, b '), (c , c j , . . .

Przytoczym y jeszcze tę w łasność, której dow odzen ie jest bezpośredniem  za pom ocą  związku p o 
przedzającego (2) i w zoru (27) nru [176 ]:

h° Jeżeli trzy pary  (a, a1), (b , b '), (c , c') są w inwolucyi, cztery jakiekolwiek z tych sześciu punktów 
mają ich stosunek nieharmoniczny równy stosunkowi czterech punktów odpowiednych;  i odwrotnie, trzy  
pa ry  będą w inwolucyi, jeże li cztery jakiekolwiek z pomiędzy nich mają ich stosunek nieharmoniczny równy 
stosunkowi czterech odpoiviednych.

I tak :

(abca ') =  (a 'b 'c 'a ), (aa'bb') =  (a'ab'b), etc.

182. Pęki w inwolucyi.

Dwa pęki jednokreślne są w  inw olucyi, gdy się m oże otrzym ać jakąkolw iek prostą przecinającą je  
pod ług  dw óch  podziałów  w  inw olucyi.

I o Dwa pęki w inwolucyi będą wyznaczone przez dwie p a ry  promieni odpowiedny ch.

2° 11 dwóch pękach w inwolucyi, są zawsze dwa promienie podivójne rzeczywiste albo urojone.
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Przecięcia tych dw óch  prom ieni podw ójn ych  przez jakakolw iek sieeznę sę punktami podw ójnym i 
dw óch  podziałów  w inw olucyi, w yznaczonych przez tę sieeznę.

3° Dwa promienie podwójne Oli, OF tworzą układ harmoniczni/ z każdym układem innych par  
[O k , O k '), (OB, OB'), (OC, OC'), e tc . .. .

A  jeżeli Ol jest dwójsiecznę kęta EOF, ma się (7 tw .) n01 [169]

(3) s fM Ii"=  st 1 \ l". sU M '';

dw ójsieczna Ol może być nazwanę osią w inw olucyi.

W ysłow im y w łasność następujęcę :

Jeżeli trzy pary  (A, A '), (B, B1), (G, C/). prostych są w inwolucyi, cztery jakiekolwiek z tych sześciu 
prostych mają ich stosunek nieharmoniczny równy stosunkowi czterech prostych odpowiednych;  i odwrotnie.

I lak :

(O, ABCA') =  (O, A 'B 'C 'A ); (O, A B A 'B ') =  (O, A 'B 'A B ); etc.

U w a g a . W iedza inw olucyi została u ogóln ionę przez P. de Jonquiéres; zobaczyć Teoryę geom e

tryczną ('teoria geom étrica) przez L . Cre m o n a .

IIP Inwolucya (R ó w n a n ia ! .
183. P ęki w inwolucyi.

Niech będę równania dw óch  jak ichkolw iek  prostych

M =  0, M ' =  0, 

wyznaczające w ierzchołek spólny dw óch  pęk ów ; niech będę nadto równania trzech par :

( OA, M —  aM' -  0, { OB, M —  1)M' =  0, ( OG, M —  eiM' —  0,
(1)

. 1 O A ', M —  a'iVI' = 0 ,  l  OB', M —  b'M' =  0, l OG', NI —  c'M ' =  0.

W yrazim y że te trzy pary tw orzę inw olucyę, tłóm aczęc analitycznie w łasność [li0) nm [182]; albo 
lepiej jeszcze, podług własności (3°) tegoż sam ego num eru, że istnieje para :

jO E  M - ż M ' = 0  

( OF M —  ViM'—- 0 ,

taka, aby trzy pary (A, A '), (B, B'), (G, C1) były sprzężone w zględem  pary (E , F ) ;  la ostatnia para 
będzie tw orzyć  układ promieni podwójnych inw olucyi.



1 8 4 ROZDZIAŁ V.

Otóż na inocy związku (14) n,Ll [171], warunkami, aby trzy pary (A , A '), (B, B '), (C, C') tworzyły 
w zględnie układ harm oniczny z parą (E, F), b ę d ę :

/  ż). -  ( /  -|- '■') (a 4 - a') +  aa' =  0 ,

(3) | » ' - i ( ż  +  / ) ( b  +  b ') +  b b '= ± 0 ,

y ża —  -  (a -)-  ż')(c - f -  c ') -|- c c ' =  0.

Rugując żż' i (), - ) -  Y) m iędzy tem i trzema równaniam i, otrzym am y :

aa' a +  a' 1

W bb' b  +  b ' 1 =

c c 1 c c' 1

takim je st  warunek aby trzy pary  (A , A '), (B , B '), (G, G') były  w inwolucyi.

Gdy ten związek jest sprawdzony, znajdziemy w artości na 1 i za p om ocą  dw óch  równan (3), a 
prom ienie podw ójne inw olucyi będą w tedy w yznaczone przez równania (2).

4

184. Przypuśćm y że M =  0 i M' =  0 są równaniam i dw óch  prom ieni odpoyfiednych , OG i OC' 
na przykład; będzie potrzeba wtedy zrobić

C r =  0 , c '  —  o o ,

a warunek inw olucyi stanie się

aa' =  bb ' =  stałej =  k.

i L =  0,

j L ' = 0 ,

są równania dw óch  prom ieni odpow iedn ych , zów naniam i jak iejkolw iek  pary inwolucyi będą :

L —  aL' =  0, OM

L —  - L ' =  0, OM'
a

a jest jakąkolw iek stałą dow olną, a k jakąkolw iek ilością stałą.

185. Przypuśćmy nakoniec, że M =  0, M' =  0, są dwoma promieniami podwójnymi inw olucyi, to jest

(5)

Tak, że jeżeli

(6)

OE : M -  aM' =  0, 

OF : M —  a'M' =  (>,
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co  wym aga żeby było

a -f -  a' =  0.

(  E  =  0  

i  F  =  0 ,

są równania promieni podwójnych, równaniam i jakiejkolw iek pary inwolucyi będą :

( 1 0 ) E —  aF =  0, OM

F —  aF =  0 ; OM'

a jest jakąkolw iek stałą dow olną.

Dwie proste OM i OM' są sprzężone względem  prostych  OE i O F; otrzyma się, oznaczając przez Ol

związek który się sprawdzi łatwo za pom ocą  równań (10).

Nakoniec równania (10) pokazują nam jeszcze że w dwóch peltach w inwolucyi, istnieje zawsze dwa 
promienie odpowiedne prostokątne; jeden  z tych promieni jes t  osią inwolucyi.

W idzim y to, biorąc dw ie proste OE i OF za osie spółrzędnych.

1 8 6 .  P o d z i a ł y  w  i n w o l u c y i .

Niech będą równania d w óch  jak ichkolw iek  punktów

wyznaczające podstaw ę dw óch  podziałów  w  in w olu cy i; niech będą nadto, równania trzech p a r :

o

dw ojsieczną kąta EOF ncr [169] (7 ter)

(11) st2 IF = s t  IM .stIM ';

M —  0, M' =  0,

(12)
(A ) M —  aM' =  0, ( (B) M —  bM ' =  0,

(A') M — a 'M '= 0 ,  \ (B'j M — b'M' =  0,

(C) M —  cM' =  0,

(GO M —  c'M ' =  0.
2 5
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W yrazim y, że te trzy pary tw orzą inw olucyą, pisząc że istnieje para :

l  (R) M —  XM' =  0,

(13) ‘ (  (F) M —  X'M' =  0,

taka, aby trzy pary (A , A'), (B, B'), (C, C') były  sprzężone w zględem  pary (li, F ); ta ostatnia para 
będzie tw orzyć układ punktów podwójnych  inw olucyi.

Otóż, podług związku (26) nru [175], warunkam i szukanymi będę :

(1 6 )

[  —  | (>■ +  >') fa +  a') +  aa' =  0,

X X '-± (X -| -X ') (b  +  b ') +  bb ' =  0,

\ X X ' - i ( X  +  X ')(c +  c ' ) - f c c ' = 0 .  

R ugując XX' i (X - j -  X') m iędzy tem i trzema równaniam i, znajdujem y :

(15)

aa' a - j-  a' 1

bb ' b - j - b ' 1

cc' c c' 1

jestto związek aby trzy p a ry  (12) b y ły  w inwolucyi.

Gdy ten związek jest sprawdzony, punkta podwójne inwolucyi będą wyznaczone za pom ocą  r ó w . 
nań (16) i (13).

187. Przypuśćm y że M =  0 , M' =  0 są równaniam i dw óch  punktów  odpow iednych  C i G', na 
przykład; będzie potrzeba zrob ić  w tedy :

c = 0 , C, — o o ]

a związek inw olucyi stanie się : 

(16)

Tak że, jeżeli

(17)

aa' =  bb ' =  stałej =  k.

L =  0 

L ' = 0 ,

są równania dw óch  punktów  odpow iedn ych , równaniam i jakiejkolw iek pary inw olucyi będą :

L —  aL' =  0, (M)

L — - L '  =  0 , (M ')
tl

j e s t  jakąkolw iek stałą dow olną, a k jakąkolw iek liczbą  stałą.



188. P rzyp u śćm y nakoniec że M =  0, M' =  0 są równaniam i dw óch  punktów  podw ójnych  inwo- 
lu cy i, to jest

(  E : M —  W  =  0 

(  F : M —  VM' =  0,t

ZASADY ZMIANY FIGUR. 1&7

co  wym aga żeby było :

1 —  0,

związki (14) dają wtedy :

(19) a - f a '  =  0.

W ięc jeżeli

(2 0) C
-= 0 

=  0,

są równania d w óch  punktów  podw ójn ych , rów naniam i jakiejkolw iek pary inw olucyi będą :

E —  aF =  0, (M)

E +  aF =  0 ; (M')

a jest jakąkolw iek stałą dowolną.

Dwa punkta M i M' są sprzężone w zględem  punktów  E i F ; otrzyma się, oznaczając przez 1 
środek odcinka EF ner [168] (6 ter)

(22) IE =  IM.IM'.

§ III. —  FIGURY JEDNOKREŚLNE.

1° J e d n o i c r e ś l n o ś ć .

189. Jeżeli się przekształca jed n ą  figurę na inną tak, że jakiem ukolw iek punktow i » )  l szd od 
powiada jeden  tylko punkt m[x, y) drugiej; i odw rotnie jakiem ukolw iek punktowi m 2sieJ figury
odpow iada jeden tylko punkt ¡j. l szeJ; wykona się przekształcenie koniczne.

Jakiem ukolw iek punktowi p(5, rj) l szeJ figury musi odpow iadać jeden  tylko punkt m i - ,  2siei figury

i od w rotn ie ; (?, n, są spółrzędnekartezyańskie punktu ¡j.; x ,  y , z, sąspółrzędne jed n orod n e punktu m) ;
X  uw ięc £ i -n muszą być funkcyam i w ym iernem i i kształtu
z z

/ o  2 ___A.r - j -  By  G j , ___Riy - j-  Giz .
- j-  Baj/ Ga* ’ -jr- R'ay -)- G^z

(p i)
W tym przypadku, jak iejkolw iek  prostej danej w  l>-m układzie

poniew aż w artości i - ,  musi odpow iadać w artość (£, n), i odw rotnie.

M£ 4 -  N„ 4 -  P =  o,



odpow iada, w  drugim  układzie, kon iczna
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(2 bis)
M(Aj5-f-B'/+Cz)(Mia5-i"k/'2y+Cl->z)-f-N(i\1a;+B1y-|- Cis)(Aoaj+B2y-)-C2z)-!-P(A2X+Bo?/4-C2z)(A'-2a"-f-B,-2!/-)-C,o3)=0.

ztąd nazwisko przekształcenia konicznego.

190. Figura jest przekształcona jednokreilnie  na inną, kiedy jakiem ukolw iek punktow i l szei od p o
wiada punkt jedyn y  drugie j, i odw rotn ie ; nadto, kiedy jakiejkolw iek prostej is° układu odpow iada 
prosta jedyna w  drugim , i odw rotnie.

Potrzeba w ięc, aby drugi warunek by ł spełnionym , żeby prosta (2) przekształcała się zawsze na 
jakąkolw iek prostą; to jest aby rów nanie (2 bis) sprow adzało się stale jakiem ikolw iek bądź w reszcie 
by łyby  M, N, P  do równania ls °  stopnia; co  nie jest oczyw iście  m ożebnem , chyba że się przypuści

Otóż, jeżeli] się odniesie do  w zorów  (7) nra [92], będzie można tłóm aczyć wzory poprzedzające (3 )
z p odw ójn ego punktu zapatrywania się na takowe.

e 1» £ i ri będąc spółrzędnemi kartezyańskiemi jak iegokolw iek  punktu u w zględem  osi prosto- 
» kątnych OĘ, 0 «  m ożem y uważać x ,  y  i z za spółrzędne trzylinijne  tegoż sam ego punktu p, który
» będzie w tedy odniesionym  do trójkąta, takiego jak ABC.

» W  tym przypadku, spółrzędne x , y , z, muszą sprawdzać związek kształtu :

Kształt krzywej nie jest zm ienionym ; lecz będzie można korzystać z ośmiu stałych, które wzory

przekształcenia (3) wprowadziły w  równanie krzyw ej, aby dać temu równaniu kształt najprostszy 
m ożebny.

  A 2, B*2----  B2> ( A    tb.

Przeto wzorami ogólnym i przekształcenia jednokreślnego, będą :

Aa; - f -  B y -\- Gz 
A »x  - ( -  B.,y C->a

A\X —]— 1!, u —|— C,z 
Atfc —[— Bit/ — G23

m x  - ) -  ny -|- p z  =  stałej.

c

n
p

§



« 11° ś i » będąc spółrzędnemi kartezyańskiemi jak iegokolw iek  punktu p względem  osi OS i On,
r X  U

» m oż em y  uważać -  za spółrzędne kartezyańskie jed n orodn e  innego punktu m, odniesionego 

» do tych sam ych osi i odpow iednego punktow i p. Przez to podstaw ienie, krzywa 2

(2) F(S, n) =  o 

» znajduje się przekształconą na inną krzywą (S)

(SI F ( ^  ^ |S j —  n •
\A2a: +  B2y  -|- C2z ’  A2x  -[ -  - j -  C2z /

» krzywa (S) jest przekształconą jednokreślną  krzywej 2 . »

W  tym przypadku, spółrzędne -  , nie są podległe  żadnemu związkowi.

•9,

7JL
M

- O -------------------------- %

W ięc

Dojdzie się do dama jakiem ukolwiek równaniu kształt najprostszy możel/ny, bądź to, odnosząc j e  do 
trójkąta stałego, to je s t  robiąc użytek ze spółrzędnych trzylin iinych ; bądź to przekształcając jednokreślnie 
krzywą którą ono przedstawia;  w zory przekształcenia są te same w obu przypadkach.

W  l>'nl przypadku, kształt krzywej nie jest zm ienionym , prosta w  nieskończoności pozostaje prostą 
w  n ieskończoności; tylko, równanie prostej w n ieskończoności nie ma w ięcej tegoż samego kształtu. 
Spółrzędne x ,  y ,  z, muszą sprawdzać pow yżej wskazany związek linijny.

W  drugim  przypadku, kształt krzywejJjest n ieco  zm ieniony ; punkta w  nieskończoności, w  l>m ukła
dzie, znajdują się, w  2sim układzie, na prostej w  od leg łości skończonej

(I) Aj.Z' - j -  B-iy - j -  C2z =  0,

jak  to  w idzim y na w zorach (3 ); i odw rotnie, punktom  w  n ieskończoności 2sioi figury, odpow iadają 
punkta na prostej w  od leg łości skończonej

(J ) a2$ - j -  b 2yj - ( -  c2 =  Oj

to ostatnie równanie otrzyma się porów nyw ając z zerem m ianownik w spólny wartości x  i -  d o 

starczonych przez równania (3).

191. Uważmy w zory ogóln e  n™ [1 0 1 ]:

f  X  =  aX' - f  bY ' +  cZ\

(4) i. ■ ] Y  =  a 'X ' - f  b 'Y ' - j -  c 'Z ',

V Z =  a"X' - f  b "Y ' - f  c"Z ',

w których X , Y , Z, X ', Y ', Z ', oznaczają spółrzędne trzylinijne.

ZASADY ZMIANY FIGDR. 1 8 9
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Będziemy m ogli takżei tłóm aczyć te [w zory zapatrując się na nie z podw ójn ego punktu widzenia.

1° Można uw ażać lązory (4) ja k o  służące do przejścia z jakiegokolwiek trójkąta odniesienia ABC do 
jakiegokolwiek innego trójkąta odniesienia A 'B 'G ',

W  tym przypadku, figura nie jest zm ien ion y  i prosta w  n ieskończoności pozostaje prostą w  n ie 
skończoności. Spółrzędne X , Y , Z, pow inny sprawdzać związek kształtu :

m\  - j -  nY 4  pZ —  s ta łe j;

A

a spółrzędne X ', Y ', Z ', muszki sprawdzać inny związek tegoż sam ego kształtu; lecz którego spółczyn- 
niki nie są te same

m'X' - f  n'Y ' - f -  p'Z' =  stałej.

II0 Można uujażać wzory (4) ja k o  służące do wykonania przekształcenia jednokreślnego.
W  tym przypadku, zachow uje się tenże sam trójkąt odniesienia A B C ; jakiem ukolw iek punktowi

M (X , Y , Z ) odpow iada jakikolw iek inny punkt M '(X ', Y 1, Z ') ;  spółrzędne X , Y , Z ;  X ', Y ', Z ', tych 
d w óch  punktów  pow inny sprawdzać jeden  związek, taki jak

mX  - j-  ?iY -f -  pZ —  stałej =  k,

m X' - j-n Y ' -j-p Z ' =  stałej —  k.

Figura pierw otna jest zm ienioną ; prostej w  nieskończoności ls °  układu odpow iada, w  drugim
układzie, * prosta I w  od leg łości skoriczonśj; prostej zaś w  nieskończoności drugiego układu od p o 
wiada, w  pierw szym , prosta J' w  od leg łości skończonej.

Uw ag a . Należy zauważyć że w zory (4) nie są najogólniejszym i wzoram i przekształcenia je d n o 
kreślnego, odpow iadają  one przypadkow i wr którym  jed en  punkt podw ójn y  jest w  odległości sk oń 
czonej.

Wzorami ogólnym i przekształcenia jed nokreśln ego, w  spółrzędnych trzylinijnych są :

t v  _  aX' - f  bY ' +  cZ'
—  AX ' - f  BY' - j -  CZ' ’

(K\ ; v ___ aik’ ; +  b ,Y ' 4  c 4
1. AX ' 4  BY' 4  CZ' ’

f  •/ _  a,X ' 4  h ,Y ' 4  c , Z ' . 
\ ' AX ' 4  BY' 4  CZ' ’
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X , Y, Z ; X ', Y ', Z ', są spółrzędne d w óch  punktów  odpow iedn ycli M, M ', odniesionych do jednego 
trójkąta. Te spółrzędne pow inny sprawdzać wszystkie tenże sam związek lin ijny, to jest że się pow inno 
m ieć jednocześn ie :

IX  -(-  mY n i  —  k,

IX' - f -  mY' - j -  nZ' =  k.

Rów nanie przekształcone krzywej przedstawi się pod  tąż samą form ą, czy się użyje w zorów  (4) czy 
też (5 ); nie będzie ono jed nak  przedstawiać tej samej krzywej w  obu razach, gdyż punktow i (X , Y , Z) 
odpow iada punkt (X ', Y ', Z') różny w edług tego jak się go  w yznaczy za p om ocą  związków (U), a lbo 
za p om ocą  zw iązków  (5 ).

192. W róćm y do przekształcenia jednokreślnego.

Lubo nie zamierzamy sobie rob ić  użytku z tego przekształcenia, przytoczym y, bez ich  dow odzenia, 
w łasności g łów ne następujące :

« Kiedy trzy punkta są w  linii prostej na jednej z figur, trzy punkta odpow iedne innej figury są 
także w  linii prostej.

« Kiedy trzy proste jak iejkolw iek  figury przechodzą przez jeden  punkt, trzy proste odpow iedne 
innej figury przechodzą rów nież przez tenże sam punkt.

» Stosunek nieharm oniczny czterech punktów  w  linii prostej na jednej z figur jest rów n y stosun
kow i nieharm onicznem u czterech punktów  oclpow iednych.

» Stosunek nieharm oniczny pęku na jednej z figur jest rów n y stosunkow i nieharm onicznem u czte
rech prostych odpow iednycli.

» Czterem punktom  (albo czterem  prostym ) wziętym  dow oln ie na jednej z figur, m ożna zrobić 
odpow iedn em i cztery punkta (albo cztery proste) w zięte dow oln ie  na drugiej figurze.

» Znajduje się, na płaszczyźnie, trzy punkta podwójne, to  jest trzy punkta które są same przez się 
ich  odpow iedn ym i w  przekształceniu jednokreśln em ; znajduje się, trzy proste podwójne, to jest proste, 
tw orzące swe odpow iedn e same przez się.

U w a g a .  Przekształcenie jednokreślne by ło  w  roku  1830 przedstaw ionem  p oraź pierwszy Akadem ii 
Bruxelskiej przez P. C h a s l e s ,  w  m em oryale p od  tytułem  Dwie zasady ogólne nauki: D w ó j n o ś ć  i  J e d n o -  

i c r e ś l n o ś ć .

I I 0 J e d n o k ł a d n o ś ć .

193. Kiedy, w  przekształceniu jednokreślnem , proste łączące dwa punkta odpowiedne, takie jak 
¡i i rn, przechodzą przez punkt stały, przekształcenie jest nazwane jednokładnem ;  w tym  razie proste 
odpowiedne przecinają się na prostej sta łej.

Punkt stały O, przez który przechodzą proste łączące dwa punkta odpow iedne jest nazwany środ
kiem jednokładności; prosta stała na której się przecinają proste od p ow iedn e jest nazwaną osią 
jednokładności.

W eźm y w zory (3) :

 ̂ g  A x  - f -  B y  - f -  Cz
j A-2̂ .' -j— fCy -j— C ,« 7

i _  A | g - | -  B ,y  - f -  C , ;
[ AąZ - j -  B aj - j -  Ca-
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i wyraźmy ze proste łączące dw a jakiekolw iek punkta odpow iedn e p i m przechodzę przez punkt 
stały.

Jeżeli się w ybierze ten  punkt za początek spółrzędnych , znajduje się, bez trudności, że wzorami 
przekształcenia jednokładnego są, w e spółrzędnych kartezyańskich,

I9h. W zory  przekształcenia jednok ładnego przedstawią się, w e spółrzędnych trzylinijnych, pod 
kształtem bardzo prostym , jeżeli się w eźm ie środek jednolcładności O za jed en  z w ierzchołków  trójkąta 
odniesienia, a oś jednokładności za bok  przeciw ny BC.

W yrażając że w zory ogóln e  (5) nru [191J zadość uczynią tem u podw ójnem u warunkow i, dojdziem y 
do wyrażeń następujących :

X , Y , Z ; X ', Y ', Z ', są spółrzędnem i trzylinijnem i punktów  odpow iednych  SI i M '; pow inny one 
sprawdzać jeden  związek linijny, taki jak :

A x
A$x -j- B2!/ -J- C2z

(5)

Sprawdza się w tedy że proste od p ow iedn e :

+  N« +  P =  0 

A (MS - j-  N ») -(-  P(A,5 - f  +  C2) =  0

przecinają się na prostej stałej, albo na osi jednokładności,

(6) A 2$ 4 -  B.>j 4 ”  (C‘2 —  A —  0.

X    Yj   Z 1
aX' bY ' eZbY ' cZ ' AX ' 4 -  BY' 4 -  GZ' ’

o

1{X' 4 -  m T  4 -  nZ' =  k.
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195. W zory  (7) dają nam bezpośrednio dow odzen ie podań następujących :

lo w  przekształceniu jednokładnem  jest n iezliczone m nóstw o punktów  podw ójn ych , to je st 
punktów  które są same przez się ich odpow ied n ym i; tymi punktami podw ójnym i są : środek je d n o - 
k ładności, i wszystkie punkta osi jednokładności.

2° Jest niezliczone m nóstw o prostych podw ójn ych , to jest prostych tw orzących swe odp ow iedn e  
same przez się ; są to proste przechodzące przez środek jednokładności.

3° Stosunki od leg łości dw óch  punktów  odpow iedn ych  od  osi jednokładności i od prostej podw ójnej 
są proporcyonalne.

X  _ a  Y 
X ' — b ' Y ' ‘

196. Jeżeli dwie figury S i S, są jedna perspektyw ą drugiej, i gdy się je  odbije na płaszczyźnie 
tych figur, otrzym a się w tedy dw ie figury ustawione jednokładnie. O dwrotnie, dwie figury je d n o - 
kładne m ogą być  perspektyw am i jedna drugiej.

Ta w łasność dow odzi się łatw o za pom ocą  geom etryi.

Jednokładność była wynalezioną przez P. P o n c e l e t  i użytą w  je g o  Traktacie tułasności rzutowych  
albo opisowych figur (1822).

Przytoczym y nakoniec to ważne twierdzenie :

Przekształcenie jednokreślne najogólniejsze może zawsze być sprowadzonem do przekształcenia jed n o -  
kładnego; albo innemi słow y , dwie figury płaskie jednokreślne mogą być tak ustawione aby były  
jednokładne.

Dowiedziem y że w prawiając w  ruch, na płaszczyźnie, figurę|(S), a zostawiając stałą l,*, (s ) ,  może 
się sprow adzić wzory ogólne (3) n™ [190]

 A x  -j- B y —[“  G
A 2x B■>?/ -j- C2 ’

 A jX  —j— B t y  —j— Ci
r‘ A 2.r - j -  B iy  4 -  C2 ’

przekształcenia jednokreślnego aby miały ksztatł szczególny (5), nru[193], oznaczający przekształcenie 

jednok ładne.

Prostej w n ieskończoności l szei figury odpow iada w  2siei figurze, prosta w  odległości skończonej

(I) t A .B ,— A,Bf/ ę + \  A2B —  A ID / i AB, —  A,B j  =  0,

A ' B' C'

otrzym uje się ją  rozwiązując równanie (3) w zględem  x  i y ,  i porów nyw ając z zerem m ianow nik. 

Prostej w  nieskończoności l szei figury odpow iada, w  2 s«i figurze, prosta w  odległości skończonej

(J') A2x  +  B2y + C 2 =  0.
25
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Osi ? l sze) figury, yj =  0, odpow iada, w  2s;°j prosta

(A) A yx  - ) -  B ,y  -J- C , =  0 ;

zaś osi vj l szei figury, ?  =  0, odpow iada w 2sioS prosta

(A ,) k x  - } -  B ij - ] -  G =  0.

Prosta I przecina O® i Oy w  a i b ;  przez a prow adźm y rów noleg ły  do prostej A, i uważm y tę 
prosty jako należącą do l szei figury ; podobnież^ poprow adźm y przez b  rów noległy  do prostej A,, i 
uważm y tę prostą jako należącą do l sz°i figu ry ; rów naniam i w zględnem i tych d w óch  prostych będą :

(O')

j A i?  - j -  B ,^  — A , — 0 ,

A

( A? - f-  B„ +  ^ B  =  0.

i  W eźm y za początek spółrzędnych  punkt spotkania się O' tych dw óch  prostych , co  w ym aga aby 
A , i B były  zeram i.

W żery przekształcenia staną się w tedy :

(3 bis)

! v  _ _  Aa;' - j -  G 
j  A.ix' - j -  B^y' - j -  G-2

i   Bi,y' +  •
A " j r  B j//7 -f-  Ga

a równaniam i prostych (I) i (J') będą :

(I)

(JM A ,x ' +  B2y ' -f-  Co =  0.

Proste drugiej figury odpow iedne now ym  osiom  O '? ', O V  będą :

k x '  — G =  Oj, B ,y ' —[- Ci —  0 ,



one się przetną w  pew nym  punkcie 0 " . Przenieśm y 28« figurę rów n oleg le  do je j położenia pier
w otnego tak aby punkt O" przystał do początku O ; co  wym aga żeby było :

C =  0, C, =  0 ;

w zory przekształcenia stają się w tedy :

A x '
i 5 ~  A,z-' -j

(3 ter)
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i ri _
\ ~~ A ,x ' - j -  ii,)/' + l b  ’

f * = A2x' -\~ B .2y' - j -  C2

N akoniec, obróćm y 2sq figurę na swej płaszczyźnie ok o ło  punktu O" (który teraz przystaje do O') 
aż prosta (J' stanie się rów noleg łą  do prostej (I); otrzyma się w tedy A =  B ,; i w zory przekształ
cenia przyjmą form ę ostateczn ą :

j . ,   A x
3̂

A 2x '  - j -  B py' - j -  C 2 ’  

A y'
A2x ' —[— B2y' - j-  tb

są to dokładnie w zory przekształcenia jednok ładnego.

S 1Y. -  FIGURY ODPOWIEDNICZE.

1° P r z e k s z t a ł c e n i e  o d p o w i e d n i c z e .

•197. Jeżeli się przekształca jedna figurę na inną tak że jakiem ukolwiek punktowi U ó odpowiada 
jed yn a  prosta d ru giej; i że odwrotnie, dla jakiejkolw iek prostej drugiej figury odpowiada w pierwsze 
punkt, i jeden  tylko;  dwie figury tym sposobem otrzymane są o d p o w i e d n i c z e .

O dniesiem y zaraz, dla uzyskania w ięcej symetryi, dw ie figury do jednego trójkąta odniesienia.

N iech będą x , y ,  z, spółrzędne trzylinijne jakiegokolw iek punktu M pierwszej figury; a u, v, w, 
spółrzędne trzylinijne prostej 1) odpow iedn ej w 2 s ici figurze.

P od łu g  określenia, pow inno się m ieć m iędzy tem i spółrzędnem i związki następujące :

(1) a m -|- bo - j -  cw  spu bp; -|- cpv  a pi - j -  b2y - f  - c2io

które rozwiązane w zględem  u, v, w, dadzą, na przykład :

/2x  u_________ _ _  ________ v_________ _ w .
a 'x  —j- a 'py —|— a'23 b x  —j- b'it/ —(- b '2s c'x-|— c 'i? /—j - c '2s ~

a, at... a', a ', .. .  są sla łem i; u, v, w , są spółrzędne trzylinijne prostej D 2siei figury odpow iedne 
punktow i M (x, y ,  z) l szci figury.
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198. Jeżeli punkt opisuje prostą stałą, proste odpowiedne przechodzą przez punkt stały.

Niech będą w„, u0, w0 spółrzędne prostej D„ l sz°j figury; jeg o  równaniem  będzie :

VuX - j -  vuy  -J- tv0z —  0,

y ,  z są jakim kolw iek punktem  tej prostej. Zastępując x , u, z, przez wartości (1 ), otrzym uje się : 

ii[au0 - j -  a ^ - j -  a2?c0) - f -  v(hu0 - f -  b^ o  - j -  b3w0) - f -  w(cu0 - ( -  CiV0 Ą - c2w0) —  0.

T o  równanie przedstawia punkt, przez który przechodzą wszystkie proste (u, v, w) 2s'icJ figury od 
pow iedne jakiem ukolw iek punktow i [x , y , z), leżącem u na prostej (u0, v0, tuj) ; spółrzędnem i ( x t, y l} z j ,  
tego punktu, będą :

' î   .Vi   zt
&u0-)-  a,t>0 - j - a 2ec0 bt/0-j-b ,D 0-f-b .2M>0 cu0-\- CiVa-\-cyu>0 '

punkt [x i, y i , zj) jest punktem  odpow iednym , w  2sici figurze, prostej D0 l szoi.

Jeżeli prosta przechodzi przez punkt stały, punkta odpowiedne opisują prostą stałą.

N iech będą x lt y u zi} spółrzędne punktu M, 2?ioi figury; je g o  równaniem  będzie :

u x { -)-  v y l - j -  wzt —  0,

u, v, w. są spółrzędne jakiejkolw iek prostej przechodzącej przez ten punkt.

Zastępując v, v, w, przez w artości (2), otrzym uje się :

x[a!xi - j -  t)'yi -f-  c'zj) -j-y ja^ T j - j-b ',^ ,  - ( -  C ^ Z ij-j-z ja ^ i - f -  b jy i  c j z j  —  0.

T o  rów nanie przedstawia prostą na której znajdują się wszystkie punkta (x ,  y , z) 1SZCJ figury, 
od pow ied n e jakiejkolw iek prostej [u, v, iv) przechodzącej przez punkt ( x u y u  zj). Spółrzędnem i 

Wo. va, M’0) tej prostej będą :

, Wo   Vo   M’o
(A) a!xl - j -  b 'y i - f -  c'zi a '1z 1- j -  h \ yi -\- c'jZi a ' ^ - j -  b^y, - )-  c '2Zi

prosta (w0, v0, w0)  jest prostą odpow iedną w l sz°j figurze, punktow i ( x t, y u  zj) 2sioi.

1 9 9 .1 tak :
1“ Punktowi (x0, y„, z0) albo M„ l szoi figury, odpow iada w  drugiej, prosta D ,(t/„ vlt ivj) określona 

przez związki (2),

Ui vt__________ __  tu,(2 bis)
a 'x0 - j -  a^i/o a' ‘2zo b 'x 0 4 - b ', y 0- j - b '2z0 ć x 0 -|- ć , y 0 -f-  c '2z0

2° Prostej D0(i/0, d0, w0) l szci figury odpow iada w drugiej punkt y i} z j), określony przez

związki (3), albo :

x > _  V\ __ 3‘(3 bis)
i\u0 -j— apjjj -J- a2?o0 bw0 —(- ~f~ b2Wo ce,, —j- ccc,, —j- C2w0
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3° Punktowi M ,(x1, y u zi) ^e"'> figury odpow iada w  pierwszej prosta D0(m0, v0, w 0) ,  określona przez 
związki (4), albo :

(Ii bis)     = ___________El_________= ___________ E2_________
a b y i - j -  c  Zj a ix l -J- b - j -  c ',? , a^z', - j -  b j y ,  - j -  c jz ,

4° Prostej D ,]»,, y „  wj) 2sioi figury odpow iada w  pierwszej punkt M0(x0, y0, z0) ,  określony przez 
związki (1), albo :

________Xo________ _   l/o________  _ _ __________ [jo________  _
aw, —)— be, —|- cw , a,w, -j— b,y,-|— a2w, —1~ b^u, - j-  c

200. Przytoczym y, bez ich dow odzenia, podania następujące :

« Czterem prostym , wziętym  dow oln ie  na jednej z figur, można zrob ić  odpow iedn ym i cztery punkta 
wzięte dow oln ie  na drugiej figurze.

» Stosunek nieharm oniczny czterech punktów  w  linii prostej na jednej z figur równa się stosun
kow i nieharm onicznem u czterech prostych odpow iedn ych  drugiej figury.

» M iejscem  punktów  M0 l szd figury, takich że proste od pow iedn e D, 2sIei figury przechodzą przez 
te same punkta, jest koniczna S ; a proste D, obw ijają same przez się koniczną S,.

» M iejscem punktów  M, 2sici figury, takich że proste odpow iedne D„ l szci figury przechodzą przez 
te same punkta, jest koniczna poprzednia S ; a proste D0 obw ijają także koniczną S,.

» Dwie koniczne S i S „  są odpow iedn icze jedna drug iej; nazwano je  konicznemi podwójnemi prze
kształcenia odpow iedn iczego. Te dw ie koniczne są podw ójn ie  styczne.

» Wszystkie te podania dow odzą się z największą łatw ością, za pom ocą  w zorów  nru [199].

I I 0 P r z e k s z t a ł c e n i e  p r z e z  b i e g u n o w e  w z a j e m n e .

201 W  przekształceniu odpow iedn iczem  ogólnem , jakiem ukolw iek punktowi, uważanemu za nale
żący do l szei albo do 2«'ioi figury, odpow iadają proste różne.

Niech będzie punkt (x 0, y 0, zu) należący do l szei figury; spółrzędne prostej odpow iednej w 2s*°j figu
rze, będą wyznaczone przez równania (2 bis); równaniem  tej prostej będzie :

D, x (a !x0 -|- a\y0 - j -  a2s0) - f - */(b x 0 - j-  b ',yo 4~ b'.>z0) - j-  z(c'x0 - (-  c '¡y0 - j -  c '2Zo) —  0.

Tem uż sam em u punktow i (x0, y0, zo) uważanemu za należący do 2s;,l figury, odpow iadać będzie 
w  l szci figurze prosta D0 której spółrzędne będą w yznaczone przez związki (4 b is ) ; równaniem  tej 
prostej będzie :

(D0) x(a'x0 -J- b 'y 0 - j -  c 'z0) y(a',Xo -f -  b ',y 0 +  c 'iz0) -j-s (a '.2x 0- l-  b'.2y0- f -  c '2z0) =  0.

Otóż, proste D, i D0 są w idocznie różne, jeżeli punkt (x0, y 0,  z0) pozostaje dow olnym .

Jeżeli przekształcenie odpowiednicze je s t  takiem, Ze dla jakiegokolwiek punktu uważanego za należący 
do l s“ i albo do 2«iei figury, odpowiada zawsze taż sama prosta, przekształcenie odpowiednicze bierze 
nazwisko przekształcenia przez b i e g u n o w e  w z a j e m n e .

Zobaczym y poniżej przyczynę tego nazwania.



Szukajmy w arunków  aby dw ie proste D, i D0 przystały do siebie, jakim kolw iek byłby  punkt 
(ar0, y 0, z0) uważany. P ow inno się m ieć :

a'x'p —|- a '1y0 - j -  a ćz ,,  b 'x0 - ) -  b'j?/0 -f -  b f.)Z0  c 'ff0-|- c't//0 - j -  c '2z0
a “ j-  b y 0 -f -  c'z0 &\xo “ I-  b 'ji/o -t- c’ ,Zo a'jXo-J- b'^yo- )-  c'jz,, ’

jakiem ikolw iek byłyby  x 0, y 0, z0.

Otóż, jeżeli się pom noży w zględnie przez x 0, y 0, z0 dwa wyrazy każdego z tych  stosunków , i gdy się 
doda liczniki i m ianow niki, otrzym uje się jed n ość. Te stosunki muszę, być  stałe i rów ne jedności, 
z tego w y p a d a :

a i   b  -2 j
b ' c ' c'j

Równanie prostej D0 albo D, staje się w tedy :

x (a 'x0 b 'y0 - ( -  c'zj) "I-  y{b'Xo - j -  b^yo - f - - j -  z[c, Xg - j -  c\yo - j -  c  Ẑo) —  b.

Zobaczym y poniżej że jestto biegunow a punktu (x 0, y 0, z0) w zględem  konicznej 

a’x 2 - j -  b\y2 -J- c '2z2 -f -  2c\yz - j -  2 c 'xz  -|- 2b 'x y  =  0.

202. Zakończym y w ysłow ieniem  podania następującego :

Można zawsze, nie zmieniając wcale form y przekształconej odpowiedni czej ogólnej, sprowadzić ją  d 
takiego położenia, aby mogła być przekształconą bezpośrednio przez biegunoiue ivzajemne figury pierwotnej.

Można będzie dow ieść tego twierdzenia przez m etodę w ie lce  p odobną do tej która była ju ż rozw i- 
niętę w  nrze [196].

U w a g a . P. C h a s l e s  rozw inę! w ażne spostrzeżenia o użytku m etod któreśm y poprzednio w y ł o ż y l i  

[Geometrya W yższa, od  strony 432 do 456); nie m ożem y lepiej zrob ić jak tylko do  przeczytania tego 
dzieła odesłać naszych gorliw ie  się zajm ujęcych postępem  analizy, czytelników .

Nie zrobim y użytku z tych m etod przekształcenia; je s t przecież rzeczę ważnę dokładne ich poznanie, 
albow iem  Geom etrya i Analiza nie pow inny pozostać dla siebie nawzajem obcem i. W reszcie w łasności 
harm oniczne, albo jed nok ładne, albo w zajem ne, sę to w łasności istotnie charakterystyczne; i Analiza 
pow inna się um ieć zapew nić o ich rzeczywistem  istnieniu, w  miarę jak  one się zdarzę.

Ć W IC Z E N IA .

203. 1° Jeśli trzy boki trójkąta zm iennego ABC, obracają się około  trzech punktów  stałych P, P ', P", 
leżących w  linii prostej, a dw a w ierzchołk i A  i B posuwają się każdy na jednej z d w óch  linii 
prostych także sta łych ; w tedy trzeci w ierzchołek  (C) opisuje linią prostą.

2° Albo ogólnie, jeśli boki w ielokąla obracają się każdy ok o ło  jed nego z punktów  leżących na linii 
prostej, a wszystkie w ierzchołk i, oprócz jed n ego , posuw ają się na liniach prostych także stałych; 
w tedy ostatni w ierzchołek opisuje linią prostą; i tak samo każdy punkt spotkania d w óch  ¡b ok ów  
nieprzyległych opisuje linią prostą.
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3° Jeśli trzy w ierzchołki trójkąta zm iennego ABC posuwają się każdy po jed n e j ze trzech linii 
prostych stałych OA, OB, OC, spotykających się w  jednym  punkcie, a zaś dwa boki obracają się 
każdy ok oło  jed n ego  z d w óch  punktów  stałych ; w tedy  trzeci bok  przechodzi przez punkt stały w  linii 
prostej z dw om a pierw szym i punktami.

4° Albo ogólnie. Jeśli w ierzchołki w ielokąta posuwają się każdy po jed n e j z linii prostych stałych, 
spotykających się w jednym  punkcie, a wszystkie boki, oprócz  je d n e g o , obracają się każdy około 
jednego z punktów  stałych na linii p ro ste j; w tedy ostatni bok  przechodzi przez punkt stały leżący na 
tej prostej, i to się stosuje do każdej przekątnej.

5° Dwa w ierzchołk i A i B trójkąta zm iennego ABC poruszają się na dw óch  prostych stałych OA, OB; 
je g o  bok i przechodzą przez trzy punkta stałe, P, P', P " ; dwa bieguny P ' i P" ok o ło  których obracają 
się AC i BC są w  linii prostej z punktem  O ; 3ci w ierzchołek C, opisuje linią prostą.

6° W ierzchołki trójkąta zm iennego ABC opisują trzy proste stale dow oln ie w zięte ; dwa je g o  boki 
AB i AC przechodzą przez dwa punkta stałe, w  linii prostej z punktem spotkania linii na których się 
poruszają w ierzchołk i B i C ; trzeci bok  BG przechodzi przez punkt stały.

N . B. Tw ierdzenia 5°, 1 °  i 2° są dosłow nie  przytoczone ze Zbiorów matematycznych P a p p u s a ,  który 
żył w  Alexandryi, na końcu  IV w ieku naszej ery.

7° Gdy linia prosta jest taką, że sum m a algebraiczna prostopadłych  spuszczonych na tę prostą 
z n punktów  stałych i w zględnie pom nożonych  przez liczby stałe jest zerem , ta prosta przechodzi 
przez punkt sta ły ; tym punktem  jest środek od leg łości proporcyonalnych  n punktów  danych.

8° Jeśli dwa trójkąty są takie że prostopadłe spuszczone z w ierzchołków  pierw szego na boki 
drugiego spotykają się w  jednym  punkcie, odw rotnie prostopadłe spuszczone z w ierzchołków  drugiego 
na bok i pierwszego przechodzą także przez tenże sam punkt.

9° Trójkąt zm ienny ABC pozostaje podobn ym  sobie sam em u ; w ierzchołek  A pozostaje stałym , 
drugi B opisuje prostą stałą; trzeci w ierzchołek  opisze także prostą.

10° Mając dane pięć linii prostych, bierze się z nich cztery tw orzące czw orobok  zupełny, w  którym  
środki trzech przekątnych są w  linii p roste j; p ięć  prostych  tym sposobem  otrzym anych przechodzą 
przez tenże sam punkt.

11° Cztery linie proste na jednej płaszczyźnie, brane po trzy, tw orzą cztery trójkąty, w  każdym 
z nich jest punkt spotkania trzech w ysok ości; dow ieść że te cztery punkta są w linii prostej.

12° Mając dane trzy punkta A, B, C i dw ie proste X  i Y ; na BB jako przekątnej, wykreśla się 
rów n oleg łobok  którego bok i są rów noległe do X  i Y ;  działa się podobn ież z BC i C A ; drugie 
przekątne trzech rów n oleg łobok ów  tym  sposobem  otrzym anych przechodzą przez tenże sam punkt.

13° W szelka poprzeczna poprow adzona na płaszczyźnie czw orobok u  spotyka jego  cztery boki i jeg o  
dw ie przekątne w  sześciu punktach będących  w in w olu cy i.

'14° Sześć linii prostych, poprow adzonych  z jed nego punktu do czterech w ierzchołków  i do punktów' 
spotkania b ok ów  przeciw ległych  czw orobok u , tworzą pęk  w inw olucyi.

15° B iorąc dow oln ie  punkt P na płaszczyźnie czw oroboku , w ykreśla się b iegunow e tego punktu 
w zględne trzech kątów  z których jed en  jest utw orzony przez dwa boki przeciw ległe czw orob ok u ; 
drugi przez dw a inne bok i przeciw ległe , a trzeci przez dw ie przekątne; te trzy biegunow e, przechodzą 
przez tenże sam punkt.

16° Biorąc dow oln ie  prostą D na płaszczyźnie czw oroboku , wyznacza się punkta biegunowe tej 
prostej w zględem  trzech układów  dw óch  punktów , l sz> dostarczony przez końce jednej z przekątn ych ,

ZA SA D Y  ZM IA N Y  FIGUR. 1 9 9



2»* przez k oń ce drugiej przekątnej, a 3ci przez punkta spotkania b ok ów  p rzeciw ległych ; te trzy 
punkta biegunow e są w  linii prostej.

17° Gdy dw a bok i przeciw ległe czw oroboku  są prostokątne, zarów no jak dwie przekątne, dwa inne 
boki są także prostokątne.

18° Mając dane trójkąt i poprzeczną, jeżeli z jed n eg o  punktu poprow adzi się linie proste do w ierz
ch o łk ów  trójkąta i do  punktów  w których poprzeczna spotyka boki przeciw ległe, te proste tw orzą trzy 
pary w  inw olucyi. Tw ierdzenie odw rotne jest praw dziw em .

19° Jeżeli z punktu jed n eg o  poprow adzi się trzy proste do w ierzch ołk ów  trójkąta, wszelka 
poprzeczna musi spotykać te proste i boki trójkąta w  sześciu punktach tw orzących  trzy pary 
w  inw olucyi i odw rotn ie .

20° Jeżeli z jakiegokolw iek punktu poprow adzi się prom ienie do trzech w ierzch ołków  trójkąta, 
proste poprow adzone przez tenże sam punkt prostopadle do tych prom ieni, pójdą spotkać boki 
przeciw ległe w  trzech punktach leżących w  linii prostej.

21° Jeżeli trzy prom ienie w ychodzące z w ierzch ołk ów  trójkąta idą się od b ić  w  jed n ym  punkcie na 
linii p roste j; prom ienie odbite spotkają w zględnie, trzy boki przeciw ne w  trzech punktach leżących 
w  linii prostej.

22° K iedy trzy trójkąty, jed nok ładne dw ójkam i, mają tęż samą oś jednok ładności, ich trzy środki 
jednokładności są w  linii prostej.

23° Kiedy trzy trójkąty jednok ładne m ają po dw a brane, tenże sam środek jednok ładności, ich  trzy 
osie jednokładności schodzą się w  jed nym  punkcie.

N . B . W ysłow ienia  podań (13°, 14°, 15°, 17°, 24°,) były wyjęte z Geometryi W yższej P . G uasles.

24° W  każdym czw oroboku , dw ójsieczne czterech  kątów  tworzą drugi czw orobok  którego prze
kątne przechodzą przez punkt spotkania bok ów  przeciw ległych.

25° Jeśli, w  czw orobok u  zupełnym , poprow adzono poprzeczną która spotyka jeg o  trzy przekątne 
i w zięto na każdej z tych przekątnych punkt, który z poprzeczną, dzieli ją harm onicznie, trzy punkta 
tak w yznaczone będą w  linii prostej.

26° Mając dane n punktów  A 1; A2, • • • A„ w  linii prostej, i punkt O na tej prostej, nazywa się 
środkiem harmonicznym  tego układu, w zględem  punktu O, punkt C taki że

n 1 , 1 ,  | 1
o ć “ ó a 7 o a ^ +  ' ’ ' a o T ’

Jeżeli się złączy jak ikolw iek  punkt S z punktami O , A (, A2, . . A ,,, C ; i gdy jakakolw iek poprzeczna 
spotyka prom ienie pęków  w  punktach &>, a1( a2, . ..  an, / ;  punkt y będzie w zględem  &> środkiem 
harmonicznym układu a,, a2, . . .a „ .

2 0 0  ROZDZIAŁ y .
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§ i. _  r ó w n a n i e  k o ł a .

1° R ó w n a n i e  ic o ł a  w e d ł u g  j e g o  o k r e ś l e n i a  g e o m e t r y c z n e g o .

205. Koło  jest m iejscem  punktów  rów nie oddalonych od jakiegokolw iek punktu stałego.

Punkt stały jest środkiem  koła ; od leg łość stała środka od  różnych punktów  jest promieniem.

Jeżeli x  i y  są spółrzędnem i jakiegokolw iek punktu M okręgu k o ła ; a, b , spółrzędnem i środka 
a R prom ien iem ; otrzyma się, w edług określenia i w zoru (2) nru [31]

(1) {x  —  a)2 +  [y —  b )2 +  2 [x  —  a )(y  —  b)dos0 =  R2;

znajdziemy tym sposobem  związek m iędzy spółrzędnem i x , y  jakiegokolw iek punktu koła i stałemi 
a, b , 11 i 0 ; jestto w ięc rów naniem  koła.

Kiedy osie O x  i Oy  są prostokątne, ma się 0 =  90°, i równanie koła przybierze kształt
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205. Kiedy środek koła przystaje do początku spółrzędnych , ilości a i b są zeram i; rów naniem  
koła jest w tedy

(3) x --\ - y -  2 x y d os9  =  R 2

w  przypadku osi p o ch y ły ch ; a

(U) X 1’-  +  / ■  —  R S  =  0

w przypadku osi prostokątnych.

Kiedy koło  jest styczne do osi rzędnych, ma się

R = a w s t 0 ;  a lbo R —  a, jeże li 0 =  90°;

gdy on o jest stycznem do osi odciętych , ma się

R  —  b wstO albo R =  b , jeżeli 0 =  90°.

W idzim y że rów nanie jak iegokolw iek  koła jest drugiego stopnia w zględem  zm iennych x  i y ;  
będziem y szukać teraz w arunków  aby rów nanie drugiego stopnia przedstawiało jakiekolw iek koło .

I I 0 W a r u n k i  a b y  r ó w n a n i e  o g ó l n e  d r u g i e g o  s t o p n i a  p r z e d s t a w i a ł o  j a k i e k o l w i e k  k o ł o .

206. Rów nanie ogóln e  drugiego stopnia, w zględem  zm iennych x  i y , jest kształtu

(1) A x -  - f -  2Bx y  +  Cif +  2Da; - f  2Ey +  F = 0 .

Z drugiej strony, rów nanie (1) nro [204] staje się, rozwijając

(2 ) x 2 +  2 x y  dos 0 -f-  y -  —  2 (a - f  b d o s 0 )x  —  2(b +  a d o s Q)y +  a2 - f  b2 - f  2ab dos 0 — R2=  0.

Aby równanie (1) przedstawiało jak iekolw iek  koło, trzeba aby b y ło  identyczne z równaniem  (2) t. j. 
aby spółczynniki tychże samych potęg zm iennych x  i y  by ły  p rop orcyon a ln e ; otrzym uje się tym 
sposobem

1 d o s 0 1  a - j - b d o s 0 b -4 -a d o s 0  a2 - f -  b2 4 -  2abdos0  —  R2 
W  A =  ~~B~ ~  C ~ ' ■— D ~  — E ~ -------------------- F---------------------

Ten ciąg stosunków  rów nych  daje nam związki które pow inny istnieć m iędzy A, B, G, D, E, F , aby 
równanie ( 1 ) przedstaw iało jakiekolw iek k oło .

Uważmy naprzód że trzy pierw sze stosunki są niezależne od  nieoznaczonych  a, b, i R ; ma się 
w ięc warunki konieczne

A =  C,

?  =  dos 0 
A
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kiedy osie spólrzędnych są p o ch y łe ; albo

(5) A —  C, B — 0,

jeżeli osie są prostokątne; to je st że

1° K w adraty spótczynników położonych na czele dwóch kwadratów ilości zmiennych muszą sobie być 
równe i powinny być poprzedzone tymże samym znakiem.

2° Stosunek pól spółczynnika wyrazu na x y do spółczynnika jednego z kwadratów musi być równym  
dostawie kąta osi.

Te dwa w arunki są k on ieczn e ; one są nadto dostateczne, gdyż jeżeli są spełnione, pozostanie trzy 
równania które pozw olą wyznaczyć ilości nieznane a, b , R . Tem i trzema rów naniam i są

(6)

Spółrzędne a i b środka koła są rzeczywiste, poniew aż są dane przez dw a rów nania l£° stopnia, 
są skończone, gdyż ich m ianownikiem  w spólnym  jest (1 —  dos20) albo wst20, ilość różna od  zera.

Co się tyczy prom ienia 11, poniew aż on  jest danym  przez jeg o  kw adrat, będzie m og ło  się zdarzyć 
że R będzie rzeczyw istym , zerem , a lbo urojonym .

Jeżeli R  będzie rzeczywistym , równanie (1) będzie przedstawiało jakiekolwiek lwio rzeczywiste.

Jeżeli R będzie zerem , równanie (t) będzie przedstawiać, jakiekolw iek koło sprowadzone do jego  
środka; m ów i się w tedy że ma się jakiekolwiek koło nieskończenie małe, a lbo jakiekolwiek koło znikające.

Jeżeli R  będzie u ro jonym , pow iem y że równanie (1) przedstawia jakiekolwiek koło urojone; to koło  
nie m oże b y ć  przedstaw ionem  geom etryczn ie; jestto po jęcie  czysto analityczne, do którego jesteśmy 
sprowadzeni, uważając że w tym przypadku, równanie (1) zadość uczyni wszelkim warunkom koniecznym  
aby ono przedstawiało jakiekolw iek koło.

207. W ykreślenie koła przedstawionego przez równanie (1).

Spółrzędne środka są dane przez dwa rów nania

a - j -  bd os0  =  —  5 ,

a dos0 -J- b =  —  ~ :
A

albo, co  na jed n o  w ychodzi, środek jest w yznaczony przez przecięcie prostych

x  +  y d o s0  =  — H ,

E;rdos0 4 -  w  ---------
A

i  a 4 -  bdosG =  —  — ,

! A

adosO 4 -  b  =  —  -  ,

A

a2 +  b2 4 -  2abdos0  =  R 2 +  ? .  
\ A
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l sia z tych prostych  przechodzi przez punkt 1^ =  0, x — (niech będzie M ten punkt), 

i jest prostopadły do  osi x ,  poniew aż je j spotczynnikiem  kątowym - jest —  - — 2sa prosta

' A / ’  n̂‘ e c^ ^ ^ z ie  ^  ^en punkt), i jest prostopadłą do osi j ,przecliodzi przez punkt ,̂¿’ =  0, y  -

poniew aż je j spółczynnikiem  kątow ym  jest — dos0 (*). Punkt C, przecięcie się dw óch  prostych 
MG i NG, je st w ięc  środkiem  koła.

W ykreślm y prom ień  R . Ma się

F .
A ;

otoż

R- == a2 -f -  b'2 -f -  2ab dosG ■ 

a2 + b 2 +  2 a b d o s 0 = Ó G ';

t

w ięc
W  =  ó ć ? - l ,  

A

Przypuśćm y 11 rzeczyw istym ; jeżeli ^ >  0, lt będzie  przeciwprostokątną trójkąta prosto-

(*) Zdaje się że tę okoliczność można prostszym sposobem rozjaśnić. Jakoż, warunek, aby dwie proste były proslo- 
kąlnemi jest :

(1) 1 -f- aâ  —f- (a -j- aj)dos0 =  0

w przypadku osi pochyłych.
1° Jeżeli a =  0, t. j. jeśli jedna z prostych jest równoległą do osi odciętych

1
a‘ — “ “ dosó"

2° Jeżeli a = o o ,  t. j. jeśli jedna z prostych jest równoległą do osi rzędnych. W tym przypadku, podzieliwszy 
uprzednio wzór (1) przez a, otrzymamy

— 3( ~j-* 1̂ —f" —̂ dos0 =  O t

zkąd, przypuszczając a =  c o  , wypadnie

a! =  — dosO.



kątnego którego dw om a bokam i są OC i J /  —  jeżeli <  0, R będzie bokiem  kąta p ro 

stego trójkąta prostokątnego, którego przeciwprostokąlną jestOG i drugim bokiem  / ! ■

208. W niesiem y z tego co  poprzedza że w szelkie równanie drugiego stopnia przedstawiające jakie
kolw iek koło  można sprow adzić d o  kształtu

(7 ) x -  +  y -  - { -  2 .rydos9 — 2a,r —  2by  -j-  c =  0,

jeżeli osie spółrzędnych są p o ch y łe ; a lbo do kształtu

(8) x 2 rp- —  2ax —  2by  -f-  c ' =  0,

jeżeli osie są prostokątne.

W  tym ostatnim przypadku, jest łatw o uwydatnić środek i p rom ień ; w  tym celu , uzupełńm y kw a
draty na z  i na y ,  t. j. napiszmy równanie p od  kształtem

(x  —  a)2 -} -  (?/ —  b )2 —  a2 +  b2 —  c ;

w idzim y pod  tym kształtem, że a i b  są spółrzędnem i środka, i że prom ień  R jest

R =  \/a2 - j -  b2 — c.

§11. —  PRZEGIĘCIE SIĘ JAKIEJKOLWIEK PROSTEJ Z JAKIEMKOLW IEli KOŁEM; STYCZNA.

1° P r z e c i ę c i e  s i ę  j a k i e g o k o l w i e k  k o ł a  z  j a k ą k o l w i e k  p r o s t ą .

209. Przypuśćm y koło  odniesione do sw ego środka i do  d w óch  osi prostokątnych, jeg o  równanie 
będzie w tedy

(1) X1 -\- y*  —  R2 == 0 ;

szukajmy punktów  przecięcia tego koła z prostą

(2) y  —  m x  - j -  n.

Spółrzędne punktów  przecięcia są w artościam i na x  i y  sprawdzającem i jednocześnie te dwa 
równania.

Rugując y  znajduje się

(3) x a( l  -j~ m-) - ( -  2mnx  - j -  n- —  lt2 =  0 ;

to rów nanie da odcięte punktów  przecięcia. Otóż równanie (3) jest drugiego stopnia; i jak iejkolw iek

wartości na x ,  odpow iada w edług równania (2) jakakolw iek i jedna tylko wartość dla y ;  w ięc jaka
kolwiek prosta spotyka jakikolwiek okręg koła w dwóch punktach.

KOŁO (SPÓŁRZEDNE KARTEZYAŃSK1E). 2 0 5



206 RO ZD ZIAŁ I .

Ilościg od  której zależy rzeczyw istość pierw iastków  rów nania (3) jest

(1 -f -  w2) (n2 —  R2),

albo R2(l +  rnF) —  n2.

1° Jeżeli R2(l  - f .  m2) —  n2 >  0, a lbo <  R2’

to jest od leg łość  środka od  prostej jest mniejsza od  prom ienia, znajduje się dw a punkta przecięcia 
rzeczywiste.

2» Jeżeli R2(l  4 - m2) —  w2 <  0, albo - ■"* „ >  R2,
1 — m2

to jest od leg łość  środka od  prostej jest większa od  prom ienia , dw a punkta przecięcia sg urojone. 
Uważmy zaraz że te dw a punkta sg urojone sprzężone; gdyż, jeżeli w artości na x  sg urojone, one będg 
sprzężone; a poniew aż w artości na y  sg dane za pom ocg  jakiegokolw iek równania ls° stopnia o sp ół- 
czynnikach rzeczyw istych, te w artości będg rów nież sprzężone. ,

2
3° J eże li R 2( l  - j -  m2) =  rP, a lb o  — p — , =  R2,

'  1 - j -  m-

to jest od leg łość środka od  prostej jest rów na prom ien iow i, dw a punkta przecięcia w  jeden  się sch o
dzę ; prosta je s t  styczną (*).

210. W idzim y z tego co  poprzedza, że aby znaleść rów nanie stycznej rów noległej do  jakiejkolw iek 
prostej danej

(4) y  —  m x —  0,

w eźm ie się rów nanie jakiejkolw iek prostej rów n oleg łe j, to jest :

y  =  m x  - f -  n ;

(*) W  geometryi elementarnej linią styczną do okręgu koła, nazywa się linia prosta mająca jeden tylko punkt wspólny 
z tymże okręgiem; punkt ten nazywa się punktem styczności. W  kole linia styczna jest prostopadła do promienia przez 
punkt styczności przechodzącego, i na tej własności polegają sposoby prowadzenia stycznych do okręgów kół. Kolami 
albo okręgami kól stycznemi nazywają się dwa okręgi mające jeden tylko punkt wspólny. Okręgi kół bywają styczne 
do siebie zewnętrznie lub wewnętrznie; w pierwszym razie summa promieni kól stycznych, w drugim zaś razie róż_ 
nica tychże promieni, jest równa odległości środków. Aby opisanie linii stycznej zastosować, uważając jakąkolwiek 
linię krzywą, należy wprowadzić w niem pewne modyfikacye. Wystawiwszy sobie sieczną linii krzywej, obracającą się 
około jednego z punktów przecięcia dopóty, dopóki drugi punkt przecięcia nie zejdzie się z pierwszym, natenczas linia 
sieczna zamieni się na styczną. Linią więc styczną do linii krzywej jest sieczna, której dwa punkta przecięcia się z tąż 
krzywą, są nieskończenie blisko siebie położone, czyli schodzą się z sobą. To opisanie stycznych stosuje się do wszyst
kich linii krzywych, pierwszy zaś opis jest prawdziwym tylko dla linii krzywych stopnia drugiego, nie zaś dla innych 
krzywych, względem których linia styczna w jednym punkcie, może być sieczną w innych punktach. Metoda albo 
sposób stycznych  ma za przedmiot prowadzenie stycznych do krzywych, danych za pomocą równań. Zagadnienie to 
zostało rozwiązane przez D ęscartes ’a, Ferm at’a, Barbow 'a i innych. Rozwiązanie nawet podane przez ostatniego 
może być uważane za źródło, z którego rachunek różniczkowy wypłynął.
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n jest ilością n ieoznaczony; wyrazi się że dwa punkta przecięcia tej prostej z kołem  przystaną do 
siebie, t. j .  że równanie (3) ma dwa pierwiastki rów ne, ma się tym sposobem  równanie warunkowe

n2 =  R2( l  - f  m2),

dajyce wartość szukany na n.

R ów naniem  stycznej do  koła (1), rów noległej do  prostej danej (U), jest w ięc

(5 ) y  =  m x  +  R y/l - f -  w 2.

W id zim y przez to że m ożna zawsze poprow adzić dw ie styczne rów noległe do jakiejkolw iek pro
stej danej.

Można także w ziyć równanie prostej pod  kształtem

z d o s a - j - y w s t a  —  p =  0 ;

ilość p  jest nieoznaczony, lecz «  dane; jestto kyt z częściy dodalny osi odciętych  prostej, której zna 
się kierunek.

Zidentyfikowawszy rów nanie poprzedzajyce z równaniem  (5); albo też, szukajyc przecięcia prostej 
z kołem  i wyrażajyc że dwa punkta do siebie przystają, znajduje się

p  =  ± R ;

równanie stycznej do koła (1) będzie w ięc

(6) icdosa  - j -  y  w s t « z b R  == 0.

W niesiem y z tego ostatniego rachunku że styczna je st  prostopadła do promienia przechodzącego przez 
punkt zetknięcia. W  rzeczy sam ej, w ed łu g  równania (6), od leg łość początku od  stycznej jest rów na R ; 
spodek tej prostopadłej jest w ięc na okręgu koła, jestto tern sam em , punkt zetknięcia stycznej.

I I 0 P u n k t a  k o ł o w e  w  n i e s k o ń c z o n o ś c i .

211. Szukajmy przecięć jakiegokolw iek koła z prosty w  n ieskończoności.

W eźm y równanie jakiegokolw iek koła odniesionego do osi jakichkolw iek

x 2 -\- 2x y  dosG -( -  y2 —  2ax —  2by —|— c  =  0 ;

zróbm y to równanie jed n orod n em  zastępując w  niem spółrzędne x  i y  przez spółrzędne jednorodne
X  V
- ,  | ; on o przybierze natenczas kształt

(1) x 1 -f-  2 x y d os9  -|-  y 2 —  2(ax +  b y ) :  -\- c :2 =  0.

Rów naniem  prostej w  nieskończoności jest z =  0, jak o tern z łatw ością się przekonamy przyla-



(2)
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czając dow odzenie nru (42 ); robiąc z —  0 w  równaniu poprzedzającem , w ypadnie

x i  _j_ y i  _j_ o^ydosO  =  0.

Punkta kota położone na prostej w  nieskończoności są urojone i dane za pom ocą  rów nań

X 2 -\ - y 2 -f-  2 x y d os0  =  0, 

z =  0, '

w  przypadku osi p och y ły ch ; lub za pom ocą

i  i r —
(3)

( 2 = 0 ,

w  przypadku osi prostokątnych.

Pierwsze z równań (2) przedstawia jakiekolw iek k oło  znikające albo dw ie proste urojone

(4) [y  - j -  x (dos0  +  \ C T  w st0)] [y  - j-  x (d o s0  —  y /^ T w stG )] =  0.

Pierwsze z rów nań (3) przedstawia jakiekolw iek koło  znikające albo dw ie proste urojone

(5) (y  - j -  z  \J—  l )  (y  —  x  \ j~ \ )  =  0.

W idzim y że równania wyznaczające punkta koła (1) położone na prostej w  nieskończoności są nie

zależne od ilości a, b , c.

W ię c  : wszystkie kola , położone na jakiejkolwiek płaszczyźnie, przechodzą przez dwa punltta stałe, uro
jon e  i zawsze się przechowują nietknięte i  bez żadnej zmiany w swym pierwotnym stanie do nieskończo
ności; te punkta zostały nazwane punktami kołowemi w nieskończoności.

U w a g a .  Gdy jakakolwiek krzywa drugiego stopnia

A x2 - j -  2B,ry - j -  Cy2 - f  2(Dx - f -  Ey)z -f-  Fz2 =  0,

przechodzi przez punkta kołowe w niekończoności

z —  0, w'1 - j -  y 2 =  0,

ta krzywa je st  jakiem kolwiek kołem.

W  rzeczy samej, na m ocy  przyjętego założenia, dwa równania

/ x 2 - f  y2 =  0,

l  A x2 -f-  2Bxy 4 -  Cy2 =  0, 

muszą mieć też same pierw iastki; co  wym aga żeby było

A =  C, B =  0;
w ię c .......
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111° S t y c z n a  d o  j a k i e g o k o l w i e k  k o ł a  av  j a k i m k o l w i e k  p u n k c i e  d a n y m .

212. Styczna w  jak im kolw iek  punkcie M, jest położeniem  granicy jak ie jk olw iek  siecznej przecho
dzącej przez ten punkt kiedy drugi punkt przecięcia M2 przybliża się nieograniczenie d o  pierwszego. 

N iech będzie rów nanie koła danego.

(1 ) x 1-\-  i/2 +  2x y  dos0 - j-  2aa? 2by - j-  G =  0.

zaś ¡/i; x 2, y.2, spółrzędnem i w zględnem i punktu stałego i punktu ru ch om ego M2.

R ów naniem  siecznej jest

(2) y  — y i = y  ~  — ati);
»¿2 *̂ 1

potrzeba znaleźć granicę stosunku ^  —  kiedy punkt M* zejdzie się z punktem  Mt zostając

zawsze na okręgu koła.

Olóż jeżeli założym y

y-2 =  1/1 +  « 2  =  +  h,

w idzim y że iloraz *

y - ~  y ‘ lub j ,
X<2 —  x t h

jest stosunkiem przyrostka fi, funkcyi y  do  przyrostka h, zm iennej niezależnej x ,  dla wartości 
szczególnej x t na x ;  granicą jest w ięc poch odn a  y  względem  x ,  y  będ ąc funkcyą x  określoną przez 
rów nanie (1).

Otrzyma się, w edług praw idła różniczkow ania funkcyi niewyraźnych

zkad

,   f ' x   x  - j -  y  dos0 - f -  a .
y * f 'y  a;dos0 -\ -y  - ( -  b ’

g r y-i   ?/l _  y> —  Xi ~1~ ?/idosQ - f -  a _
a?2 —  z?i 1 a?jdos0 —j- y 1 —|— b

Równaniem  stycznej do  koła (1), w  punkcie (x it y , ) ,  będzie w ięc

_  g | + ? / id o s 0  +  a , .
a^dos© - j-  -J- b ' 1 ’

z warunkiem
* 1 +  V\ 4 - t2^ i d os0 +  2aa?, - f -  2byt - f  c  =  0.

P o zniesieniu mianownika w  l szem z tych  równań i uproszczeniu rachunku za pom ocą  równania wa
27
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runkow ego, ma się nakoniec na równanie stycznej w punkcie ( x „  j j )

(3) ‘ x {x i - f  2/ id o s 0 +  a) +  2/O idosO  +  y l - f  b) - f  aar, +  by , +  c =  0,

z warunkiem

(3 bis) x\ y\-\- 2a:1y 1dosQ -f -  2aa?i 2by t -J- c  =  0.

Oznaczywszy przez f ( x ,  y ,  z) pierw szą stronę rów nania (1) zrobionego jednorodnem , równanie 
stycznej będzie m og ło  się napisać

x f * x + y r Vx- \ - * r , =  •

213. Kiedy równanie koła jest kształtu 

{li) +  — R * = 0 ,

rów naniem  stycznej w  punkcie (« i y j)  jest

(5) xxx +  yy t —  R2 =  0,

z warunkiem

(5 bis) x\ y\ —  R2 =  0.

Sprawdzim y jeszcze że styczna jest prostopadłą do prom ienia przechodzącego przez punkt zetknięcia.

W  rzeczy sam ej, spółczynnikiem  kątowym  stycznej jest — — ; spółczynnikiem  kątowym  prom ie
ni

nia przechodzącego przez punkt zetknięcia jest • ¡eh iloczyn jest rów ny —  1 ; w ięc te dw ie proste
x t

są prostokątnem i.

1Y° S tyczn e  do jakiegokolw iek  koła  przez jak ik o lw iek  punkt w zię ty  na płaszczyźnie k o ła .

21 li. Przypuśćm y k o ło  odniesione d o  sw ego środka i do  dw óch  osi prostokątnych; jeg o  równanie 
będzie zatem

(1) X2 +  y 2 —  R2 =  0.

N iech będą x 0 i y 0 spółrzędnem i punktu danego P ; x u y u spółrzędnem i punktu zetknięcia jakiej
kolw iek ze stycznych. R ów naniem  stycznej w  tym punkcie jest

x%i +  y y i  —  R2 —  0;

w yraźm y że ona przechodzi przez punkt P , wypadnie

x oXi - } -  M i  —  h 2 —  0 ;
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ma się nadto równanie w arunkow e

x\-\-y\  —  R2 =  0.

2 1 1

Spółrzędne nieznane punktów  zetknięcia będą dane przez te dwa ostatnie równania, które stanę 
się, znosząc skaźnik 1  :

i x x 0 +  y y 0 —  R2 =  0 ,
(2)

( X 1 _}_ y*  —  R2 —  0.

W yrugow aw szy y  m iędzy temi dw om a równaniam i, otrzyma się równanie

(3) x \ x ,  +  y j) -  2R % 0r  - f  R 2(R2 -  ys0)  =  0,

które wyznaczy odcięte punktów  zetknięcia.

Poniew aż jakiejkolw iek w artości na x  odpow iada jedna tylko wartość na y , wynika ztąd żc przez 
jakikolwiek punkt w zięty  na płaszczyźnie jakiegokolwiek koła , można zawsze poprowadzić dwie styczne 

do tego koła.

R zeczyw istość pierw iastków  rów nania (3) zależy od  znaku wyrażenia

R 44  —  R2(R2 —  ylj) (x l  - f  y l),
albo

1° Jeżeli x\ 4 - y l  _  R 2 >  o, albo OP >  R,

to jest jeżeli punkt jest zewnątrz koła, dw ie styczne są rzeczywiste.

2° Jeżeli x l - \ - y l —  R 2 <  0, albo OP <  R,

to  jest jeżeli punkt jest wewnątrz koła, styczne są urojone, są to dw ie proste urojone sprzężone, dwa 
punkta zetknięcia są dw om a punktam i urojonymi sprzężonymi.

3° Jeżeli a j j - j -y * — R2 = 0 ,  a lbo OP =  R,

to jest jeżeli punkt jest na kole, dw ie styczne scbodzą się z so b ą ; w idzim y przez to żc j a k a k o l w i e k



styczna w  jak im kolw iek  punkcie koła jest istotnie przystawaniem do siebie dwóch stycznych wychodzą

cych z tego punktu.

215. Można uw ażać równania (2), to jest

i x x 0 - f  y y 0 — R 2 =  0,
( 2 )

I X2_j_ y 2 _ R i = 0 ,

jako przedstaw iające dw a m iejsca geom etryczne, a szukane punkta zetknięcia znajdą się na prze
cięciu  tych  d w óch  krzyw ych. Drugie z tych  równań jest rów naniem  koła da n ego ; pierwsze przed
stawia jakąkolw iek prostą, ta prosta jest w ięc cięciwą zetknięć. W idzim y że cięciw a zetknięć jest 
zawsze rzeczywista, jak iem kolw iek  bądź by łob y  położenie punktu P : ta w łasność w ypływ a p o  prostu 
z uwagi że dwa punkta zetknięcia, gdy  one są urojone, są urojone sprzężone.

2 1 2  r o z d z i a ł  i .

Za układ równań (2) m ożna podstaw ić układ rów now ażny 

(3)
( +  y 7 —  x x 0 —  y y 0 —  0,

( x z - f  y z —  R2 = ,  o,

jeżeli się uważa x  i y  jak o n ieznane; l szo by ło  otrzym anem  odejm u jąc równania (2) stronam i. Punkta 
zetknięcia będą jeszcze na przecięciu d w óch  krzyw ych przedstaw ionych przez te równania : 2sio jest 
rów naniem  koła  danego, l sze jest rów naniem  koła w ykreślonego na od leg łości OP jak o średnicy.

V° R ó w n a n i e  s t y c z n y c h  p o p r o w a d z o n y c h  p r z e z  j a k i k o l w i e k  p u n k t  d a n y .

216. Przypuśćm y k oło  odniesione do sw ego środka i do dw óch  osi prostokątnych :

(1) a;a -|- i/2 —  R 2 =  0 ;

i n iech będą a, 6, spółrzędnem i punktu danego.

W eźm y rów nanie jak iejkolw iek  stycznej rów n oleg łe j do jakiejkolw iek prostej danej, to jest 
rów nanie nrn [210]

y  =  m x  ~+~ R \Jl - ) -  m2; 

i w yraźm y że ta prosta przechodzi przez punkt (« , 5), co  daje

6 =  ma. +  R \/l -|- tc2.

To rów nanie, zrobione w ym iernem  i uporządkow ane w zględem  tc, stanie się

(2) tc V  ~  R2) —  2«&n - f  —  R5 =  0 ;

to równanie daje spółczynniki kątowe dwóch stycznych poprowadzonych do koła (1) przez punkt (a , 6)
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O tóż, je że li x  i y  są sp ó łrz ę d n e m i ja k ie g o k o lw ie k  pu nktu  ja k ie jk o lw ie k  z ty ch  styczn y ch , m a się

x —  a

ta w artość spółczynnika kątow ego musi sprawdzać rów nanie (2 ); znajduje się , po tern podstawieniu :

(3) [y  —  6)2(o2 —  R 2) —  2«ę (x  —  «) (y  —  6) - f  [x  —  <*)2(62 —  R2) =  0.

Mamy tym sposobem  związek m iędzy spółrzędnem i x  i y  jakiegokolw iek punktu jakiejkolw iek 
ze styczn ych ; jestto równanie stycznych poprowadzonych do koła (1) przez punkt (a, 6).

R ów nanie (3) rozw inięte, staje się

x 9- ( f  —  R-) y 2(a2 —  R 2) —  o2R2 —  62R2 —  [2a?xy  —  252Rhj —  2«R 2.r] =  0;

otóż , to rów nanie m ożna jeszcze napisać :

x V  +  —  R2) +  y V  +  S2 —  R‘2) —  R2(a2 - f  62—  R'2) =  <*2x 2 +  i 2/ /2 +  R ‘ - j -  2a£xy —  ‘¿aYAc —  26R2y ; 

sprawdza się w tedy łatw o że rów nanie (3) m ożna sprowadzić do kształtu 

(3 bis) (x2 - f  y 2 —  R2) (a2 +  62 —  R2) —  («® +  6y —  R2) 2 =  0.

217. Jeżeli punkt (« , (!) jest na kole, ma się « 2 -f -  62 —  R2 =  0 , i równanie (3 bis) daje

( « z  +  6y -  R'2)2 =  0 ;

to jest że styczna w  jakim kolw iek punkcie jakiegokolw iek koła jest przystawaniem do siebie dw óch  
stycznych w ychodzących  z tego punktu.

Jeżeli punkt (« , 6) jest środkiem  koła, ma się «  =  0, 6 = 0 ;  równanie kw adratowe stycznych 
staje się natenczas

X1 +  y 2 =  0 ;

są to dw ie proste które wyznaczają punkta kołow e w  nieskończoności, jak o tern nas przekonyw a 
dow odzen ie  ścisłe nru [211]; środek jest w ięc  przecięciem  się d w óch  stycznych których spółczynni- 

kam i kątow ym i są +  V—  1 > c ięciw ą zetknięcia jest prosta w  n ieskończoności; punktami zetknięcia 
są punkta kołow e w  n ieskończoności. Zobaczym y poniżej że te proste są assymptotami koła.

Y I °  P o t ę g a  j a k i e g o k o l w i e k  d u n k t u  w z g l ę d e m  k o ł a .

218. W eźm y rów nanie ogólne koła

(1) x 2 -)-  y 2 +  2 x y d os0  - f-  2ax +  2by - j -  c  =  0 ;

jeżeli x 0, y 0 są spółrzędnem i jakiegokolw iek punktu P płaszczyzny i gdy się podstaw i ich wartości
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w  l siei stronie równania koła , w yrażenie

(2 ) +  Ul +  2x0y 0dos& -J- 2a.r0 - j -  2by0 -f-  c

jest nazwanem  potęgą punktu (x0, y0) względem koła.

D ow iedziem y że

Potęga jakiegokolwiek punktu względem koła je s t  równą kwadratowi stycznej poprowadzonej z punktu 

do tego ko ła ;

lub inaczej : Kwadrat stycznej poprowadzonej z jakiegokolwiek punktu do jakiegokolwiek koła jes t  
równym pierw szej strom e równania kota, iv której się zastąpi spótrzędne zmienne przez spółrzędne punktu, 
byle tylko można było otrzymać sprowadzonerni do jedności spółczynniki kwadratów zmiennych.

W  rzeczy sam ej, «  i S będąc spółrzędnem i środka koła a R  jeg o  prom ieniem , pierwszy stronę

równania (1) m ożna, w edług nru [206], położyć p od  kształtem tożsam ościow ym  :

+  2/2 - j-  d o sG -f-  2ax-\~ 2by - } - c  =  (x  —  a)2-[-(* / —  S)2- j -  2 [ x — ujfy—  6)dos0 —  lt2; 

otrzyma się w ięc, zastępując x ,  y ,  przez x 0, y 0 : 

a j — yl  - f -  2jCoyodos0 -|- 2aa.'0- j -  21>z/o —[— c  =  (a;0 —  « )2 "j-  (ł/o —  “j-  2(x0 a) (ł/o 6)dos0 R-.

Otóż, I będąc punktem zetknięcia stycznej poprow adzonej z punktu P , m a się :

CP2 =  [x0 —  a )2 +  (y0 —  6)2 +  2(ar0 —  «) (y0 —  g)dos 0,

PI2 = C P 2 —  R2;
w ięc

(2) PI“ — x l~\- yl~\~ 2^0̂ 0dos 9 - j -  2a#0 - ¡ -  2by„ -}-  c ;

C. B. D. D.

219. T o  tw ierdzenie pozw oli nam rozwiązać bezpośrednio zagadnienie następujące :

Znaleźć miejsce punktów których stosunek odległości do dwóch kół je s t  stałym.

R ozum iem y tu przez o d leg łość  jakiegokolw iek punktu do jak iegokolw iek  koła długość stycznej
poprow adzonej z tego punktu do koła.

Niech będą równania dw óch  kół

-j-  y*1 -\- 2x?/dos0 2a,r -J- 2by - j -  c  =  0,

^  + !/ '  +  2 «y d o s0  %';x-\-1hly - j -  c , =  0 ;
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niech będg x  i y  spółrzędne jak iegokolw iek  punktu M m iejsca, takiego żeby było

m i2= /o - .M T r

W edług  twierdzenia p oprzedn iego  ta rów n ość da zwigzek następujgcy :

x 2 -|- z/2 —)— 2a:?/dos0 —J— 2aa; —j— 2by -j-  e =  /5:2(a;2 — y 2-\- 2 x y d o s 0 -j-  2apc-|- 2b ,y  4 c i >

jestto zwigzek m iędzy spółrzędnem i jak iegokolw iek  punktu m iejsca, je s t  to w ięc róivnaniem miejsca. 

Można położyć to rów nanie p od  kształtem

(3) z 2 4 * / 2 +  2 ^ d o s 9 - f  2 a4 = ^ *  +  2 ! i = M  y  +  ^ = ^ = 0 ;

w idzim y że miejscem  jest jakiekolw iek koło.

VIIo S t o s u n e k  w  k t ó r y m  j a k i e k o l w i e k  k o ł o  d z i e l i  o d c i n e k  d a n y .

220. W eźm iem y rów nanie koła pod kształtem

(1) x 2 +  y2 —  R2 —  0.

Niech będg y j)  i M2(x 2, yjj k oń ce od cin k a ; spółrzędne x  i y  jakiegokolw iek punktu dzie-
HYlcy

lgcego ten odcinek  w  stosunku — , będg  w edług nrów [52] i [53]
Tri,

(2 )

gdzie

(2 bis)

 m ¡x¡ 4 "  mxc-i
m¡ 4 -  mi

_  milh +  w ay-2
m, 4  mi

w 2  MiM ^
mi MM2

Jeżeli punkt M jest jakim kolw iek punktem  koła, w artości (2) muszg sprawdzać równanie (1) tego



kola, co  daje

(m ,x, m.2x f  -f-  +  m ,y ,)2 —  R2(m, - f  m2) 2 =  0 ;

2 1 6  R O ZD ZIAŁ I .

albo, porzędkujęc względem

(3) +  V\ —  R2) +  2m,r??2(* ,x 2 -\- y ,i/2 —  R-) - j -  m2(x* -|-y* —  R2) =  0.

To równanie wyznaczy wartość stosunków

mo ., M,M
— aIbow 1 MM2

w których koło (1) dzieli odcinek M,M2.

221. Z równania (3) w ypływ a w iele następstw w ażnych.

1° K iedy prosta M,M2 jest stycznę do koła , dw a stosunki staję się rów n e, poniew aż dwa punkta 
M i M' schodzę się z s o b ę ;  przeto rów nanie (3) musi m ieć dwa pierwiastki rów ne. Ma się w tedy :

(x ,x 2 +  y ty 2 -  R2)2 -  {x\ +  y\ -Y V ) (:Ą  +  y\ -  R2) =  0.

O tóż jeżeli uważamy x 2 i y-i ja k o  zm ienne, a x , i y l jak o stałe równanie

(U) (x 2 +  i/2 -  R2) (x\ + y \ -  R2) -  (xx, +  y y t -  R 2)2 =  0

da zwięzek m iędzy spółrzędnem i x  i y  jak iegokolw iek  punktu stycznych poprow adzonych  d o  koła 
przez punkt M ,; będzie to równaniem stycznych poprowadzonych przez punkt (x ,, v ,).

Znajdujem y tym sposobem  rów nanie (3 bis) nru [216].

2° Przypuśćm y że dwa pierwiastki rów nania (3) sę rów ne i znaków przeciw n ych ; otrzyma się
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l.o jest że dw ie pary M,, M2; M, M ', tworzę, układ harm oniczny.
Ma się wtedy związek

+  M i  —  R2 =  O,

albo, uważając x 2 i y., jako zm ienne,

(5) x.Vi - j -  y y t —  R- =  0.

T o równanie daje m iejsce punktów  M2 sprzężonych z punktem stałym M, w zględem  dw óch  
punktów  przecięcia, z kołem , jak iejkolw iek  siecznej przechodzącej przez punkt Mt.

Rozpoznajem y równanie cięciw y zetknięć stycznych poprowadzonych do koła przez punkt yj).

§ III. —  PRZEGIĘCIA KÓŁ.

1° P r z e c i ę c i e  s i ę  d w ó c h  k ó ł .

222. N iech będą równania dw óch  kółj

G =  x l -f-  y -  -f- 1 x y  dos9  - j -  2a,r -\- 2by - j -  c =  0,

C j—  X" -j— y -  - ) -  2an/dos0 -)-  2a1x  - f  2b ,y  —|- c t =  0 ;
\ 0

spólrzędne punktów  przecięcia są w artościam i na x  i y ,  sprawdzającem i te dwa równania albo 
kom binacye tych dw óch  równań.

Zróbm y jednorodnem i równania (1) co  daje

G =  x 2 - j -  y 1 -f-  2x y  dos0 - j-  2aa.“z -\- 2byz -|- c z2 = z  0,

(2)
G, =  x'1 y'2 - ( -  'lxy  dos9  - j-  2apcz -)- 2b ,yz - (-  c,z2 =  0;

odejm ijm y stronam i, wypadnie

z{ 2 (a —  a j «  +  2(b —  b,)i/ +  (c  —  c , ) z } =  0.

Punkla przecięcia są w ięc na jednem  z kół danych, i na jednej albo drugiej z dw óch  prostych

2 (a —  a,)a  +  2(b —  b j)y  +  (c  —  c ,)z  =  0.

Pierwsza z tych prostych jest prosta w n iesk oń czoności; ona daje punkta kołow e w n ieskończo
n ości; te punkta należą, w  rzeczy sam ej, do wszystkich okręgów  kół.

Druga prosta wyznaczy punkta leżące, ogóln ie , w  od leg łości sk o ń czo n e j; nazwano ją  osią p ie rw  i as tną 
dwóch kół. Ta prosta jestj zawsze rzeczywistą, nawet gdy się koła nie przecinają; a lbow iem  w tedy

28
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punkta przecięcia , w  od leg łości skończonej, sy u rojonem i sprzężonem i; ow oż wiemy że prosta prze
chodząca przez dwa punkta u rojone sprzężone jest rzeczywisty.

Rów naniem  osi pierwiastnej dw óch  kół (1) jest w ięc

(3) A  =  C —  C, =  2(a —  a,kr -|- 2(b —  l),)y -( -  c  —  c, =  0.

223. Roztrząsanie przecięcia się dwóch kół.

Odnieśmy dwa koła d o  dw óch  osi prostokątnych, b ioryc środek jed nego  za poczytek, a liniy 
środków  za oś odciętych , równaniam i dw óch  kół będy w tedy

x 2 +  y 1 —  II2 =  0, 
W

(x  —  - j -  y* —  r2 =  0.

O dejm ujyc te równania stronam i, otrzym uje się
/

,  d2 - f -  R2 —  y - .
(5) a, ’

jestto rów nanie osi pierw iastnej; w ypada z tego że oś pierwiastna dwóch kół je s t  prostopadłą do linii 
ś r  odkuto.

Podstawiwszy w artość (5) na x  w  1SZ('IU z równań (i) , ma się

„ _  M 2R2 —  [d2 -{-  11* — r2)2 
V ~  -----------------y p ------------------- ’

w artość która będzie m ogła się p o łożyć  pod  kształtem następujycym

_  (d +  n  +  r) {d +  R - r ) ( d  +  r -  R)(>• +  R -  d) 
w  y  —  ud-i

Jakiejkolwiek wartości rzeczywistej albo urojonej na y  odpow iada, w edług równania (5), jakakol
wiek w artość rzeczywista albo urojona na x ;  kwestya jest w ięc  sprow adzony do dyskusyi równania (6). 

Otóż można zawsze dobrać osie w  sposób taki żeby było

d >  0 i R >  r ; 

wtenczas pierw szy i drugi czynnik na y 2 sy dod a tn e ; i d osyć będzie nam się zajyć znakiem iloczynu

(r  - f  d —  R) [r  - j -  R  — d).

1° Aby w artość (6) na y  była rzeczyw isty, trzeba i dosyć jest aby iloczyn poprzedzajycy był 
dodatnym ; co  będzie m iało m iejsce jeśli się ma jednocześn ie

\ r  - f  d  —  R  >  0 , r  - f  d — Ił <  0,
) albo
l r  —  d - f -  II >  0 ; r  —  d - f  R <  0.
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Ostatnie założenie nie m oże b y ć  przyjętem , gdyż dodając dw ie n ierów ności, otrzym uje się 2r <  0 ; 
co  nie może m ieć miejsca. W ię c  aby w artości na y  były rzeczywiste, trzeba i dosyć jest żeby było

/ d <ż R, — r ,
(7 )

( d >  R —  r ;

to jest ze odległość środków musi być mniejszą od summy promieni, a większą od ich różnicy.

2° W artości na y  będą rów nem i, a lbo zerami, jeżeli ma się

d =  R  - j -  r,
(8)

( albo d —  11 —  r\

w 1*0™ przypadku, koła są styczne zew nętrznie;  w  drugim przypadku, one są styczne wewnętrznie.

3° W artości na y\ są urojone, kiedy dwa czynniki będą  znaków przeciw n ych ; co  będzie m iało 
m iejsce jeżeli

i d >  R - j -  r,
(9) ( albo d  <  R  —  i’ ;

w  l szym przypadku, koła są zewnętrzne, w  drugim  wewnętrzne.

22h. Rozbierzmy przypadek w którym dwa koła są spółśrodkowe.

Rów nania jed norodne tych dw óch  kół będą m ogły  się napisać

i ^  4 -  i/2 —  R2z2 =  0,
( 1 0 )

' ( - f  ?/2 —  Rfz2 =  0.

O dejm ując stronami te dwa równania, w ypadnie

(R2 — R ,)s2 —  0, albo z2 =  0 ;

są to równania prostych, przechodzących  przez punkta w spólne dw om  kołom . W idzim y że punkta 
przecięcia, które w przypadku ogólnym  są w  od leg łości skoń czonej, schodzą się wtedy z punktami 
kołow ym i w  n ieskończoności. T o się rozpoznaje jeszcze uważając że oś pierw iastna, w edług rów na
nia (3) nru [222J

2(a —  a ,)x  - j -  2(b —  b ,)y  +  (c —  c ,)z =  0,

schodzi się z prostą w  n ieskończoności kiedy (a —  a,) i (b —  b,) stają się zeram i.

Owa okręgi k ó ł (10) są w ięc  styczne jed en  do drugiego w  dw óch  punktach, albo podw ójn ie  
styczne; punktami zetknięcia są punkta kołow e w  n ieskończoności; cięciw ą zetknięć jest prosta 
w  n iesk oń czoności; styczne (a lbo assymptoty koła) mają na rów nanie

( i i )  X 1  - f -  y ‘2  ~  ° ;



otrzym uje się je  rob iąc z =  0 w  równaniu jednego z kót. Jestto także rów nanie jakiegokolw iek koła 
znikającego, stycznego do d w óch  k ół.

2 2 0  ROZDZIAŁ I .

I I 0 W ł a s n o ś c i  o s i  p i e r w i a s t n y c i i .

225. W idzieliśm y w  nrze [222], że rów naniem  osi pierwiastnej dw óch  kół 

i G =  x l - f -  y 2 - f-  2 xy  d os  9 - j-  2ax -( -  2by —j— c  =  0,
( ! ) ( G, =  x 2 -f -  y2 -|- 2 x y d o s9  -f-  2apr-|- 2b ,y  - ( -  c , =  0.

jest
(2) C — C, =  2(a — a,)zc -f-  2 (b  —  b ,)y  - j -  c —  c, =  0.

Oś pierwiastna je s t  miejscem punktów z którego można poprowadzić do dwóch kół styczne równe. 

Szukajm y, w rzeczy sam ej, m iejsca pu nktów  M ok reślon ego przez związek

MT =  M T,.

Ma się, na m ocy  nru [218]

MT2 =  G =  x 2 y2 +  2 x y d o s9  -f- 2ax -|- 2by 4 -  c ;

MTi =  Cj =  x 2 —(- y l —(- 2x g  d os9  -)-  2apc -)-  2 b ,y  cp

zkąd;wypada
C =  Cł? albo C —  C, =  0 ;

jeslto  dokładnie rów naniem  osi p ierw iastnej.

226. Osie pierwiastne trzech kół przecinają się w jedn ym  punkcie.

Niech będą, przyjm ując znakowania poprzedza jące,

(3) C, =  0, C.2 =  0, C3 =  0

równania trzech k ó ł; równaniam i osi pierw iastnych będą

dla 28'°s° i 3cies° k ół I Ai =  C.2 —  C3;

dla 3cies° i l szos° kół : A 4 =  Gs —  G ,;

dla l szes° i 2sIes° kół ; A 3 =  C, —  C2.
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Otóż, te trzy proste są zbiegające się ; gdyż, doda jąc ich trzy równania, ma się

A ,  - f -  A 2 - ) -  A 3 —  0,

to jest że równanie jednej z prostych jest następstwetn dw óch  in n ych ; albo, spółrzędne punktu 
w spólnego prostym  A2 i A 3, na przykład, sprawdzają równanie prostej A ,.

2 2 7 . K iedy wiele kół przechodzi przez dwa punleta stałe, ich cięciw y przecięcia z któremkolwiek kołem  
danem przechodzą przez jakikolw iek punkt stały.

Jeśli równaniam i dw óch  k ó ł, przechodzących  przez dwa punkta stałe są

C, =  0, C2 =  0, 

równaniem  jakiegokolw iek koła przechodzącego przez dw a teżsame punkta będzie

C, - f  XC2 =  0,

albo, sprowadzając do jed n ości spółczynniki kw adratów  :

C' =  £ l± ^  =  0 ;
1 + A

gdyż to koło przechodzi w idocznie przez dwa punkta w spólne k ołom  G! i C2, to jest przez dwa 
punkta dane.

Niech będzie teraz jakiekolw iek  koło stale G, którego równaniem  jest

(5) G =  0 ;

oś pierwiastna dw óch  kół (4) i (5) będzie miała na równanie

C' —  C =  0, albo C* +  ;C j  _  c  —  o ;
1 - f - ).

albo nakoniec

(6) (G, —- G) —j— ż(C2 —  C) =  0

ta prosta przechodzi w idocznie, jakiem kolw iek bądź by łob y  X, przez punkt stały

C, —  C =  0, C2 —  G —  0 ;

przecięcie się osi pierwiastnych kół Gt i C, C2 i G. ,

2 2 8 . Styczna, poprowadzona do jakiegokolwiek kola przez jakikolwiek punkt wzięty na okręgu drugiego  
koła, jes t  średnio proporcyonalną między odległością środków i podwójną prostopadłą spuszczoną z tego punktu 
na oś pierwiastna dwóch kół.

Dwa koła będąc odniesione do dw óch  osi prostokątnych, ich równania będą m ogły się napisać

i C =  x 2 -J- y2 —  2a,c —  2by  - j -  c =  0, 

i C, =  a;2 - j - y 2 — 2 3 ^  — 2 b , y + c i =



222 ROZDZIAŁ I .

a rów naniem  osi pierwiastnej d w óch  k ół będzie

A =  G —  C, =  2 (a, —  a )x  -|- 2(b, —  b)y  -|- (c, —  c) =  0.

Odległością MP jakiegokolw iek punktu M płaszczyzny od  osi pierwiastnej A  jest

MP =  — , L ~ -£ ‘--------
2 \/(a, —  a)'2 - j -  (b , —  b )_

otóż, jeżeli O i O, są środkam i d w óch  kół, i jeżeli MT i MT, są stycznemi poprow adzonem i z punktu M 

do d w óch  k ó ł, ma się

0 0 ,  = .  \/(a -  a,)2 —J— (b — b)-; MT2 =  C, MTi =  G ,;

związek poprzedzający daje w ięc  .

MT2 —  MTi =  2MP.Ó0^;

b iorąc różn icę zawsze dodatną.

Przypuściw szy punkt M na kole C ,, ma się jak o przypadek szczególny, podanie w ysłow ione :

M T 2 =  2M7P '.0 0 , .

IIP S t y c z n e  w s p ó l n e  d o  d w ó c u  k ó ł .

229. N iech będą dwa koła odniesione d o  dw óch  osi prostokątnych, m ające na równania

(1) (*  —  a )J +  (y  —  b)2 —  R2 =  O,

(2) ( x  —  a,)2 +  (y  —  b ,)2 —  R * = 0 .

Jakakolwiek styczna do koła (1 ), to jest jakakolw iek prosta której od leg łość od  środka (a, b) jest 
równą R , będzie miała na równanie

(3) (x — a)dosa-f-(y — b)wsta —  R = 0

«  je s t jakąkolw iek ilością nieoznaczoną. W yraźm y że ta prosta jest styczną do drugiego okręgu koła ,



to jest że od leg łość środka (a „  b ,) od  tej prostej jest rów nę R , ;  ma się tym sposobem  równanie 
w arunkow e

(U) (at —  a )dosa  -(-  (b , —  b)wst<* —  R =  +  R,.

W ycięga jęc z tego rów nania w artość na ws t «  i d o s «  potem  podstaw iając w artości otrzymane 
w  równaniu (3 ), znajdzie się równania stycznych w spóln ych .

Przed w ykonaniem  tego podstaw ienia, skom binujm y rów nania (3) i (4), ode jm u jęc  od  l««s<> p ołow ę 
drugiego, utw orzy się tym sposobem  rów nanie w ięcej sym etryczne

(  a - f a A ,  , /  b - f - b A '  , R ± H ,(5;  I z ---------d o s « + ( y ------------------ Z C _ ‘ w s t « = — - —  •
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Otóż przedstawiwszy przez d2 od leg łość środków , to jest założywszy

(6) di =  (a, —  a)2 -f-  (b, —  b )2,

w yprow adzi się ze zw ięzku (U)

(  d*w st«  =  (1), —  b) (R  ±  R,) +  (a, -  a) sjd- —  ( R ±  R J2,

( d2dosa  =  (a, —  a) (R  ±  R .) —  (b, —  b) \/d* —  (R +  R,)'2.

Podstawiając te w artości w  rów naniu  (5), znajduje się ostatecznie na rów nania stycznych w spólnych  -

L  _  [(a, -  a)(R ±  R.) -  (b , -  b ) v/rf2 - ( R ± l t 1)2] )

(7) V

M y -  Kb* -  b ) < R ± R 1) +  (a, -  a) -  (R ±  R,

( x  -  [(a, -  a)(R  ±  RJ +  (b , -  b ) \^2 -  (R  ±  « i ) 2] '

/ ’U l U\ i 2
+ ( . y  -  - ^ 4 ^ )  [(Ib —  b )R  ±  R t] —  (a, —  a) \ld2 — (R ±  l i , )2] )

znaki wyższe i niższe pow inny być  wzięte razem. Ma się w ięc cztery styczne w spólne. Rzeczywistość 
stycznych zależy od  znaku ilości [d2 —  (R ±  R ,)2].

230. Rów naniem  linii środków  jest

x  —  a  y  —  b .
(8 ) a b , —  b ’

przecięcie się tej prostej ze stycznem i w spólnem i da środki podobieństwa aiuóch kół. Lecz, jeżeli się 
żęda w yznaczyć te punkta, będzie daleko prościej szukać w prost przecięcia się prostych  (5) i (8), 
m ajęc w zględ na zwięzek (4); znajduje się tym  sposobem  bardzo łatw o, że spółrzędnem i środków  
podobieństw a d w óch  kół sę

a,R ±  alt,
x  =  ■

R ± R ,
(9) ; b ,R  ±  b R j . 

R ±  R , ’
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wartości które można napisać zaraz, uważając że środki podobieństw a dzielą odcinek  utw orzony przez 
środki w  stosunku prom ieni i zastosowując w zory nru [52].

§ IV. —  BIEGUNOWA PUNKTU W ZGLĘDEM  KOŁA.

1° O k r e ś l e n i e  i  r ó w n a n i e  b i e g u n o w e j .

231. Przez punkt stały, P, wzięty na płaszczyźnie koła, prowadzi się jakąkolwiek sieczną która spotyka 
koło w punktach A i B ; na tej siecznej bierze się punkt M taki że

m  A  =  J L  +  _ L -
y ’  PM PA PB ’

miejscem punktów  M jes t  linia prosta, którą nazwano b i e g u n o w ą  p u n k t u  P.

W reszcie , przytaczając dokładnie rozum ow anie użyte w  nri[e [83], z łatw ością się sprawdza że zw ią
zek (1) można jeszcze p ołożyć pod  kształtem

(2) M A  _j_ o.
y ’  PA  ^  PB

232. Niech będzie

(1)

przenieśm y osie rów noleg le  do ich p ierw otnego położenia  z punktu O do punktu P ; zakładając

/  X  =  X 0 - f -  X ',

{ y = ł / o  +  u ,

jeżeli x 0 i y 0 są spółrzędnem i punktu P. Rów nanie kola staje się wtedy :

x '2 + y " 2+  2 z :y d o s 0  +  2x'(x0 - j -  z/0d o s0 —|— a ) - j -  2 //(.rodos0 -]- y 0 4 - 1'))

+  +  Vl +  2.ro!/odos0 - f  u2aa-0 +  2b//„ +  c
= 0 ;

równanie koła

_ j _  yi  _ j _  2xydos0 2ax - j -  2by  —(— c =  0 ;



oznaczym y przez C0 wyraz niezależny.

N azw aw szy p o d le g ło ś ć  now ego początku P o d  ja k ie g o k o lw ie k  punktu ( x ' , ?/') s ieczn ej PM ; 
m ożna  za łożyć

x' —  Xp,

KOŁO SPÓŁRZĘDNE K A R T E ZY A Ń SK IE . 2 2 5

(’>)
y —  w>>

X i p są stałemi nru [84]. Oznaczmy przez p, pt, p2, d ługości odcin k ów  PM, P A , PB , związek ( l )  
nru [231] stanie się

(5) 2 =  1+ 1.
P Pi P i

Otóż wartości p, i p2 otrzym ają się zastępując x' i y' przez w artości (4) w  równaniu (3); znajdzie 
się tym sposobem

X2 -|— pr - j-  2Xp. dosG -]—  [X(#o +  yodosG - j-  a) —(- p+ idosO  +  */o +  b)] -j— ■— =  0 ;
P ' P

zkąd wypada

 1------—  —  ¡7  [A(*o “ 1" y o < lo s0 -f a) p + d o s  0 +  y„  +  b)].
Pl p-2 Łi0

Związek (5) staje się w tedy

(6) i - f -  1  [/.(a-o +  yodosG —f— a) —j— f»(a/odos0 - f  - y 0 +  b )] =  0.
p

Spółrzędne jak iegokolw iek  bądź punktu m iejsca sprawdzą równania (5) i (6) i wszelkie połączenie 
tych rów n ań ; one sprawdzą szczególnie połączenie otrzymane rugując X i ¡¡., co  prowadzi do

(7) x\ x 0 - f -  y odos0 -f-  a) +  y '+ ,d o s 0  y 0 b) - f -  C0 =  0.

To rów nanie dające związek m iędzy stałemi i spółrzędnem i x ' i ¿/' jakiegokolw iek punktu m iejsca, 
będzie rów naniem  m iejsca punktu M ; w idzim y że tern m iejscem  jest linia prosta.

A by otrzym ać rów nanie tej prostej w zględem  osi pierw otnych, potrzeba zastąpić x' przez (x  —  x 0) 
a y' przez [ y — y 0) ;  znajdzie się, w ykonaw szy wszystkie uproszczenia :

(8) x {x 0 - j -  y 0dos 0 -{ -  a) +  y + d o s ©  - j-  y„ +  b) +  ax0 - ( -  by 0 +  c =  0.

Uważm y że jeśli się zrobi jednorodną pierwszą stronę równania (1), tak że

(9) C =  x 2 - j -  y~ +  2 x y  dos0 +  2a,rz -f -  2byz +  cz2 =  0 ; 

równanie b iegunow ej punktu (x 0, y 0) będzie m og ło  się napisać :

(10) x c x + y C ' yo- f < o= o .
29



Uwaga I. W id zim y że b iegu now a jest c ięciw y  zetknięć stycznych poprow adzonych  do koła z punktu ■ 
{ x0, y 0), w edług dow odzenia nru [215].

U w a g a  II. Kiedy punkt ( r 0,  y 0) jest na kole, biegunow a schodzi się ze styczny w tym  punkcie, n a  

m o cy  dow odzen ia  nru [212],

233. Można także znaleźć rów nanie biegunow ej b ioręc za punkt w yjścia zawiązek (2) nru [231 ], to jest

(11) —  - f  Mi? —  o.
1 1 AP  BP

2 2 6  R O ZD ZIA Ł  I .

Oznaczmy przez x 0 i y 0 spółrzędne punktu P ; x  i y  spółrzędne punktu M, i —  którykolw iek zemt

stosunków  w których koło

(12) X"1- - f -  y 2- [- 2 x ;/d os9  - j -  2ax  -|- 2by  -)-  c  =  0

dzieli odcinek  PM. Spółrzędnem i punktu A będę.

mtx  -f-  w -2-P m \H - p  u ■
' >ni] - j -  m.2 ’ m, - j -  m2

one inuszę sprawdzać równanie (t2) koła , otrzymą się w tedy

(m{x  -f- - f  (mty - f  m2y0f  - f  2[mlx  -)- m.2x0) (rn ĵ -p m.}t/0)dos 0\
(13) = 0 .

- f  2a(»i, - ( - m.2)(m ,x  - j -  m2x 0) - f  2b(m 1 - j-  w 2) ( m{y  - p m2y v)  - f -  c(mi - f -  m-in

T o  równanie wyznaczy w artości stosunku ~ 2: dw a pierwiastki dadzę co  do w ielkości i znaku1
mi

stosunki ¡y.y; otóż w edług z więź ku (11) summ a tych w artości musi- być- zerem. Otrzyma się
A r  u i

w ięc równanie b iegunow ej punktu (x0l y 0) rów najęc z zerem spółczynnik iloczynu nt^n, w  rów na
niu (13) ;  znajduje się.tym  sposobem

(ló ) x [x a - p  y 0d os9  - p  a) - p  y(a,-0dos9 - p  y v - j -  b) - p  aa;0.^ - by0.-j- c  =  0 ;

równanie tożsam ościow e z równaniem  (8),

23ó. Gdy równaniem koła jest

('15) - * 2 +  y l -  B'2 =  0,
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rów nanie biegunow ej punktu (x0, y 0) staje się

(16) XX() - j -  y y 0 —  Ii'2 =  0 ;

rozpoznaje się równanie c ięciw y zetknięć stycznycli poprow adzonych  z punktu (¿r,,, y j) .

11° W ł a s n o ś c i  i  w y k r e ś l e n i e  b i e g u n o w e j .

2 3 5 .  Biegunowa punktu je s t  prostopadłą do średnicy przechodzącej przez ten punkt;  a iloczyn od le- 
■ głości środka od bieguna i od je g o  biegunowej je s t  równy kwadratowi z promienia.

W eźm y, w  rzeczy  samej, równanie koła pod  kształtem]

(1) .z* +  y -  —  R2 =  0 ; 

i biegunow a punktu ($0) y 0) jest

(2) < x x 0 +  y y 0 —  IR =  0.

Prostopadła spuszczona ze środka O

y  =  -  x ,x 0

ona przechodzi w idoczn ie przez punkt P. 

Odległością punktu O od biegunow ej jest

R2
Oł =  — ; otóż OP s jx l  -I- l/ l;

\ x l  +  y l

w iec

(3) O I.O P  =  R'2.

W n osim y ztyd że biegunow a przecina k o ło , jeżeli punkt P jest zew nętrzny; ona go nie przecina, 
jeżeli punkt P jest wewnętrzny.

W idzim y jeszcze, zrobiwszy jednorodnem  równanie (2), Ze biegunowa środka fest prostą tu nieskoń- 
, czoności.

236. Jeżeli przez punkt stały P , poprowadzi się jakąkolwiek sieczną, i styczne do koła ud/punktach A i R 
. w których sieczna przecina k o ło ; miejscem przecięć tych stycznych je st  biegunowa punktu P.



r o z d z i a ł  j .

N iech będ ę , w  rzeczy samej, x 0, y u spółizędne punktu P, a X , Y , spółrzędne punktu M, przecięcia 
się d w óch  stycznych. Sieczna APB jest b iegu now ą punktu M, je j rów naniem  będzie w ięc

x X  - ) -  / /Y —  R 2 =  0 ;

otóż , ta sieczna przechodząc przez punkt P, jej rów nanie m usi być  sprawdzonem  przez spółrzędne

Mamy tym sposobem  związek m iędzy spółrzędnem i jak iegokolw iek  punktu M, jestto w ięc rów na
nie m ie jsca -tych  punktów . Otóż, rozpoznaje się w  tern rów naniu , równanie biegunow ej punktu 

Vo);  w ię c .......

U w a g a . K i e d y  p u n k t  P j e s t  z e w n ę t r z n y m  k o ł a ,  j e g o  b i e g u n o w a  j e s t  c i ę c i w ę  z e t k n i ę ć  s t y c z n y c h  

p o p r o w a d z o n y c h  z  t e g o  p u n k t u ;  w t e d y  ł a t w o  j e s t  w y k r e ś l i ć  t ę  b i e g u n o w ą .

Kiedy punkt P jest w ew nętrznym , w ykreślenie poprzedzające nie daje się w ięcej zastosować, lecz 
podanie któreśm y dow iedli pozwoli, w tedy rozwiązać kwestyą.

237. Jeżeli przez punkt stały  P poprowadzi się jakiekolw iek sieczne, i gdy się złączy pod przekątną 
punktu przecięcia się tych siecznych z kołem ; te przekątne przecinają się na biegunowej punktu P.

Niech będą dw ie sieczne P A A ,, P B B ,; niech będą M i N przecięcia się w zględne cięciw  AB i A ,R  ; 
AB, i A ,B ; prosta MN jest biegunow ą punktu P.

W eźm y za osie spółrzędnych  dw ie sieczne uw ażane; rów naniem  koła będzie, na przykład,

tego punktu, otrzyma się wtedy

x 0X -|- y a Y —  R2 =  0.

0 ) 2 x ^ d os9  -f-  2 A x - { -  2By - j-  G =  0,

rów nanie w  k lórem  9, A, B, C, przedstawiają ilości zm ienne z położeniem  osi O x  i Oy ,  to jest 
siecznych.



Oznaczmy przez « ,  aa; 6, 6t, od leg łości PA , P A ! ; PB, P B ,; równania różne prostych AB , A ,B ,; 
A B „  A,B b ęd ą  w tedy

( A B :  a-  +  f - 1 =  o,
(2) proste wyznaczające punkt M ;

1 A jB , : - + | - - 1 = 0 ;
a-i o

I AB,  : -  +  1 = 0 ,
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(3) ; proste wyznaczające punkt N.

( AlB : |  +  l ~ 1 =  0;

D odając równania (2) ma się

w * M +Kś+ŚH=0’
jestto równanie jakiejkolw iek prostej, przechodzącej przez punkt M ; dodając równania (3), ma się

(4 bis)

jestto rów nanie jak iejkolw iek  prostej przechodzącej przez punkt N. Równania (4) i (4 bis) będąc 
tożsam ościow e, je d n o  albo drugie z tych rów nań przedstawia prostą MN.

Lecz «  i a, są odcięte punktów  przecięcia się prostej P x  z okręgiem  kota (1), albo pierwiastki 
równania otrzym anego, rob iąc y = 0  w  równaniu, tego koła, to jest

zląd wypada

x 2 —j— '2Ax - j -  G —  0, albo —, —1— 2A . — —j- 1 0 ;
x l x

1 _j_ 1_   2A
«  a, G

P odobnież 5 i są pierwiastki równania otrzym anego robiąc x —  0 w  rów naniu koła ( t ) ,  to jest 

*/2 - f  2By - j -  G =  0 , albo G -f -  2 B . - 4 - 1  =  0;
2/2 y

ztąd wypada

1 I _ _  2B
e 6i c '

Zastępując ( — -ł-  — ), / i - j - M  przez te w artości w równaniu (4), znajdzie się na rów nanie
\oc o.\] \5 Cl/

prostej MN

(5) k x  - f  By +  G =  0.



Otóż jestto równanie b iegunow ej początku, w zględem  osi d ob ra n ych ; ta prosta jest stałą, ja k iem i- 
kolw iek bądź byłyby  os ie ; przeto prosta MN pozostaje stałą, jakiem ikolw iek bą d i byłyby sieczne, i 
ona jest biegunow ą punktu P .

238. Jeżeli, przez punkt spotkania dwóch stycznych do kola, poprowadzi się dw e proste sprzężone 
harmonicznie względem tych dwóch stycznych, biegun jed n e j będzie na drugiej.

Te dw ie proste są nazwane prostemi sprzężonemi w zględem  koła.

W eźm y dw ie styczne za osie spółrzędnych , rów naniem  koła będzie

(1) .z-2 - )-  y2 +  2 x y d os0  - f  2a(x +  y )  +  a2 =  0.

2 3 0  r o z d z i a ł  i -

Biegunow a punktu (¿r„, y 0) ma na równanie w edłu g  nru [232]

(2) x [x 0 - ( -  y 0dosO 4 -  a) - ) -  ?/(xodos0 4 -  y 0 4 -  a) 4 -  a.r0 4 -  ay„  4 - a2 =  0.

Niech będą  dw ie proste sprzężone harm oniczne w zględem  osi Ox i O y ; ich rów n an ia «» będą pa 
m ocy objaśnień przytoczonych w  n™  [175]

(3) (D0) y  —  k x  —  0, (B ,) y  4 -  J;x =  0.

Biegun prostej D0 otrzyma się identyfikując jeg o  rów nanie z rów naniem  (2), ma się tym  sposobem

•Zn 4 - ,Vodos0 4- a  aylosO 4~ ?/o 4" a   a'2 +  a('r» +  Vo)
/r 1 «

L  tego się w yprow adza

a "4" xn 4 “  z/o —  xo "t-  yodose 4 ~ a 4~ A(a?odos9 4~ y« H-  a) = " >

o t ó ż ,  mając wzgląd na 1szj związek, drugi staje się

¡/o 4 "  kxo —  ó >

to jest że biegun prostej l)0 znajduje się na prostej D ,.



Uf"‘W ł a s n o ś ć  k ó ł p r t s c b ó d z a Ćy c b  p r z e z  w a  p u n k t a  s t a ł e .

239. Przypuśćmy szereg k ó ł m ających  tę sama. oś pierwiastną, i przechodzących przez dwa punkta 
stałe (rzeczywiste albo urojone sprzężone) leżące zwykle na osi poziom ej; w eźm y za oś odciętych 
prostą przechodzącą przez dwa punkta stałe, a za początek środek (zawsze rzeczywisty) prostej łączą
cej te dwa punkta; równaniem  ogólnem  k ół przechodzących przez dwa punkta stałe będzie

(1) x 2 - j -  y2 —  -)- c  =  0,

X jest jakąkolw iek ilością nieoznaczoną a c  przedstawia jakąkolw iek ilość stałą.
Niech będzie

(2) e =  ± d 2;

jeżeli c =  —f-cP , punkta przecięcia  się okręgów  kół (1) z osią pierwiastną w spólną Oy są u ro jo n e ; 
te punkta są rzeczywiste, jeże li c =  —  d2.

Równanie ( i )  m ożna po łożyć  pod kształtem

(3) ( x - ~  X)2 - f - y 2 = ± X 2 —  c.

KOŁO SPÓŁBZĘDNtf KARTEZTAŃSKIB. ' 2 3 1

P om iędzy kołam i zadosyć czyniącem i kwestyi, są diva koła znikające, które odpow iadająjuprzednio 
przez nas przytoczonem u związkowi

środki tych dw óch  kół dają dw a punkta

X2 =  c ;
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leżące na O x , rów n o oddalone od  punktu O. Te punkta by ły  nazwane przez P. P o n ce le t , punktami 
granicami.

Dwa punkta granice L i Ł ' są rzeczywiste albo u rojone w edług tego jak c jest rów nem  - f -  d2 
albo —  d2, to jest w edług tego jak koła nie przecinają albo przecinają oś pierwiastną.

Potęga początku O w zględem  wszystkich k ó ł (4) jest stałą i rów ną c a lbo +  d2: w ięc od leg łość  
punktów  granic L i L ’ od  punktu O jest równa długości stałej stycznych poprow adzonych  z punktu O 
d o  kół (1 ).

240. Potęga punktu stałego H, wziętego na osi pierwiastnej, w zględem  wszystkich k ó ł szeregu (t )  
jest sta łą ; i jeżeli OH =  h, ma się

HM jest slypzną poprow adzoną z punktu H do jak iegokolw iek  z tych k ó ł;  ta w łasność jest wresz; ie 
następstwem bezpośredniem  w łasności osi pierwiastnej n™ [225].

Okręg koła zakreślony z punktu H, jako środka, prom ieniem  HM, będzie miał na równanie

Otóż kwadrat z od leg łości środków  k ó ł (3) i (4) jest rów ny sum m ie kwadratów' z prom ieni, gdyż

to jest jak  to zobaczym y poniżej, że koła (3) i (4) przecinają się prostokątnie.

Sprawdza się nadto że k oło  (4) przechodzi przez punkta granice L i L ', poniew aż ich spółrzędne 
(y =  0, .r2 =  c ) posłużą także „do sprawdzenia równania (4). W ię c  : Jeżeli z jakiegokolwiek punktu osi 
pierw iastnej wspólnej, poprowadzi się styczne do wszystkich kół szeregu (1), punkta zetknięcia, będą na 
ternie samem kole, mającem za środek punkt w ybrany; to kolo przechodzi przez punkta granice L i L' 
i przecina prostokątnie wszystkie koła szeregu (1).

M ożem y za pom ocą  tej w łasności w ykreślić łatwo koła szeregu (1), kiedy one nie przecinają osi 
pierwiastnej w spóln ej, i gdy się w ybrało dow oln ie  jed n o  z tych  kół.

241. Biegunowe punktów granic, względem kół szeregu, są stałe.

Biegunow a punktu (#„, yj) w zględem  koła (I) m a na równanie

HM2 =  A2- [ - c ;

W X1Ą -  (y  —  h)t =  hi -{-  C.

1? +  hi =  (>2 -  c) +  (Jd +  c ) ;

ł )  - I -  y y o  —  k x 0  - f -  c  =  o .

Biegunow ą punktu L (x0 =  -j-  Vc > l/o =  0) będzie

( 6 )

a biegunow ą punktu L' będzie 

( 6 bis)

zr - j-  \/c =  0;

x  —  \Jc =  0.

Otóż równania (6) i (6 bis) są niezależne od a ; w ięc  te proste są stałe.
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Tak więc biegunowa punktu granicy  L , względem wszystkich kół szeregu, je s t  sta łą ; jestlo  równoległa 
do osi pierwiastnej przechodząca przez drugi punkt granicy  L '.

Ta w łasność daje jeszcze łatwe wykreślenie k ó ł szeregu (1) kiedy się zna punkta granice. 

Biegunow e (6) i (6 bis)  będą u rojone, jeżeli punkta granice są u rojone.

242. Jeżeli się daje punkt stały  P0 na płaszczyźnie kół (1). biegunowe punktu  P0 względem tych kół, 
przejdą przez punkt stały  P , ; i odwrotnie, biegunowe punktu  P , przejdą przez punkt P0.

Okręg kola zakreślony na prostej P0Pi, ja k o  średnicy przejdzie przez punkta granice L i L ';  to jest 
że odcinek P0P.! będzie widziany pod lmtem prostym , z któregokolwiek z punktów granic.

Prosta  P0P , będzie styczną wspólną w P0 i  P j do dwóch kół szeregu.

Jeżeli x0 i y 0 są spółrzędne punktu P0, biegunow a tego punktu w zględem  k ó ł szeregu (1) będzie 
daną przez rów nanie (5); otóż, jakiem kolw iek bądź by łob y  X, ta  prosta przechodzi przez punkt stały

( x  - j -  x 0 =  0 ,

\xx0 +  yya-\- c =  0.

Isze rów nanie przedstawia rów n oleg łą  do osi pierwiastnej, i przechodzącą przez punkt sym etryczny 
punktu P0; 2g!em równaniem  jest biegunow a, w zględem  koła zakreślonego na L i L' z punktu 
P '(—  x0, —  y 0) sym etrycznego P 0 w zględem  punktu O.

Spółrzędne x t, y , punktu P t będą w ięc  dane przez równania

/ x t +  x0 —  0 ,
(8 )

(  +  y,y0 - j -  C =  0 ;

symetrya tych rów nań pokazuje nam że punkta P0 i Pi posiadają w łasności w zajem ne.

Okręg koła zakreślony na P0Pi jako średnicy ma na równanie

( a  -  2 L ± £ ł ) s+  ( y -  H s ± S l J =  ( x 0 -  ( y 0 -

albo, zważywszy na związki (8 ):

(9) a* +  ( y -  " , CV =  x l  + ( *» ~  y \
\ 2y0 /  \ ó y l  /

otóż ten okręg koła przechodzi przez punkta granice (y =  0, x -  =  c ) ;  sprawdzenie je st łatw e. 
Jeżeli się wyznaczy środek c0 jak iegokolw iek  koła (1) przechodzącego przez punkt P0, prosta łącząca 
ten środek z punktem  P0 ma za spółczynnik  kątowy

2ay/n . 
c  +  2/o —  x l ’

3 0
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tóż iloczyn tego spółczynnika kątow ego przez spółczynnik prostej P0P , ; to jest

yo —  y i
x 0— x l '

cst, mając wzgląd na związki (8)

x l  ■
n J/o / / 1 __ _________--'mi,'/o , J/o     | .

c  —{— —  x\ X0 X i C Vo ' a o 2 xu

w ięc prosta CoP0 jest prostopadłą do prostej P0P,. Z obaczym y podobnież że. jeżeli Cj jest środkiem  
jakiegokolw iek  kola (1) przechodzącego przez punkt Pj prosta C,P, jest jeszcze prostopadłą do P„P,. 
W ię c  prosta P 0P i jest styczną w spólną w  P0 i Pj do  dw óch  kół szeregu (1).

Te różne w łasności dają się uzasadnić łatw o za pom ocą  geom etryi elem entarnej. (Zobacz : Traktat 
własności figur opisowych albo Zastosoicanie Analizy i  Geometryi przez p. P oncelet, tom  II , str. 338.)

IY ° K ąt  dwóch  prostych .

243. Niech będą równania dw óch  prostych , odn iesione d o  d w óch  osi prostokątnych,

D ( Aa; - f  B y  - f -  Cz  =  0 ,
W  )D ,( A —j— B iy  - j -  C,z —  0,

x ,  y ,  z są spółrzędne jed n orod n e  jak iegokolw iek  punktu.

Kąt Y tych d w óch  prostych jest danym przez w zór nm [70]

(2) stV  —  i A l 5 .
^  A A ^ B B ,

Ślady 5 i 5, dw óch  prostych na prostej w  n ieskończoności są względnie w yznaczone przez równania

( 3 )
(3) Aa; By =  0, z —  0,

(*,) A ix -| -B ,y  =  0, z =  0.

Z drugiej strony punkta k o łow e  w  n ieskończoności u  i u, są dane przez równania

X* +  f -  =  0, z —  0.
albo

i (w) y  —  x \ j ~ \ —  0, z =  0,
(h) t __

( (wi) y ~\~x V—  i = o ,  z =  o.

Oznaczmy przez R  stosunek nieharmoniczny czterech punktów  w  n ieskończoności &>, u ,;  i , <5„ albo
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czterech  prostych przechodzących przez początek,

235

A x  -|- By =  0,

A ,£ - j -B ,y  =  0,

y  —  x  \J-—■ 1 =  0,

\ H + x  =  ,}- '5

które wyznaczają te cztery punkla.

P rzypom nijm y sobie w zory (8) i (10) n™ [170]

®  n  =  <o, « , . . , )  =  !

ma się, w  przypadku obecnym

a =  — ^ , b ] =  —  ~  , c =  \/—  1, d =  —  \J—  1 ;

przeto

_  (B y '— T  +  A ) (A , —  t i| \ '^ l )  A A , - f  BB, - f  (A ,B  — A B i ) V ^ T

(B i\/— T - ] - A 1) (A  —  B A A , - j -  BB, (A ,B  —  A B , ) v ^ l

Otóż z równania (2), w yciąga się

AB, —  A,B =  (AA , +  B B ,)stY ; 

podstaw iając tę wartość w  wyrażeniu na R , ma się ostatecznie

1 —  v/ ~ l  s tV  - 2 V /~ 1
R —    ! _ =  =  e ;

1 + \ /— 1 stV

1 —  R 
stV  = -------------------- •

( i 4 - R) V—  i

Tak w ięc kąt dw óch  prostych jest tylko funkcyą stosunku nieharm onicznego w układzie czterec- 
punktów , utw orzonym  przez punkla kołow e w n ieskończoności i przez ślady dw óch  prostych na 
prostej w  n ieskończoności.

Ma się w ięc to ważne tw ierdzenie :

Jeżeli R je s t  stosunek nieharmoniczny układu czterech punktów utworzonego przez punleta kołowe w nie
skończoności i ślady dwóch prostych na prostej w nieskończoności, kąt Y  tych dwóch prostych będzie spojony 
ze stosunkiem nieharmonicznym  R przez związek bardzo prosty

(6) 

zkąd 

(6 bis)
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Przy ocen ien ia  tego stosunku nieharm onicznego, należy uważać jako połączone punkta kołow e 
w  n ieskończoności, i ślady d w óch  prostych, tak że jeżeli &> i w, są punkta k ołow e, a <J, <5i są ślady 
prostych, ma się

R ów now ażnik tego tw ierdzenia by ł danym  przez p. C i i a s l e s ’ a  (Geometrya W yższa, ner 652).

Kiedy dw ie proste są, prostokątne, stosunek nieharm oniczny’ R  jest rów nym  —  1, i odw rotnie. 

W ięc  :

K ied y  dwie proste są prostokątne, ich ślady na prostej w nieskończoności tworzą, z dwoma punktam  
koloiuymi w nieskończoności, układ harmoniczny, i odwrotnie.

Podanie któreśm y uzasadnili, niezależnie od  swej w ażności geom etrycznej, będzie nader 
pożytecznem  dla wyznaczenia kąta d w óch  prostych  w  jakim kolw iek układzie spółrzędnych.

W  tym celu , wyznaczy się stosunek nieharm oniczny u tw orzony przez ślady d w óch  prostych na 
linii w  n ieskończoności i punkta k ołow e w  n iesk oń czon ości; w zór (7) da w tedy poznać kąt d w óch  
prostych. Zobaczym y, we spółrzędnych trzylin ijnych, zastosowanie tej m etody.

g Y . —  RÓW NANIA KÓŁ ZADOSYĆ CZYNIĄCYCH PEW N YM  WARUNKOM.

1° R ó w n a n i e  j a k i e g o k o l w i e k  k o ł a  p r z e c h o d z ą c e g o  p r z e z  t r z y  p u n k t a .

2A5. N iech będę y j) ,  M2( « 2, y j}, M3(jt3, y 3) trzy punkta dane, a

(1) x'2 - j -  y -  - f -  ‘2xyAos,1  —  2r.x —  2by  - j -  c  =  0

rów nanie koła szukanego.

Ilości nieoznaczone są a, b , c , i w idzim y że trzy punkta wystarczy do wyznaczenia koła. W yraźm y 
że okręg  kola (1) przechodzi przez trzy punkta dane, i przypuśćm y osie spółrzędnych prostokątne, 
rów nanie koła jest

(2) X<1 ”1“  V1 — 2ax —  2by —{— c =  0,

a trzema równaniam i w arunkow em i będ ę

A by rozwiązać kwestyą będzie potrzeba w yciągnąć w artości na a, b , c , z rów nań (3), i podstaw ić 
■ich w artości w równaniu (2 ); a lbo, co  w ychodzi na je d n o , będzie potrzeba w yrugow ać a, 1), c , m iędzy
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czterema równaniam i (2) i (3 ) ;  w ypadek z tego w yrugow ania będzie

2 3 7

x *  +  y * X y 1

A +  y\ X x V i 1
A  +  y\ x 2 y* 1

A  4 "  y l ■V3 1

jestto równanie koła przechodzącego przez trzy punkta dane.

246. W ykreślenie środka.

Spółrzędnem i środka koła (2) s§ a i b ;  dla ich  wyznaczenia, wyrugujm y c , między rów na
niami (3) odejm u jąc je  stronam i.

W ykonajm y to działanie i zastąpmy a i b przez x  i y  które uważać będziem y jako sp ółrzędne 
zm ienne jakiegokolw iek punktu, otrzym am y tym sposobem  trzy równania następujące :

x \  —  x\ y \  —  y \  —  2 [ x t  —  x 2)x  —  2 ( y ,  —  y j y  —  0 ,

—  A  +  Ul —  V\ —  2(^2 —  x i)x  —  2 (y.> —  y 3)y  =  0, 

A  —  A  +  1/1 —  y\ —  2(^3 —  X i ) x  —  2 [y3 —  y i)y  =  0.

Te trzy rów nania przedstawiają trzy proste przechodzące przez jeden  punkt, poniew aż jed n o  z tych 
równań jest oczyw iście następstwem d w óch  in n ych ; punkt spotkania tych trzech prostych jest ś r o d 
kiem koła szukanego.

Otóż l sza z tych prostych przechodzi przez środek  prostej M f t  i jest prostopadłą do tejże samej 
prostej. W  rzeczy samej, spółrzędne punktu środka MfMo to jest

^ _  ?/1 +  y-i
x  ź "  ’  y ~  ‘— 2------

sprawdzają widocznie l sze z równań powyższych. Spółczynniki kątowe dw óch prostych są względnie

_  x t —  X ,  |  lh ~  Hi
y, — iji ’ Xi —  at.2

one są w ięc prostopadłem i w edług nru [70]. Taż sama uwaga daje się zastosować do dw óch  innych 
prostych. Znajduje się tym sposobem  w ykreślenie elem entarne środka jakiegokolw iek koła p rzech o

dzącego przez trzy punkta.

247. Równanie (4) prowadzi nas do własności wzg.ędnej jakiegokolwiek koła przechodzącego przez 
trzy punkta. Niech będzie M  jakikolwiek punkt [x , y )  koła przechodzącego przez trzy p u n k t a  

Mi, M* M „ a O początek spółrzędnych.
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Równanie (4) rozw inięte daje
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Xl y 1 1 X y 1 X y 1 X y 1

x 1Jr y 1 X-2 yi 1 — (*i +  yl) X2 a-i 1 ix\ -f- yl) x 3 yi 1 —  ixl +  yl) x. ih 1

x3 V3 1 x 3 y3 1 X , Vi 1 X-2 y-i 1

= 0 .

Otóż m a się

t 2  - j -  _  o m 2 X \ Ą -  y \  =  o m ? ?  ¿ 1  - \ -  y l  =  o m  I -  - ^ 1  - f -  y !  =  o m | ;

X\ ¡/i 1 x  y 1

X=i 1/1 1 —  pow ierz. M,M2M3, x-i y -2 1

x 3 1 x 3 1/3 1

=  pow ierz. MM2M3, e tc . .. ;

zLy.d w yprow adzam y związek m etryczny  lub ogólnie miarowy

(5) OM ' pow ierz. MiM2M3 =  OM i pow ierz. MM 2M3 - j -  O Ma pow ierz. MM 3M 1 - f -  OM3 pow ierz. MM, Mi,

O jest jak ikolw iek  punkt dow oln ie  wzięty na płaszczyźnie, a M jak ikolw iek  punkt okręgu koła 
przechodzącego przez trzy punkta stałe M,, M2, M3.

(Pow ierz. będzie przedstawiała w ięcej a lbo m niej w artość liczebnę pow ierzchni, w edług
tego jak dla przyjścia od  M ', ku M", ku M'", obraca się w  pew nym  kierunku lub w  kierunku prze
ciw nym , na m ocy  u m ow y przyjętej w  nrze [79].

248. M ożem y jeszcze w yprow adzić zrów n an ia  (4) zwięzek między odległościam i w zajem nem i czte
rech  punktów  M, M ,; M2, M3 leżęcych  na kole .

Ma się w  rzeczy samej, w ed łu g  równania (4 ), rów n ość

X 2 - ] -  f - 1 x  y

x\ +  y\ t x i y  1

x \ 1 y l 1 X 2  y-2

x \ +  y l 1 X ; i  Vi

=  0 ;

tę rów n ość można] jeszcze napisać
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1 x -  - f -  y 2 -  - 2x  —  2y

1 x\-\-xĄ  — 2 x t - 2  y,

1 ¿ l  +  y2 — 2 ^  —  2y-2

 ̂ ^3 -f-  lA — 2.223 2y3

2 3 0

r = 0 .

Otóż pom nóżm y te wyznaczniki stronam i podług prawidła znanego (tu p om nóżm y liniam i), 
i załóżm y

d12 =  [ x  —  Z-,)2 4 -  (y  —  y 4) 2, d13 =  (x  —  x-j?  - f  (y  —  y2) 2, d14 =  ( x  —  x 3) 2 - f  (y  —  y 3)2,

d2S =  (x i  —  a?2)2 +  (y, —  y 2) 2, d24 =  (z , —  z 3) 2 - f-  (y , —  y 3) 2, d34 =  (a?2 —  ą ) 2 - j -  (y2 —  y3) 2,

znajduje się bezpośrednio związek szukany, to jest

(6)

O

d-u

d„

d4j

d «

O

d32

d42

d i 3

d-23

O

di3

d „

d-24

d34

O

=  ° . drs =  ds

Związek (6) w ychodzi w  gruncie na twierdzenie P t o l e m e u s z a . Ten sposób rachunku był wskazanym 
przez p. C a y l a y  (Dziennik Kem brydzki, tom  II).

I I 0 R ó w n a n i e  k ó ł  p r z e c i n a j ą c y c h  p r o s t o k ą t n i e  k o ł a  d a n e .

249. Dwa koła się przecinają prostokątnie kiedy ich  styczne w  punkcie przecięcia są prostopadłe 
m iędzy sobą.

Jeżeli M jest punktem  w  którym  dwa koła (O) i ( 0 4) przecinają się pod  kątem prostym , p ro 

m ienie OM i 0 ,M  są prostopadłem i m iędzy 'sobą , jak o w zględnie prostopadłe d o  dw óch  stycznych 
w  M przypuszczonych prostokątnerni; trójkąt 0 0 4M będ ąc prostokątnym w  M, ma się w ięc



to jest aby dwa okręgi kół by ły  prostokątnymi potrzeba i dosyć aby kwadrat z odległości środków był 
równym summie kwadratów z prom ieni.

Zostaw im y do w ykonania, jako ćw iczenie, dow odzen ie  analityczne tego podania.

250. N iech b ęd ą  dw a kola dane

2 ^ 0  ROZDZIAŁ I.

(1)
£.2 _ | _ y 2 —  2ax —  2 b / / - | - c = 0 ,  ( O )

—  - a i r — 2 b j y - j - C — 0 ;  ( O , )

niech będzie rów nanie jakiegokolw iek kola

(2) X1 -f- y2 —  1a.x — 2§y -{- y =  0, (C)

m ającego przecinać prostokątnie dw a kola dane; szukajmy zw iązków  które w  tym  celu  muszą spraw
dzać nieoznaczone <*. 6, y.

Spółrzędne koła (O) są a, b ;  kwadratem  z je g o  prom ienia jest (a2 - j - b 2 —  c ) ;  i tak samo dla 
innych. Musi się w ięc otrzym ać w edług podania poprzedzającego

(«  —  a)2 +  (6 -  b )2 =  (a2 b2 -  c) +  (a2 +  i 2 -  y ),

( a  -  a ,)2 +  (g _  b ,)2 =  (aj +  b j—  c , ) +  ( a 2 +  62 -  y ) ;

albo upraszczając 

(3)
2aa - f  25b —  y —  c —  0,

2«aj —j- 2b?i —  y —  Ci =  0 ;

te są warunki aby k oło  przecinało prostokątnie koła (O) i (O j). 

W yrugow aw szy «  i 6 m iędzy równaniam i (2) i (3 ), znajduje się

W

+  t í 1  +  y  x  y

c  - j -  y a b

Ci +  y Rj bj

=  0 ;

je s t  to równanie ogólne kół przecinających prostokątnie koła  (1).

Rów nanie zamyka stałą dow olną y ;  liczba tych k ó ł (h) jest zatem n ieskończoną.

Miejscem środków kół ( i) .

Spółrzędne «  i g środka jak iegokolw iek  z tych k ó ł będą dane przez równania (3 ); jeżeli się je  od e j
mie stronam i, zastąpiwszy a i 5 przez zm ienne x  i y ,  otrzym a się na.m iejsce środków

(5) 2(a —  Rj)x - j -  2(b —  b j)y  -} -  (c —  Cj) —  0.



T o równanie przedstawia linię p rosię ; otóż , odejm u jąc stronami równania (1), znajduje się tę sarnę 
prostę. W ię c :

Miejscem środków kół przecinających prostokątnie koła (O) i (Oj) je s t  oś pierwiastna tych dwóch kół.

251. Równanie koła przecinającego prostokątnie trzy koła dane.

Niech będ ę równania zrobione jed norodnem i

F =  x 2 +  y 2 —  2(a,a; - j -  b ,y )z +  c,z2 =  0,

(1) O =  - f  y2 —  2(a2z  +  b2y)z +  c2z2 == 0,

H =  x -  +  y 2 —  2(a3ar —J— b3y )z  +  ° 3z2 =  ° j
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trzech kół danych, a 

(2) Z- - j -  y 1 —  2 (ax  - f  £y)z 4 -  y z 2 —  0 ,

równanie koła m ajęcego przecinać prostokątnie trzy k o ła  dane.

W ed łu g  twierdzenia nrn [249], warunkam i aby koło (2) przecinało prostokątnie koła ( l ) ,  będę

(3)
i

—j— C —  2aOj —  2gbj —[”  y —  0,

1 -|— c>2—  2aa2 —  2Sb2 —|" y —  9, 

4 “  c 3—- 2aa3 — 26b3 4~ y =  0.

W yrugow aw szy a, 6, y, m iędzy rów naniam i (2) i (3), otrzym a się na równanie szukane koła daję- 
cego  przecięcia prostokętne (du cercie orlhom igue)

W

X 2 4 -  y 2 X y 1

Ci at bi 1
C-2 a -2 b2 1

C3 a3 b3 1

0 .

To równanie można przekształcić w  sposób następujęcy : O dejm ijm y pierwszę linię od  każdej 
z następujęcych, potem  zm ieńm y znaki, wypadnie :

X2 4 -  y'2 y

x 2 4~ y* Cj x  ax y  b 3

x 2 4~ y 2 x  —  a2 y  —  b.2

z 2 A r y 2 — es x  —  a3 y  —  b 3

=  0 ;

allto, rozw ijajęc względem  ostatniej kolum ny :
z 2 4 -  y 2 —  c, x a, y  —  bj

x 2 4 -  y 2 - -  c2 x  —  a-2 y  —  b2

X2 4~ y 2 —  c 3 x  —  a3 y —  b 3
3 1



O d e j m u j ą c  nnkoniec od  l “ *i kolum ny, sum m ę d w óch  ostatnich w zględnie pom nożonych  przez
x  i y ,  ma się ostatecznie

2ft2 ROZDZIAŁ 1.

a,.r +  b ,y  —  c, X  — a. y  —  b, F ', K F '2

(5) a.j.r - j -  b-2y  —  c2 X  — 2̂ y  —  b-2 =  0 ; albo G ', G'y G',

- j -  b ¡y  —  c3 X  — 3̂ y  — H ', h ; H ',

takim jest kształt godzien  uwagi do k tórego da się sprow adzić rów nanie koła przecinającego prosto
kątnie trzy koła dane.

Zauważm y w łasność następującą :

T rzy biegunowe jakiegokohuiek punktu P0 koła dającego przecięcia prostokątne, wzięte względem trzech 
kół danych, przechodzą przez jed en  punkt P ,, który to punkt należy zarówno do koła dającego przecięcia  
prostokątne; dwa punkta P0 i  P, posiadają wzajemnie tę samą własność.

N iech będą x 0, y 0, z0, spółrzędne jed norodne punktu P0; biegunow e w zględne tego punktu 
w zględem  kół F, G, H, będą miały na równania

1 . ^ o - j-  yF 'y<) - j -  zF '.o =  o , / a;'oF'x -f-  y0F '„ - f -  z„F'2 =  0,

(7) | x '̂ r0 “ 1“  y0 “i-  zG =0 —  albo (7 bis) < ^oG'^ - ) -  y 0G y - { -  z0G'z —  0,

( * K 0 - f  y H'v# +  z ll'-0 =  0> I x 0U'x +  y 0\vy 4 -  z0H'a =  o,

Otóż jeżeli wyrazim y że trzy proste przecinają się w  jednym  punkcie, znajduje się dokładnie rów 
nanie (6) koła dającego przecięcia prostokątne; w ięc jeżeli punkt P0 znajduje się na tern kole , trzy 
proste (7) zbiegną się w  jed nym  punkcie P,.

Spółrzędne punktu P , są dane przez rów nania (7) albo (7 bis); z m k  iiając położenie punktu P0, 
otrzym a się m iejsce punktu P , rugując x 0, y 0, z0 m iędzy równaniam i (Ib is ), co  prowadzi do  rów na
nia (6) koła dającego przecięcia prostokątne.

R ów nanie (7 bis) pokazuje nam jeszcze że biegunow e punktu P , przechodzą przez punkt P^ 
W  rzeczy sam ej, jedną z tych b iegu n ow ych  jest

lecz spółrzędne punktu Pj muszą sprawdzać równania (7 bis) ;  ma się na przykład,

* o F ' , #  +  y < F ' V o  +  =  0 ;

otóż ten związek wyraża że prosta poprzedzająca przechodzi przez punkt ( x 9, y»> *<>)' 

W ię c .......
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111° D o w o d z e n i e  a n a l i t y c z n e  k i l k u  w ł a s n o ś c i  e l e m e n t a r n y c h  k o ł a .

Równanie jakiejkolw iek krzywej jest zwięzkiem między spółrzędnem i x  i y  któregokolw iek z je j 
punktów ; można w ięc uważać jed n ę  ze spółrzędnych jako funkcyę drugiej, albo ogólniej, można 
uważać dw ie spółrzędne jako funkcye jak iejkolw iek  ilości dow oln ej albo parametru d o w o ln e g o ; 
kształt jednej z tych funkcyi m oże być w zięty do w oli, druga wynika w tedy z rów nania danego. Jest 
często dogodn ie  wyrazić dw ie spółrzędne jakiegokolw iek punktu krzywej za pom ocy  jak iegokolw iek  
parametru d ow o ln eg o ; zobaczym y liczne przykłady.

Na pierwszy przykład, w eźm y rów nanie koła odn iesionego do osi prostokątnych

( 1 ) (x  —  a)2 - f  (y  —  b )2 =  R 2;

spółrzędne jakiegokolw iek punktu tego koła będę m ogły  się wyrazić za p om ocę  jed n e j tylko nieozna
czonej przez zwięzki następujęce

l x  —  a =  R d o s o , ( x  =  a - j -  R d o sy
( 2 )  1 a lbo )

( y  —  b = R w s t ( p ,  ( y  s=  b - j -  R w s ty ;

2 5 2 .  U w a g a .

te wartości sprawdzaję oczyw iście rów nanie (1) jak iem kolw iek  będź byłoby ę. Nieoznaczona 9 nazywa 
się parametrem kątowym  punktu M [x , y ).

W idzim y że <p jest kętem  prom ienia CM z osię odciętych , C będ ęc środkiem  kola. Gdyż ma się 
w idocznie (zobacz na figurze) CH =  x  —  a, MH — y  —  b ;  zkęd

Idosę  =  dosM C * ', 

wst 9 —  w stM C x'.

253. Iloczyn odcinków jakiejkolw iek siecznej, przechodzącej przez punkt sta ły, je s t  stałym.

W eźm y punkt stały za poczętek , a za oś x  średnicę przech odzęcę przez ten punkt, rów nanie koła 
będzie  kształtu

(O zc2 -j— y 2 — 2ax - f -  c  =  O.j



Jeżeli OA jest jakakolw iek sieczną, a. je j kątem z osią O x, M (x, y ) jakikolw iek z je j punktów, 
a o odległością OM, ma się

2 i 4  ROZDZIAŁ I .

(2) x s = p d o s « ,  y  —  pwst<*.

Zastępując x  i y  przez te w artości w  równaniu (1 ), w ypadnie

(3) p2 —  2ap +  c  =  0.

Pierwiastki p „  p>, równania (3) będą odległościam i punktu O od punktów  A i B, w których 
sieczna OAB spotyka k o ło ; otóż m a się

(4) p,p2 =  c , a lbo O A .O B  =  c  =  sta łe j,

Lecz ilość c  jest kwadratem stycznej poprow adzonej z punktu O do koła, w edług n™ [218 j ; w ięc 
iloczyn odcin ków  OA, OB jest stałym i rów nym  kw adratowi stycznej poprow adzonej z punktu O. 
Zostaw iam y u d ow od n ić analitycznie odw rotne twierdzenie tego podania.

254. Kąty wpisane w tymże samym odcinku koła są równe.

W eźm y za oś odciętych  podstaw ę AB odcinka, a za oś rzędnych prostopadłą w yniesioną z jeg o

środka. Jeżeli h jest rzędną środka, rów naniem  okręgu koła będzie

(1) +  - / « ) * .  =  11»;
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a oznaczając przez 2a długość AB , ma się

2 4 5

(2) R2 =  a2 - j -  h2.

Niech będą M jakim kolw iek punktem koła, x {, y u  je g o  sp ółrzędn em i; V  kątem A M B ; ma się

V =  MAa; —  M Bx =  a. —  5 ;

zkad

. v  sta — ste
St V =   ;--------------------

1 -{- sta Sie

Otóż a i e będąc kątami prostych AM i BM z dyrekcyą dodatną O x, ma się

st a  —  — ^ — ,  s t e =
X\ —  a a‘t —p a

przeto

,Vi _  }h
s l v  _  —  a___ +  a _  2a>/,

y\ +  y\ -  a‘2
x : —  a-

Poniew aż punkt M należy do koła, ma się

x\ - f -  y\ —  2 % , - f  h- =  Ił2,  albo x\ - j -  y\ —  a2 =  2 % , ;

w ięc

(3 ) -  8tV =  i ;

a tem samem, kąt V jest stałym,

Jeżeli się złączy środek C z punktem A, ma się

a = / i s t O C A ;  w ięc OGA =  V.

Gdy z punktu A poprow adzi się prostopadły d o  GA, przedłużając ją  pod spodem  AB, na m ocy

tego wykreślenia wyniknie BAT =  OGA =  V . Ztyd wypada sposób znany Geometryi elem entarnej : 
na danej prostej AB,, nakreślić odcinek  koła AMB obejm ujycy kyt dany V.

255. Uzasadnimy jeszcze wiele ważnych w łasności koła, które się dow odzą łatw o przez geom etryy 
elem entarny; lecz dow odzen ie analityczne takowych jeśli nie jest pokierow ane przezornie, staje się 
zbyt rozwlekłem.
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Środki podobieństwa dwóch kół.

Niech będę dw a koła

• Cl =  ( s  —  a ,)2- ) -  (y — b ,)* -  B* =  0, 

Ca —  (x  —  a2)2- f  (y  —  b2) 2 —  P.2 =  0.
(1 )

Jak to już widzieliśm y w  nrze [230]; styczne w spólne do dw óch  k ó ł, bedęc rzeczywiste albo u rojone 
przecinają linię środków  w dw óch  punktach S i S ', których spółrzędnem i w zględnem i sę

^   ^1^2   **2̂ 1 /   **1̂ 2 “f* ’̂2 1̂
H.2 —  R, ’  R i + l t ,  ’

(2) S {  S'
b ,R 2 -  b2R , . I t< _  b,R.2 +  bjR ,

Ra —  Ri \ lt2 4* R i

Prom ienie w odzęce poprow adzone do dw óch  kół przez którykolw iek z tych  punktów  sę w stosunku 
prom ien i; te dwa punkta sę nazwane : l szz S, środek podobieństwa zew n ętrzn y ;  2s‘ S ', środek podo
bieństwa wewnętrzny.

W  rzeczy samej, w eźm y punkt S , na przykład, za poczętek  spółrzędnych , a linię środków  za oś 
odciętych , otrzym a się

(3) b , =  0, b.2 =  0, ^  =  J ? = / c;
a, ii,

równaniam i dw óch  okręgów  k ó ł będę

(4)
( x 2 +  y2 —  2a,x +  a* —  R* =  0,

( x'2 Ą- y 2 —  2katx  -f- A2(a2 —  R2) =  0.

P oprow adźm y przez punkt S, jakękolw iek siecznę; n iech  będzie <x kęt jaki ona czyni z osię

od c ię ty ch ; niech będę x  i y  spółrzędnem i któregokolw iek z jej punktów , a p od leg łościę  OM ; 
otrzyma się

x  =  pdosa, y  =  j  w sta.
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Jeśli się podstaw i te w artości w  równaniach k ó ł (4), od leg łości p, punktu S, od punktów M, i M!
w  których ona spotyka koło  0 ] będą dane przez równania

' SM, =  a ,dosa  —  —  afwst^cx,
(5) p2 _  2a ,dosa .P +  a?—  R * = 0 ,  zkąd

[ SM', =  a ,dosa  +  VH, —  »? wst‘2a ;

od leg łości p', punktu S, od punktów  M2 i M '2 w  których ona spotyka koło  0.2 będę dane przez 
rów nania

( SM2 =  A[a,dos a —  V'ttî —  aj wst2a],
(6 ) p'2 —  2Aa,dosa.p'+  AJ(a2 —  lt2) =  0, zkąd j_______________________ _______________

1 ( SM'2=  /r[a,dosa +  \-Ri —  a? wst2a ] .

W idzim y, pod ług  tych w artości, że się m a, jak iem kolw iek  bądź by łoby  «  :

=  SM'g _ .
SM, 2 SM',

ta w łasność nie istnieje dla prom ieni w odzących  SM, i SM'2, SM', i SM2; punkta takie jak M, i M2, 
M ', i M '2 są nazwane punktami odpowiednimi.

Sprawdzi się bez trudności że styczne nru [212] dla punktów  odp ow iedn ich  takich jak M, i M2, albo 
M', i M'2 są ró w n o leg łe ; styczne, dla punktów  odpow iadających  lecz nie odpow iedn ich , takich jak 
M, i M 'a, M', i M-2 nie są rów noleg łe.

Te ostatnie w łasności są w reszcie następstwami podania następującego.

256. Przez którykolwiek ze środków podobieństwa dwóch kół, prowadzi się sieczne dowolne, łączy się dwa 
punkta przecięcia leżące najednem  z kół, i dwa punkta przecięcia leżące na drugiem kole ;  niech będą M  i N  
dwa punkta leżące na pierwszem kole ;  M' i N ' dwa punkta leżące na drugiem kole :  M i M' będąc na 
jednej z siecznych, N  i N ' na drugiej.

I o Jeżeli M ' jest odpowiednim M , i N 1 odpowiednim N , dwie proste M N  i  M ’N ' są równoległe.
2° Jeśli M' nie jest odpowiednim M, i gdy N 1 nie je s t  także odpowiednim N ;  dwie proste M N  i M’N r 

przecinają się na osi pierwiastnej dwóch kół.
3° Jeśli M' je s t  odpowiednim M, i gdy N 1 nie je s t  odpowiednim N ;  proste M N  i M 'N' nie są więcej 

równolegle i nie przecinają się w ięcej na osi pierwiastnej.
Pierwsza część togo podania wynika z w łasności poprzedzającej ; gdyż dw ie proste M N  i M 'N' są

w'tedy dw ie proste od p ow ied n ie ; więc,
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Aby dow ieść innych w łasności, w eźm y środek S podobieństw a zew nętrzny, na przykład i w y
bierzm y g o  za początek spółrzędnych ; w eźm y linię środków  za oś o d c ię ty ch ; równaniam i d w óch  kół 
będę w tedy, w ed łu g  num eru poprzedzającego :

(1)
(0) * 2 +  y"- —  2az +  (a* —  R'2) =  05

! (0 ')  x'i +  y i —  2kax -f- 1Ąa2 —  R2) —  0.

Niech będę «  i S kęty d w óch  siecznych OM i ON z osią x\ p od leg łość od punktu S jakiegokolw iek 
punktu (x , y)  wziętego na pierw szej, a, od leg łość od  punktu S jakiegokolw iek punktu (x , y)  wziętego 
na d ru g ie j; otrzym a się

( 2)

x  —  pdosa,

y  =  o W S ta ;

\̂ X —  a dos £, 

( y  =  crWStfi.

W edług  tego równania wyznaczajęce od leg łości punktu S od  jednego i drugiego okręgu kola na 
siecznych uważanych, będę :

(3) p2 — , 2ados«p  -f- a2 —  R2 =  0, dajęce SM i SM , (0 ) ,

(U) p'2 —  2a/cdosa.p' +  /c2(a2 —  R2 =  0 ;   SM' i S M ', (0 ') ;

(5 ) o2 —  2ados6.<7 +  a2 —  R 2 = 0 ,    SN i S N ',.......... (O),

(6) 0'2 —  2a/ídose.</ +  A2(a2 —  R2) =  0 ;   SN' i S N ', . . . . . .  .(0 ').

Jeżeli M  i N  sę dw a punkta koła (0) na jed nej i drugiej siecznej, potem  M’ i JV' dwa punktu 
koła (O') rów nież leżęce na jednej i drugiej siecznej, w edłu g  w zorów  (2) i zwięzku któryśm y przyjęli, 
równaniami prostych odpow iadajęcych  M N , M 'N' będą

M N

X y 1

pdo S a pW Stá 1 =  0 ; M 'N ' :

a d o s g a WSt £ 1

x  y  1 j  

p'dosa p'wsta 1 — 0;

a 'd o s f a'wStS 1 ¡

albo rozwijając, potem  dzieląc przez pa i pa  :

(7)

j  M N :

I M 'N ' :

W S t a wstS
+  ;/

~ d o s g d o s  a '

a p L p a

W Sta w sie
+ „

d o s  6 d o S a
1G P' L p'

/a

—  WSt(a —  6), 

=  WSl (a —  f ) .

Te dwa równania rozwiązane w zględem  x  i y  daję



Przypuśćm y teraz że p i p' sy od leg łości na SM, punktu S od  dw óch  punktów  nie od pow ied n ich ; 
i że podobnież, a i d  sy od leg łości na SN, punktu S od  dw óch  punktów  nie odpow iedn ich .

U zasadnim y naprzód m iędzy tem i długościam i w iele zw iązków  godnych  uwagi.

W yrugujm y d osa  m iędzy związkami (3) i (4), potem  dosS m iędzy (5) i (6), dojdzie się do rów ności 
następujących, zauważywszy że p' jest rożnem  od k P, i a' rożnem  od  ka , w edług założenia poprze
dzającego :
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(9) )
(a =  /c(aJ —  R 2).

( PP' =  k(a2 —  Ii2), 

2)-

Ztyd, m im och odem , to twierdzenie :

Jeżeli M  i N  są dwa punkt a l i 0 kota, M' i A ' dyja punkta drugiego lwia, leżące względnie do dwóch 
pierwszych na jednychże siecznych; je ś l i  nadto, M' nie je s t  odpowiednim M  i N' nie je s t  odpowiednim N ; 
otrzyma się, jakiemikolwiek bądź byłyby  sieczne uważane

(10) SM X  S M '—  S N  X  S N -

Z tego podania i z odw rotnego twierdzenia podania nru [253] wypada że :

Cztery punkta M, N ; M', N ', zadosyć czyniące warunkom powyżej wymienionym, są na jednem kole. 

Teraz od równań (3) i (5) pom nożonych  przez li1, odejm ijm y rów nania (4) i (6), znajdziem y

(1 1 )
kp -J- p' =  2a/cdosa 

ka -f- a =  2a/fdosS.

Jest w tedy łatwo sprawdzić że dw ie proste M N  i M 'N' przecinają się na osi pierwiastnej dw óch  k ół. 
Jeżeli się ma w zgląd na zwiyzki (9), poniew aż w pierw szem  z równań (8 ), zastępuje się d o s «  i dosS 

przez wartości, wynikające ze zw iyzków  (11), znajduje się

(1 +  k) (a2 —  R 2) .
(12)   ’

jestto dokładnie rów naniem  osi pierwiastnej dw óch  kół (1). Druga część podania w ysłow ionego znaj
duje się w ięc dow iedziony.

Co się tyczy trzeciej części podania, m ożna będzie jy  w yprow adzić, posługujyc się dw om a rów 
naniami (8).

Jeśli się przypuści, na przykład, że A fje s t  odpow iedn im  M  i że N 1 nie jest odpow iedn im  N ,  
otrzyma się :

(1 3 ) =  kp, ca' =  k { a2 —  Ii2) ,  ka  - f  a' =  2a/cdos6.

W yrugu je rsię w tedy o' i a , za p om ocy  tych [zwiyzków, w wartościach (8) na x  \ y  \ potem
.32



250 ROZDZIAŁ r.

w yciągnie się p i a z równań (3) i (5). D ojdzie się tym sposobem  do rów n ości następujących :

2̂x\/k2—  a2wst2S = [a d osz  -+ V r 2 -  a2wst2a] [a(l —  A )dosS -f(ł +  /c)\/lt'2 — a2wst2gjdos* — (a2 —  R2) ( ł  —  fc)dosS.

(2 y\] R2 —  a2wst2S =  [ad osa+^ R 2 — a2vvst2a] [a(l —  4)dosS-|-(l+ k)\jw —  a2wst‘2S]w8ta —  (a2— R2) ( l  —  fc)wsl6,

1° Przypuśćm y 6 stałem i w yrugujm y a m iędzy dw om a równaniam i (14). W  tym celu  załóżm y

(A  —  yR 2—  a-wst:i ,  /*' —  2A x +  p ,

(b  =  a ( l  —  & )dos-j- (1 —  4 )y'R2 -—  a‘2wst26 ; \y' —  2A y -( -  q,

(15)  \ ,=  (a2 —  R2) ( l  —  A)dos6, i zkąd

\q —  (a2 —  Rr-)(1 —  /<;) w si 6; \ x ' * ^ y ' * = U k ^  Ą -y ‘i) Ą - ‘:) .h .(p x -{ -q y )Ą -p ’i -\- ą1 ■
równania (14) stają się

x ’ =  B d osa (a d osa  - j -  y'R2 —  a2wst'2«),

i j  =  B w sta (a d osa -}~ V ^ 2 —  a2wst2a).

Dzieląc stronam i, potem  dodając sum m ę kw adratów  po odosobnieniu  pierwiastku, znajdujem y 

sta —  ̂ r, x '2 -j- y ' 1 —  2 a B d o s a (x 'd o s « 4 -2 / 'w s ta )+  (a2 —  R'2)R 2 =  0.

Rugow anie «  jest wtedy łatw em , i otrzym uje się ostatecznie

(16) 4A2(x 2 - f  i f )  -4- 2 A {p x  4 -  qy) —  2 Ba(2A x  +  p) +  R2(a2 —  R-) +  p 1 +  q- =  0.

T o  rów nanie przedstawia jakiekolw iek k o ło ; otrzym a się tym sposobem  dwa koła w edług tego 

jak w  w artościach  na A  i B w eźm ie się pierwiastek \/R'2 —  a2wst2g ze znakiem  4 - a lbo ze zna
kiem  — . W ię c

Jeżeli na jakiejkolieielĄ siecznej stałej, przechodzącej przez S, bierze się dwa punkta nie odpowiednie 
i gdy się j e  łączy z dwoma punktami odpowiednimi leżącymi na jakiejkolw iek siecznej ruchomej około S ; 
miejsce punktów przecięcia, prostych , tym sposobem otrzymanych będzie się składało z dwóch kul, jedno- 
odpowiadające punktom nie odpowiednim zewnętrznym na siecznej stałej, drugie punktom nie odpowie
dnim wewnętrznym.

2° Przypuśćm y a stałem i rugujm y 6 m iędzy dw om a równaniam i (1 3 ); znajdzie się w tedy jak ie
kolw iek rów nanie drugiego stopnia. W ięc

Jeżeli na jakiejkolw iek siecznej stałej, przechodzącej przez S, bierze się dwa puukta odpowiednie i gdy 
się j e  łączy z dwoma punktami nie odpowiednimi leżącymi na jakiejkolw iek siecznej ruchomej około S, 
miejscem punktów przecięcia prostych tym sposobem otrzymanych je s t  jakakolwiek krzywa drugiego 
stopnia, ogólnie różna od jakiegokolwiek koła.

Sprawdzi się jeszcze w iele innych w łasności, rozbierając przypadki szczególne tej kwestyi.

(Zobacz : Zastosowania analizy i geom etryi, przez p. P oncelet, tom  I.)
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257. K i e d y  jakiekolwiek koło je s t  stycznem do dwóch innych kół, cięciwa zetknięcia przechodzi przez 
jeden ze środków podobieństwa dwóch kół.

Ta w łasność w ynika z podania dow iedzionego w  numerze poprzedzaj ęcym , jednakże uzasadnimy 
ję  bezpośrednio za p o m o cę  rachunku.

Przypuśćm y że k oło  dotyka dw óch  kół danych, obu  zewnętrznie a lbo ob óch  w ewnętrznie, i weźm y 
w tedy za poczętek środek podobieństw a zewnętrzny. Jeśliby koło  dotykało dwa koła, jed n o  w e
wnętrznie a drugie zewnętrznie, w zięłoby się za poczętek środek podobieństw a w ew nętrzny.

Linia środków  będ ęc  osię odciętych , równaniam i d w óch  kół stałych będę w edłu g  n™ [255j

(1)
ar* 4 -  y -  —  2ax - f  (a2 —  Ił-) =  (I; 

X2 - f  y 2 —  2aAx 4 -  A2( a2 —  R2) =  0 .

Ma się - j — k, jeśli R , jest prom ieniem  drugiego koła . 
R

i y

Niech będę I i I, punktami zetknięcia okręgu koła C' z kołam i G i C ,; (x „  y t) i (x->, y 2) spół
rzędnemi w zględnem i I i i , ;  niech będzie nakoniec

ma się

dla 1

tf =  ICx , —  IjCjO

Xi —  a - j -  R d o sy ,

y  j =  R w s ię ; 

Równaniem  cięciw y  zetknięć II] będzie przeto,

dla I,
a,’2 =  Aa —  /¿R dosyi, 

y 2 =  A R w sly,.

X y i x  y 1

X i .Vi i =  o, t. j. a - j - R d o s ę  Rwsttp 1

x 2 y-i i Aa — AR dos 9, AR wst <pt 1

=  0 .

Aby ta prosta przechodziła przez punkt O, potrzeba] aby jej równanie by ło  sprawdzonem  dla 

x  —  0, y  =  0 ; t. j. żeby było

a +  R d o s «  Rwsttp

ku —  AR dos <pi AR wst<P)
=  0 .
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albo rozw ijając,

(2) a(vvst<p, —  wst<|>) +  Rwst(<p -|- <?,) —  0.

O tóż, jeżeli oznaczym y przez R' prom ień  koła C ', trójkąt CG'C, daje rów ności

R - f  II, _  AR 4 -  R ' _  Aa —  a 
W S t^ j W S tę  WSt(tp 4 -  9 i )  ’

w yprow adza się ztąd :

—  a  (i*- d ') —  (AR 4 -  R') a j j )Q   11 —  AR'
wst(<p 4" ? l )  WSt<h — wst'f WStÇj — w st9'

Jestto dokładnie związek (2) który się należało spraw dzić.

258. Osie podobieństwa trzech kół:

Niech będą równania trzech kół

/  (O,) (cc -  a,)'i 4 -  (y  -  b ,)'2 -  R* =  0,

(1) ' I (O2) (æ —  a.2)î +  (y  -  b _ 4  — lt* =  0,

(  (0 3) (x  —  a3)J 4  (y  —  b3)J —  R» =  0.

Oznaczmy przez :

E , i R  środk i podobieństw a zew nętrzny  i w ew nętrzny  kót O j i 0 3 ;

E2 i I 2     0 3 i O, ;
«

E3 i I3   O, i 0 >

Spółrzędnemi punktów E0 i 1« będą według nr« [225]

I m _  a2Rj — a3n 3 I , a# 3 +  a:itij
0  R 3 - R 2 ’  X u -  l O  +  t u  ’

(2) Eo l0
/ b  .R-i —  b.tB) / ,  b 2R 3 - H  b 3R 2

i/o — —fi------ T,  ’ 2/0 — ,, ,  >
\ 1>3 — 1>2 1>3 “ 2

o trzym a się w zory podobne dia innych .

Aby dowieść własności, kióre mamy na widoku, będzie korzystnie tu się posługiwać równaniami styczncczkowemi. 

Równaniami styczueczkowemi środków trzech kół lędą  według 11™ [113]

: Oi =  aiti +  óii> —  1 = 0,

(3) ' Oj =  a3M +  b v  —  1 = 0,

\  O j =  a 3u  4 -  A3Ł' —  1 ■= 0 .
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Równaniem styczneczkowem punklu E] będzie

w r, +  vyi —  1 = 0,

2  5 ii

albo

a lb a  n a k o n ie c

i((a.li3 — a3Rj) +  o(b2R3 — b j l l ) —  R3 +  1« =  0,

R3(wa2 4 - vb2 —  1) —  R2(«a3 4 - i>b3 —  1) =  0.

Równaniami styczneczkowemi środków podobieństwa trzech kći be lą więc, przedstawiając przez O,, 0-2, 0 3, 
fnnkcye Unijne (ii)

(4)

I (El) R>03 -  R30 . =  0,

I (E ,) R3O j -  R ,O j =  0,

\ (E3) R .0 2 —  R20 ,  =  0,

li.) R A  +  R.,02 =  0, 

(Ij) IhOi +  R,Oj =  0,

(ij) r ,0 2 4~ r2o , =  0.

Otóż jest widocznem według tego, że sześć punktów (Zt) albo sześć środków podobieństwa tworzą cztery grupy 
trzech punktów w  Unii prostej.

Tym sposobem otrzymamy proste

( 5)

0 , o 2 0 3

« 1 - R i

0

_ 0 2 O

U l _  ¡ 4

O , _ 0 2 o 3

R i — r 2 R 3  ’

0 , 0 . 0 ;!

R i _  I ’l 2 R a

Ei h  I3 ..........................................................................

| e2 i3 r, ..................................................

e2 r, i2 ........................................................................

Jest iatwo wyprowadzić ztąd równania tych czterech prostych.

Weźmy, na przykład, pierwsze E,, E2, E3 ; spólrzędncmi jednorodnemi tej prostej będąc u ,v , i v ,  jej równa
niem będzie

u x  -\ -vy  —  w =  0,

pierwsze z równań (5) dają

u a ( 4-  o b i —  to  4 -  ż R i  =  0 ,  

tta 2 +  o b 2 —  10 4 h > I\2 =  0 ,

«a 3 - j-  obj —  to 4 “  A  — 0.

Rugując u, v, iv i ). między temi czterema równaniami, otrzyma się na równanie osi podobieństwa.

( 6 ) E.E.E3 :

x  y  

a( b,

a2 b.

a.i bj

1 0 

1 1!,

1 R2

1 R 3

=  0.



Znajdzie się tymże samym sposobem dla innych :
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(0 bis) E jl j l i

X y 1 0
a . b, 1 bi.

a2 b2 l I < 2
a 3 1 ) 3 1 l i . )

• e t c . . .  e t c . . .  e t c ............

Dowiedziemy jeszcze własność następującą :

Trzy proste 0 ,1 ,, O .Ijj O3I3 są zbiegającemi się. 

Równaniem prostej 0,1, jest (2)

x  

a.

to równanie można napisać

V

b.

=  0 ;

a 21 • 3 +  ajRą bąR3 -f- bjlls R 2 +  R.t

X y 1 a: y 1 ;

(0 ,1.) «2 a, b, 1 +  I* 3 ai b, 1

3;l ba 1 a2 I12 1

znajdzie się podobnież

(02I,)

(O:,!:,)

a- y 1 X y 1
.

32 ba 1 - f -  R , a2 1)2 1

a. b , 1 a j b.i 1

X y 1 cc y 1

a,! 1)3 1 +  R 2 a j l>3 1

32 b2 1 a, b , 1

=  0.

Otóż jest w idoczne ,11 ż '  te trzy proste przechodzą przez punkt

Oi
I X

Ri j a2
! aj

y

b.,

X y 1 X y 1

=  1*2 a j b j 1 =  Hj a. b, 1

a. b , 1 32 bj 1
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R O Z D Z I A Ł  I Ł

§ 1 . —  RÓŻNE KSZTAŁTY RÓ W N AN IA KCŁA.

1° K oło opisane na jak im kolw iek  t r ó jk ą c ie .

259. Daje się równania b ok ów  trójkgta; przypuścim y je  położone p od  kształtem

c

X =  p  —  i r d o s a — y w sta  —  0, BG

Y =  q  —  aidosS. —  y  wstS —  0, GA

Z = r  —  aidosy —  ? /w s t y = 0 ,  AR

i w eźm iem y trójkąt dany za trójkąt odniesienia.

T o  przypuściw szy, równanie

(2) aYZ bX Z - f  cX Y  =  0

w  którem a, b, c , sę stałe dow oln e, przedstawia jakakolw iek krzywy drugiego stopnia opisanę na 
trójkącie ABC. Jest oczyw istem , w  rzeczy sam ej, że ta krzywa przechodzi przez w ierzchołek  A , 
ponieważ je j rów nanie jest spraw dzonem  przez spółrzędne (Y  =  0, Z =  0) w ierzchołka A ; sprawdza 
się tak sam o że ona przechodzi przez w ierzchołk i B i G.

D ow iedziem y poniżej że to rów nanie jest równaniem najogólni ejszem krzyw ych drugiego stopnia, 
przechodzących przez trzy punkta A , B, C.
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W yrazim y że równanie (2) przedstawia jakiekolw iek k o ło , rów nając spółczynniki kw adratów  X1 i y ‘l 
i znosząc s p ó łc z y n n ik  wyrazu xy\  otrzym ujem y tym sposobem  dwa związki

a wst(§ - j-  y) - j-  b w st(« - j-  y) —f- C w st(a —j- 5) =  0 , 

ad os(§  - j-  y) -j— b dos(a - j -  y) -j— C dos(oc -j- 6) =  0.

Rozwiążm y te dwa równania w zględem  a i b , w ypadnie

(3) ___ li =   ii = ___
WSt(S —  y) W S t(y —  a )  W St(a —  g)

Zkąd wynika nakoniec, dla równania koła opisanego na trójkącie ABC

(4) YZwst(6 —  y) -f -  ZX w st'y  —  cx) — XYwst(a —  6) =  0.

Jeśli się przypuści początek spółrzędnych w ew nątrz trójkąta odniesienia, będzie m og ło  się zrobić 
użytek ze związków (4) nra [94], i rów naniem  koła opisanego na trójkącie odniesienia będzie

(5) YZw stA  - f -  Z X w stB  -f -  X Y w stC  =  0.

W reszcie to równanie, zamykając tylko same elementa trójkąta odniesienia, zachow uje tenże sam 
kształt jakiem kolw iek bądź by łoby  położenie początku spółrzędnych Kartezyańskich.

Uw aga  I. Potęga jakiegokolwiek punktu względem koła (5).

Potęga jak iegokolw iek  punktu jest rów ną pierwszej stronie rów nania koła (w  spółrzędnych Karte- 
zyańskieh) podzielonej przez w artość wspólną spółczynników  kwadratów nru [218].

Jeśli, w  równaniu (5), zastąpi się X , Y , Z , przez w artości (1 ), i gdy się oznaczy przez k w artość 
w spólną spółczynników  kw adratów , znajduje się

k —  d osS dosy .w stA  -f -  d o s y d o s a . w s t B  - j-  d o s a  d o s g .  w s t C ,  

k =  w s t g w s t y . w s t  A  - J -  w s t y  W S t a .W S t B  - j -  W S t a  W S tg .  W S t C .

Dodając i mając wzgląd na związki (5) nru [94], wypadnie

2 k —  —  w stA d o sA  —  w stB d osB  — w stC dosC , 

zkad, przypomniawszy sobie że

2S
w st2A  - j -  wst2B - j-  wst2C =  4wst A w stB  wstC =  ę

wypada



KOŁO (SPÓ f.RZĘD NE T R ZY L IN IJN E ). 257

Przeto, potęga P2 jakiegokolw iek punktu (X 0, Y 0, Z0) w zględem  koła (5) będzie miała na swe
wyrażenie

(5 bis) P - =  -  ~ ( Y 0Z0wstA +  Z0X 0w stB  +  X„Y0wstC).
O

2R.“Doszłoby się rów nież d o  w artości czynnika l ic z e b n e g o  uważajęc że potęga jakiegokolw iek
O

punktu ma wyrażenie kształtu

/r,(Y(,Z(lw stA  - j-  Z0X0w stB  - f  X 0Y0w stC ),

ki będ ęc  czynnikiem  niezależnym od  położenia punktu ; w yznaczyłoby się w tedy czynnik kt b ioręc, 
za punkt (X0, Y 0, Z0) środek  koła znaleziony w  nrze [260].

U w a g a  II. Jeśliby równania bok ów  trójkęta były wzięte pod kształtem ogólnym

/ M =  ax  - f -  a'y  a", BO

(6) | N =  b x  - f -  b 'y -f- b", GA

I' =  c x  - j -  c 'y c", A B ;

oznaczając przez X , Y , Z od leg łości jakiegokolw iek punktu koła od  prostych  M, N, P , m iałoby się 
w tedy, b ioręc odpow iedn io  znaki,

x  =  3 L .  y = — ,  z = £ ,
mt w, p t

przedstawiając przez mu p t pierwiastki

^a'2 -} -  a12, Vb2 +  b '2, \!c2 - f-  c '2.

Zastępując X, Y , Z , przez w artości poprzedzające w  rów naniu  (5), otrzym ałoby się

(7) m^PwstA - f  «lPMwstB -(-/bMNwstC =  0.

Ta uwaga stosuje się do różnych rów nań, które napotykam y w  poszukiwaniach następujących.

260. Wyznaczenie środka i promienia.

Prom ień R będzie danym przez jakakolw iek z rów n ości

(8) . a —  b— =  —£—  = 2 R ,
w stA  w stB  wstG

a, b , c , będ ęc  długościam i bok ów  trójkęta odniesienia.
3 3
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Dla wyznaczenia spółrzędnych X0, Y 0, Z0, środka O, uważam y że

X 0 —  05* —  j /  R2 —  ?- =  R y/i —  w si2 A —  R  dos A ;

ma się w ięc

/ —  R d o sA ,

(9; j  Y 0 =  R d o s B ,

\ Z0 =  R d osC .

261. Znaczenie geom etryczne równania (5).

Niech będzie 5! jak im kolw iek  punktem k o la ; X , Y , Z , jego  spółrzędne. W edłu g  położenia d obra
nego dla punktu M, w idzim y że X , Y albo M A,, MIR, są dodatne, a Z albo MC, jest od jem n em ; 
otrzym a się w ięc

/ —  Y Z w st A =  pow ierz. MB,C,,

| — X Z w stB  =  pow ierz. M A ,C „

' - j -X Y w s tC  =  pow ierz. MA, R,

równanie (5) daje wtedy związek

(10) pow ierz.M B ,C , -f-  pow ierz.M A ,G , —  pow ierz.M A ,B , =  0 ;

to jest żc pow ierzchnia trójkąta A ,B ,C , jest zerem ; w ięc trzy punkta A ,, B ,, G,, są w  linii prostej. 
Ztąd to tw ierdzenie:

Jeśli z jakiegokolwiek punktu koła opisanego na jakim kolwiek trójkącie spuści się prostopadłe na trzy 
boki trójkąta, spodki tych prostopadłych są w linii p roste j.

262. Przytoczym y jeszcze podanie następujące :



Miejscem punktów takich ze je ś l i  się spuści z tych punktów prostopadle na trzy boki trójkąta, stałego ABC, 
powierzchnia trójkąta A ,B ,C , utworzonego przez spodki tych prostopadłych będąc stałą, jest jakiemkolwiek
fcołem spółśrodkowem z kołem opisanem na trójkącie ABC.

*

A

KOŁO (SPÓŁRZĘDNE TRZYLINIJNE . 25 9

Niech będzie M jed en  z tych pu nktów ; X , Y, Z , je g o  sp ółrzędne; otrzyma się

pow ierz. MB,Ci =  Y Zw stA , 

pow ierz. M A ,C ,—  Z X w stB , 

powierz. M A,B, =  XY w stC ;

otóż, jeżeli k2 jest wartością stałą pow ierzchni, ma się

pow ierz.M B ,C , - f  pow ierz.M A ,C , -f -p o w ie rz .M A ,B , =  pow ierz.A ,B ,C , =  k2;

w ięc

(11) Y Z w stA  -) -  X Z w stB  -( -  X Y w s t C = / .2.

Otóż to równanie przedstawia jakiekolw iek k oło  spółśrodkow e z kolern (5).

W  rzeczy samej, w edług związku (3) nru [93], rów nanie (11) można napisać

(12) Y Zw stA  -f -X Z w s tB  - f  X Y w stC  =  ^ 5 -  [X w stA  + Y w s t B  - f  Z w stC ]2.
S2

I

Lecz równanie prostej w n ieskończoności jest w edług związku (8) n™ [96]

X wst A - f -  Y w stB  - f -  Z wstC =  0,

W idzim y w tedy że dwa koła (5) i (12) są pod w ójn ie  styczne i że ich punkta zetknięcia są w  nieskoń
czoności, poniew aż punkta w spólne tym dw om  kołom  muszą sprawdzać równanie

[X wst A - j-  Y wst B —|— Z wst C]'2 =  0 ;

w ięc te dwa koła są spółśrodkow e, w edług nru [22tiJ.

Można jeszcze sprawdzić tę w łasność uważając, że p o  zastąpieniu X , Y , Z , przez w artości (L  
nm [259], równania (5) i (11) różnią się tylko od  siebie w yrazem  niezależnym ; w ię c ......
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Ii" R ó w n a n ie  kół stycznych do dw óch  pro stych .

263. Z o b a cz y m y  p on iże j że

(13) YZ —  ).X2,

jest równaniem  najogólniejszem  krzyw ych drugiego stopnia, stycznych d o  dw óch  prostych AC i AB 
w  punktach ich spotkania z prosty BC. M ożem y w szelako sprawdzić że krzywe przedstawione przez 
równanie poprzedzające zadosyć czynią tym w aru n k om ; gdyż, jeśli się szuka przecięcia tej krzywej 
z prostą AB albo Z =  0, znajduje się X 2 =  0, co  daje dw a punkfa schodzące się z sobą ; krzywa 
jest w ięc styczny w  B do prostej AB . W idzim y podobnież że ona jest styczną w  C do prostej AC.

Szukajmy teraz w arunków  aby równanie

YZ =  ŻX2

przedstawiało jakiekolw iek koło.

W yrażając że spółczynniki na x l i ij2 są rów n e i że spółczynnik x y  jest zerem, dochodzi się do 
związków

tdos(g  -f -  y) =  Ados2*,

( w st(6 4 - y) =  y W St2a.
(Ui)

W ypada ztąd, dodając sum m ę kw adratów,

X* =  1, zkąd X =  +  1.

O dległości Y i Z  będąc tu zawsze dodatne, w edług naszych um ów  i położenia kola względem  
dw óch  prostych, należy wziąć w artość A =  1 ;  i równaniem  koła jest

(15) YZ =  X2.

Stała X będąc równą - j-  1, związki (1 A) dają

(16 ) 6 —(- y — - 2a  - ( -  2/i’jr.
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Jest w ięc związek m iędzy ilościam i a ,  6, y figurującem i w  równaniach (1) nru [259], kiedy równa
nie (15) przedstawia jakiekolw iek k o ło ; jest to że w  istocie koło będąc slycznem  w  B i C, prosta BC 
jest prostopadłą do dw ój siecznej kąta A. Jeslto dokładnie c o  wyraża związek (16); gdyż można napisać

a —  6 —j- 2 /i'7t =  y  —  a ;

zkąd

W St(a —  6) =  wsf(y —  a );

a w edług zw iązków  (4) nru [94 ]:

w stB  =  wstC, albo B =  C .

W artość X - j -  1 odpow iada przypadkowi w  którym  początek spółrzędnych kartezyańskich jest 
w kącie BAC a lbo w  jeg o  w ierzchołku  przeciw ległym ; X =  —  1 odpow iada przypadkowi w  którym  
początek spółrzędnych znajduje się w  innych kątach.

T o  następstwo wynika z praw idła uzasadnionego co  d o  znaków funkcyi kształtu [# d o s a -f -y  w sta — p] 
num eru [76].

Kiedy się uważa X , Y , Z jako spótrzędne trzylinijne i gdy się przyjmuje um ow ę przytoczoną 
w  n™ [90], w artość a =  - j -  1 sama przystoi kwestyi.

264. Znaczenie geom etryczne równania
*

YZ =  X2.

Jeżeli z jakiegokolw iek punktu M, w ziętego na kole, spuści się prostopadłe MP, MQ, MR na cięciw ę 
zetknięcia i na styczne, m a się

MQ =  Y, MB =  Z, MP =  X ;

zkąd

(17) m p 2= m q . m F.

Odległość jakiegokolw iek punktu koła od jakiejkolw iek cięciw y je s t  średnio proporcyonalng m iędzy jeg o  
odległościami od dwóch stycznych wyprowadzonych z końców tej cięciw y.

III0 R ó w n a n ie  k o ła  w p isa n ego  w  ja k ik o lw ie k  t r ó jk ą t .

265. Niech będzie A ^ G ,  trójkąt utw orzony przez trzy punkta zetknięcia; przypuśćm y równania 
bok ów  B4Ci , C jAi, A jB^ położone pod kształtem

[ X, =  Pi —  ¿'dosoc, — y w s ta  =  0, (B,Ci)

18;  ̂ Y.j =  Q\ —  ¿rdosćj — y w ste  —  0, (CjA,)

, Zj =  r t — x d o sy , — y w s t y i=  0. (A iB t)
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Równaniem  koła będzie w tedy

(49j YiZjW stAi - ) - Z 1X.iWst Bj - j -  X 1Y fw stC i —  0.

Można także uważać koło  jak o styczne z bokam i AB i AC, cięciw ą zetknięcia jest B,C, e tc .......
m ożna przeto położyć je g o  rów nanie pod  kształty następującym i :

/ YZ =  X?,

(20) ZX  =  Yf,

V X Y  =  Z\.

Jeśli m iędzy czterem a równaniam i (19) i (20 ), w yruguje się X „  Y „  Z ,, otrzyma się związek m iędzy 
spółrzędneini X , Y, Z, jakiegokolw iek punktu koła, to je st rów nanie koła odn iesionego do trój
kąta ABC. (Ten rodzaj dow odzenia jest w zięty z traktatu sekcyi fonicznych  P. Sa lm ona .)

Otóż w yprow adza się z rów nań (20)

Y ,Z , =  \/X y^AYZ, Z ,X , == \JY y X Y Z , X ,Y , —.\ fz  \/XYZ; 

podstaw iając te w artości w  równaniu (19), znajduje się

(21) \/X w stA , - j-  \ Y w stB , - j -  \jl w stC j =  0 .

Ocenienie kątów  A ,, B ,, Ct, będzie zależeć od  położenia  kola w zględnie trójkąta.

Przypuśćm y naprzód koło wpisane w łaściw ie m ów iąc, to jest wewnątrz trójkąta; w tedy łącząc 
środek koła w pisanego z punktami zetknięcia A 4, B i; C1? w idzim y bezpośrednio że

A —  2 A i =  ir, B “ j— 2B; 7r, C -j— 2C| =  7rj

albo też

Lecz różnica głów na tego przypadku od  poprzedzającego zależy od kształtu związków (20).

Kiedy się odnosi kolo do trójkąta A ,, B ,, Gj, od leg łości Y i Z, które są w zględne trójkąta A fBC4 
są dodatne, ma się jeszcze
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kiedy się odnosi koło  do trójkąta BA jC j, od leg łości X  i Z, które w inny zawsze być odniesione do 
trójkąta ABC, są ł sza odjem na, a 28« dodatna ; ma się w ięc

(— X)Z =  Y f;

i w edług tychże sam ych uwag,

(— X )Y  =  Z *.

Rów naniem  koła w pisanego w  trójkąt ABC będzie w ięc

A , .ITr B , .,77 J . . C
(22 ) \JX dos - f  y/Y d o s ^  - f  \/Z d o s ^  =  0 ;

A A A

rów nanie które wypada zrobić w ym ien iem .

2° K oło  jest zawpisanem w tró jk ą t; przypuśćm y styczne z bokiem  BG i z przedłużeniam i dw óch 
innych bok ów  AB i AC.

Znajdzie się za pom ocą uwag p odobnych  poprzedzającym

zkad

2A, —  A —  7t, B —f— 2B, — -jT,

B,
_T T  , A 

l l ~ 2  +  2 :
TT li 

: 2 _  2 j

C +  2 Ci

C,
2

G 
2 '

W yprow adza się ztąd

Y,Z, =  \J^X V ~ -X Y Z , X,Zi =  \/Y \J— X Y Z , X, Ys =  v'Z y — XYŻ .

Rów nanie koła zawpisanego doiykającego bok BC będzie w ięc 

(23) —  X dos^- - j-  v/Y dos -  - j -  \/Z dos -  =  0.
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IV “ R ó w n an ie  jakiegokolw iek  koła  opisanego na  jak im k o lw iek  czw oroboku .

266. Niech będą  równania bok ów  czw orobok u

M =  jrd osa  - ) -  y  w s i« — p  —  0 , (AB)

N =  x d o sS  - j -  y  w sie  —  q =  0, (BC)

P =  jcdosy  - f -  Uw s^y —  >’ =  0, (CD)

Q —  a:dos<5 - j-  y  w s t i — s =  0. (DA)

Rów nanie

MP =  XNQ,

przedstawia jakakolw iek krzywą, drugiego stopnia, przechodzącą przez punkta A(M  =  0, N == 0), 
B(N = 0 ,  P =  0 ), C(P =  0, Q =  0), D(Q =  0, M =  0 ); zobaczym y poniżej że jestto równanie 
najogólniejsze krzyw ych zadość czyniących tym  w arunkom .

W yrażając że to równanie przedstawia jakiekolw iek  koło , znajduje się związki

( dos(a - j -  y) =  Xdos(S - j-  $)
(25)

( WSt(a -)- y) —  Xwst(6 - j -  5).

Ztąd się w yprow adza, dodając sum m ę kw adratów  :

X2 =  1, zkąd X =  +  1.

Otóż jeżeli się przypuści początek spółrzędnycli wewnątrz czworoboku, trzy funkeye (24), (M, N, P, Q)

będą przedstawiały m niej od leg łości jak iegokolw iek  punktu koła od  b ok ów  czw orobok u , i tylko 
jedna da w artość bezwzględną tej o d leg łości; w inno się w tedy w ziąć X =  — 1 •

Tak w ięc, kiedy początek spólrzędnyck je s t  wewnątrz czworoboku, równaniem koła opisanego je st

(26) MP -f- NQ =  0;



g d y  początek spółrzędnych je s t  zewnątrz czworoboku, równaniem koła opisanego je st

(27) MP —  NQ =  0.

Związki (25) daję w tedy :

w  l 5o™ przypadku : a - | - y = 7 r - { - g - f - < S - f -  2 k n ;

w  2sim przypadku : a —f— y =  S —j— —f- 2£tt.

Te zwięzki wyrażaję źe kęty przeciwne czw oroboku  w ypukłego sę spełniajęce.

267. Znaczenie geometryczne równań (26) i  (27).

Jeśli z jakiegokolw iek punktu m koła opisanego spuści się na boki czw orobok u  prostopadłe 
ma, m b, m c, md, m a się, bez w zględu na znak :

M =  ma, N —  mb, V —  m c, Q = ~ m d ',

rów nania (26) albo (27) daję wtedy

m a.m c .
(28) = 7 - =  —  t ;

» ib .m d
to jest że

Jeśli jakiekolw iek koło jest opisanem na jakim kolwiek czworoboku , iloczyn prostopadłych spuszczonych 
z  jakiegokolw iek punktu koła na dwa boki przeciwne, je s t  równy iloczynowi prostopadłych spuszczonych 
na diva inne boki.

V o PüNKTA KOŁOWE W NIESKOŃCZONOŚCI.

KOŁO (SPÓŁRZĘDNE TRZYLINIJNe ). 2 6 5

R ó w n a n ie  jakiegokolw iek  ko ła .

268. Punkta kołow e w  nieskończoności sę przecięciam i jak iegokolw iek  koła przez prostę w  nie
skończoności.

M ożem y w zięć przeto koło opisane na trójkęcie odniesienia, a w  przypadku spółrzędnych trzy- 
linijnych odpow iednie param etrom  odniesienia rów nym  je d n o ś c i; punkta k o łow e  w  nieskończoności 
będę wyznaczone przez dwa równania

( Y Z w stA  -) -  Z X w stB  - j -  X Y w stC  =  0,
(29) ] ( « ,  « ') .

( X w stA  -J- Y  w stB  -(-  Z wstC =  0.

269. T o nam pozw oli napisać, w  tymże samym układzie spółrzędnych równanie jakiegokolw iek koła. 

Rów naniem  ogólnem  jakiegokolw iek koła będzie

(30) A(YZ w st A  - f  ZX w stB  - j -  X Y w stC ) +  (X w stA  - f  Y  wstB +  Z wst C) (mX  - f  nY +  pZ) =  0 ;

p ,  £  sę stałemi dow olnem i.
k k k

ZU
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Równanie (30) przedstawia w  rzeczy samej jakąkolw iek krzywą drugiego stopnia, przechodzącą- 
przez punkta k ołow e w  n ieskończoności w edług nro [268]; w ięc  ta krzywa jest jakiem kolw iek kołem  
nru [211]; będzie się m ogło  nakoniec rozporządzić trzema stałemi dow oln em i w  sposób taki, aby 
m ożna b y ło  przeprow adzić krzywą przez trzy punkta dow oln ie w zię te ; jestto w ięc równanie 
o g ó ln e  jakiegokolw iek koła.

Można dać równaniu (30) różne kształty; wystarczy nam posiadać wskazaną m etodę, pozwalającą 
napisać zaraz to równanie.

270. Jeżeli P jest jakim kolw iek punktem  stałym, i gdy  A i B są przecięciam i jakiejkolw iek 
siecznej z k o łe m ; biegunow a punktu P będzie m iejscem  punktu określonem  przez związek

§ II. _  BIEGUNOWE. —  KOŁO DZIEWIĘCIU PUNKTÓW.

1° Biegunow a . —  St y czn a .

(ł)
2   1 . 1

PM PA PB ’

a lb o

(2 )
MA MB . 
PA PB

radzimy początkującym  przypom nieć sobie rozum owania przytoczone w nriu [2311 

Niech będzie równanie koła dane

(3) A X , Y , Z) =  0 ;

a X 0, Y0, Z0, spółrzędne punktu P ; X , Y , Z , spółrzędne punktu M.

Tfl > 1̂1 A.Jeżeli przedstawim y przez —  stosunek — , w  którym  k oło  dzieli odcinek  PM, spółrzędne- 

punktu A będą w edłu g  nra [90]

mtX  -(-  »*2X 0 m ^i - j -  m2Y0 mtZ - f-  m.{/0
mi - j -  m-i ’  -)-  m.2

Ponieważ spółrzędne tego punktu muszą spraw dzaćfrów nanie (3) koła,) otrzyma się 

, Ł_  f(m i X  _ j _  m 2x 0 ,  r r i i Y  - } -  m 2 Y o ,  W i Z  - ( -  m 2Z 0)  =  0 ;
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a lb o ,  rozwijyjyo w e d łu g  wzoru T aylo r ’a

(4) m \f(X, Y , Z) —)— X0/ ' x -(- Y0/ 'v -)- Z „/'z] -j-  Wij/(X 0, Yo, Zo) =  0.

2 6 7

T o rów nanie wvznaczv, co  do w ielkości i co  do znaku, w artości d w óch  stosunków  i
J AP  BP ’

otóż, w edług zwiyzku (2), sum m a tych stosunków  musi być zerem ; w ięc ma się

(5) X o/ ' x +  Y(/ v - t -Z l/ ' 2= 0 ;

równanie które m ożna napisać, poniew aż funkcya f (X ,  Y , Z) jest drugiego stopnia 

(5 t e )  X / '  4 -  Y /1 - f  Z / ’  =  0.
Ao o

Rów nania (5) albo (5 te ) określajy zwiyzek m iędzy spółrzędnem i jak iegokolw iek  punktu M m iejsca ; 
on o przedstawiają w ięc biegunową punktu P (X 0) Y0, Z0).

271. Jeżeli punkt P  jest na kole , biegunow a tego punktu jest styczny do koła ner [232] uwaga II; 
przeto rów nanie stycznej w  jakim kolw iek punkcie  (X„, Y„, Z0) koła

f (X , Y , Z) =  0,

będzie

(6) X Ą  + Y / ' v + Z f z = 0 ,
Ao 'o Lo

z warunkiem

(6 bis) f(X 0, Y0, Zo) =  0.

272. Będzie jeszcze łatw o wyznaczyć spułrzędne środka jakiegokolw iek koła, uważając że w edług 
num eru [235]

środek je st  biegunem prostej w nieskończoności.

A w ięc spółrzędne środka koła , w edług w zoru (15) nru [263], będę wyznaczone przez zwiyzki

2X   Y   Z
w stA  w stB  wstC*

273. Można jeszcze dow ieść w  sposób następujący w łasność b iegunow ej przytoczony w  nrze [237J. 

W eźm y za trójkyt odniesienia, trój kąt utw orzony przez styczne poprow adzone z punktu P i ich
cięciw y  zetknięcia, równaniem  koła będzie

YZ =  X 2;

prosta BG jest biegunow y punktu A ncr [232] uwaga I.

P oprow adźm y przez punkt A dw ie jakiekolw iek sieczne

(MM,) Y =  X Z ;  Y  =  p Z  (NN,).

V
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Spółrzędnem i ich punktów  przecięcia z kołem  będą

M
Y =  XZ,

x  =  z  \ J i ;

N
Y =  (*Z,

x  —  z  y j l ;

( Y  =  f*Z,  
N. _

( x  =  —  z  v V  •

Jakakolwiek prosta, przechodząca przez punkt M, będzie miała na równanie

Y —  X Z - f £ ( X —  Z \ J l )  =  0 

w yraźm y że ona przechodzi przez punkt N ,, znajduje się

ma się w ięc na równanie prostej MN(

(MNj) X (y£  —  +  Y —  Z f i  f i =  0 ;

znajdzie się tak samo zm ieniając na — a \'V na — •’

(MjN) X (—  y/ft - j -  \Jl) - f - X  —  Z*\]y. fik  —  0 ;

zkąd w ypada odejm ując stronami

X =  0 ;

to jest że sieczne MNj i MtN przecinają się na biegunow ej BG.

Zrobi się takież same sprawdzenie dla prostych  MN i M1Nł.

274. Zastosujm y zasadę nru [243] dla wyszukania warunku prostokątności d w óch  prostych
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Należy wyrazić że ich ślady na prostej w  n ieskończoności tworzy z punktami kołow ym i w  nieskoń
czoności jakikolw iek układ harm oniczny.

Punkta kołow e w  nieskończoności sę na m ocy  nra [268]

Y Z w stA  - j -  Z X w stB  -} -  X Y w stG  =  0,

X w stA  - ) -  Y w stB  Z w stC  =  0.

W yznaczm y jakikolw iek pęk prostych, mający na przykład sw ój w ierzchołek  na w ierzchołku  C 
trójkąta odniesienia, i przechodzęcy przez punkta uważane.

Rów naniem  jakiejkolw iek prostej rów noległej do  l szei z prostych (1), będzie

M 4X  - { -  N4Y PiZ - j -  A(X wst A -f -  Y w stB  - j-  Z wstG) =  0 ; 

wyraźm y że ona przechodzi przez w ierzchołek  C, ma się

/cwstC =  —  P ,.

Tym  sposobem , równaniam i dw óch  prostych rów noleg łych  do prostych (1) przechodzących  przez 
w ierzchołek G będę

( (MjWStG —  P ,w stA )X  (N^wstC —  P,wstB)Y =  0,
(3)

( (M2w stC  —  P2wst A )X  -)-(N 2wstG —  P2w stB )Y  =  0.

W yrugow aw szy Z m iędzy równaniam i (2), otrzym a się równania dw óch  prostych (1) p rze ch o 
dzących przez w ierzchołek  (C) i punkta kołow e w  nieskończoności, to jest

(U) X 2wst A  w stB  - j -  X Y (w st2 A  -f -  wst2B —  wst2C) -f -  Y2wst2A wst2B =  0.

Zastosujm y do tych d w óch  rów nań (3) i (6) wzór (31) n™ [177] to jest

(5) BB1 =  2(AtG -f -  AC4) ; 

ma się lu

(A , =  w st A w stB , Bi =  wst2A  -f -  wst2B — wst2C, Ci =  w s tA w s tB ;

A =  (MiWStG —  PiW stA)(M 2w stG  —  P2wst A),

C =  (NiWstC —  Pjwst A)(N2wstG —  P2w stB),

B =  (N^ystC —  P1wstB)(M 2wstG —  P2wst A) - ( -  (N2w stC —  P2wstB)(MiWstG —  PiW stA ).

Podstawiając te w artości w  zwięzku (5), znajduje się, po wykonaniu wszelkich uproszczeń, za
warunek prostokątności dwóch prostych  (1) :

(6) M,M2 - f -  NiN2 - f  P, P2 —  (N,P2+ NaP,)dosA —  (PjM2 +  P2M ,)dos B —  (M4N2 4 -  M2N,)dos C =  0.
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11° K oło sprzężone względem  jakiegokolw iek  tr ó jk ąta .

275. Nazwiemy kołem sprzężonem  względem  jakiegokolw iek trójkąta jakiekolw iek  k o lo  takie, że 
jakikolw iek w ierzchołek trójkąta jest w zględem  koła biegunem  boku przeciw n ego.

L Jeśli się w eźm ie trójkąt dany za trójkąt odniesienia równanie

(1) XX2 - j -  fiY2 - j -  vZ'2 =  0,

będzie rów naniem  ogólnem  krzyw ych drugiego stopnia sprzężonych w zględem  trójkąta odniesienia.

W  rzeczy samej, biegunow a w ierzchołka A(Y0 —  0, Z0 —  0) jest w edług nru [270] X  =  0 ; i tak 
sam o o  in nych ; zobaczym y poniżej że równanie to jest ogólnem .

Identyfikując w tedy to rów nanie (1) z równaniem  ogólnem  (30) jak iegokolw iek  koła nru [269], ma 
się przypuszczając k —  1,

p w stB  - j-  rawstC =  w stA , 

m w stC  - ) -  p w s tA  =  w stB , 

n w stA  -[-m w stB  =  w stC ,

X ____ U.___ v
w w stA  wwstB pw stC *

Ztąd się w yprow adza z łatw ością, przypom inając sobie związki

I wst2A =  wst2B w sl9C —  2w stB w stC .d os A ,

| wst2B =  wst2G -( -  wst2A —  2wstG w stA .d osB ,

■ wst2C =  wst2A  - j-  wst2B —  2wst A w stB .d osC ,

m —  d osA , n = d o s B ,  p = d o s C .

Zkąd

X _ _  p  ___  V

w st2A  w st2B wTst2G

Równaniem  koła sprzężonego względem  trójkąta odniesienia jest w ięc

(3) X 2w st2A +  Y2w st2B +  Z2wst2C =  0.

Środek koła sprzężonego je st  punktem spotkania w ysokości; gdyż każdy w ierzchołek  będąc biegunem  
boku  przeciw nego, prostopadłe spuszczone z jak iegokolw iek  w ierzchołka na bok  przeciwny muszą 
przejść przez środek. W idzim y to jeszcze z uw ag n™ [272], gdyż otrzym a się dla wyznaczenia środka
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równania

Xvvst2A _  Y w st2B  _  Zw st2C  
w stA  —  w stB  wstC- ’

a lb o  X d o s A  =  Y d o s B  =  Z d o s C ;

to jest oczyw iście punkt spotkania w ysokości w edłu g  nru [102].

Mając wzgląd na tę w łasność i na w łasność która była przytoczoną w  n™ [235], wykreśli się łatwo 
k oło  sprzężone w zględem  jak iegokolw iek  trójkąta danego.

I I I0 K oło  d zie w ię c iu  p u n k t ó w  j a k ie g o k o l w ie k  t r ó j k ą t a .

276. Nazywa się tak koło  które przechodzi jednocześnie :

1° Przez trzy spodki w ysokości jak iegokolw iek  trójkąta;

2° Przez środki je g o  b o k ó w ;

3° Przez środki prostych, które łączą w ierzchołki z punktem zbiegania się w ysok ości. 

Rów naniem  jakiegokolw iek koła jest na m ocy  równania nru [269]

Y Zw stA  -)- Z X w stB  -( -  X Y  wstC - j -  (X  wst A - ( -  Y w stB  -f- ZwstC) (m X  - f -  «Y  - f -  pZ) =  0.

Niech będą A ,, Blt C,, środki bok ów  trójkąta, który w ybierzem y za trójkąt odniesienia, te punkta 
znajdując się na liniach łączących każdy w ierzchołek trójkąta ze środkiem  boku  przeciw nego, ich  
spółrzędne w zględne będą w edług n ,u [102]

( X  —  0, ( Y  =  0 ( Z =  0
(1) A , B, C,

( Y w stB  =  Z w stC ; \ Zw stG  =  X w s tA ; (X w s tA  =  Y w stB .

W yraźmy że k oło  powyższe przechodzi przez te trzy punkta, znajduje się

wwstC -{ -  pw stB  _j_ wst A _ _  ^

p w stA  - f  »iw stG  4 " —y -  =

w w s t B ^ - n w s t A  4 - —4 — — 0 ;

w yprowadza się ztąd :

m — —  ^ d o s A , n =  —  ^ d o sB , p =  —  i  dosC .

Równaniem koła dziewięciu punktów stale uwaźanern za trójkąt odniesienia je s t  luięc

(2) (Xw stA  4 -  YwstB 4 -  ZwstC) (X dosA  4 -  YdosB 4 -  ZdosG) —  2(YZw stA 4 -X Z w s tB 4 -X Y w s tC )= 0 ,



albo rozwijając

(2 bis) X 2w st2A  +  Y'2wst2B -f -  Z2wst2C —  2(YZ wst A - j-  X Z  w stB  +  X Y w stG ) =  0.

P od tym  ostatnim kształtem, w idzim y że kolo dziewięciu punktów  (2 bis), koło opisane w edłu g  rów na
nia (5) nru [259], koło sprzężone na m ocy  równania (3) nru [275], mają tęż samą oś pierwiastną.

277. D ow iedźm y teraz w łasności przytoczone dla koła dziewięciu punktów .

1° Promień koła dziewięciu punktów.

Niech będzie R , prom ień  koła , ma się

B A

27 2 r o z d z ia ł  ir .

wst Aj
2Ri;

otóż

B A — ->  w s t A ,=  w stA , — iJ— = 2 R1 1 2 wst A

w ięc

(? )  " . = ? •

prom ień  koła  dziew ięciu  punktów  jest rów ny p o łow ie  prom ienia koła opisanego na trójkącie.

2° Środek kota dziewięciu punktów.

W ed łu g  uwagi nru [272] i równania (2 bis), spółrzędne środka będą w yznaczone przez równania

/ X w st2A  —  Y wstC —  Z w s t B  — X w stC -| -Y w st2 B — Z w stA  —  X w stB  —  Y wst A -|- Z wst2C
 ̂ w stA  w stB  wstG

f X w s tA  -f-  Y w stB  - j -  Z w stC  =  §  n "  [93].
\ H
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W yprow adza się z tych rów n ań , majcie wzgląd na związki (2) nru [275] i na rów n ość

2 7 3

S =  2R‘2wst A w stB  wstC :

W

M ożna jeszcze ob liczyć , w  ten sposób spółrzędne środka. Ma się

Z 0 =  OG =  G,G -  OG,.

Otóż GGi jest rów nym  odcin kow i Z punktu B^ poniew aż A,B, jest rów noległą  do A B ; lecz 
punkt B , jest przecięciem  boku  AC z linią łączącą w ierzchołek  B ze środkiem  B, tegoż samego 
b o k u ; odcinek  Z punktu B, będzie przeto danym  przez równania

Y  =  0 Z w stC  =  X w stA

/  X w stA  -|- Y w stB  - j -  Zw stC

gdyż ztąd wypada

Z  =  GG, = S
2R w stC

Ilość OG, jest odcinkiem  Z środka koła opisanego na trójkącie A ,B ,G ,; a tern samem

OG, =  j  dosC .

W iec

Lecz w iadom o że

S =  -—  =  2R2w stA  w stB  w s tC — dosC  =  dosA  d osB  —  WstA w stB ;

3° Środek kota dziewięciu punktów je st  środkiem prostej łączącej [środek koła opisanego z punkiem 
przecięcia trzech wysokości.
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Spółrzędnem i X „  Y lt Z , środka koła  opisanego są w edług n™ [260]

(5 ) X ( =  R d o s A , Y , =  R d o sB , Z . ^ R d o s C .

S p ó łrzę d n e  X 2, Y 2, Z2, punktu  spotkan ia  w y so k o śc i są dan e przez rów n an ia , na m o c y  nrn [102]

X d o s A  =  Y d o sB  =  Z d o s C ;

X  w stA  -( -  Y w stB  4 - Z wst C =  f .
R

Jeżeli się zauważy że

(  S =  2R2w stA  w stB  w stC ,
(6)

( stA  4 -  stB  4 -  stC =  st A stB  stC,

wyprow adza się z rów nań poprzedzających

X , =  2R dosB  d osC ,

(7) . Y2 =  2 R d o sA  dosC ,

Z> —  2 R d o sA  dosB .

Należy dow ieść że

v  X i 4 ~ y  Y[ 4 -  y 2 r /  z ,  4~ z 2
X ° _    , o   2  ’  0 _ ------2 *

Otóż

X 44 - X a =  2 R d osB  dosG  4 -  R d o sA  = R (2 d o s B  d osC  4 - d o s A ) ;

a p on iew a ż

dosA  =  —  d o sB  dosC  4 *  w stB  w stC ,

ztąd wynika

X , 4 -  X 2 =  R dos(B  —  GJ =  2X 0.

C. B . D . D .

U° Środek dziewięciu punktów przechodzi przez spodki wysokości.

Spodek P  w ysokości odpow iedn i w ierzchołkow i A na przykład ma za spółrzędne

X  =  0, Y d o sB  =  Z d o sC .

Jeśli się podstawi te w artości w  równaniu (2) koła dziew ięciu  punktów , znajduje się

w stA .2dosB  dosC — 2w stA  dosB  dosC

ilość  oczyw iście równa zeru.
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5° K oło dziewięciu punktów przechodzi przez środki prostych łączących wierzchołki z punktem zbiegania 
się wysokości.

Spółrzędne punktu zbiegania się H w ysokości sy dane przez rów n ości (7 ); spółrzędnem i w ierz
chołka A sy

X  =  2R w stB  wstC, Y  =  0, Z =  0 ; 

spółrzędnem i punktu  A ', środka AH, będy w ięc

(8) X 3 =  2 R d os(B  —  C ), Y 3 =  R d osA  dosC , Z3 =  R d o s A  dosB .

Podstaw m y te w artości w rów naniu  (2 bis) koła dziew ięciu  punktów  uprzednio położonego pod  
kształtem

X [X w st2 A  —  2Y  wstC —  2Z w stB ] - j -  Y 2w st2B  -(-  Z2wst2C —  2YZ w stA  =  0.

Otóż ilość m iędzy nawiasami znosi się gdy w  niej się zastypi X , Y , Z przez X 3, Y 3, Z3; ona staje
się w  rzeczy samej

dos(B  —  C)wst A d osA  —  d osA  w stB  d osB  —  d osA  wstC dosC ,

albo dos A [dos(B  —  G)wstA —  w stB  dosB  —  wstC dosC],

a lbo dosA [dos(B  —  C )w st(B -J -C )—  w stB  d osB  —  w stC d o sC ];

w reszcie, w ykonaw szy iloczyn dos(B  —  C)w st(B  - f-  C ), w idzim y że ilość między nawiasami jest 
zerem . Co się tyczy trzech ostatnich w yrazów  równania poprzedzajycego, one staja się przez pod 
stawienie

2R2dos2A d osB  dosC [w stB  dosB  - j -  w stC  dosB  —  w stA ],

ilość w idocznie równa zeru.

Tak w ięc

K o ł o  d z i e w i ę c i u  punktów jakiegokolw iek trójkąta p rzech od zi: 10 przez środki boków ; 2° przez spodki 

w ysokości; 3° przez środki prostych łączących wierzchołki z punktem spotkania wysokości.

Prom ień tego koła jest połową prom ienia koła opisanego na trójkącie;  jeg o  środek jest w środku prostej, 
łączącej środek koła opisanego z punktem spotkania wysokości.

R ozw in ięcia  któreśm y dali pozw oly  rozw iyzać analitycznie w ielky liczbę kwestyi dotyczycych  koła  
dziew ięciu  punktów .
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RÓWNANIE STYCZNECZKOWE KOŁA.

$ I. —  SPÓŁRZĘDNE DW ULINIJNE u i v.

1° RÓWNANIE STYCZNECZKOWE JAKIEGOKOLWIEK KOŁA.

R ów nanie styczn eczkow e jakiejkolw iek krzywej jest związkiem m iędzy spółrzędnem i którejkolw iek 
z je j styczn ych ; krzyw a jest m iejscem  przecięć w sp osób  ciąg ły  p o  sob ie następujących jej stycznych, 
albo linię obw ija jącą  sw e styczne.

277. l Na M eto d a .

Rów naniem  w  spółrzędnych kartezyańskich jakiegokolw iek kola m ającego za prom ień R, a i b za 
spółrzędne środka, jest

Niech będzie jakakolw iek  styczna w  ja k im k olw iek  punkcie x 0, y 0 ; je j rów naniem  będzie w edług

0 ) (a- —  a)- -}-  (y  —  b)'2 - j -  2 (x  —  a) (y  —  b )d os0  =  R‘2.

y,

o

numeru [212]

ar[a?0 —  a - f -  (y0 —  b )d o s 0 ] - j -  y [ (x 0 —  a)dosG  (y 0 —  b )[ —  a (x 0 —  a) —  b (y 0 —  b) 

—  b (x 0—  a )d o s 0 —  a (y „ —  b )d o s 0 —  R 2

z w a ru n k iem

(x 0 a )2 - j -  (y0 -  b )2 -\- ‘¿ ( x 0 — a) (y0 —  b )d o s 0 —  R J —  0 .
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Spółrzędne n0, »o stycznej będ ę  w ięc  w edług nru [110] wyznaczone przez równania

2 7 7

( (■?<>— a)+ (.yo— b )d o s 9  (x 0— a)dos0-j-(yo— b )  (x 0 — a)(a-)-bdos0)-f-(.f/o- _ b )(a  dos0 -f-b )-j-R 3 _
(2) '  v* v0 1

{x o —  a)2 (.’/n —  b )2 - f -  2 (x 0 —  a )(y0 —  b )d o s0  —  l i - ;

a lbo, znosząc w skazówki, b iorąc spółrzędnc jed n orod n e  w  jednym  i drugim  układzie, i oznaczywszy 
przez >. w artość w spólną stosunków :

I x  - j -  ydosG  —  (a —[- b dos0]z -f-  \u =  0,

\a:dos0 -\- y  —  (a d os0  4 -  b)z - j -  Xu —  0,
(3 ) ;

|x(a - )-  b d o s0 ) -f-  j/(ados0  -\- b) —  (a2 -f-  b2 -f-  2abdosG —  R2)z -|- \w =  0, 

x Ł-)- y -  - j -  2x //'dos0 —  2xz(a b dosG) —  2yz(a dos0 - j-  b) -|- (a2 -f-  b2-|- 2ab dosG —  lt2)z2=  0.

Zamiast ostatniego z tych czterech równań podstaw m y następujące, otrzymane dodając trzy 
pierwsze w zględnie pom nożone przez x ,  y ,  z :

(3 bis) -f-  vy  - f  » z  =  0.

Otrzym am y w tedy linię obw ija jącą  styczne (w, v, ic), w yrugow aw szy x ,  y ,  z, X m iędzy trzema 
pierwszem i rów naniam i (3) i rów naniem  (3 bis); znajduje się tym sposobem

u v w 0

1 dosG a - f b d o s O  u\

dosG 1 a d o s0 -| -b  v

a +  bdosG  adosS  +  b a2 b2-j-2abdosG  —  R2 w

: 0 .

W yprow adza się ztąd rozw ijając

n2(a2wst20 —  R2) - f  e2(b2wst20 —  IV2) -f-  w2wst20 - f  2ra(R2dos9 - f  ab wst-G)\

j( i )
—  2aw st20.mc —  2b wst20 .iw

czmealbo, robiąc iv =  1, i zm ieniwszy znaki wszystkich w yrazów , znajdziem y ostate

u2(R2 —  a2wst29) 4 -  y2IR2 —  b2wst20) —  2m>(R2dos0 +  ab wst20) \
(U bis) 1 ^  = 0 ;

- j -  2aw st20.M - j -  2bw st20. a —  w sl20

tokiem je s t  równanie styczneczkoice jakiegokolwiek koła (osie pochyłe), a i b sn spółrzędneim środka, a 
R prom ieniem .
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D ochodzi się prędzej do  rów nania koła, biorąc za punkt w yjścia wzór nra [129] który daje od leg łość 
jak iegokolw iek  punktu od  prostej.

Jeśli K jest odległością  środka od  jak ie jkolw iek  stycznej, i jeś li a i b  są spółrzędne środka, albo 
co  w ychodzi na jed n o , jeżeli

2 7 8 .  2 « a M e t o d a .

zkąd wynika równanie ju ż otrzymane

n2(R2—  a2wst20) - j -  —  b2w st20) —  2ut>(R2dos0  - j -  abw st20 )-f- 2aw st20.w -|- 2bw st20.i> —  wst20 —  0.

379. K ształty szczególne równania styczneczkowego koła.

1° osie spółrzędnych prostokątne, albo 0 =  90° :

Równanie jak iegokolw iek  koła bierze w tedy kształt prostszy

(5 ) n2(R2 —  a2) -)-  'c2(R2 —  b 2) —  2abna -|- 2an -Ą- 2hv  —  1 =  0.

2° Początek spółrzędnych  jest środkiem  koła :

W tedy a i b są zerami, a rów nanie jakiegokolw iek koła ma kszta łt:

an -|- bt> —  1 =  0

jest rów naniem  środka, otrzym a się, w ed łu g  w zoru  w ym ienionego

(U ter)
(au —[— bi> —  l)w st0  .

\]u- -J- vl —  2 uv dos0

(6) u'2 -J- v2 ■—  2«u dos0  =  —— (osie pochyłe)

(osie prostokątne).

3° K o ło  jest stycznem do d w óch  osi spółrzędnych.

R  R
Ma się w tedy a = —— , b =  — — ; albo jeszcze, można wyrazić że spółrzędne osi O x
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U w a g a . Aby r ó w n a n ie  ogólne drugiego stopnia

A m2 4 - 2Buv +  Ge'2 4 -  2Du 4 -  2Ee 4 -  F =  0,

przedstawiało jak iekolw iek  k o ło , trzeba i dosyć żeby było

D'2 —  AF =  E 2 —  CF =
BF —  ED

dos 9

0 jest kątem osi.

11“ P u n k t  z e t k n ię c ia  j a k ie j k o l w ie k  st y c zn e j .

280. Uważmy naprzód że przez jak ikolw iek  punkt dow oln ie  dany

(9) A m 4~ be  4~ G =  0,

można zawsze poprow adzić dw ie styczne do  jak iegokolw iek  k o ła ; gdyż spółrzędne u i v tych  stycz
nych będę rozwiązaniami w spólnem i dla rów nań (9) i (4), w  liczb ie oczyw iście rów nej d w o m ; koło  
jest w ięc jakakolwiek krzywą klassy w edług nru [36 ].

281. Niech będę u0, t>0 spółrzędne jakiejkolw iek stycznej z kołem

robiąc jed n orod n em  rów nanie koła pierw otnie n ie jed n orod n e ; to jest że a0, v0, są jakiem kolw iek 
rozwiązaniem  równania (10); idzie o  znalezienie rów nania punktu zetknięcia tej stycznej.

l sza M e t o d a . Punkt zetknięcia stycznej (m0, v0) jest położeniem  granicy punktu przecięcia się tej 
stycznej z jakąkolwiek styczną nieskończenie sąsiednią (m0 4~ Aw0, m0 4~Ai>0). Otóż rów naniem  punktu 
przecięcia się tych d w óch  prostych jest w edłu g  n™ [120]

( 1 0 ) f(u , v ) =  0, albo f(u , v, w) =  0

Granicą stosunku —  jest pochodna v w zględem  u, v jest łunkcyą u określoną przez rów-

nanie (10).

Ma się w ięc na rów nanie punktu zetknięcia

0 • v —  v0 =  — p — {u —  «o); z warunkiem /'(w0, v0) =  0,
'  'o

albo
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Jeżeli przypuścim y funkcyę f(u , v) zrobioną jed norodną , ma się

vof'v0Jr  vof't>t ~h wo fv 0 =  2 / ’( « „ ,  v0, w0) =  0 .

Tak w ięc równaniem  punktu zetknięcia stycznej (w0, v0) z kołem

(10 ) f Ku , v , i v ) =  0,

będzie

(H ) Uf'n0 +  Vf'v0 +  U}f'w0 —  °>

z w arunkiem

(1 1 6 « )  f[u0, v0‘, wo) =  0.

Dla koła

(12 ) u1 4 -  d2 = j L , 

równaniem  punktu zetknięcia stycznej (w0> v0) będzie

/  i 1, U l l 0  4 - V V 0  •— J

(13)
( wo 4 - 0̂ =  p *

282. 2.?a Metoda .

Rów nanie koła, w  spółrzędnych kartezyańskich jednorodnych , będąc

(14) F (x , y ,  z) —  0, 

spółrzędne u, v, w , jakiejkolw iek stycznej

ę F ' , 4 - flF 'l +  F 'ł = 0 ,  

są połączone ze spółrzędnem i x ,  y ,  z jej punktu zetknięcia przez związki 

F' F ' F '-
(15 ) •—- ~ — - —  ; zkąd u x -4- vij —  w z = Q .

'  u v —  w

Rugując x ,  y , z m iędzy równaniam i (1 5 ), otrzyma się rów nanie styczneczkow e koła , to jest

4 6) f [u , v, w) —  0.

Otóż jeżeli się założy

4 7) “  =  »  =  ^  =
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funkcye f  i F zm ienię się identycznie jedna w  druga, tak że m ając w zgląd aa  zw iązki (17) otrzyma 
się tożsamość

(18)

W  rzeczy sam ej, jeżeli

F(ar, y ,  z) =  f(u , v , w) .

Flx , y , z) =  A x 2 +  +  ° y 2 +  2Dxz +  2% s +  Vz\

w ypadkiem  rugow ania x ,  y ,  z, m iędzy równaniam i (15) je st

Otóż gdy się założy

F(w, v , w) :

A B D u

B C E V

1) E F - -  w

u v  —  to 0

A B D u

B C E ))

D E F - w

u V —  w 0
A  B 1)

B C E

D E F

sprawdza się łatw o tożsam ość (18), po  zastąpieniu w niej u, v, w  przez w artości (17). Dość jest w  tym 
ce lu  odjąć od  ostatniej kolum ny licznika w  wyznaczniku sum m ę trzech pierw szych w zględnie p o m n o 
żonych przez x ,  y ,  z. M ożem y w ięc, kiedy będzie szło o przekształcenie rów nań jak iegokolw iek  
układu na inny, uważać spółrzędne u, v, iv, jak iejkolw iek  stycznej j a k o  określone przez r ó w n o 
ści (17) w  funkcyi spótrzędnych je j punktu zetknięcia.

W yprow adzim y ztąd spółrzędne punktu zetknięcia w funkcyi spółrzędnyeh stycznej.

Różniczkujm y dw ie strony tożsam ości (18) w zględem  w, uważając x ,  y 7 z ,  jako funkcye u; 
w ypadnie

f M= F ' x. x \ - j - F ' i,y 'u +  F ',.z '„,

a lbo w edług zw iązków  (17)

/ ' „  =  tl[ux'n  -f-  vy'u —  wz'u\.

Lecz m iędzy u, v, w, i x ,  y ,  z ma się związek

ux - f -  vy —  wz —  0
36



zkąd różniczkując w zględem  u,

ux'u - ( -  v ÿ u  —  wz'n - j -  X  —  0 ;

2 8 2  ROZDZIAŁ III.

przeto
1 p  X  =  ~ - 2 f u .

Dojdzie się w ięc tym  sposobem  do zw iązków  następujących

(19) x — ~  ̂ f ' u, y  —  —  z =  +

które nie są czem  innem  jak tylko równaniam i (17) rozwiązanem i w zględem  x ,  y , z.

Związki (17), (18) i (19) uzasadniają jasno odnoszenie się w zajem ne (la corrélation ) m iędzy rów n a
niam i tegoż sam ego koła, w ziętem i w  układzie spółrzednych punkt i w  u k ładzie  spółrzędnych stycz- 
neczkowych.

W ed łu g  tego, jeże li x 0, y 0> z0 są spółrzędne punktu zetknięcia ja k ie jk olw iek  stycznej (w0, v0, iv0) 
z kołem

(16) f ( u , v , w ) =  0,

rów naniem  tego punktu zetknięcia będzie

ux0 - f -  vy0 —  wz0 =  0 ;

albo, w edług zw iązków  (19)

(20) + « ’/ ' „ „ =  o ;

z  w arunkiem

(20 bis) * f[u 0, v0> wo) =  0.

P odobn ież , jeżeli (u0, v0, w0) są spółrzędne jak iejkolw iek  stycznej z punktem  (x0, y 0, Zo) będącym  
na stycznej w zględem  koła /

(14) F(a?, y , z) —  0,

rów naniem  tej stycznej będzie

xu 0 - j -  yv0 —  zw0 =  0 ;

albo, w ed łu g  związków (17)

(21) * ^ + y F v#+ *FV = ° .
z w arunkiem

(21 bü)  F(aio, y 0, z0) =  0.
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283. Warunek aby jakikolw iek punkt dany był na jakiem kolwiek kole.

Niech będzie rów nanie koła

(22) f(u , v, w) =  0,

(23) A m - f -  By -f-  Cw =  0,

rów nanie punktu danego.

Oznaczmy przez (m0, v0, w0) spółrzędne stycznej z punktem (23) przypuszczonym  na k o le ; rów na
niem  punktu zetknięcia będzie w edług n™ [281]

Uf'u0 “ t- Vf'v0 +  Wf'w0 —  °> z warunkiem  f{u 0) v0, w0) =  0.

Zidentyfikujm y to ostatnie rów nanie z rów naniem  (23), otrzymam y

(2^ —  f[v 0, v0, wo) —  0 ;

będzie się m og ło  zastępie ostatnie przez Aw0 - ) -  Bm0 -f -  Cvj0 —  0 .

Rugow anie stosunków — , —  m iędzy trzema równaniam i (24) prowadzi nas d o  warunku 
w0 w0

szukanego.

I I I0 PUNKTA KOŁOWE W  NIESKOŃCZONOŚCI.

284. W eźm y  rów nanie koła pod  kształtem nlu [279]

a lb o , robięc je  jed n orod n em

m2 -j- v<i — 2uudos0 —  - j -j t - )

(25) ip- .—  2Mydos0 —  w2.
11“

Rów nanie jak iegokolw iek  punktu w n ieskończoności jest kształtu w edług nru [115]

(26) A  u - f  By =  0 ;

w yraźm y że ten punkt jest na kole (25), otrzyma się w edług m etody  w yłożonej w nrze [283]

w st20
Mq —  Mod o s 0   v0 —  Modos0   0 R 2

A  15 0

Am0 —j— -R̂ o —

W yrugujm y u0, v0, w0 m iędzy tem i rów naniam i, znajduje się iv0 =  0 ;  potem

« o - y o s g = S L Z Z ^ 4 °S i, Am„ - j -  Bii„ =  0 ;
A  ^
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zkąd wypada rów nanie w arunkow e

(27) A 2 +  B 2 +  2A B dos0 =  O.

Gdy się teraz w yrugu je g  m iędzy równaniam i (25) i (27), otrzym a się rów nanie punktów  w  n ie 

skończoności na k o le ;  znajduje się tym  sposobem

(28)
 ̂u1 - j -  v2 —  2uvdos9 0 (osie p och y łe ),

\ u2 - f -  v~ —  0 (osie prostokątn e);

jestto równanie styczneczkowe punktów kołow ych w nieskończoności.

W idzim y że rów nanie (28) w yprow adzi się z równania (25) przypuszczając iv =  0, to jest szukając 

stycznych których spółrzędne —, —, są n ieskoń czone; a lbo nakoniec, styczne które przechodzą 

przez środek.

U w a g a  ]. Rów nanie (7) n™ [279] pokazuje nam że m ożna uważać rów nanie styczneczkow e (28) 
d w óch  punktów  k o łow ych  w  n ieskoń czoności, jako rów nanie jak iegokolw iek  koła środka stałego 
a którego prom ień  jest n ieskończonym .

U w a g a  II. Dwie proste są prostopadłemi kiedy ich punkta biegunowe, odnoszące się do układu dwóch 
punktów kołowych to nieskończoności, tworzą z tym i dwoma punktami jakikolwiek układ harm oniczny: 
olbo, co wychodzi na jed n o , k ied y punkt biegunowy jed n e j znajduje się na drugiej.

N iech będą (irt, » , )  i (w2> ®a) dw ie proste, punkt biegunow y pierwszej względem  dw óch  punktów  
*•' ow ych (28) jest w ed łu g  nro [135]

u - j -  v \J—  1 u —  v yI—  1  ^ _
« i - f - e ,  V— 1 « i  —  v t \— 1 

rów nanie sprow adzające się d o

uv, Wi =  0 ;

jestto punkt b iegu n ow y  n™ [285] prostej (w,, v ,) w zględem  koła (28).

O lóż gdy się w yrazi że prosta (¡/2, v2)  przechodzi przez ten pu nk t; m a się

upu-i - ( -  upo-i =  0 ;

to jest w arunek aby dw ie proste by ły  prostopadłem i w edłu g  nru [ 1 3 1 ] .

IV® PUNKT BIEGUNOWY JAKIEJKOLWIEK PROSTEJ.

28:>. Jeżeli się u waży jakąkolwiek prostą stałą D, gdy przez jakikolw iek punkt I te j prostej poprowadzi 
się dwie styczne i ITa do koła ;  jakakolwiek prosta 1L, przechodząca przez I, i taka że

1 , 10 ) «1 n n  c in r r  ~stDIL stDITj stD lT j*
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przejdzie p r z e z  jakikolwiek punkt stały  P , ldedy punkt I przenosi się na prostej O ; pow iem y że punkt P 
jest punktem biegunowym prostej I).

Uważmy naprzód jak w  nrze [134] że związek (1) można napisać

(2)
w si LI I’, wst L IT , q

wst DIT, wst DIT2 

Jeżeli O jest początkiem  spółrzędnych i gdy się założy

n u  w st LIT, w si GID

w stT ,!U  w st OIL

spółrzędne prostej IT, będą w edłu g  w zorów  (25) nru [122]

 m,v -f- m.2vor, —    : —  >
w , -f -  nu

oznaczając przez u0 i v0 spółrzędne prostej D , a przez (u, v) spółrzędne prostej IL. 

Otóż prosta 1T, musi być styczną z k o łe m ; n iech  będzie

f(u , v) =  0, albo f\u, v, w) —  0,

rów naniem  tego k o ła ; otrzyma się w ięc

f[m {u +  w?2wo> mi v ni‘2fo> mi +  mi) =  9-

lłozw ija jąc za pom ocą  w zoru T a y l o r ’a ,  w ypadnie (pisząc mpw - [ -  m-iiv0 zamiast m , -\- m-i, co  m ożna 
zawsze zrob ić  przypuściw szy iv =  i ,  w0 =  1 na końcu  rachunku),

m,71«, v, iv) - f -  mpm juj' +  wf ' „  J 4~ mlf(uo> vo> » o ) —  0.



To rów nanie wyznaczy dw a stosunki - 1 odpow iedne dw om  stycznym  poprow adzonym  przez 

punkt I ;  otrzym a się w ed łu g  tego rów nania i określenia (3) w artości —  :
nii

2 8 6  ROZDZIAŁ III.

wst OID

w st OIL

wst LITi , wst U T 2 uf'u0-\ -vf \ 0 +  Mf'u

/ («o . On wj]w s t  T,ID w st ToID 

Jeżeli w tedy ma się wzgląd na związek (2 ), wypada ztąd

(3) “ / ; «0+ < 0 +  m’A « „ = = ° ’

rów nanie które można napisać

(3 bis) U0f'u  - f -  V0f'v  - j -  W0f 'v =  0.

Rów nanie (3) jest związkiem m iędzy spółrzędnem i [u, v, w) prostej ruchom ej IL ; w idzim y że ta 
prosta przech odzi przez jakikolw iek punkt stały; rów nanie (3) jest rów naniem  punktu biegunow ego 
prostej D(m0, v0).

U w a g a .  Kiedy prosta ( u 0 , v0, w0) jest styczną z kołem , rów nanie ( 3 )  daje oczyw iście punkt zetknię
cia na m ocy  związku (11) n r“ [281],

286. Punkt biegunowy jakiejkolw iek prostej nie jest tu czem innem, ja k  tylko\biegunem prostej nru [231].

Niech będzie, na przykład, równanie styczneczkow e koła

(4) «* +  ^  =  j p ;

je g o  rów naniem  w  spółrzędnych punkt, będzie w edług nru [277] a lbo [282]

(5) x -  - ] -  y 1 —  R2;

ma się m iędzy spółrzędnem i punktu (x , y )  i spółrzędnem i prostej (u, v) związki

(6) x-  =  y-  =  R 2, u x  +  vy —  1 =  0.

R ów naniem  punktu b iegu now ego prostej (w0, v0) jest w edług n™ [285]

( 7) MM0 - f  vv0 —  i -2 =  0,

a spółrzędnem i (a?0) y 0) tego punktu będą w edług nru [111]
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Z drugiej strony, biegunow ą tego punktu w zględem  koła (5) jest w edług n™ [231]

x R 2u0 - j -  y W v 0 —  R'2 =  0 , a lb o  xm0 - j -  y v 0 —  1 =  8 i

rów nanie przedstawiające jakąkolw iek prostą której spółrzędnem i są it0 i v0 w ed łu g  nru [110].

C. B . D. D.

Zobaczym y poniżej w łasność, która nam pozw oli w ykreślić punkt b iegu now y jakiejkolw iek prostej 
w zględem  koła.

287. Punkt biegunowy prostej w nieskończoności je s t  środkiem koła.

Rów naniem  styczneczkow em  koła odniesionego do je g o  środka je s t

1 zd̂
u- - f - 1>2 =  albo, w  spółrzędnych jed n orod n ych , u- - f - 1,2 =  j p  >

punktem  biegunow ym  prostej (w0, v0, w0) jest

. ww0 „
uu0 -\ -w 0 — g r  — °-

Spółrzędnem i prostej w  n ieskończoności są u0 = 0 ,  vu =  0, i rów nanie poprzedzające daje

w —  0 ;

jestto rów nanie początku albo środek koła.

V ° R ó w n a n ie  k o ł a  styczn e go  do tr z e c ii p r o s t y c h ; e t c .

288. Przypuśćm y osie prostokątne, rów naniem  koła będzie w edług nru [279]

(1) w2(R2 —  a2) - f -  d2(R2 —  b 2)  —  2abuv - j -  2au - j -  2bv  —  1 =  O;

w yraźm y że on o dotyka trzy proste (ult vj), (w2, vj), {u3, v3) ma się równania w arunkow e

I (R2 —  a2)w2 - f  ( R2 ~  W )vl —  2abw1v) -f-  2a“ i +  2l3tb —  1 =  0,

(2)  ̂ (R2 —  a2)w’  +  (R 2 -  b > 22 —  2abM#a +  2aw2 - f  2bu2 —  1 =  0,

\ (R2 —  a2>| +  (R2 —  b2)y| —  2abu,v, +  2au, +  2br3 —  1 =  0,

te związki w yznaczą ilości nieznane R (prom ień koła), a, b  (spółrzędne środka).

289. Wyznaczenie punktów wspólnych dla dwóch kół.

Niech będą równania dw óch  kół.

(1) f(u , v, w ) =  0, <f{u, v, w) =  0 ;
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a (w#. f<b wo)t (“ i. i’i, » i )  styczne dla pierwszego i drugiego z tych  kół a lbo jed n ego  z ich  punktów  
w spóln ych , równaniam i punktów  zetknięcia b ę d j

< , 0 +  < 0+ “ f , , 0= ° ,  

wń 0+  ,V » #+ iV « ,0=  °-

Te dwa punkta muszę przystawać do siebie, otrzym a się na wyznaczenie stycznych punktów  w sp ó l
nych dla dw óch  k ół, równania

f  f i  f r
"0 r0 %

(2) f '« ,  ~  ~

/(w0, v„, ?c„) =  0, y (tf„ t>„ w,) =  0;

te cztery równania dozw olą  ob liczyć cztery nieznane — , —  , — , — .
M-o ?e0 w, «■,

Zastosujm y dla dw óch  k ó ł nrn [279] (figura powyższa)

, uv —  k\u - j -  v) - j -  /t2dos2 7  =  0,
\

(3) / 0' iw —  g {u - j -  v) -f-  ’dos2 — =  0.

Otrzyma się, w  przypadku obecnym

v0 — k  v0
k(v0 - f -  v0) —  2A2dos2^

—  H z

U 9 9 ff(ui +  Wi) —  2 /d o s ‘̂

Mol’o k(v0 - j -  v0) - f -  /i ’dos2 — —  0,

—  </(«! +  fi) z/2dos-2 - =  0.
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Uważamy za stosow ne pom inąć rozwiązanie tych rów nań jako nie przedstawiające trudności ani 
interesu.

YI° K o ło  w p is a n e  w  ja k ik o l w ie k  c z w o r o b o k .

290. A by pokazać użytek który można zrobić z równań styczneczkow ych dow iedziem y w łasność 
następującą :

K iedy jakikolw iek czworobok je st  opisanym na kole, gdy jakakolwiek styczna toczy się po kole, iloczyn  
z j e j  odległości od dwóch wierzchołków przeciwnych jest do iloczynu z j e j  odległości od dwóch innych 
wierzchołków w stosunku stałym.

( C i i a s l e S j Geometrya W yższa, stronica Ó68.)

Niech będę

O) I A =  aa -j- atv —  1 =  0,

B =  bu -}-  b,u —  1 =  0,

I C =  cu - j -  c iy — 1 =  0,

\ 1) =  dw -|- A,v —  1 =  O;

równania w ierzchołków  czw oroboku , równanie

(2) A G  —  ).B D  =  0

będzie przedstawiało jakakolw iek koniczną wpisaną w ten czw orobok , i gdy czw orobok  zadość uczyni 
w arunkom  w pisalności, ta koniczna będzie kołem , dla jak iejkolw iek  w artości odpow iedniej na

Jeżeli w i u są. spółrzędne jakiejkolw iek stycznej, odległościam i punktów  A, B, G, D, od  tej stycznej 
będą na m ocy  nm [129]

A
AA' =

a U  - | -  R ] ! !  —  1 _

sjli1 - v - s ju 1 V2

CG
_  cu  -4- c,a —  1' i / ----------------1  ■

V —  ° -

B B ':

Dl)' =

B
sju1 -)-  v- 

D
sjid a2 ’

37



Ztąd w ypada, mając wzgląd na związek (2)

2 9 0 r o z d z i a ł  i i i .

AA 1.CC' _ _  A .C  
b b ł d d 7 b . d ~  ’

c. B. D. D.

291. W idzim y ztąd że w prow adzenie spółrzędnych styczneczkow ych  pozw oli analizie przystąpić do 
w łasności odnoszących  siędo  stycznych, z rów ną łatw ościąjak do w łasności odnoszących się do punktów.

M ożność jednoczesn ego używania tych dw óch  układów  spółrzędnych : spółrzędnych jakiegokolw iek  
punktu , spółrzędnych jakiejkolwiek prostej daje analitycznej dostateczne warunki do w spółzaw odnictw a 
z Geom etryą czystą.

Nie m ogąc dać w ięcej rozciągłości badaniu koła, odeszlem y do Ćwiczeń w ysłow ienia licznych w ła
sności dotyczących koła.

292 R ów nanie styczneczkow e jak iegokolw iek  koła będzie związkiem m iędzy spółrzędnem i U , Y , W  
jakiejkolw iek z je g o  stycznych.

l “ a M eto d a .

Niech będzie rów nanie jakiegokolw iek koła, w  spółrzędnych  trzylinijnych,

tern sam em  spółrzędne (U0, Y 0, W 0) tej stycznej będą dane na m ocy  ntu [139] przez rów nania

Otrzyma się rów nanie styczneczkow e koła, rugując X 0, Y„, Z0, m iędzy tem i trzema rów naniam i; 
będzie się m og ło  zastąpić ostatnie przez

X 0U0 - j -  Y 0V0 - j -  Z0W 0 —  0,

§ II. —  SPÓŁRZĘDNE TRZYLINIJ-NE.

1° R ó w n an ie  styczn eczkow e  jakiegokolw iek  k o ł a .

( 1) F (X ,Y ,  Z ) = 0 .

Styczna w  jakim kolw iek punkcie (X 0, Y0, Z 0) będzie miała na równanie w edług nru [271]

otrzym ane, dodając wyrazy ułam ków  w zględnie pom nożon e przez X„, Y0, Z0.

Tak w ięc, znosząc wskazówki, w nosim y ztąd że rów nanie styczneczkow e koła otrzymuje się rugując
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X , Y , Z m iędzy równaniam i

!F' F ' F'X   Y    Z

u T ~  w ’
UX +  VY +  W Z  =  0.

Można będzie zastosować lę m etodę do równania ogólnego nru [269].
2 e a M e t o d a .

Niech będzie p prom ień  koła a
(3) MU +  NY +  P W  =  0,

równanie je g o  środka. Jeżeli U, V , W , są spółrzędnem i jak iejkolw iek  stycznej do tego koła, o d 
leg łość  punktu (3) od tej stycznej musi b y ć  stałą i rów ną prom ien iow i. Otrzyma się w edłu g  w zoru  (37) 
num eru [156].

MU 4 -  NV 4 -  P W  _
AM 4 -  p.N 4 -  vP ~  P-

T o  równanie nie jest je d n o ro d n e ; zrobi się jed n orod n em  w ynosząc do kwadratu, potem  m nożąc
S-  - . . .przez ^  i m ając wzgląd na związek (12 bis) nru [140]; rów naniem  koła będzie w ięc

(MU 4 -N Y  4 -  P W )2= Ę , P2(A M  4 - fJlN 4-vP )2

U2wst2A , Y2wsUB , W -w sl-C  2Y W  
— -3--------U-------s— - 4 - ------3-------------------- wstB w stC dosA

WII uv
—  2  w stC w stA dosB — 2 —  w stAwstB dosG

Av A(X

R, S , A , B, G ; przedstawiają : prom ień koła opisanego na trójkącie odniesienia, je g o  pow ierzchnią 
i jeg o  k ą ty ; A, p, v, są parametrami odniesienia w edłu g  nra [139].

Ilości M, N, P , są proporcyonalne do spółrzędnych środka koła, w edług nru [146], przedstawiamy 
je  przez X 0, Y 0, Z0; ma się nadto związek znany

S =  2R2wstA wstB wstC.

Tak w ięc  rów naniem  styczneczkow em  jakiegokolw iek  koła, którego środek jest

(5) X 0U +  Y„V +  Z0W  =  0,

a prom ień  p ,  będzie

/ w sgA  , 2 wsUB , ,  wsUG _  2 y  wstB wstC dogA\
\ x2 ^  p- ^  V2 A;, f (UX0 4 ~ Y Y „4~ W Z 0)2.

<6> 1 _ „ „ « M , i „ s B _  s t v  ' I ! S Ą T ! ! 5 d o , c  '  R V ' +  ^  +  '
vA Ap

A, p, v są param etram i odniesien ia.
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29/u P rzypadki szczególne równania koła.

1° K oło wpisane w trójkąt odniesienia.

Należy w yrazić że prosta AB(U = - 0 ,  Y  =  0) jest styczną, to jest zrobić U =  0, V =  0 i obie 
strony równania (6) podzielić  przez W 2; znajduje się tym sposobem

7  7 1 / ¿0 R2pa w st2C
1 (żX 0-j-M Y0 + vZ«)2 S2 ' v2

\ Otrzyma się podobnież, pisząc że boki BG i CA dotykają się koła

\ *1 R 2p'2 wst2A
1 (‘aX0 - j -  pY0 +  vZ„)2 S2 '' X2 *

i  Y 0 R V wst2B
\(XX„ -(-  ¡xY0 - f v Z 0) 2 S2 r

Zauważmy koto wpisane w  trójkąt, spółrzędne X 0, Y 0, Z0 są dodatne, a przeto się otrzyma

J * ! L  =  _ e ? 9- =  =  *jp ()X 0 +  uY0 - j-  vZ0).
w stA  w stB  wstG S

Zastępując, w  równaniu (6), X 0, Y 0, Z0, pi-zez te w artości, wypadnie

Y W  wstBwBtC ^  _j_ dogA  ̂_j_ u w  w stA w stC  ( j  do u y  w stA  wstB ^  , dosC> _  Q .
V A  X p

rów nanie m ogące się napisać ostatecznie

(8 ) - ^ - Y W + ^ U W + - ^ U V  =  0,

s t 2 st 2 S tf

ilakiem je s t  równanie styczneczkowe koła wpisanego w trójkąt odniesienia.

Jeżeli się zauważy że dla koła opisanego i stycznego z bokiem  BO, Y0) Z0, są dodatne a X 0 o d -  
jem n e, związki (7) dadzą

* X 0   f i Y 0    V Z 0   B p  /'• y  I y  i nr \  .
“  ^ ¡ l A  “  ^  -  A^tC -  T  (AXo +  ■ ° +  vZo) ’

> podstawiając w  rów naniu  (6), znajdzie się na rów nanie styczneczkow e koła opisanego i stycznego 
z bokiem  BG

(8 bis't " ^ a V W  -  |iSt®UW —  v S t^ U V  =  0 ;

s t 2

p aram etram i o d niesien ia  są zawsze X, p, v.
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2° Równanie jakiegokolwiek koła stycznego do dwóch prostych.

W eźm y za trójkąt odniesienia trójkąt utw orzony przez dw ie styczne i c ięciw ę zetknięcia, rów naniem  
kota będzie

(9) V W — rsr wst2 y  U2.

Z n a j d z ie  się d o w o d ze n ie  w  n rze [29 6 ].

II0 PUNKT ZETKNIĘCIA JAKIEJKOLWIEK STYCZNEJ.

295. Z obaczym y poniżej, w  nauce stycznych, sposób dow odzenia prędszy i prostszy dla tego 
rodzaju  kw eslyi.

Na chw ilę  poprzestaniem y na m etodzie rozwiniętej w  nrze [282]. Rozum ow anie wykona się zupełnie 
tym że sam ym  sp osobem ; uważajęc jedynie na to , że w  przypadku obecn ym , spółrzędne U, V , W , 
jak iejkolw iek  stycznej s§ połęczon e ze spółrzędnem i X , Y , Z , punktu zetknięcia, przez zwięzki nru [292]

T T = T = W '  U X + V Y  +  W Z = 0 .

Ztąd w ypada, że dla jakiejkolw iek stycznej U0, V0, W 0, z kołem

(10) /(U , V , W ) =  0,

rów naniem  punktu zetknięcia będzie

( u )  u / v W 0+ w r w#= o ,

z warunkiem

(11 his) /(U 0, V„, W „ ) = 0 .

Uw ag a . A by  wyrazić że jakikolw iek punkt

(12) MU +  NV +  P W  =  0

jest na kole, trzeba będzie w yrugow ać U0, V 0, W 0 (zob. ner [283]) m iędzy równaniam i

(13) ^  =  f- ^ ,  m ,  Vo. Wo) =  0.

296. Równanie koła stycznego do dwóch prostych.

W eźm y za trójkąt odniesienia trójkąt utw orzony przez dw ie styczne i c ięciw ę zetknięcia; napiszmy 
że proste AR i AC dotykaj ę się koła  w B i C w zględnie.
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Prosta AB(V =  0, V =  0) m usi b y ć  styczną i m ieć punkt B(V =  0) za punkt zetkn ięcia ; otrzyma 
się w ięc w edług n™ [295]

X  =  T  =  “ T  ’ Vo’ W o) =  u A + Y A  +  w oAv0 =  o ;

albo

(1°) f ' v =  0, /” w#= 0 ,  /*Vo> 0 ;  Uo =  0, Vo =  0.

W yrażając że prosta AG jest styczną w  C, otrzym a się

>
L<(2°) r c =  o, f \ =  o, A v , <  u , =  o, w ,= o .

Jeśli zastosujem y te związki do rów nania o g ó ln e g o  (6), i jeśli się zauważy że spółrzędne Y0, Z0, są 
dodatne a że X 0 jest od jem n em , znajduje się

(3°)

S S ‘
Y° Rp  w stB   '°R p  w stG .

| żiX0 —[— fiY0 —(— vZ0 ¡x XX„ -) -  p.Y0 -f -  v%o v

X t Z  Y 7
0 0 R‘2p2   w stA w stB  , „  " 0 R-p"’ w stA w stC  j

i().x 0 -t-p.Y0 +  v Z o f “  v  ’  '(xx04 - p Y „ + v Z „ p —  T,

Dzieląc stronam i dw ie p ierw sze, potem  dw ie ostatnie rów n ości (3°), i rów nając wartości sto- 
Y

sunku = 5 , ma się naprzód 
Zo

B =  G,

warunek oczyw isty a priori. Związki (3) dają w tedy

)X 0   f/Y„   vZ0  Rp
wstA dosB wstB wstB S

Podstaw ienie tych  w artości w  rów naniu  (6), daje

2wst-W , y 2w sPB , W 2 w s r e  _  2 V w  dosA \
>2 1 p 2 ' V2 g V { _

—  2 W U .wsLi l v .tli. dos B —  2UY w st^  — -tB. dos B 
X v  p . X

albo rozwijając i upraszczając,

( 14) V W  =  i^ w s t2^ U 2;
X2 2

X, p , v s ą  p a r a m e t r a m i  o d n ie s ie n ia .

(XX o - j -  pY0 - j -  vZ0).

 y  wstA dosB . y WstB . wrstB"
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Z tego równania w ypada w prost tw ierdzenie następujące :

Uwaimy dwie styczne stałe i jakąkolwiek styczną zmienną;  iloraz iloczynu odległości punktów zetknięcia 
dwóch stycznych stałych od stycznej ruchomej przez kwadrat odległości od tejże samej stycznej ich 
punkta zbiegania się, je s t  równy kwadratowi wstawy pół kąta dwóch stycznych stałych.

111° P u n k t a  KOŁOWE AV NIESKOŃCZONOŚCI.

297. Rów nanie (6) n™ [293] prowadzi nas bezpośrednio do równania punktów kołow ych  av nieskoń
czon ości; dosyć av rzeczy samej w edług uwagi (1) n™ [284] w niem przypuścić prom ień P nieskoń
czonym  ; znajduje się tym  sposobem

( 1 5 ) U ^ + V 2 ^ + W ^ —2Y w wstBwstCdosA—2WUWStAwstCdosB -2U V ^ Ŝ -StBdosC ^0;
7- U. v ¡J-'J AV A U.

a lbo, przypuściwszy param etry odniesienia rów ne je d n o ś c i :

(15Ws)U2wst2A -)-Y w st2B + W 2wst2G—2YW w stBw stG dosA— 2W U w stAw stCdosB—2U Vw stAwstBdosC=0.

Można jeszcze zauważyć że proste przechodzące przez punkta (15), dotykają się koła (6 ), muszą 
zarów no przechodzić przez środek koła, to jest

UXo - j - Y Y o +  W Z 0 =  0 ;

w ięc punkta (15) są punktami kołow ym i w  n ieskończoności.

M ożna wreszcie sprawdzić łatw o że pierwsza strona rów nania (15) jest rozkładalną na dwa czynniki 

1b° stopnia.

IV 0 P u n k t  b ie g u n o w y  j a k ie j k o l w ie k  p r o s t e j .

298. Punkt biegunow y jakiejkolw iek prostej (zob . ner [285]) je s t  określony przez związek

(1“)
wst LIT, wst LIT.,

w st D1T, wst BIT.,
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Oznaczywszy przez U„, V 0> W 0, spółrzędne prostej D ; przez tJ, V , W , spółrzędne prostej IL, 
i założywszy

m.2  w st LIT^ _

W‘ w stT J D

spółrzędne UIt V !, W „  prostej albo stycznej IT,, będą dane przez związki n™ [142]

U , _  V i  _  w t
m,U -f -  m.2X0 w^Y -( -  rnjV„ w ,W  m.jW0

Otóż spółrzędne U „  V „  W ], muszą sprawdzać rów nanie styczneczkow e

A u ,  w )  =  o ,

koła ; otrzyma się w ięc

f\m.iU -)- m2U0, w ,V  »?2V0, m4W  -(-  m2W 0) =  0 ;

albo rozwinąwszy za p om ocą  w zoru T a y l o r a  :

m\f[U, V , W ) - f  +  Y / ^  +  W f\ xJ  - f -  in ftU », V», W0)  -  0.

T o rów nanie wyznaczy dwa stosunki —2 odpow iedn ie  dw óm  stycznym  poprow adzonym  przez 

punkt I ;  otóż w edług związku (1°), sum m a tych w artości jest zerem, ma się w ięc

(16) U / '0(. +  V A v# +  W / 'Wo —  0.

Rów nanie (16) jest związkiem m iędzy spółrzędnem i U, Y ,  W , prostej ruchom ej IL ; w idzim y że 
ona przechodzi przez jakikolw iek punkt stały; rów nanie (16) jest rów naniem  punktu biegunowego 
prostej (U0, V 0, \V0).

299. W łasność punktu biegunowego jakiejkolw iek prostej.

V
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« P r z e z  dwa punkta jakiekolw iek I i 1' wzięte na prostej stałej D, poprow adzi się styczne do koła ; 
» weźm ie się przecięcia M i M ', N i N ', tych dw óch  par stycznych ; proste MM' i NN' przejdą, 
» jakiem ikolwiekbgdź byłyby punkta I i 1' przez punkt biegunow y A prostej D. »

W eźm y za trójkąt odniesienia trójkęt utw orzony przez prosty D i przez styczne punktów  B i C 
w  których ona spotyka koło ; rów naniem  koła będzie w tedy w edług n™ [294] (równania (9 ) )

(1) V W  =  k\]\

Równania dw óch  punktów jak ichkolw iek  I i 1' leżących na prostej D będę kształu

(I) W = PV,  (!') W  =  P'.V

P i p' sę stałemi dow olnem i.

Otrzymamy w tedy dla spółrzędnych stycznych poprow adzonych  do koła (t )

\lk
V  =  V U ,

im ] \p 

(w  =\/p yi u,

IM

\W  = — \Jk \lp U, 

W edłu g  tego, równania punktów  M i M' będę

\ v  =  r u>l ' M  \ P '

I  - n  r\ w  =  v 7  \//í ü ,

! v  =  - ^ u ,
IM ' VP

,W  —  - \ l p  V/£U-

U V W U V w

(M)
1 sTk

V?
v'á \jp

—  0 (M'j
1 - Y ;* \'p 

V?

1 +
V¥

\ 7i  y/p 1 — -t4  —  v'/í V?'
\P

albo rozw ijajęc

(M)

0;

V K V p + V ? )  u + V p  v V - v + w  = ' o ,

(M ') - ] - v/a (v̂ + V p' ) u + V p v/7 - v  +  w = o.

Jeżeli się odejm ie te dwa równania, otrzym a się równanie jakiegokolw iek punktu lcżęcego na 
prostej M N '; otóż, znajduje się tym sposobem

V = 0 ;

w ięc prosta MM' przechodzi przez punkt A , który jest punktem biegunowym  prostej BG. Sprawdzi 
się podobnież że prosta NN' przechodzi także przez punkt A.

W ię c .........
3S
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Ć W I C Z E N I A .

3 0 0 . 1° M iejsce jakiegokolw iek punktu takiego, że summ a kwadratów  od leg łości od  n punktów  
danych, w zględnie pom nożonych  przez stałe dane m{ , mn , będzie stalą, jest jak iem kolw iek  
kołem .

2° Mając dane n punktów  stałych, jeśli jakakolw iek prosta jest taką, że summa iloczynów , przez 
liczby stałe mu  w 2, mn, prostopadłych spuszczonych z punktów  danych na tej prostej, jest sta łą ; 
ta prosta obw ija  jak iekolw iek  koło.

Środek jest środkiem  odleg łości proporcyon a ln ych  od  n punktów  danych.

3° Daje się dwa punkta A  i B, i ich biegunow e w zględem  jakiegokolw iek koła środka O ; A P  
i BQ będąc prostopadłem i spuszczonem i w zględnie z punktu A  na biegunow ą B, i z punktu B na 
biegunow y A ; ma się

O A  OB
A P ~  B Q '

h° Jeśli w  jakiem kolw iek kole, poprow adzi się dw ie jak iekolw iek  cięciw y  prostokątne przez 
jakikolw iek punkt stały, styczne z k oń ców  tych c ię c iw  tw orzą jakikolw iek czw orobok  który jest 
zawsze wpisanym w  inne jakiekolw iek k oło  stałe.

5° Podstawy wszystkich trójkątów  ró w n o -o b w o d o w y ch , m ających tenże sam kąt w ierzchołkiem  
przeciw legły  i stały, podpasują toż sam o kolo.

6° Jeśli przez punkt jak iegokolw iek  okręgu poprow adzi się trzy cięciw y  i gdy na każdej z nich jako 
średnicy nakreśli się jak iekolw iek  k o ło , przecięcia po dw a tych trzech kół, różne od  punktu w sp ól
nego, są w  linii prostej.

7 ° Mając dane jakiekolw iek k o ło  i jakikolw iek punkt stały P ; ok o ło  punktu P obraca się jakikol
w iek kąt p ro s ty ; łączy się punkta A i B gdzie boki tego kąta spotykają k o ło ; m iejscem  rzutów 
punktu P na prostej AB jest jak iekolw iek  koło.

8° Trzy koła, opisane na trzech przekątnych czw oroboku  zupełnego jako średnicach, mają tęż 
samą oś pierwiastną.

9° Mając dane dwa koła stałe, w yobraźm y sobie dwa koła zm ienne styczne m iędzy sobą i z p o - 
przedn iem i; m iejscem  punktu zetknięcia kół zm iennnych jest jakiekolw iek  koło.

tO» Mając dane różne koła które mają tęż samą oś pierwiastną; jeśli jakiekolw iek koło zm ienne 
przecina dwa z tych kół pod  kątem stałym, on o będzie przecinać każde z innych kół pod  kątem także 
stałym.

11° W zięto na pierwszej prostej dwa punkta A  i B i na drugiej prostej dwa punkta a i b , i 
poprow adzon o proste A a , B b  spotykające się w  punkcie S ;  jeśli się obraca drugą prostą 
a b  ok o ło  je j punktu spotkania y z pierwszą, punkt S zmienia po łożen ie ; a w tedy w ypadnie :



1° że prosta poprow adzona przez punkt S rów nolegle do prostej a b , w  każdem  z je j położeń spo
tyka prostą AB zawsze w  jednym  punkcie I ; 2° że punkt S zakreśli koło  m ające za środek ten 
punkt I.

12° Jeśli, po  wzięciu czterech punktów  stałych a, b , c , d , na kole, łączy się jakikolw iek punkt 
M koła z tymi czterem a punktami, stosunek nieharm oniczny pęku (M, abcd) jest stałym.

13° Cztery styczne stałe na kole są spotkane przez jakąkolwiek styczną ruchom ą w  czterech punktach 
których stosunek nieharm oniczny jest stałym.

14° Kiedy czw orobok  jest wpisanym w  koło, jakakolw iek poprzeczna spotyka jeg o  dw ie pary 
bok ów  przeciw nych i okręg koła, w  trzech parach punktów  będących  w  inw olucyi.

15° Stosunek nieharm oniczny czterech stycznych na kole jest rów ny stosunkow i czterech punktów 
zetknięcia.

16° D wie styczne na kole będąc stałe, jeśli się poprow adzi w iele innych stycznych, ich części 
zawarte m iędzy dw iem a picrwszem i będą widziane ze środka koła pod  kątami rów nym i albo wza
jem nie  się spełniającym i.

17° Kiedy czw orobok  jest opisanym  na k ole , dw ie pary prostych poprow adzonych  z tego samego 
punktu do jego  w ierzch ołk ów  przeciw nych, i styczne poprow adzone z jed n ego  punktu do okręgu 
koła , tworzą pęk w  inw olucyi.

18“ Jeśli na średnicy koła w eźm ie się dwa punkta dzielące harm onicznie tę średnicę, odległości 
każdego punktu okręgu koła od  tych d w óch  punktów  stałych mają ich  stosunek stały.

<
19° B iegunow e różnych punktów  jak iejkolw iek  prostej przechodzą wszystkie przez biegun 

prostej.

20" Bieguny prostych przechodzących  przez punkt stały zakreślają biegunow ą tego punktu.

21“ Jeśli ok oło  jakiegokolw iek punktu stałego, daje się obracać cięciw a jakiegokolw iek koła, 
od leg łości k oń ców  tej c ięciw y  od  jek ie jk olw iek  osi stałej, podzielone • w zględnie przez odległości 
d w óch  tychże sam ych punktów  od biegunow ej punktu stałego, mają sum m ę stałą.

22° Jeśli z każdego punktu jakiejkolw iek prostej poprow adzi się dw ie styczne do jak iegokolw iek  
koła, summa od leg łości dw óch  stycznych od jakiegokolw iek punktu stałego podzielona przez ich od
leg łości od  bieguna prostej, jest stałą.

23" Jeśli z każdego punktu prostej stałej poprow adzi się dw ie styczne do jakiegokolw iek koła, 
iloczyn  wstaw kątów , jakie one czynią z tą prostą, jest do  kwadratu wstawy kąta, jaki prom ień 
poprow adzony z tegoż sam ego punktu do środka koła czyni z tąż samą prostą, w  stosunku 
danym.

24° Cztery punkta w  linii prostej mają ich  stosunek nieharm oniczny rów ny stosunkow i ieh biegu
now ych , w ziętych względem  jak iegokolw iek  koła.

25" Gdy czw orobok  jest opisanym  na kole , jeg o  dw ie przekątne i proste łączące punkta zetknięcia 
b o k ó w  przeciw nych przechodzą wszystkie cztery przez jeden  punkt.
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26° W  czw oroboku  opisanym  na kole, punkt spotkania d w óch  przekątnych jest biegunem  prostej, 
łączącej punkta zbiegania się b o k ó w  przeciw nych . ■— D wie przekątne i prosta łącząca punkta zbie
gania się b ok ów  przeciw n ych  tw orzą trójkąt, k tórego każdy w ierzchołek  ma za biegunow ą bok  

przeciw ny.

27° K iedy czw orob ok  jest opisanym  na k ole , środki jeg o  dw óch  przekątnych i środek koła są na 
jednej prostej.

28“ Jeśli przez w ierzchołk i czw orobok u  w pisanego ABCD, poprow adzi się styczne EF, FG, GIJ, 
HE; cztery przekątne dw óch  czw orobok ów  przecinają się w  jednym  punkcie. —  Punkta zbiegania się 
L, M, N, P , b o k ó w  przeciwnych każdego czw orobok u  są w  linii prostej. —  Przekątne FH, EG czw o
roboku  opisanego przechodzą przez punkta L i N, w  których się przecinają boki przeciwne czw o
roboku  wpisanego.

29° K iedy czw orobok  opisany na kole jest jednocześn ie wpisalnym , cięciw y łączące punkta zetknię
cia b ok ów  przeciw nych są dw ójsiecznem i kątów  utw orzonych przez przekątne. —  Iloczyn dw óch  
stycznych poprow adzonych  przez k oń ce  tejże samej przekątnej jest rów n y kwadratowi prom ienia koła 
w pisanego. —  Środek koła opisanego, środek koła w pisanego i punkt zbiegania się przekątnych są 
w  linii prostej.

30° W  czw orobok u  wpisanym  w  k o ło , punkt zbiegania się dw óch  przekątnych jest biegunem  
prostej, łączącej punkta zbiegania się b ok ów  przeciw nych. T e trzy proste są takie, że każda z nich 
ma za biegunow ą prostą łączącą dwa inne punkta zbiegania się.

31° Gdy czw orobok  jest wpisanym w  k o ło , b iegunow e jak iegokolw iek  punktu, w zględne do koła i 
do  kątów  utw orzonych przez dw ie pary bolców  przeciw nych  przechodzą przez jeden punkt.

32° Gdy cięciw a koła obraca się ok o ło  punktu stałego, prom ienie poprow adzone ze środka koła 
do je j k oń ców  czynią z prom ieniem  przechodzącym  przez ten punkt, dwa kąty takie, że iloczyn 
stycznych p ó ł kątów pozostaje stałym.

33° Jeśli z każdego punktu jak iejkolw iek  prostej poprow adzi się dw ie styczne do jakiegokolw iek 
koła , iloczyn stycznych trygonom etrycznych pó ł kątów , jakie one czynią z prostą jest stałym.

3A° Środki podobieństw a d w óch  k ó ł są dw om a punktami sprzężonym i harm onicznym i w zględem  
dw óch  środków  figury. —  Dwa środki podobieństw a dw óch  kół tworzą inw olucyę z dw iem a parami 
punktów  d w óch  okręgów  kół leżących na linii środków .

35° Oś pierwiastna dw óch  kół jest w  rów nej od leg łości od  d w óch  biegunow ych każdego środka 
podobieństw a.

36° B iegunow e, w zględem  dw óch  kół, jak iegokolw iek  punktu osi pierwiastnej, przecinają się na 

osi pierwiastnej.

37“ B ieguny osi pierwiastnej d w óch  k ó ł są sprzężonem i h arm onicznem i w zględem  dw óch  środków  
podobieństw a.

38 Jeśli z każdego punktu osi pierwiastnej dw óch  kół, poprow adzi się do nich dw ie styczne, sto
sunek stycznych trygonom etrycznych kątów jakie te dw ie proste czynią z osią pierwiastną jest 
stałym.

3 0 0  r o z d z i a ł  i i i .



39" Przekątne czw oroboku  opisanego na dw óch  kołach  spotykają linię środków  w  dw óch  punktach 
z których każdy ma jedną biegunow ą w  dw óch  kotach. —  Okręg koła , zakreślony na prostej łączą
ce j środki d w óch  k ó ł, przechodzi przez cztery w ierzchołki tego czw oroboku .

Zi0° W ziąw szy punkt stały na płaszczyźnie koła, istnieje zawsze pew na prosta taka, że kwadrat 
o d leg łości jak iegokolw iek  punktu koła od  tego punktu stałego, jest do od leg łości tegoż samego 
punktu od prostej stałej, w  stosunku stałym.

ti1° Gdy trzy koła m ają tę samą oś pierwiastną, wszelka poprzeczna spotyka je  w  sześciu punktach 
tw orzących  in w olucyę.

42° Gdy trzy koła m ają jednę oś pierwiastną, jeśli przez jak ikolw iek  punkt m jednego koła p o 
prow adzi się, w  jakim kolw iek kierunku, poprzeczną spotykającą dwa inne w  d w óch  parach punktów

i • i , ,  , . w a- Wi)'a , a i b , b , stosunek —:------ n  ma wartość stałą.
m b.m a

63° Gdy trzy koła mają tęż samą oś pierwiastną, styczne poprow adzone z każdego punktu jednego 
do d w óch  innych m ają ich  długości w  stosunku stałym.

Gdy trzy koła mają tę samą oś pierwiastną, z każdego punktu jednego wadzimy dwa inne 
pod  kątam i, których po łow y  m ają ich styczne trygonom etryczne w  stosunku stałym.

i5 °  Jeśli na prostej łączącej środki podobieństw a dw óch  k ół jak o średnicy, zakreśli się trzecie; 
z każdego z punktów  tego trzeciego zobaczy się dwa pierwsze p od  kątami rów nym i.

i6 °  Gdy trzy koła mają jednę oś pierwiastną, jeśli z jakiegokolw iek punktu do nich się poprow a

dzi styczne, trzy cięciw y  zetknięcia przejdą przez tenże sam punkt.

l i i 0 Gdy b ok i jakiegokolw iek kąta spotykają dwa koła C i C', każde w czterech punktach, to jest 
a, b , c , d na jednem  kole, i a', b ', c ', d ', na drugiem , dwie cięciw y ad i b c , przypuszczone dla 
tego kąta w  pierwszem kole, spotykają dw ie cięciw y a 'd ', b 'c ',  przypuszczone w  drugiem  kole, 
w  czterech punktach m, n, p , q, które leżą na jednem  k o le ; to k o ło  ma tęż samą oś pierwiastną jak 
dw a G i C'.

ti8° Gdy trzy koła mają tęż samą oś pierwiastną, jeśli z jak iegokolw iek  punktu jednego z nich 
poprow adzi się jakąkolw iek styczną do każdego z dw 'óch innych, i gdy się złączy punkta zetknięcia 
za pom ocą  jak iejkolw iek  prostej, cięciw y przejęte przez dwa koła na tej prostej są m iędzy sobą 
w  stosunku stałym.

ó9° W ziąwszy trzy koła m ające tęż samą oś pierwiastną, jeśli kąt w ielkości zmiennej wpisany 
w  je d n o  k o ło  i którego boki są styczne do dw óch  innych, w zględnie się porusza, tak że jego  wierz
c h o łe k  i je g o  dwa boki ślizgają się p o  trzech okręgach k ół, cięciw a jaką ten kąt przejm uje w  pierw 
szem  kole toczy się po czwartem  mającem  tę samą oś pierwiastną jak trzy pierwsze.

50° Mając dane trzy koła, jeśli przez jakikolw iek punkt poprow adzi się trzy inne przechodzące 
w zględnie, przez punkta przecięcia trzech pierw szych, branych po dw a, te trzy koła przetną się 
w tymże samym punkcie.

51° Mając dane dw a kola O i O' do których prowadzi się dwa koła styczne C i C', l sze w  M i w ,, 
a drugie w  N i nt , tak że dw ie proste Mmu Nm, przechodzą przez tenże sam środek podobieństw a
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dw óch  kół O i O' : 1° oś pierwiastna d w óch  kół G i C' przejdzie przez tenże sam p u n k t; 2° środek 
podobieństw a tych d w ó c h  k ół otrzym a się na osi pierwiastnej dw óch  O i O ', na przecięciu  dw óch  

c ię c iw  MN,

52° J a k a k o lw ie k  prosta L poprow adzona przez środek podobieństw a dw óch  kół O i O' jest 
osi? pierwiastną nieskończonej liczby układów  dw óch  kół G i C ' stycznych z dw om a O i O'.

S p o s t r z e że n ie . Począw szy od  nra [IB], w ysłow ienia tych podań były  w yjęte dosłow nie z Geometry i. 
wyższej p. Gh a sl e s ’ a . Doiuodzenie analityczne tych twierdzeń będzie w yborn em  ćw iczeniem  i d o s la r . 
czy jednocześnie elementów do ważnej teory i koła . O lbrzym ie postępy uczynione od  pół wieku w  Geo- 
m etryi czystej w zbogaciły  tę tcoryą do tyła, że analityczne jej rozw inięcie zm usiłoby przejść zakres 
zam ierzonego przez nas w ykładu.

53. Jeśli z jak iegokolw iek  punktu A , w ziętego na płasczyznie szeregu kół m ających tę samą oś 
pierwiastną, prowadzi się dw ie styczne do  każdego koła tego szeregu, wszystkie punkta środkow e 
cięciw  zetknięcia odpow iedn ich  będą na now ym  okręgu koła przecinającym  prostokątnie pierwsze.

54° Niech będzie jakikolwiek szereg kół m ających tęż samą oś p ierw iastn ą ; dow iedziono  że biegu
now e punktu stałego A , w zględem  k ó ł szeregu, zbiegają się w  punkcie stałym A '. Jeśli punkt A 
porusza się na jakiejkolw iek prostej danej, punkt A ' zakreśla jakąkolw iek koniczną przechodzącą 
przez punkta granice. Ta koniczna jest także m iejscem  biegunów  prostej danej w zględem  kół szeregu.

55° W szystkie koła  m ające ich  środki na jakiejkolw iek prostej i przecinające prostokątnie jakiekol
w iek k oło  dane mają tęż samą oś pierwiastną.

56° Jeśli trójkąt T jest jednokładnym  do trzech trójkątów  T ,, T2, T3, m ających z T jak ikolw iek  
w ierzchołek  w spólny, 1" Okręg koła O, opisany na trókącie T , dotyka okręgów  kół 0 1; 0 2, 0 3, op i
sanych na trzech innych trókątach ; 2° punkla zetknięcia są w ierzchołkam i trójkątów  T ,, T2, T ;„  na
leżącym i do trójkąta T. 3° Boki trójkąta T przechodzą przez środki podobieństw a w  linii prostej, 
bądź to trójkątów T j, T2, T3, bądź to k ół 0 ( , 0 2, 0 3.

57° Daje się dw ie proste AB i A B ': z jak iegokolw iek  punktu P prow adzi się trzy sieczne stale

3 0 2  ROZDZIAŁ III.

p ’

Pa, P b , l>c, spotykające AB ' w  m, n, p ;  potem  daje się prostej A B 'ja k iek o lw iek  inne położenie 
A B '', i odcina się na tej linii d ługości km , An, k p , w  Amp, Awj, A p t ; łączy się am, bn1? cp t ; do 
w ieść że te trzy linie amu b n j, cpt, przecinają się w  jednym  punkcie P ' ; dow ieść że punkt P ' zakreśli 
jakiekolw iek koło , kiedy prosta AB" bierze wszystkie położenia m ożebne ok o ło  punktu A  ; środek 
tego koła jest na prostej AB, na przecięciu tej prostej z rów n oleg łą  do AB1 poprow adzoną przez punkt P.



KSIĘGA TRZECIA 
(

ROZTRZĄSANIE I UPROSZCZENIE RÓWNANIA OGÓLNEGO DRUGIEGO STOPNIA.

R O Z D Z I A Ł  P I E R W S Z Y

KLASSYFIKACYA KRZYWYCH DRUGIEGO RZĘDU.

§ I. —  W YKREŚLENIE I KLASSYFIKACYA K RZYW YCH  2*«*° RZĘDU.

301. R ów nanie ogólne krzyw ych  drugiego rzędu jest

(1) ' Ax'2 +  2B xy  - f -  C if  - f  2 l)x  - f  2Ey  - j -  F =  0.

A by w ykreślić i uporządkow ać krzywe które on o przedstawia, będziem y m ieli d o  rozebrapia dw a

302. Rozwiążem y rów nanie (1) w zględem  jednej ze zm iennych, y  na przykład, i przypuścim y że to 
na wstępie nam dane do rozwiązania rów nanie do takiego się kształtu sprow adziło, aby był istotnie 
dodatnym  spółezynnik C na / .  Ma się tym  sposobem

założen ia :

1 «  Z a ł o ż e n i e  :  S p ó ł c z y n n i k i  k w a d r a t ó w  n i e  s ą  z e r a m i  r a z e m .

V
B x - j-  E 1

< r~  —  c
±  -  V(R- —  A G )x2-f-2 (liE  —  G D ja ,'+  (E'J— CE);

Ci

założywszy

(2 bis) 

wypadnie

(3)

Y =  - f i  \/{W —  AC)*2 +  2 (BE —  CD)j- +  (Ea —  C F ); 
c
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W ykreśli się naprzód prostą

w

w idzim y w tedy, przez równanie (3), że się otrzyma różne punkta krzyw ej, przenosząc począw szy od
punktu odpow iedn iego prostej (4), na w ierzchu i pod spodem , rów nolegle do osi rzędnych, długość
równą dla Y.

Prosta (ii) dzieli w ięc na dw ie części rów n e cięciw y  rów n oleg łe  do osi Oy ; ta prosta nazywa się 
średnicą sprzężoną c ięciw  rów n oleg łych  do Oy.

Potrzeba teraz badać zmiany ilości Y ,  zależące o d  znaku wyrażenia (B2 —  AG ); m a się w ięc do
rozebrania trzy przypadki g łów n e :

B2 —  AC >  0, B2 -  AC <  0 ; B2 —  AC =  0.

R ozbiór każdego z tych przypadków  zależy nadto od  kształtu jaki bierze trzy w yraz drugiego sto
pnia położony  pod  znakiem pierwiastkowym  Y , to jest na m ocy  znanej nam zasady algebry elemen

tarnej, od  znaku wyrażenia

(BE —  CD)2 —  (B2 -  A C )(E 2 —  CF).

Otóż jeśli założym y
A B D

(5) A = B C E

D E F

ma się

(5 bis)  A =  —  AE-2 —  CD2 —  FB2 - j-  ACF - j -  2B D E ;

a tem sa m em ;

(6) (BE —  CD)2 —  (B2 —  AC) (E2 —  CF) =  —  CA.

Uważmy że w iersze wyznacznika A są to spółczynniki pół pochodn ych  w zględem  trzech zm ien
nych x ,  y , z, równania (1) zrob ion ego jed n orod n em .

303. 1SZJ P rzypadek  : B2 — 'A C  <  0.

R ozbiór tego przypadku zamyka trzy założenia następujące :

1° Ilość położona pod  znakiem pierw iastkow ym  Y rozkłada się na dwa czynniki rzeczyw iste, to 

jest —  CA >  0 ;

2° Ilość położona pod znakiem pierw iastkow ym  Y sprow adza się do kwadratu zupełnego, to 
jest —  Ga  =  0 ;

3° Ilość położona pod znakiem  pierw iastkow ym  Y jest sum m ą dw óch  kwadratów, t. j .  —  CA <  0.

Ilość (B2 —  AC) będąc od jem ną, spółczynniki A i C nie m ogą b y ć  zeram i, i pow in ny  być  
nadto tegoż samego znaku; przypuścim y że równanie (1) by ło  w  ten  sposób sprow adzonem  aby



m iało spóiczynniki kwadratów  ze zm iennych doilatne; znak na (— CA) będzie w ięc tenże sam jak 
znak na (—  A).

1° Ilość położona pod znakiem pierw iastkow ym  Y jest rozkładalną na czynniki rzeczywiste, to 
jest a  <  0.

W ortość (2 bis) na Y będzie w tedy

(7) Y  =  +  i  ^ -  AC) (x  -  «) (x -  S;;
i

przypuśćm y «  <  ę.

Niech będzie DD, prosta przedstawiona przez rów nanie (k ); O A = a ,  OB =  S, A1 i B' punkta 
odpow iednie na prostej D 4,

KLASSYFIKACTA KRZYWYCH DRUGIEGO RZĘDU. 3 0 5

Kiedy x  zmienia się od  —  aż do a, Y  jest urojonem , gdyż trzy czynniki p od  znakiem pier
wiastkowym  są od jem n e ; 'dla x  =  a =  OA, ma się Y  =  0 ; to jest że punkt A' jest punktem dla 
krzywej.

Dla wszelkiej wartości na x ,  takiej jak  OP, zawartej m iędzy «  i 5, otrzyma się dla Y  (7) w artości 
rzeczywiste, które dadzą punkta N i N4, na przykład; dla x  =  e —  OB, wartość na Y musi być 
zerem, punkt B' będzie punktem  krzyw ej.

Nakoniec, kiedy x  zmienia się od S a ż d o - | -o o ,  w artość (7) na Y  jest urojoną.

Krzywa tym sposobem  otrzymana jest jakakolw iek krzywą zamkniętą, poniew aż dla jakiejkolwiek 
w artości skończonej na x  odpow iada zawsze jakakolw iek w artość skończona na Y  ; daje się tej 
krzywej nazwisko Elipsy.

U w agi. Dwie proste A A 1 BB', są styczne do krzywej. Dajmy na przykład, dla x  wartość cokolw iek  
wyższą od  « ,  (a - j-  li), otrzym am y dwa punkta takie jak N i N4 na rów noległej do  Oy ;  te dwa 
punkta zejdą się w  A ', kiedy k dąży do zera, i rów noległa PNN, zejdzie się z A A '. Będziemy rozu 
m ow ali podobnież dla BB'. W ypada ztąd że ilość, położona pod znakiem pierwiastkowym  wyraże
nia (2), przedstawia, kiedy się ją  porów nyw a z zerem, styczne w  punktach w  których krzywa jest 
spotkana przez prostą (k).

Niech będzie I środek A B ; rów noległa do Oy ,  poprow adzona przez punkt I, spotyka prostą DDi
39
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w  jak im kolw iek  punkcie C, i krzyw y w  punktach G i H. W artości na Y , odpow iedn ie  dla odciętej 

01 =  są w artościam i najwiekszości i najmniej szóści na Y . W  rzeczy sam ej, w artość bez

w zględna ilości położonej pod  znakiem pierwiastkowym  Y  albo (7) jest

(AC —  B2) [x  —  « )  (g —  x ) ,

dla w artości na x  zawartych m iędzy a i 6; otóż summa dw óch  czynników  zm iennych jest stałą; 
iloczyn będzie w ięc największym m ożebnym  kiedy czynniki będ ę rów n e ; co daje

p u , a -|- 6x — a —  S —  x ,  albo x  =  — a-------

W ypada ztąd że styczne, w  punktach odpow iednich  G i H na krzyw ej, będą rów noległe do 
prostej DD(.

W idzim y także że jeśli się zauważy dw a punkta P i P' row n oodda lon e  od  01, to jest jeśli się daje 
dla x  dw ie w artości takie jak

, a -j— 6 / i __  a -|- 6 | i
x  ----- — - —  —  h, z  — ■ — ^—  ~ r  k>

w artości odpow iedn ie  na Y  są rów n e ; tym sposobem  MN =  M'N'. Ztąd wynika, że wszelka cięciw a 
przechodząca przez punkt C przezeń jest podzieloną na dw ie części rów n e ; punkt C je s t środkiem 
krzyw ej. W ypada jeszcze że prosta GH dzieli na dw ie części rów ne cięciw y NN' rów noleg łe  do 
prostej DDj. Dwie proste A'B' i GH są nazwane średnicami sprzężonemi.

W  rozbiorze innych przypadków , będzie się m iało do zrobienia uwagi p od ob n e ; nie będziem y ich 
w ięcej powtarzali.

306. 2° Ilość położona pod  znakiem pierwiastkowym  Y  jest kwadratem zupełnym , to jest A == 0. 

W artość na Y  jest w tedy

(8) Y  =  i  {x  -  « ) y / B ^ A G ;

i rów nanie (2) krzywej będzie m og ło  się napisać 

(8 bis) y  =  —  R r + H ±  y / w ~ T c .

Biorąc kolejno znaki - j -  i — , otrzym uje się rów nania dw óch  prostych; lecz te proste są urojone, 
ponieważ ilość  (B2 —  AC) jest odjem ną. W szelako krzywa posiada jeden  punkt rzeczywisty o d p o 
w iedni dla x = a ,  jestto punkt przecięcia dw óch  prostych urojonych  (8 bis). Można pow iedzieć, 
w  tym przypadku, że krzywa- sprowadza się do jed n ego  punktu, a lbo lepiej, do jakiejkolw iek elipsy 
znikającej, elipsy nieskończenie m ałej; m ożna pow iedzieć także że krzywa jest układem dw óch 
prostych  urojonych .

305. 3° Ilość położona pod znakiem pierwiastkowym  Y  je s t  summą dwóch kwadratów, t. j. A >  0.



K LASSYP1K ACY A K RZYW YCH  DRUGIEGO RZĘDU.

W artość na Y  przedstawia się pod kształtem

307

(9) Y  =  l  y/(B2 -  AC) [(*  -  a)2 +  b2].

Dla wszystkich w artości na x ,  Y  jest u ro jon em ; gdyż 1szy czynnik jest od jem nym , a 2b* czynnik jest 
cięgle dodatnym  i nigdy zerem . W ted y  rów nanie (1) nie przedstawia w ięcej krzywej rzeczyw istej; 
w  tym przypadku, pow iem y że rów nanie (1) przedstawia jakakolw iek elipsę urojoną.

306. P r z y p a d e k  : B2 —  AC >  0.

R ozbiór tego przypadku zamyka dwa założenia następujęce :

Ilość pod  znakiem pierw iastkow ym  Y jest sum m ę albo różnicę 2ch kw adratów , t. j. A ^  0 ;

R ość pod  znakiem pierwiastkowym  Y jest kwadratem zupełnym , t. j. A =  0.

1° Ilość pod znakiem pierwiastkowym nie je s t  kwadratem zupełnym , t. j. A ^ O .

Ilość Y  weźmie jeden  albo drugi z kształtów :

(10) Y =  i  V(B2 —  AC) [x  -  « ) ( *  —  6);

(10 bis) Y =  p  \Z(B2 —  AC)j(x ~  a)2 4 - b 2].
Li

Jeśli Y  ma kształt (10), w idzim y że ilość Y  jest rzeczywisty kiedy x  zm ienia się od  —  o o  aż do « ; 
ona staje się urojona dla wszystkich w artości na x  zawartych między «  i 6; i nakoniec, ona musi być 
rzeczywisty, kiedy x  zm ienia się od  6 a ż d o -| -= o .  O deszlem y do n™ [303J dla wskazania p och od u  
przy roztrzęsaniu zupełnem . Krzywa przedstawiona przez równanie (1) spotyka prostę DDt w  dw óch  
punktach A ' i B '; ona posiada dw ie gałęzie n iesk oń czone; daje się je j nazwisko hyperboli; ona ma 
kształt wskazany na figurze obok.

Kiedy Y ma kształt (10 bis), w idzim y że pierwiastek Y jest zawsze rzeczywisty dla wszystkich war
tości na x  zawartych m ię d zy — o o i - ) - o o ;  ponieważ Y  nie jest nigdy zerem, krzywa nie spotyka 
prostej DD,. W artość najmniej szóści na Y  ma m iejsce dla x  —  a == 01. Krzywa przedstawiona przez
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rów nanie (1) posiada dw ie gałęzie n ieskończone; jej kształt nie różni się rzeczyw iście od poprzedza-

; ? cej :  jest to jeszcze jakakolw iek hyperbola.

307. 2° Ilość pod  znakiem pierwiastkowym jest  kwadratem zupełnym , to jest A =  0.

W artość na Y jest w tedy

(11) Y == j , [x —  «) y'll- —  AC, 

i rów nanie (2) krzywej będzie m ogło  się napisać

(11 bis) y =  -  ±  X- ^ -  \Jw —  AC.(j li

B iorąc kolejno znaki - f  i — , m a się równania dw óch  prostych rzeczyw istych. Równanie (1) przed
stawia w ięc w tedy jak ikolw iek  układ dw óch  prostych rzeczyw istych ; m ożna także uważać te dwie
proste jako tw orzące jakąkolw iek hyperbolę której osie byłyby zeram i, to jest jakąkolwiek hyperbolę
sprow adzoną do jej środka, a lbo jeszcze jakąkolw iek hyperbolę znikającą.

308. 3 : P r z y p a d e k  : B2 —  AC =  0.

W  tym przypadku, w artość (2 bis) na Y  ma kształt prostszy

(12) Y  =  i  —  CD )* +  E2 —  CF.

Uważm y naprzód że związek (6) staje się w tedy

(13) (BE —  CD)2 =  —  CA.

Otrzymamy w ięc do rozebrania dw a założenia następujące :

A ^  0 ;  i A =  0.

1° Spółczynnik na x , pod znakiem pierwiastkowym, je s t  różnym od zera, t. j. A ^  0.
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Ilość Y będzie kształtu

(1 6 )  Y  =  ^  \Jm{x —  o ).

Jeśli m jest dodatnem  Y będzie urojonem  kiedy x  będzie się zm ieniać od — o o  do  d ; dla x  —  a, 
otrzyma się Y  =  0, co  daje punkt A ' leżący na prostej DD,. Dla wszystkich wartości na x  wyższych 
od a, pierwiastek Y będzie zawsze rzeczywistym . Prosta AA ' dotyka krzywą w  A '. Ma się w ięc 
krzywą całą po prawej stronie rów noległej A A ', i posiadającą podw ójną gałęź n iesk oń czoną ; daje 
się je j nazwisko paraboli.

Jeśli m by łoby  od jem nem , otrzym ałoby się krzywą tegoż samego kształtu, lecz ona byłaby obró -

coną w  kierunku odw rotnym  poprzedzającej.

309. 2° Spółczynnik na x, pod znakiem pierwiastkowym jest zerem, t. j. A =  0.

Rów nanie (2 bis), w edług (13) i (12) sprowadza się do

(15) y  =  - — -A—  d z -  v E 2 —  GP;

biorąc k ole jn o  znak -j- i —  otrzym a się równania dw óch  prostych rów noleg łych . Tak w ięc rów n a
nie (1) będzie przedstawiać, w tym przypadku :

dw ie proste rów noleg łe  rzeczywiste, jeśli (E 2 —  CF) >  0 ;

dw ie proste przystające, jeśli (E2 —  CF) = 0 ;

dw ie proste rów noległe u rojone, jeśli (E2 —  CF) <  0.

I I 0 2s*e Z a ł o ż e n i e  : S p ó ł c z y n n i k i  k w a d r a t ó w  m o g ą  b y ć  z e r a m i  r a z e m .

310. Kiedy spółczynnik jak iegokolw iek  z kwadratów jest zerem , spółczynnik na y'2 na przykład, 
m ożna rozwiązać rów nanie względem  drugiej zmiennej x ,  jeśli spółczynnik na x 2 nie jest zerem ; 
w tedy na n ow o się pow tórzy dyskussya i część w niosków  poprzedzających. Lecz, z punktu widzenia 
tyczącego się w ykreśleniakrzyw ej, jest lepiej rozwiązać rów nanie w zględem  zm iennej, której kwadratu 
braknie, potem  w ykonać dzielenie; tak postępując wystawia się na widok dwie assymptoty k rzy w e j; 
jestlo  w idoczna korzyść tego sposobu  działania. W  rozbiorze, którego w ykonaniem  niezw łocznie się 
zajmiemy, otrzyma się zawartym przypadek, w  którym  spółczynniki kwadratów są zerami oba.

Przypuśćm y w ięc C =  0 ; rów nanie (1) da w tedy

( 1 6 )
K x 1 - f  2Da: - f  F 

2(Bx +  E)
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Będziem y mieli do rozebrania dw a przypadki następujące :

Spółczynnik iloczynu x y  jest różnym  od  zera; to jest B ^  0 ;

S p ó łc z y n n ik  iloczynu x y  jest zerem ; to jest B =  0.

311. 18Z? Przypadek : B ^  0.

Poniew aż licznik na y  (16) jest drugiego stopnia a że m ianownik jest pierw szego stopnia, w ykona 
się dzielenie; otrzym a się tym sposobem

/.   \ x  —|— k i B
 ̂  ̂ y  2B 2(Bz: - f  E) ’

założywszy

' k _  2BD —  AE

Ił:

B

2BDE —  A E 2 —  FB2 
B2

Otóż, w edłu g  w artości (5 bis) na A, odnoszącej się do n™ [302], w idzim y, po uprzedniem  w prow a
dzeniu założenia G =  0, że

(18) R = * .

Ztąd dwa założenia do rozebrania

Reszta dzielenia jest różną od  zera, t. j .  A ^  () >

Reszta dzielenia jest zerem, t. j. A =  0.

1° Reszta dzielenia iest różna, od zera , t. j .  A ^ j 0 ;

Dla wykreślenia krzywej, wykreśli się naprzód prostą

k x  - f -  k
(19) y .

2B

n iech  będzie DDi ta prosta; potem , począw szy od  punktu prostej odpow iedn iego pew nej odciętej x ,  
odniesie się, rów n oleg le  do Oy ,  d łu gość równą

(20) v —  R  —  Rl
2 ( B # - j - E )  x  —  a

na w ierzchu i p od  spodem  prostej D D „ w edłu g  tego jak ilość  Y jest dodatną albo odjem ną.

Dla wyjaśnienia myśli przypuśćm y R, d odatn em ; potem , dajm y zmieniać się a; od  —  o o  do - j -  o o . 
Dla w artości na x  od jem nych , bardzo w ielk ich  w  w artości bezwzględnej, ilość Y  jest odjem ną, i 
bardzo małą w  wartości bezw zględnej; otrzym am y w ięc, pod  spodem  prostej DD,, i po lew ej stronie
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osi Oy, punkta zbliżające się nieograniczenie do prostej DDj kiedy w artość bezwzględna na x

zwiększa się nieograniczenie; prosta DDt jest nazwana assymptotą (niemałtyczną) krzywej.

K iedy się daje zwiększać x  algebraicznie, począwszy od  — o o , zostawiając je  niższem od  a, 
w artość na Y  pozostaje cd jem n ą i zwiększa się nieograniczenie w  w artości bezw zględnej, kiedy x  się 
odnosi do a; krzywa zbliża się nieograniczenie do prostej A A ', poprow adzonej rów nolegle do osi Oy , 
przez punkt A  taki jak  OA =  « ;  prosta A 'A " jest jeszcze assymptotą krzywej.

Dajmy teraz dla x  wartość cokolw iek  wyższą od  «, Y  staje się w tedy dodatną i bardzo w ielką; 
otrzym am y w ięc punkta, na w ierzchu prostej DDj i bardzo oddalone od  B D „ po prawej stronie 
linii A A 'i bardzo zbliżone do AA 1, krzywa będzie ,miała prostą AA ' za assymptotę. Nakoniec, jeśli 
się daje zwiększać x  począw szy od  «  aż d o - j - ^ o ,  ilość Y  zmniejsza się coraz bardziej pozostając 
zawsze dodatną; i krzywTa zbliża się na n ow o nieograniczenie do prostej DD,, zostając na w ierzchu, 

j Mamy w  tyin przypadku, krzywą posiadającą dw ie gałęzie nieskończone, albo jakąkolwiek hyperbolę.

312. 2° Reszta dzielenia je s t  zerem, t. j. A =  0.

Połóżm y naprzód równanie (17) p od  kształtem następującym :

(2B y  +  A x  +  k) (B x  +  E) =  | ; 

jeżeli w prow adzim y w tedy założenie przyjęte, otrzym uje się

(21) ( - %  +  A z  - f - /c) (B .z-| -E ) =  0.

To-rów nanie przedstawia jakikolw iek układ dwóch prostych ; jedna z nich jest rów noległą do osi O y.

U w a g a . Jeśli A  by łoby  zerem jednocześn ie ja k  C , druga prosta DDt, byłaby rów noległą do osi Ox.

313. 2 8 'P rzypadek : B == 0.

Poniew aż, w  przypadku obecn ym , B i C są zerami, ma się naprzód

B3 —  AG =  0 ;
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wartość na A jest w edług nru [302]

(2 2 ) A =  —  AE

i rów nanie krzywej ma kształt prosty

(23) y —
A x 2 - j-  2Dcr -( -  F 

2E '

Roztrząsanie tego przypadku zamyka dwa założenia następujące

A  ^  0 ;  A =  0 .

1" ilość  A je s t  różną od zera.

Rów nanie (23) będzie się m og ło  przedstawić pod  jednym  lub drugim  z trzech kształtów nastę

W  trzech przypadkach, otrzym uje się krzywą mającą podw ójn ą  gałęź n ieskończoną; w  lzm przy

padku ta krzywa przecina oś odciętych  w  d w óch  punktach; w  2sim, ona dotyka tej o s i; w  3c‘m, ona nie 
spotyka osi odciętych .

Te krzywe są parabolami.

314. 2° Ilość A je s t  zerem.

Ilość  A m oże stać się zerem  bądź przez zniesienie spółczynnika E , bądź przez zniesienie spół- 
czynnika A .

Jeżeli E jest zerem , równanie (23) krzywej sprowadza się do

pujących  :

(24, 1°) y  =  —  cc) [x —  6);

(24, 2°) y  —  m (x  —  o )2;

( 2 4 ,  3“) y  =  m [ ( x  —  a )2 - f  b 2] .

/

(25) Aa;2 - f -  2Da? - f-  F =  0, albo ( x  —  a ){x  —  S ) = 0 ,  etc.

rów nanie przedstawiające dw ie proste rów n oleg le , rzeczyw iste, przystające albo urojone, w edług



KLA3SYF1KACYA KRZYWYCH DRUGIEGO RZĘDU. 3 1 3

togo jak wyrażenie (D2 —  AF) jest wyższem , rów n em , albo niższem od  zera; te proste są rów nolegle 
d o  osi rzędnych.

Jeżeli A jest zerem , równanie (23) staje się, robiąc je  jed norodnem

( 2 6 ) z(2Ey -|- +  Fz) =  0 ;

można jeszcze uważać to równanie jako przedstawiające dw ie proste rów n oleg łe , z których jedna jest 
w nieskończoności.

I I I 0 S t r e s z c z e n i e .

315. Streścim y w  sposób następujący całą dyskussyę poprzedzającą.
Załóżm y

A B D

(1) A  = B C E

D E F

ten wyznacznik którego tworzenie się b y ło  wskazanem w  nrze [302] jest nazwany dyskryminantem  
funkcyi drugiego stopnia, tworzącej pierwszą stronę równania krzywej, to jest

wyznacznik częściow y

(II)

(III)

A x2 +  2Bx y  +  Cy2 +  2 D x - j-  2Ey +  F =  0; 

: A C — B2,
A

B

(B2 — AC <  0

jest niezmiennikiem  funkcyi utw orzonej przez wyrazy drugiego stopnia na x  i y .
Rodzaj i zmiany krzyw ych drugiego stopnia są znam ionow ane przez znaki i wartości d w óch  

funkcyi A i S.

Ia < 0  Elipsa rzeczywista,

A— 0, Punkt, albo elipsa znikająca, albo dwie proste urojone które się przecinają; 

A > 0 ,  Elipsa urojona.

i B2— AC >  0 Aj ^O,  hyperbola,
!°

(R od za j uyperboli a = 0 ,  Dwie proste rzeczywiste które się przecinają, albo hyperbola znikająca.

1°
R o d z a j  e l i p s y

A  ^  0  P arabola;

III'
: Bł —  AC —  0

v R o d z a j  P a r a b o l i
IA =  0

dw ie proste rów n oleg łe  rzeczyw iste jeśli

Id wie proste rów n oleg łe  przystające........... jeśli

'dw ie proste rów noleg łe  u ro jo n e .................. jeśli

C E A D
<  0 albo

E F D F

C E kiedy A D
—  0

E F C i E D F

C E są A D
> 0

E F zerami D F

< 6 ;

= 0 ;

> 0 ;

dw ie proste rów noległe z których jed n a  w  nieskończoności, jeśli 
(A =  0, B =  0, C =  0).

40
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Uwaga I. Nie należy zapom inać, że dla w ysłow ienia w niosków  zawartych w  tej tablicy, przypuści
liśmy że została przedw stępnie w ykonany zmiana znaków pierwszej strony równania (II) krzyw ej 
w sposób taki, aby spółczynniki kw adratów  nie były oba od jem nym i.

U w a g a  II. W idzim y przez to streszczenie, że rodzaj i zmiana krzywych drugiego stopnia zależy 
tylko od  znaków funkcyi następujących spółczynników  równania krzywej :

A B D
A B

A  = B C E
B C

D E F

Otóż kiedy się w ykonyw a przekształcenie spółrzędnych , natura i zmiana krzy.vej nie sę oczyw iście 
zm iennem i; w ięc funkcye i  i A' utw orzone jak funkcye (IV), ze spółczynników  now ego równania, 
muszę zachow ać tenże sam znak jak pierwsze. (Zob. w  nrze [331] dow odzenie algebraiczne.)

§ II. —  UPROSZCZENIE RÓWNANIA OGÓLNEGO DRUGIEGO STOPNIA PRZEZ 

PRZEKSZTAŁCENIE SPÓŁRZĘDNYCH.

1° P r z y p u ś c i  s i ę  (B2 —  AC) r o ż n e m  o d  z e r a .

(.Rodzaj elipsy lub hyper boli.)

316. Ta pierwsza analiza zawiera kwestye następujące :

1° Znieść wyrazy pierw szego stopnia;

2° Znieść iloczyn x y  zm iennych ; co zw ykle się wyraża krócej : Rugowanie prostok-Uu 
(Evanouissement du rectangle);

albo 3° Znieść kwadraty x 1 i y2 zm iennych.

1° Znieść w yrazy pierwszego stopn a.

Rów nanie ogólne krzyw ych drugiego rzędu ma kształt

(1) f i x ,  y )  =  Aa2 +  2Bl y  +  Cy'- +  2D« +  2E,y - f  F == 0.

Przypuśćm y że się bierze now e osie O'x', O'y', rów n oleg łe  do dawnych O x, Oy ,  jeśli x 0 i 
spółrzędne now ego poczętku, w zoram i przekształcenia będę

( 1 )  i x  =  x 0 +  x \

( y  =  yo +  y'-l

Zastępujęc x  i y  przez te Wartości, równanie (I) krzywej stanie się

(2) A « 2-f2B a/'!/'+C y 'i-t-2(A«o-(-Byo+ D :« '4 -2 (r « ,)-l-Cyo-}-E )y '4 -A ^ + 2Ba;o2/tf+Cy;-[-2D«(H -2E yo+F =0 .



Zauważmy w  tern now em  rów naniu, że : 1° spółczynniki w yrazów  drugiego stopnia się nie zm ieniły; 
‘2° spółczynniki na x' i y' są odp ow iedn io  p och od n e , w zględem  x  i y , pierwszej strony równania 
pierw otnego, w  których się zastąpiło x  i y  przez x 0 i y 0; 3° wyraz niezależny jest pierwszą stroną 
równania p ierw otnego, w  którem  x  i y  były zastąpione przez a,0 i y 0.

Chcąc znieść, w  równaniu (2 ), wyrazy pierw szego stopnia, będzie potrzeba założyć

l A x0 - j -  By 0 - j -  D =  0,
(3) .

( Bx0 - j-  Cy0 ~\~ E -— Ó.

Te dwa równania wyznaczą spółrzędne ,r0 i y 0 n ow ego  początku; aby to uproszczenie było m o- 
żebnem , potrzeba żeby wartości na x 0 i na y 0 były sk oń czon e; otóż to będzie m iało zawsze m iejsce 
jeśli (B2 —  AC) jest rożnem  od  zera, to jest jeśli krzywa należy do rodzaju elipsy albo hyperboli. To 
zastrzeżenie nie jest w ięcej m ożebnem  kiedy ilość  (B2 —  AC) jest zerem , gdyż w artości na x 0 i y 0 
są n ieskończone , krzywa jest w tedy  parabolą.

Przypuśćm y B2 —  AC ^  0, i w tedy rów nanie (I) będzie m ogło być  sprowadzonem  do kształtu
»
następującego (znosząc akcenta albo wskazówki)

(II) Aa:-2 +  2B x y  +  C /  =  H.

Nowe osie są rów noleg łem i do daw nych, i spółrzędne now ego początku są wyznaczone przez rów 
nania (3).

Spółczynniki w yrazów  drugiego stopnia nie były zniesione.

Nakoniec wyraz niezależny H można przedstawić pod kształtem prostszym .

W  rzeczy sam ej, ma się

—  H =  Ax l  - j -  2Bx 0y 0 - j -  Cy\ - j -  2Dx0 - j -  2Ey0 - j-  F .

Otóż jeśli się doda równania (3) w zględnie pom nożone przez x 0 i y 0, w ypadnie

0 =  Ax* -j-- 2Bx 0y0 - j -  Cyl - j -  D x0 - j -  Ey 0;

zkąd wynika, odejm ując

(4) —  H —  Da'0 - j-  Eÿo F .

T o  jest że w artość na H jest rów ną i ze znakiem przeciw nym  pół p och odn ej, w zględem  z pierwszej 
strony równania (I) zrobionego jednorodnem , pochodnej w  której się zastąpi x ,  y ,  z, w zględnie 
przez a.*Q, y 0  ̂ 1.

317. 2° Znieść iloczyn xy zmiennych.

Dla rozwiązania tej kwestyi, przypuśćm y że było ju ż w ykonanem  pierwsze uproszczenie wskazane 
w  n™ poprzedzającym , i będziem y działać na równaniu uproszczonem

KLASSYFJ k a c  y a  k r z y w y c h  d r u g ie g o  r z ę d u . 3 15

(II) A .z2 +  2B x y  +  C i f  —  H.
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Odnieśmy krzywą do d w óch  now ych  osi, m ających ten sam początek co  i osie pierw otne. D ys- 
kussya kwestyi wym aga rozbioru  dw óch  przypadków następujących : 

l szi  Przypadek : Osie p ierw otne są prostokątne jak now e osie ;

2e‘ P r z y p a d e k  : Osie p ierw otne są pochy łe  jak  now e osie.

Osie prostokątne .

318. Przypuśćm y w ięc osie p ierw otne Ox i Oy  prostokątne jak o osie now e O#' i Oj/'. Ozna
czywszy przez «  kąt części dodatnej now ej Ox' z częścią dodatną dawnej osi O x, wzorami przekształ 
c e n ią  spółrzędnych są w edług n™ [30]

x  —  a/dos<x - j-  j/ 'w s t« , 

y  =  iFwstcc -|- ?/'doSa.

%
Zastąpmy x  i y  przez te w artości w  rów naniu  (II), ono się stanie

(1) A 'x '2 +  2 B'x'y' - f -  G 'j/'2 =  H ;

wyraz niezależny się nie zm ienił, poniew aż wzory przekształcenia są jednorodne na x' i y ' ; w ar
tościam i now ych  spółczynników  A ', Br, C', będą

(2) A ' =  A dos2a - j-  2B wst « d o s «  - f-  G wst'2«,

(3) C' =  A w st2a —  2 B w s t«d o s «  - )-  G dos-«,

(6) 2B' = " (G  A )w st2a - ¡ -  2Bdos2<x.

Będziem y m ogli korzystać z n ieoznaczoności kąta a dla zniesienia spólczynnika B' wyrazu na x 'y :  
to nam da

/KN , ę\ 2B(5) s t 2 « — y — -p ,

i równanie krzywej w eźm ie kształt prosty

(1Y) A V *  +  C y a =  H.

Obractiujmy w artości na A' i G' w  funkcyi A , B, G.

Ma się naprzód, dodając i ode jm u jąc rów nania (2) i ( 3) :
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Teraz w yp row ad za  się ze związku (5)

3 1 7

wst "2«

dos 2oc =
±  V; ( A —  C)2 -) -  U B2 ’

znaki niższe i wyższe muszę być  wzięte razem w  tych ostnatnich w zorach ; gdyż dzieląc te w artości 
stronami p ow in n o się znaleść związek (5).

Zastępując w st2a i dos2a przez te wartości, związki (6) stają się

W  związkach (7), (8) i (9) znaki wyższe i niższe pow inny być  wzięte razem ; tak że kiedy się w ybierze 
za pom ocą  równania (5 ), jakąkolw iek w artość dla « , w artości stałe A' i C' będą zupełnie wyznaczone. 

Uważmy że pierwiastek w zorów  (9) m oże się napisać

zkąd wypada że :

Dla elipsy, w której B2 —  AG <  0, w artość bezw zględna pierwiastku jest mniejszą jak  w artość
bezwzględna na ( A - j - C ) ;  przeto, spółczynniki A' i C' są tegoż sam ego znaku.

Dla hyperboli, w  której B 2 —  AC >  0, w artość bezwzględna pierwiastku jest większą jak wartość
bezw zględna na ( A - j - C ) ;  przeto, spółczynniki A ' i C' są znaków  przeciwnych.

319. .Liczba rozwiązań.

Kąt 2 «, jest danym przez jeg o  styczną w edług n™ [318J, (5); jeżeli f  jest najmniejszym kątem osi
2B

dodatnych m ających dla stycznej,  ------- ^ , w artością ogólną na a będzie
A  ----  Li

A' - j -  C' =  A +  C,

A' —  C' =  ±  y/(A —  C/2 - j -  itB2;

zkąd wypada ostatecznie

\J(A - j -  G)2 - j-  ó (B 2 —  A G );

(1 0 ) 2a =  <f - j -  ku, albo « = -  4
2 2

Uważmy że | jest zawsze niższym od gdyż w edług w yboru  który zrobiliśm y, kąt y jest zawsze

zawartym między 0 i w.

Jeśli się daje dla k w artości 0, 1, 2, 3, otrzym a się dla «  cztery wartości



3 1 8 ROZDZIAŁ I.

i jest niepotrzebnem  uważać inne w artości dodatne albo odjem ne na k, gdyż otrzym ałoby się, dla 
osi O x', jed n o z czterech  położeń  określonych  przez rów n ości (11).

W artości (11) dają oczyw iście układ jed y n y  dwóch prostych prostokątnych;  lecz , pom iędzy temi 
czterem a rozwiązaniami, w ybór zostaje d ow oln ym ; to jest że można ustalić czterem a sposobam i róż
nym i położenie osi dodatnej 0 x ' . Otóż dow iedziem y, że jak im kolw iek  bądź jest rozwiązanie przyjęte, 
wartości stałe A ' i C , odpowiednie temu rozwiązaniu, są jedyne.

Niech będzie naprzód B >  0.

Jeśli się w ybrało dla «  wartości a! a lbo dla a!", otrzym a się

2a =  f ,  albo la "  == 2tt -¡— y ;

poniew aż y jest zawartym między u i ■*. w artość (7) na w st2a musi być dodatną, to jest że się p o 
w inno w ziąć pierwiastki ze znakami wyższymi.

Jeśli się w ybrało dla a wartości a albo «  v, otrzyma się

2o t '  =  i r  — f ,  2alv =  3 i r  - j -  f

wartość (7) na w st2a musi być  odjem ną, to jest że się pow inno wziąć pierwiastki ze znakami niższymi. 

W niosk i będą w  kierunku odw rotnym , jeśli B <  0.

W artości na A ' i C', odpow iedn ie  różnym  w artościom  wybranym  dla a będą w ięc :

Dla „  =  | albo L  +  t]i ^  =  A + C ± ' P ^ Ó I + O T , 
2 2 (2 C ' =  4  +  C i p v ,|A —  C)’  +  4»* ,

znaki wyższe odpow iadają  dla B >  0 ; znaki niższe, dla B <  0.

Dla albo +  ( 2 A ' — A + C + V( A C)2 + W ,

2 2 -' \ 2 2 ' ( 2G' =  A 4 -  C ± \ J [A  —  C y  - j - h W ;

znaki wyższe odpow iadają dla B >  0 ; znaki niższe, dla B <  0.

320. Dyskussya wartości na st?/2a.
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W artość na st2« jest daną przez równanie

319

Kiedy B =  0, w artość na st2a jest zerem ; w ięc 2« =  k n ; now y układ osi zlewa się w jeden 
z dawnym .

Kiedy A  =  C, ma się

n ow e osie spółrzędnych są dw ójsiecznem i kątów daw nych  osi.

Gdy się ma jednocześn ie B =  0, A  =  C, kąt 2« jest n ieoznaczonym .

T o w inno m ieć m iejsce w  rzeczy sa m ej; gdyż w  tym przypadku, rów nanie (II) przedstawia koło 
odniesione do je g o  środka; otóż, jakiem kolw iek bądź by łoby  położenie dw óch  osi prostokątnych 
przechodzących  przez środek , kształt równania nie zm ienia się.

U w a g a . Zamiast znieść spółezynnik B ', m ożnaby by ło , w  przypadku hyperboli, znieść jakikolw iek 
ze spółczynników  A' albo G' n™ [318]; lecz kształt uproszczony któryby się tym sposobem  otrzym ało 
nie przedstawia żadnego interesu.

321. Przypuśćm y teraz osie p ierw otne Ox i Oy pochyłe  i czyniące kąt 0, rów nie jak n ow e osie 
Qx' i Ch/', i oznaczmy przez 0' kąt tych ostatnich.

W zoram i przekształcenia spółrzędnych są wtedy w edług nru [29J

a  i 6 są w zględnie kątami nowym i osi dodalnych Ox' i Ot/' z dawną osią dodatną O x, tak aby 
(przypuszczając, że dla przyjścia od  Ox' ku 0 y 1,  obraca się w tym że samym kierunku jak dla przyj
ścia od  Ox ku Oy ) :

O sie  p o c h y ł e .

x' wst(9 —  oe) —|— ?/'wsl(0 —  5) 
wsi 0

(1 ) b '  —  6  —  a .

Przypuśćm y jeszcze rów nanie krzywej sprow adzone do kształtu

(II) A x 2 - j -  2Bxi/ - j -  Cy- =  H.

Jeśli się podstawi za x  i y  wartości pow yższe, to równanie sianie się

(2) A V 2 -f -  2B 'x'y' +  C 'ę'2 =  H,



założywszy

/(3) A 'w st20 =  A WSt‘2(0 —  <x) +  28 wst a wst(0 —  a) - f  C WSt2a,

j(4) C'wst‘20 =  A \vst'2(0 —  6) -f- 2 Li wst g wst(0 —  g) C wst2g,

\ (5) B'wSt20 =  A wst (0 —  «) wst (0 —  g) - f-  G w st«  wst g -f- B [w st«  wst(0 —  6) -f-  wst g vvst(0 —  «)].

322. Skom binujem y naprzód tc rów n ości i z nich w yprow adzim y dwa związki bardzo ważne między 
dawnym i spółczynnikam i A, B, C, i now ym i, A ', B ', C'.

O d kw adratu  ró w n o śc i (5) o d e jm ijm y  r ó w n o ś c i  (3 ) i (4), w yp a d n ie

(B2iiw sta WSt(0—  6) -f-w stg  wst(0 — a)]2— ÓWSta WStg WSt(0 —  a)WSt(0 —  g)1 )
w st4© ( B 2— A 'C ')= ]  Ll ’ J ;

(—  AC[wst2a w st2(0 —  g) -|- WSt2g W St2( 0 —  a) —  2 W S ta  W S tg  W St(6  —  ot)wst(0 —  g)])

albo jeszcze

w st40[B'2 — A'GI] = ( B 2 —  AG ][w st«  wst(0 — g)— w stgw st(0  —  a)]2.

Otóż, w edług określenia (1) na 0 ':

w st.« wst(0 — 6)— ■ w stg  wst(0 —■ « ) =  wst[0[wsta d o s g  w stg  dosa] =  WStO W St(a g ) =  —  w s l0  w st0 ';

ma się w ięc ostatecznie

B '2 —  A'G' II2 _ _  AC

3 2 0  ROZDZIAŁ 1.

(6 ) WSt20' WSt‘20

Otrzymamy drugi zwięzek obliczając ilość

A ' - j -  C' —  2B 'dos0'.

Ma się tym sposobem

/  A [w st2(0 —  * ) +  w st5(0 —  g ) —  2wst(9 -—  *)wst(9 — g)dos(S  —  a )]

(7) wstł 0 [A '+ G '— 2B,d os9 ]= | + G [w st '2a +  w sl2o — 2wst* wstg dos(g —  a)]

(-f-2 B [w sU  W S t(6 — a)-j-WStS WSt(0 —  S)— dos(g— a)jw sta  WSt(9— S)+WSt6 wst(9 — a)j j j

Uproszczenie spółczynników  na A, G i B odbędzie się bez trudności m aj§c względ na zwięzki (6) 
nrn [69] i (i bis) n™

W tym celu, wynieśmy w  O prostopadłe OX i OY do  O x  i Oy ,  w  kierunku przeciwnym  obrotu  

kętów  dodalnych. Uważmy w tedy że prosta OX czyni kęty ai =  ̂ - | - a Y  gi — fij sj z osiam i 0 ^ 'i Ot/'
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których kątem jest 0' =  g — a ; prosta OY czyni kąty a2 = ^ — — q _j_ §j z te

in iz osiami.

Otrzyma się w ięc w edług związku (6) nm [69]:

dos2^  -(- a j - j -  doS2^ 4 *  ®j—  ^ d o s ^ - f "  « jd o S  -( -  g jd o s (§ —  a)==W St20',

d o s 2( — - j -  a —  9 )—14 d o s 3^ -  —j- S —  9^ — 2 d o s^ — —(~a —  o jd o s  -|~ ? —  0 j d os(g  —  a) =  wst2G,|

a lb o

(1°) \vst2a 4 -  wst26 —  2 w st«  wstg dos(? —  a) —  wsl2Q';

(2°) WSt2(Q —  a) 4 -  wst2(0 —  gj —  2wst(0 —  a)wst(0 g)dos(g —  o t ) =  WSt20'.

P odobnież, uważając że kąt Y  prostych OX i OY jest równym  kątowi 0, znajduje się stosując 
związek (1 bis) niu [71]

ijd os^ -+ *—8 j+ d o s^ + £ jd o s^ -+ S  - o j — jjd o s^ + * )d o s^ -}-°— 1sj+'dos|--fSjdos|^-l-x—sj |dos(£— »)=dos6wst20*;

albo leż

(3°) WSta wst(0 —  a)-|-WStg wst(0 —  6}— [wsfa WSt(8 —  6 )-j- wstg w st(0—  a)]dos(g —  o ) = — dos0.wst20'. 

Mając w zgląd na związki 1°, 2°, 3°, rów n ość (7) prowadzi do drugiego związku

.V 4 -  C' —  2B 'dos8 ' _  A 4 - C  — 2BdosQ 
wst-9' w st30

323. Zastąpimy w ięc równania (3), (6) i (5) przez układ następujący

B'2 —  A'C ' _  B3 —  A C . 
i ' wst‘30' wst20

(10’ Ą ' 4 -  c '  —  2B 'dos9' _ _  A 4 -  C —  2B dos9 .
I w st'2b' w st20

’ (11) B 'wst20 =  A wst(0 —  a)WSt(9—  g) 4 - C  w sfa wstg 4 “ B | WS t a WSt(9 —  6 )-)-  wstg wst (0 — <*)}•

Zobaczym y poniżej znaczenie geom etryczne związków (9 ) i (10).
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Uważm y że funkcya (B'2 —- A'C') u tw orzona z now ych  spółczynników , zachow uje tęż samy w artość, 
nie zważając na spółczynnik  liczebny, jak funkcya podobna (B2 —  AC), utw orzona z daw nych spół
czynników . Z p ow od u  tej n iezm ienności, ilość (B2 —  AC) nosi nazwisko niezmiennika funkcyi je d n o 
rodnej (Aa:2 - j -  2Bx y  -|- Cy 2).

324. W róćm y  do kwestyi pierw otnej, to jest do uproszczenia równania (2) nru[321].

M ożem y korzystać z n ieoznaczoności ilości a i g dla zniesienia spółczynnika B '; irui się w tedy 
w edług równania (11) :

( 1 2 )  A w st(0 — a )w sl(0  —  g) 4 -  C w sta  WStg - j -  B [w sta  WSt(0 —  6) 4 -  WStg WSt(0 —  a ) ]  =  0 .

Jeśli się zostawi dow olnym  kyt 0' now ych  osi Ox' i Oÿ  otrzymamy nieskończony ilość sposobów  
sprow adzenia równania (II) do kształtu uproszczonego

(IV) A V 2 +  C'y'* =  H.

Dla nadania rachunkom  w ięcej symetryi, w prow adzim y kyt 0' n ow ych  osi, tak aby

(13) Q1 =  6 —  a;

i zwiyzki (12) i (13) pozw olą nam w yznaczyć «  i g w  funkcyi kyta 0'.

Załóżmy

, , , ,  W S ta  , W Stg(14) m —     - ,  m' ;
WSt(0 — ot)* wst(0 —  g)’

m i m' w spółczynnikam i kątowymi n ow ych  osi Ox' i O ÿ  względem  dawnych os i; zwiyzek (12) staje 
się w tedy, podzieliw szy go uprzednio przez wst(0 —  a)wst(0 —  g) :

(15) A -f-  B(»i - ) -  m') - j -  Cmm' =  0.

Ma się wreszcie

(16; stQ i _  (>»' —  ?«) WSt0
1 - j -  (m - [ -  m ')dos 0 -\~mm

Tak w ięc, majyc. danym kyt 0', równania (15) i (16) wyznaczy m i m1; potem  zwiyzki (14) dadzy 
poznać a. i g, to jest położenie now ych  osi dla których równanie krzywej sprowadza się do kształtu 
proslego

(IV) A V + C y ^ I l .

Dla obliczenia spółczynników  A ' i G', będziem y się posług iw ać zwiyzkami (9) i (10), nru [323]; one 
nam dadzy, po w prow adzeniu założenia B' =  0 :



Kęt 0' m ajęc danym, spółczynniki A ' i C' sę w yznaczone; ich wartościam i będę pierwiastki dru
giego stopnia

17 bis) Z 2 —  ( A - j -C  —  2 B d o s 0 ) ^ ^ - ’ Z +  (AC —  Ii- " - 1.0 —  0.
wst 0 1 v ' wst^e

325. Dyskussya pierwiastków równania (17 bis).

Kiedy krzywa jest elipsę, ma się AC — B2 >  0 ; w idzim y w tedy że wartości na A ' i C' sę tegoż 
sam ego znaku, jeśli one sę rzeczywiste.

Kiedy krzywa jest hyperbolę, ma się AG —  B2 <  0 ; w artości na A1 i C' sę w tedy rzeczywiste i 
znaków przeciw nych .

Kęt 6' jest ilościę d o w o ln ę ; wszakże pow in ien  on , w pew nych  przypadkach, pozostać zawartym 
między pew nem i granicam i, jeśli się chce aby ilości A ' i C' były rzeczywistemi. W  rzeczy sam ej, 
warunkiem rzeczyw istości pierw iastków  równania (17 bis) jest

KLASSYFIKACYA KRZYWYCH DRUGIEGO RZĘDU. 3 2 3

(A +  C —  2Bdos0) ' 2— —  4(AC —  B2) >  0 ;
w st‘0 wst20

zkęd się wyprowadza

(18) wst28 '> - ^ 9fA G - ]i2) .
(A - j -C  — 2Bdos0)2

W  przypadku hyperboli, ta n ierów ność jest oczyw iście  sprawdzonę, ponieważ (AC —  B‘J) jest 
ilościę od jem nę. Zostaje w ięc przypadek elipsy, dla którego (AC —  B2) >  0. Uważmy naprzód że

4wst20(AC —  B2) ^  
( A - j - C  —  2Bdos0)'2 ’

gdyż la n ierów ność w ychodzi na następujęcę

4A C dos20 —  4B(A -j— C)dos0 -j— 4B2 - j-  (A  — C)2 (> 0 ;

albo, uporzędkowawszy w zględem  B i rozłożywszy na kwadraty

[2B —  (A +  C)dos0]2(A +  C)2wsl20 >  0 ;

n ierów ność oczyw iście prawdziwa. 

M ożem y w ięc założyć

(19) 4wst20(AC B2) _ _  wst2y
( A - j - C  —  2B d os 0)2

jeśli się oznaczy przez V najmniejszy z kętów  dodatnych określonych  przez^ rów n ość (19), w yp a d n ie
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z n ierów ności (18)

(20) V < 6 ' 0  - V ;  

gdyż 6' jest kąt zawarty m iędzy 0 i n.

326. 3° Znieść kwadraty x2 i  y2 zmiennych.

Przypuścim y jeszcze rów nanie krzywej sprow adzone do kształtu

(II) A x 2 +  2B xy +  C /  =  H:

i jeśli się odniesie krzywą do now ych  osi poch y łych , rów nanie w eźm ie kształt

(21) A V 2 +  TB'x'yr +  C y 2 =  H ;

rachunki tego przekszlałcenia są rachunkam i nró" [3 2 1 ], [322] i [323],

Otóż m ożna ogólnie rozporządzić n ieoznaczonem i «  i S w  taki sposób aby znieść dwa spółczynniki 
A ' i C '; związki (3) i [U) n™ [321] prow adzą nas w tedy do dw óch  rów nań

(2 2 )
(  A w st2(0 —  o )  -j- 2B W S t a  wst(0 —  a) - j -  CwSl'2«  =  0, 

Aw st2(0 —  6) —J— 2B w stg wst(9 —  €) C w sl2S =  0.i
Dzieląc l sze przez wst2(9 —  a ); 2sic przez wst2(9 —  Sj; i założywszy

w st«  , wstg(23) ni —  -
wst(9 —  a)’  wst(0 —  g) ’

dwa równania (22) stają się

A -j~ 2B?n -) -  Cm2 =  0,
(24)

A - [ -2 B m '- ( -C » ? ,2=  0.

Dwa rów n an ia (24) mają też same pierw iastki; lecz ponieważ m i m’ pow inny m ieć wartości różne, 
gdyż inaczej osie O x' i Oy ’ zbiegałyby się z sobą, dla lego będzie m ożna uważać m i n i  jak o dwa 
pierwiastki równania

(25) Cm2 -]-  2Bm - j -  A  =  0.

W idzim y naprzód że wartości na m i rri nie będą rzeczywiste, jak tylko jeśli się ma (B2 — AC) >  0 ; 
to jest że to uproszczenie nie będzie możebnem, w ilościach rzeczywistych, ja k  tylko w przypadku hyper- 
boh. Równanie krzywej bierze w tedy kształt prosty

( V )  2 B * y  =  H .



K L A S S Y F I K A C Y A  K R Z Y W Y C H  D R U G I E G O  R Z Ę D U .  

Związek (10) nru [323] daje bezpośrednio robiąc w nim A ' =  G' =  0,

2 B d o s 0 '= ( A  +  C —  2 B d o s 8 ) ^ ? .
v r  ;  WSt 0

Z drugiej slrony ma się, w edług równania (23) :

. . .  , (m! —  w) wst 9
St0 =  Si(S —  a) —  -— 7—------¡-----7—¡------ - — ¡-------- , ,

1 - j-(m  - j-  m )dos0 - j -  mm

lecz równanie (25) daje

, 2B , A , 2 v/B2 —  A C .m m —   , mm =  —, m — m =  —---------------- ;
G C G

przeto

(2 6 ) s te ' =  ± 2/ _ f - A C - 7 Ł29;
v ’  A - j - C  — 2Bdos0

zkąd się w yprow adza w artości na w st0' i d os0 ', potern w artość na B'.

Znajduje się w tedy że równanie hyperboli może zawsze !)yć sprowadzonern do kształtu bardzo
prostego

a y  d os0 =  -  11. A +  C - 2 B d o s _Q 
J h B* — AC

albo, zastępując dos0' przez je j w artość

(VI) x 'y ' +  ±  H +  G - 2Bdos0)'2-)-  ii(B2 -  AG)wst*6.

3 2 7 . U w a g a .

Nastręcza się pytanie czy można znieść razem spólczynnik  iloczynu x y  i spółczynnik jakiegokolw iek 
z kwadratów, a 2 na przykład. A priori, jest w idocznem  że rzecz nie jest m ożebną ogólnie, ponieważ 
rów nanie tym  sposobem  otrzymane przedstaw iałoby dw ie proste rów n oleg łe .

W idzim y to także przez rachunek; gdyż związki (3) i (5) n ru [321] dałyby w tedy, przyjm ując znako
wania zw iązków  (23) nru [226]

( Cm2 - j -  2B>« —[— A =  0,
(2 7 )

( Cm/n' - j -  B(m  -f-  m!) -|- A =  0.

Otóż odejm ując te równania stronam i, wypadnie

Cm(rn —  m') - [ -  B(??i —  m!) =  0, zkąd m —  —

gdyż a i S, to jest m i m', pow inny być ilości różne. Ta wartość podstaw iona w U "1 ze z w ią z k ó w  (27),



prowadzi do
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B2 — AC =  0 ;

otóż to odpow iada wyraźnie na przypadek któryśm y w yłączyli z przekształcenia obecn ego .

T a k  w ięc dwa równania (27), które wyznaczają in  i m !, są z sobą sprzeczn e : to jest że nie można 
aby się zniosły jednocześn ie , w  przypadku obecn ym , s p ó ł c z y n n i k  prostokąta x y  i spółczynnik 
jed n ego  z kwadratów.

I L °  P r z y p u ś c i  s i ę  (B2 — AC) z e r e m ,  ( r o d z a j  p a r a b o l i ) .

328. Niech będzie dane rów nanie ogóln e  drugiego stopnia

(ł) A x 2 - f  2B *y - f  Cy2 - f  2Dx - f  2Ey  - f  F =  0 ;

teraz zajm iem y się innym  sposobem  uproszczenia przez przekształcenie spółrzędnych ; ta m etoda 
będzie zastosowaną szczególnie do przypadku w  którym  (B2 —  AC) jest zerem ,

W  przekształceniu poprzedzającem , przenieśliśm y naprzód osie rów nolegle do p ierw otnego ich 
położenia, potem  daliśmy się im ob róc ić  na ok o ło  now ego początku. Przyjm iem y tu p och ód  zupełnie 
pierwszem u odw rotny , to jest że odniesiem y naprzód krzywą do n ow ego układu osi m ających tenże 
sam początek jak p ierw sze; potem  odniesiem y ją  do trzeciego układu osi rów noległych  względem  
drugich.

Oznaczmy przez 9 kąt dawnych osi 0 x  i Oy , i niech będą «  i 6 kąty które wyznaczają położenie  
now ych  osi 0 x '  i 0 y ,  m ających tenże sam początek jak p ierw sze ; w zoram i przekształcenia są

¿r'wst(9 —  «) 4~ ,y'wst(9 —  S)
wstG

x'vvsta 4 -  y' wstS 
wstG

Jeśli się podstaw i te wartości w  równaniu (I) krzyw ej, to rów nanie w eźm ie kształt

(1) A 'x '2 4 -  2B 'a .y  4 -  C 'y '2 4 -  2 D V  4 -  2E>y' 4 -  P =  0 ;

wyraz niezależny oczyw iście  pozostał n iezm iennym ; spółczynniki A ', B ', C' w yrazów  drugiego stopnia 
będą jeszcze w yznaczone przez związki (3), (4), (5) n™ [321], albo przez związki (9), (10), (11) n™[323],

Spółczynniki D', E ', w yrazów  Iff0 stopnia są określone przez związki następujące :

i (2) DNvslG =  Dwst(9 —  a) - ) -E w s t a ,

( ( 3 )  E'wstG =  Dwst(9 —  6) 4 -  EwstS,

Możemy naprzód korzystać z nieoznaczoności ilości a i g dla zniesienia spółczynnika B '; po  czem



spółczynniki A' i C' obliczą się, bądź to jak w nrze [318], jeśli dawne i now e osie są prostokątne; 
bądź, jak w nrze [324], jeśli dawne i now e osie są pochyle .

Jeśli się daje kąt now ych  osi, i szczególnie, jeśli ten kąt jest prostym , w tym razie nie będzie się 
m ogło znieść jak tylko jednym  sposobem  prostokąt x y ,  otrzyma się zaś n ieskończoną ilość sp osobów  
zniesienia go , jeśli się zostawi dow olnym  kąt now ych  osi.

Za pom ocą  tej pierwszej zmiany osi, rów nanie (I) krzywej znajduje się w ięc sprow adzonem  do kształtu 

(ii) \'xr2 - f  c y 2+ 2D v  +  2E y  - f  f  =  o .

KLASSYFIKACYA KRZYWYCH DRUGIEGO RZĘDU. 3 2 7

W artości spólczynników  D 1 i E' w yprow adzają się z rów nań poprzedzających (2) i (3), ponieważ 
a i 6 są w yznaczone w  funkcyi kąta n ow ych  osi, przez rachunki do których odesłaliśm y.

Uw ag a . Kiedy B2 —  AC =  0 te rachunki są zawsze praktyczne; lecz należy uważać że jakikolwiek 
ze spółczynników  A' albo U  jest zerem , jak to w idzim y, bądź przez w zory (9) nru [318], bądź to przez 
l szy ze w zorów  (17) n™ [324].

Ponieważ kąty «  i S są wyznaczone przez ich styczną, otrzyma się w iele kątów zadość czyniących 
kw estyi; i pod ług  w yboru  jaki sięjzrobi, jedna albo druga z ilości A' i C' będzie zerem ; przypuśćm y, 
dla wyjaśnienia że A =  0 ; lak aby w  przypadku paraboli to pierw sze przekształcenie pozw oliło  spro
wadzić rów nanie krzywej do kształtu

(It bit) ( t y 2 4 -  2 D V  - f  2 E y  +  F =  0.

329. T o pierw sze przekształcenie mając w ykonanem , odniesiem y teraz krzywą do now ego układu 
osi, 0 'x "  i O y ',  rów n oleg łych  do poprzedzających . Jeżeli x ’„ i y '0 są spółrzędne now ego początku 
w zględem  osi Ox' i Oy ' , w zoram i przekształcenia będą

?/' =  ?/ o +  ?/'■

Równanie (II) stanie się w tedy

(li) A '.r "2y c y ' 2H - 2 ( A V o  +  D > - " + 2 ( C y o 4 - E ' ) y + A V § + C y 2o - f 2 D V o 4 - 2 E y o +  F =  0 ;

spółczynniki A ' i C' w yrazów  drugiego stopnia nie były zm ienione przez to drugie przekształcenie.

Będzie można w ybrać dw ie nieoznaczone x '0 i y'0 w  sposób taki, ażeby się zniosły dwa z trzech 
ostatnich w yrazów  w  równaniu (4). Jeżeli żaden ze spółczynników  A ' i C' nie jest zerem, będzie się 
m ogło znieść wyrazy pierw szego stopnia; znajdziem y tym  sposobem  wypadki otrzymane poprzednio.

W e  wszystkich przypadkach, poniew aż przypuszczamy że A' i C' nie są zerami razem (gdyż w tedy 
przekształcenie staje się niepotrzebnem ), będzie można znieść wyraz niezależny i jakikolw iek z w yra
zów' p ierw szego stopnia.

W przypadku paraboli, jakikolw iek ze spółczyn n ików  A' albo C' będąc zerem , jest jeden  z w yra
zów  pierwszego stopnia którego znieść nie będzie m ożna ; tak w ięc, kiedy się przypuszcza jak to zro
biliśm y, A ' =  0, nie można znieść wyrazu na x .
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Rów nając z zerem, spółczynnik wyrazu na y" i wyraz niezależny, potem  oznaczywszy przez D" 
spółczynnik na x " ,  otrzym am y

(5) D" =  A 'x ’0 - j -  D ',

( 6 )  0  =  G ' / / ' o  - ) -  E ' ,

(7) o =  A <x'l +  G y'l  4  2 D V 0 +  2E 'y '0 +  F.

Zkąd wniesiem y że równanie ogólne krzywych drugiego stopnia może, we wszystkich przypadkach, 
sprowadzić się do kształtu

(Ul) A 'x "2 - f  C y "1 - f -  2D V '  =  0.

W  przypadku paraboli, w którym  A' =  0, ma się kształt uproszczony

III bis) C y 2 + 2 D V ' = 0 .

330. W róćm y  teraz do szczegółów  tyczących wyznaczenia ilości x'0, y '0, D".

M nożąc równania (5) i (6) przez x '0, y '0, dodając i odejm ując od  równania (7) w ypadnie

—  D Y 0 =  D V „  +  +  F ;

p o d s ta w im y  w ię c za  u k ła d  (5), ¡6), ;7). u k ła d  n a s tę p u ją c y

D" =  A.'x'0 +  D ',

(8) i 0 —  C'y'o 4 "  E ',

—  D"x'0=  D'a?0 4~ E'y'o 4~ F i

trzy równania (8) pozw olą  nam w yznaczyć łatwiej trzy nieznane x '0, y'0 i D".

W  przypadku paraboli, io którym  A ' je s t  zerem, ma się bezpośrednio

D" =  D',

- _  E'
, y ° — a '

L >   E '2 —  FC1
\ —  2ir

Spółczynnik D" ma wartość jed yn ą ; wartość na y [0 jest skończoną, poniew aż C' jest rożnem  od 
zora; wartość na x 'n jest również skończoną, kiedy krzywa jest w łaściw ą parabolą. W  rzeczy samej, 
jeśliby  się przypuściło D' == o , równanie (It bis) nru [328], okazałoby że krzywa sprowadziłaby się <lo 
d w óch  prostycłi rów noległych.
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K iedy krzywa nie je s t  parabolą, rzędna  y '0 ma jeszcze wartość skończoną i  wyznaczoną, to jest

Dla wyznaczenia D" i x '0, podstaw im y w artość na D" ( lsze z równań (8)), w  3ciem, i zastąpimy y'0 
przez wartość poprzedzającą; znajduje się tym sposobem

k 'x 'l  +  2 D V 0 +  FG' ~ E'2 =  0.

To równanie w yznaczy dw ie w artości dla x '0 i z Lego wyniknie dw ie wartości odpow iedn ie  dla D". 

Jest łatw o sprawdzić że te w artości są zawsze rzeczywiste w  przypadku elipsy rzeczywistej.

Można zdać sobie sprawę z istnienia tego dw oistego rozwiązania; osie spółrzędnych O'x" i O y  są 
tu, jak zobaczym y poniżej, średnicą i styczną na końcu  tej średn icy; otóż można wziąć za początek 
jeden  albo drugi z k oń ców  tej średn icy; to jest że się m oże, zachow ując tenże sam kierunek osi, 
w ybrać dw a początki różne.

Jeśli się rozwiąże równanie poprzedzające, znajduje się że wartości odpow iedn e na D" są rów ne 
i znaków przeciw nych .

111” Streszczenie.

331. 1° W  przypadku E lip sy  i hyperboli, równanie ogóln e  krzywych drugiego stopnia m oże się 
sprow adzić do kształtu

(I) M x 2 - j -  =  H ;

a w przypadku Paraboli, do  kształtu

(II) Ny2 -) -  2P x  =  0.

To uproszczenie m oże się wykona i  jednym  tylko sposobem, jeśli osie ostateczne, do  których krzywa 
jest odniesioną, są prostokątnem i; a niezliczonem mnóstwem sposobów, jeśli kąt osi ostatecznych jest 
różnym  od  prostego i dow olnym  ; to jest że się otrzyma niezliczone m nóstw o układów  osi pochyłych , 
dla których ten kształt u proszczony będzie miał m iejsce.

2° W  przypadku hyperboli, rów nanie m oże b y ć  sprow adzonem  do kształtu

(III) x y  —  k ;

kąt osi ostatecznych jest w tedy w yznaczonym  i ogólnie nie jest prostym .

3° Rów nanie krzywych drugiego stopnia m oże, we wszystkich przypadkach, być sprow adzonem  do 
kształtu

(IY) Mx'2 +  N y 2 - f  2P x =  0.
U 2
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T o uproszczenie m oże się w ykonać jednym  tylko sposobem, jeśli osie ostateczne są prostokątneini; 
a niezliczonem mnóstwem sposobów, jeśli kąt osi ostatecznych jest różnym  od prostego i dow oln ym , to 
jest że się otrzym a niezliczone m nóstw o układów  osi pochyłych  dla których  równanie będzie m iało 
ten kształt u proszczony.

U w a g a  I. Zróbm y jed n orod n em i równania (I) i (II), one się stają

(I bis) Ma;2 - f  Nj/2 =  Hz2,

(II bis) M//2 +  M P a ;z =  0.

Prosta w nieskończoności z =  0 spotyka krzywą w dwóch punktach odrębnych  rzeczywistych albo 
urojonych , w edług tego jak krzyw a jest hyperbolą  albo elipsą.

Prosta w nieskończoności spotyka parabolę w  d w óch  punktach, stykających się z sobą ; to jest że 
parabola jest styczną do prostej w  nieskończoności.

U w a g a  II. Zakończym y to zastosowanie przekształcenia spółrzędnych do uproszczenia równań dru
giego stopnia, sprawdzając niezmienność funkcyj S i A.

Niech będzie równanie p ierw otne zrobione jed norodnem

(1) F(a, y ,  z ) —  Aa.-'3 - j-  2Bx y  - f -  C//2 - ( -  2Daz -(-  2Eyz  - ) -  Fz2 =  0.

W ykona jm y w  pierwszej stronie podstaw ienie

I X  —  a.x' — —)— a2z' ,

(2) \y — $x' +  y' +  6-2z'>
z —  yx' - f  yiy' - f  y2z', 

przejdzie się ztąd do w zorów  zw yczajnych przekształcenia spółrzędnych przypuszczając

(3 )  z =  l ,  z' =  l ;  y =  0 , y, =  0 , y 2 — l .

Podstawienie (2) przekształci rów nanie (1) na

(4) 9(a», y\ z1) =  A 'x '2 - f  2B 'x'y' - f  C,'y'2 +  2 D 'a V  -)-  2E'y'z! +  F 'z'2 =  0; 

lak że się otrzyma, m ając wzgląd na związki (2), tożsam ość

(5) F (a, y ,  z) =  y (a ', y ' ,z ' ) .

W eźm y pochodn e tożsam ości (5) w zględem  x ' , y ', z', uważając x ,  y ,  z, jako funkcye a ',  y ',  z', 
określone przez związki (2 ), ma się
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Jeżeli się zastępi pochodn e przez ich wartości i gdy się założy

3 3 1

/ A =  «A  - f  6B - ( -  yD,

(7) j B  —  otB -|— ec  -)-  yE,

' y == aD -J— 6E —]- y F ;

Ay —  A -|- 6x6 -) -  yjD, 

B y  =  aiB - ) -  (^C - j -  y iE , 

f  l —  a jD  - j -  6,E - ) -  yjF

A.i =  a-iA - ( -  SoTl -j-  y.iD, 

/ / i  a->B —|— §oC -j— y E , 

f-2= :  “ jB  -)— S2E —)- y^F;

tożsamości (6) się staję

(8)

I A'x' -|- B'y' - j -  D V  =  A x  -\- B y  -\- ?z, 

i | B V  4 - C Y  + E V  = A ix - j - B iy - j - f lz, 

D'x' - f -  E'y' - f -  F'z' =  A.2x  - j -  B.2y  -f-  V-2Z-

Różniczkujm y na now o tożsam ości (8) m ajęc w zględ na zwięzki (2 ), to nas prowadzi bezpośrednio 
do wartości ostatecznych :

K' cxA —j- GB -j— yy,

9) < B1 —  atA - j -6 iB - j - y t f ,

\ iy oc2A  —[- G2B —|- y*2y J

Idzie teraz o obliczenie funkcyj

B ' =  a A i  4 -  ? B t - f -  y y 0  

G' =  « ,  ̂ 4 ! —)— ?! —(— yi¥ 1;

E ' =  <x.2A  i -|- §2^1 - f  - y-2?i i

D1 =  aA 2 - j -  SB-2 - j -  y?2i 

E' =  aid2 - j -  S)B->-\- yi®-2, 

F' =  otaAa -f-  % iB i - \ -  >2?2-

A' B' D'
A' B'

A' = B' C' E' 3' =
B' C'

D' E' F'

w funkcyi spółczynników A , B ,... równania pierwotnego.
Zwięzki (9) daję nam naprzód, stosujęc zasadę m nożenia w yznaczników

A ' B ' D ' a 6 y A B  y

B' C' E' « i Si yi A i B y <fi. •
7

D' E ' F' a-2 $2 y -2 A ‘2 B i  ?2

tejże samej zasady do zw ięzków  (7) prowadzi do

A B ? a 6 y A B D

A, By ?i = at e t yy B G E •

A-2 B'2 n a-2 yi D E F
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Ma się w ięc związek następujący m iędzy funkcyami A' i A :

A' B' D' a 6 y
2 A B D

(I) B' C' E' = «1 6, y> B C E

D' E' F' 0L2 ?2 y-2 D E F

albo

(I bis) A' —  m -.A .

P ow tóre, jeżeli się założy

(10) a =  —  g,y, b =  y a i — yia, C  =  agt —  a,?;

sprawdza się bez trudności za pom ocą  zw iązków  (9) i ( 7 ) :

A'C' —  B '2 =  a (B y , —  B a )  +  b ( f  A , —  n A )  +  c (A B l —  A tB ); 

B h  —  B #  =  a (CF —  F 2) +  b(D E —  BF) +  c(BE  —  CD),

?A , —  ?iA  =  a(DE —  B F) -f-  b(A F  —  D2) - f  c(BD —  A E ),

A B  i — A ,/? = a (B E  —  CD) - f  b(B D  —  AE) +  c(AC —  B2).

Zkąd się w yprow adza ten drugi związek

(II)
A ' B'

B' C'

A B D a

B C E b

Ü E F c

a b c 0.

Jeżeli się teraz przypuści

y =  0, yt =  0, yi =  1, 

związki (1) i (II), proioadzą do własności niezmienności, które należało uzasadnić dla funkcyj a ' i <5', to jest

A ' B' D' A B D
A' B' A B

(III) B' C' E' =  («6i —  “ iS)2 B C E ; i
C'

=  (aSi—  a^ )2.
BB' C

D' E' F' D E F

} W idzim y przez związek (II) że o' nie jes t  niezmiennikiem  funkcyi trzech zm iennych.

i



§ III. —  DYSKU SSYA KSZTAŁTÓW  UPROSZCZONYCH.

W y k r e ś l e n i a .

1 °  D y s k c s s y a  k s z t a ł t ó w  u p r o s z c z o n y c h  ;  k s z t a ł t y  o s t a t e c z n e .

332. Otrzymaliśmy, dla krzyw ych drugiego rzędu w łaściw ie nazwanych, kształty uproszczone

(I) M x2 - f  Ny2 =  H,

(II) Ny 2-j-  2Px =  0.

Sprawdzim y naprzód że te kształty uproszczone dają także zm iany krzywych drugiego rzędu. 

Uważiny pierwsze równanie :

(I) Ma;2 +  Ny2 =  H.

Przypuśćmy M i N tychże samych znaków i zróbm y je  dodatnymi :

I jeżeli H >  0, otrzyma się Elipsę rzeczywistą

| jeżeli H =  0, ............. Punkt albo Elipsę znikającą,

jeżeli H <  0,............. ............. E lipsę urojoną.

Przypuśćm y M i N znaków przeciw nych , i u w idoczn ijm y te znaki :

Ma:2 —  Ny2 =  H ;

( je że li H ^ O ,  otrzyma się H yperbolę,

(je że li H = 0 ,  .........................Dwie proste przecinające się.

Jeżeli jedna ze stałych M lub N jest zerem, a druga ilością  dodatną ma się na przykład :

M.X'2 =  II ;

jeżeli H >  0, otrzyma się Dwie proste rów n oleg łe  rzeczywiste,

je ż e l i  11 =  0,   Dwie proste przystające do siebie,

( jeżeli H <  0,  Dwie proste rów noległe urojone.

Nakoniec jeżeli dw ie stałe są zeram i, rów nanie zrobione jed norodnem  stanie się

Z2 —  0;

on o przedstawia dw ie proste zlewające się w  jedną w  nieskończoności.

KLASSYF1KACYA KRZYWYCH DRUGIEGO RZĘDU.
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Uważmy pow tóre drugie równanie

(II) Ny2 +  2Pj; =  0.

Jeżeli N i P s j  różne od zera, otrzyma się parabolę,

Jeżeli P =  0, ma się dw ie proste zlewajg.ce się w  jedną,

Jeżeli N =  0, ma się x z  =  0, to jest jed n ą  prostą w  od leg łości skończonej i drugą w  nieskori-

Znajdujem y w ięc, w  dw óch  kształtach uproszczonych , wszystkie zmiany krzyw ych drugiego rzędu.

333. Usunąwszy zmiany, pozostaje trzy krzywe w łaściw ie nazwane drugiego rzędu, których rów na
niami uproszczonem i będą :

Dwie osie do których jest odniesioną elipsa posiadają w łasność następującą : oś odciętych  dzieli na

dw ie części rów ne cięciw y  rów noległe do osi rzędnych, a oś rzędnych dzieli na dw ie części rów ne 
c ięciw y  rów noległe do osi od ciętych . W  rzeczy sam ej, w artości jak iejkolw iek  na x  odpow iadają  dwie 
wartości na y  rów ne i znaków przeciw nych ; i w artości jakiejkolw iek na y  odpow iadają dw ie war
tości na x  rów ne i znaków przeciw nych . Jeżeli osie są pochyłe , one tworzą co  się zow ie układ dwóch 
średnic sprzężonych;  jeżeli osie spółrzędnych są prostokątne będą one osiami krzyw ej.

Szukajmy przecięć krzywej z osiam i spółrzędnych. Niech będą A  i B przecięcia krzywej z Oa; i Oy ;

czo n o ści.

Ma;2 -f -  Ny'2 =  H, E lipsa ;

Ma:2—  N y 1 —  H , H yperbola ;

N y 1 —  2Pa: =  0, Parabola;

M, N, P , H, oznaczają stałe dodatne.

Damy zaraz dla tych  równań kształt ostateczny symetryczniejszy.

1 °  E l i p s a Ma;2 - j -  Ny2 =  H.

i załóżm y OA =  a, OB =  b ; robiąc y  —  0, potem  x  —  0 , otrzyma się kolejno

Ma2 =  H ; x  =  0, Nb2 =  H ;

zkąd

a i b są ilości rzeczywiste, ponieważ M, N i H są dodatne.
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W prow adzając a i b w rów nanie krzyw ej, to jest zastępując M i N przez w artości powyższe, 
równanie elipsy otrzyma kształt następujący

w  5 + g - * = » - '

Stałe a i b przedstawiają długości dwóch średnic sprzężonych, jeżeli osie O x  i Oy  są prostokątne.

T  H y p e r b o l a  Mg;- —  % 2 =  H .

Osie spółrzędnych posiadają jeszcze w łasność oznaczoną w  przypadku Elipsy.

Oś odciętych  spotyka krzywą w  punkcie rzeczywistym A , n iech będzie OA =  a, ma się

sc

r

*’ = ! -  zt»d " = § •

Dla otrzymania przecięcia się z osią rzęd n ych ; zróbm y x  =  0, w ypadnie

,y2= — al b°  y

oznaczymy przez b spółczynnik y — 1;  ilość b jest nazwana długością średnicy urojonej-, otrzyma się w ięc

b2 = g ,  zkąd N = | .

Zastępując M i N przez w artości pow yższe, równanie hyperboli w eźm ie kształt

(H) â - g - l  =  0.

Stałe a i b są długościami dwóch średnic sprzężonych ( l sza rzeczywista, 2sa urojona), jeżeli osie 
O x  i Oy są p o ch y łe ; a i b przedstawiają długości osi krzywej, jeżeli Ox i Oy  są prostokątne.

3° P a r a b o la  % 2— 2 P x  —  0 .

Oś odciętych  dzieli na dw ie części rów ne cięciw y rów noległe do osi rzędnych ; krzywa przechodzi 
przez początek, poniew aż równanie jest sprawdzonem  dla x — Q, y = = 0 ; nakoriiec oś y  spotyka 
krzywą w  dw óch  punktach zlanych w  początku; gdyż, jeżeli się zrobi x  — 0, ma się g l —  0. Tak 
w ięc oś O# jest średnicą, oś Oy jest styczną na końcu tej średnicy.
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Rów nanie paraboli m oże się oczyw iście napisać

(III) y i  =  ‘2 p x ;

stała 2p  nazywa się parametrem paraboli względnym do średnicij Q x, lub p o  prostu parametrem, kiedy 
Ox jest osią krzywej.

W ejdziem y w  niektóre szczegóły nad wykreśleniem  i w łasnościam i bezpośredniem i tych trzech 
krzywych.

II. E l i p s a .  —  W y k r e ś l e n i e .

33ii. Równaniem  elipsy jest

y>2 i/2
(O ^  +  f 2 - 1 =  0 -a2 1 b 2

T o rów nanie daje

y 2= ~  (a2 —  x 2) , albo y'2 =  ̂  (a -{ -  x )  (a —  x ) ; 
a a

lak że jeżeli A i A' są końcam i średnicy, jeżeli MP jest rzędną jak iegokolw iek  punktu M, ma się

 a 1)2 — . ------
MP P A . P A  •

Otrzyma się podobnież dla drugiego punktu M, :

m ^ ^ - ^ . p Ta 7.
a

Zkąd wypada

(1) MP2 _  M,Pi
p a . p a 7 p ^ T .p â 7'

W lęc, w elipsie, iloraz kwadratu jak iejkolw iek  cięciwy przez iloczyn odległości środka tej cięciw y od 
końców średnicy sprzężonej jest stałym.
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Odwrotnie : krzywa taka, te  iloraz kwadratu rzędnej przez iloczyn odcinków wyznaczonych za pomocą 
spodka rzędnej na prostej stałej je s t  stałym , je s t  elipsą.

Niech będą dwa punkta stałe A i A '; w eźm y tę prostą za oś od c ię ty ch ; za początek środek o  
odcinka A A ' ;  i za oś y ,  rów noległą  do rzędnych. Jeżeli M jest jakim kolw iek punktem m iejsca, 
i MP jeg o  rzędną, ma się przez założenie

punktu M, i przedstawiając przez 2a d ługość A A ':

estto istotnie równanie elipsy.

335. UŻYCIE K Ą T A  P O S I Ł K O W E G O .

Jest często dogodn ie  wyrazić dw ie spółrzędne jakiegokolw iek punktu elipsy w funkcyi zmiennej 
d o w o ln e j; wskażemy w ybór następujący.

Załóżm y

i jest w idocznem  że równanie elipsy jest sprawdzonem , jakim kolw iek bądź by łoby  f ,  przez w ar
tości (2); można przedstaw ić przez (a d osy , b w sty ) spółrzędne z  i y  jakiegokolw iek punktu elipsy; 
dam y dla zm iennej f  nazwisko parametru kątowego punktu (x , y).

Z n a c z e n i e  g e o m e t r y c z n e  k ą t a  y ,

1° Osie prostokątne. ,

Przypuśćm y naprzód że dwie osie Ox i Oy  do których elipsa jest odniesioną są prostokątne. Na 
A A ' =  2a zakreślmy k oło , które przecina oś Oy  w  B,.

Jeżeli M jest jakim kolwiek punktem elipsy, przedłużm y rzędną MP aż do jej spotkania w  M, z k o -

MP2  b2

P a  . P a ' a" ’

b2oznaczywszy przez — wartość stałą stosunku. Ten związek się staje, wprowadzając spółrzędne 
a

(2)
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łem , potem  złączm y M, ze środkiem  O ; otrzym a się

(3) (f -  M,OA.

W  rzeczy sam ej, w edług rów n ości (2)

x  —  OP =  OM,.doS'j>;

z drugiej strony trójkąt MjOP daje

OP =  O M ,.dosM ,O P ;
w ię c ......

2° Osie pochyłe.

Dwie osie O x  i Oy  są poch y łe ; zakreślmy zawsze k oło  na AA ' =  2a jako średn icy ; z punktu O 
w ynieśm y prostopadłą do A A ', n iech będzie B, je j przecięcie się z okręgiem  koła. Jeżeli M jest 
jakim kolw iek punktem  elipsy, i MP je g o  rzędną, przez spodek P rzędnej, poprow adzim y prosto 

padłą do AA' i przedłużym y ją  aż do jej spotkania się w  Mt z k o łem ; punkt Mi je st punktem odpo
wiadającym  punktu M ; i gdy się złączy M ,0 , otrzyma się jeszcze

B r i

W r = M i O A .

D ow odzenie je st toż samo jak w  przypadku poprzedzającym .

336. W y k r e ś l e n i e  e l i p s y .

1° W ykreślenie  za  pomocą r ó w n a n ia .

Rów nanie elipsy, rozwiązane w zględem  y ,  daje

Osie pochyłe.

Os odciętych  dzieli na dw ie części rów ne cięciw y rów noległe do osi rzędnych, a oś rzędnych dzieli 
na dw ie części rów ne cięciw y rów noległe do osi o d c ię ty ch ; dość w ięc w ykreślić przez punkta część 
krzywej leżącą w kącie xO y, na przykład.
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Odcięta x  nie m ogyc się zm ieniać nad a, będziem y zwiększać z: od  0 do a ; w idzim y wtedy że 
rzędna y  zmniejsza się od  b  aż do 0 ; w artość b jest największością rzędnej y ;  styczna w  B będzie

rów n oleg ły  do Oy .  Łuk BMA będyc stałym, w yprow adzi się w edług uwag zrobionych , inne części 
krzywej.

Osie prostokytne.

W ykreślen ie w ykona się tym że samym sposobem  jak w przypadku poprzedzającym . Krzywa będzie 
w tedy  sym etryczny w zględem  O x  i Oy ;  AA ' i BB' będy dw iem a osiami krzywej. Styczne w  A i A '

y
V

^ Tl "— ■ 'J L

A.

k 0  i / a-

Y

będy prostopadłe do osi A A '; styczne w  B i B' będy prostopadłem i do osi BB'.

2° W ykreślenie  za  pomocą parametru  y.

Osie prostokytne.

Na dw óch  osiach prostokytnych w eźm y OA =  O A ' =  a, OB =  OB' =  b ; potem  zakreślmy pierwsze 
koło  na AA ' jako średnicy, i drugie na BB' jako średnicy.

Niech będzie a >  b ; w eźm y jakikolw iek punkt Mi na kole prom ienia a, i spuśćm y MiP prosto

padły na OA; złyczm y potem  MpO, wreszcie przaz punkt N, w którym MtO spotyka k oło  prom ienia b, 
poprow adźm y NM rów noległy  do O A; punkt przecięcia się, M, prostych M,P i MN, będzie punktem 

elipsy.
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W  rzeczy samej, ma się, oznaczywszy przez y kyt M,OP :

x  =  OP =  ad osp , y  =  MP =  NQ =  bws l y ;

5 + P  =  1 -

Punkta takie jak M i M, sy nazwane punktami odpowiadającymi.

Osie pochyłe .

Przypuśćm y że a i b sy d ługości dw óch  średnic sprzężonych ; weźm y na dw óch  osiach O A = O A  — a, 
OB =  OB' =  b ; potem  na A A ', na przykład, zakreślmy k o ło ; w  0  wynieśm y prostopadły na A A ', 
n iech  będzie B, je j przecięcie się z k o łem ; złyczmy nakon iec B,B.

Niech będzie teraz Mi jakikolw iek punkt k oła ; z tego punktu spuśćm y prostopadły M ,P na AA' ;

p o le m , przez punkt P, poprow adźm y rów noległy  do OB; i przez Mi, rów noleg ły  do BXB ; punkt prze
cięcia się M tych dw óch  linii jest punktem  elipsy m ajycej za średnice sprzężone OA i OB.

W rzeczy sam ej, ma się, w edług w łasności koła i podob ieństw a trójkytów .

M~p2=  PA  PA '- MiP M P .
1 ' ’ OB, O B ’

a lbo, jeżeli x  i y  sy spółrzędnem i punktu M względem  Ox i Oy

M J 2= ( a  + ; r ) ( a  —  x ) ,  M,P —  ? y ,

zkyd w ypada

albo £  +  * 1 — 1 =  0. 
b 2 a2 b 2 a2

Punkta takie jak M i M, sy nazwane punktami odpowiadającymi.

Uwaga, t o  drugie w ykreślenie m oże być nazwane wykreśleniem jednokreślnem  elipsy.

W arunki p ołożone przez określenie jednokreślności nru [190] sy w  rzeczy samej spełnione w  przy
padku obecn ym . Szukajmy wreszcie zwiyzków między spółrzędnem i punktów  odpow iadsjycych  M i M,.
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Jeżeli, w zględem  osi Ox i Oy ,  x { i y , sg. spółrzędne punktu Mu zaś x ,  y ,  spółrzędne punktu M, 
ma się (figura powyższa)

W idzim y że te zwigzki sg przypadkiem bardzo szczególnym  w zorów  ogólnych  (3) nru [190] prze
kształcenia jednokreślnego, prosta w  nieskończoności jednej z figur pozostaje do nieskończoności 
w przekształceniu.

Sprawdza się łatw o za pom ocg  w zorów  (6) i (6 bis) że koło

i odw rotnie.
M ożem y dać tem u kołu, nazwisko kola jednokreślnego elipsy.

337. T w o r z e n i e  s i ę  E l i p s y .  •
Elipsa może być utworzoną przez punkt prostej długości sta łej, której końce opierają się na dwóch 

prostych stałych.

W eźm y dw ie proste stałe za osie, i przypuśćm y naprzód punkt opisujgcy M, leżgcy m iędzy dw om a 
końcam i A i B ; niech będg MA =  a, MB =  b.

Ma się naprzód

x  —  OP

y  =  MP.

Otóż, 0 będgc kgtem  osi, ma się

MP  OB
M ,P, —  O B ,’

M,P =  M.P.-wstO, P,P =  M ,P ,.dos0;

zkgd wypada

albo (6 his)

(G) x\ - f -  y j - f -  2xi?/idos0 =  a2,

przekształca się jednokreślnie na elipsę
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Jeżeli się wykreśli spółrzędne punktu M, ma się przez trójkąty podobne

OA AB , v
MP M B ’ 9 O A = ^ . A B ,

OB AB . j  n „  x  . n 
O P = A M '  2kiKl 0 B  =  i A C '

Podstawienie tych w artości w  związku pow yższym  daje bezpośrednio

(7) i  +  * » 8 - 1 = 0 ;

rów nanie elipsy, gdyż ma się B2 —  A 0 =  ?—-.' j  <  0.
a‘2b ‘- a b 2

Kiedy proste stałe są prostokątne (9 =  90°), one stają się osiam i krzyw ej. 

Przypuśćm y teraz punkt opisujący zewnątrz odcinka AB.

Zachow u jąc znakowania poprzedzające, ma się związek

AB2=  OA2- j-  OB2+  2O A.O Bdos0.

Trójkąty podobne dają nam jeszcze :

OA AB
M P - M B ’ Zk9d 0 A  =  f A B ;

OB AB . , x  *
5 p  =  m a > zli?d 0 B  =  i A B -

Podstaw ienie tych wartości ?’ związku pow yższym  prow adzi do równania następującego

W  i  +  g + ' J 5 Z d o s « - i - o ,a2 b 2 1 ab

jestto  jeszcze równanie elipsy.
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I I I 0 H y p e r b o l a .  —  W y k r e ś l e n i e .

338. Rów nanie hyperboli jest

7-2 i/2
i " )  ? - & - < = » •

T o rów nanie daje

y * =  ^  (x2 —  a2), albo y2=  ^  (ar - f  a)(a? —  a);

tak, że jeżeli A i A ’ są k oń ce średnicy rzeczyw istej, i jeżeli MP jest rzędną punktu M, ma się

MP2 =  ^  A P . W P ,
a2

dla drugiego punktu Mj otrzyma się podobnież

M,P? =  ^  A P ,.A  P ,.a

Zkąd wypada

(1) MP" _  MtP i ,
a p . T P  a p ; . a t \

W ię c , w hyperboli, iloraz kwadratu jakiejkolw iek cięciw y przez iloczyn odległości środka tej cięciw y  
od końców średnicy sprzężonej je s t  stałym.

Tw ierdzenie p od ob n e  do tw ierdzenia elipsy, nru [334]; w elipsie, środek P cięciw y , albo spodek P 
rzędnej, znajduje się m iędzy końcam i A i A ' średn icy ; w  hyperboli, punkt P znajduje się zawsze 
zewnątrz odcinka A A '.

O dwrotnie : krzywa taka, że iloraz kwadratu rzędnej przez iloczyn odcinków wyznaczonych za pomocą 
spodka rzędnej na prostej stałej je s t  stałym , je s t  hyperbolą; spodek rzędnej będąc na zewnątrz od końców 
prostej stałej.

Ma się, w  rzeczy samej



339. U ż y c i e  k ą t a  p o s i ł k o w e g o .

1° Rów nanie (II) hyperboli będzie sprawdzonem , jakim kolw iek bądź byłby <p, jeśli się założy

a

ROZDZIAŁ T.

(1) i dosęp ’ 

( y  —  bsttp;

kąt <f jest parametrem kątowym  punktu ( x , y ).

Z n a c z e n i e  g e o m e t r y c z n e  k ą t a  y .

N iech będzie M jakikolw iek punkt hyperboli i P spodek rzędnej; zakreślmy k o ło  na średnicy A A ' ;

i z punktu P poprow adźm y styczną PMt do tego koła, potem  złączm y M (0 . Otrzyma się

OP —  x  = ---------------■, zkąd dosM iOP =  d o s y ;
dosM ,O A

przeto

(3) ? =  M ^ A .

2“ M ogłoby się jeszcze w prow adzić parametr kątow y sposobem  następującym .

Równanie Hyperboli zrobione jednorodnem  będzie

_  t  _  .2
a2 b2

i będziem y m ogli oczyw iście założyć

( z  =  f  dosĄ,
(U) V

y = r ^ W S t Ą .

T e w zory są następstwem pierw szych, i kąt i|i nie jest innym jak kątem ®; tylko w pew nych  przy
padkach, ten sposób wprowadzania parametru kątow ego, zrobiwszy rów nanie jednorodnem , m oże
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być  daleko w ięcej korzystnym . Gdyż tak działając, można sprow adzić rachunki tyczące się hyperboli 
do  kształtu rachunków odpow iadających  elipsie.

340. W ykreślenie  hyperboli.

1° W ykreślenie  za  pomocą b ó w n a n ia .

Rozwiązując rów nanie (tl) hyperboli m a się

.  (5 )  y  =  +  ^ s/%1 —  a'2;

oś odciętych  dzieli na dw ie części równe cięciw y rów n oleg łe  do osi rzędnych, i tak sam o dla osi 
rzędn ych ; dość w ięc wykreślić część krzywej odpowiadająca, w artościom  dodatnym  na x .

Kiedy x  jest mniejszem od  a, y  jest u ro jon em ; dla a:— a, y = 0 ;  nie ma punktów  krzywej między 
rów n oleg łem i do osi rzędnych poprow adzon ych  przez punkta A  i A '. Dla w artości na x  wyższych 
nad a, y  jest rzeczywistem i zwiększa się nieograniczenie z x ; ma się tym  sposobem  łuk nieograni
czony  AM ; inne części krzywej w ykreślają się przez symetryą.

W ykreślen ie krzywej odbędzie się tym że samym sposobem  jeżeli się przypuści osie pochyłe .

2 ° W y k r e ś l e n i e  k r z y w e j  z a  p o m o c ą  k ą t a  © .
Osie prostokątne.
Przypom nijm y sobie znaczenie parametru f  dane w  nrze [339].
Niech będą a i b osie k r z y w e j ;  O A == O A ' =  a, O B = O B '  =  b. Na o s i r z e c z y w is te j A A ',  ja k o

średnicy, zakreślmy k o ło ; w eźm y jakikolw iek punkt M, natem  k o l e i  poprow adźm y styczną M,P, któąr
44
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przedłużym y aż do je j spotkania się W P z Ox. Jeżeli punkt M, jest po praw ej stronie Oy ,  w eźm iem y 
na O x, po lew ej stronie O, punkt B ', taki że OB', =  b (b  d łu gość osi u ro jon e j); przez punkt B ', 
poprow adźm y rów n oleg łą  do OM, aż do jej spotkania się w  R z OY : przez punkt R nakreśli się 
rów n oleg łą  d o  A A ', i przez punkt P prostopadłą do AA '; przecięcie się M tych dw óch  prostych

b ę d z i e  punktem h yperboli. Ma się, w  rzeczy sam ej, jeżeli się założy MjOA =  «>;

OP =  a ; =
OM, a .
dosęp dosy  ’

y  —  MP =  OR =  bsta

Osie p och y łe .

N iech będ ą  a i b  dw ie średnice sp rzężon e; OA =  O A ' —  a, 0 B  =  0 B ' =  b. Na średnicy rzeczy^

wistej A A ', jako średn icy, zakreślmy k o ło ; w eźm y jakikolw iek punkt M, na tern kole i poprow adźm y 
styczną M,P którą przedłużym y aż do je j spotkania się w  P z osią Qx. Jeżeli punkt M, jest po prawej 
stronie Oy ,  w eźm iem y na 0 « ,  po  lew ej stronie O, punkt B ', taki że O B', =  b  (b  d łu gość średnicy 
u ro jon ej); przez punkt B ', poprow adźm y rów on leg łą  d o  OM, aż d o  je j spotkania się w  B z OY p rosto 
padłą do A A ', potem  odetnijm y OR na Oy ,  w  OB,. T o  w ykonaw szy, przez punkt R , nakreślm y rów n o
ległą do O x, i przez P rów noległą  do O y ; przecięcie się M tych rów n o leg łych  będzie punktem

hyperboli. W  rzeczy samej, jeżeli się oznaczy przez o kąt M^OA, ma się

a? =  OP =  -r-̂ — , y  =  MP =  OR, =  OR =  b st <?.
dostp

I V 0 P a r a b o l a . —  W y k r e ś l e n i e .

341. Rów nanie paraboli jest

(III) y 1 —  2p x  =  0.

Jeżeli M i M, są dwa punkta krzyw ej, MP i M ,P, rzędne tych punktów , ma się

MP2 =  2p.0P, M jP i '=  2p o i\ ;



zkąd w ypada

(1) MP2 _  M /Pi
OP 01\
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W  paraboli iloraz kwadratu jakiejkolw iek cięciw y przez odległość środka tej cięciwy od końca średnicy 
odpowiadającej je s t  sta łym .

Odwrotnie : krzywa taka, ze iloraz kwadratu rzędnej przez odległość spodka rzędnej od punktu stałego 
jest stałym , je s t  parabolą.

W eźm y, w  rzeczy samej, punkt staty za początek ; kierunek rzędnych za oś y ; m iejsce spodków  
rzędnych za oś od c ię ty ch ; m a się w edtug założenia

 9
MP
——  =  stałej —  2p , zkąd y'1 —  2p x ;

jcs lto  rów nanie paraboli.

342. W ykreślenie pa ra b o li.

l szo  W y k r e ś l e n i e  za pomocą równania

y 2 =  2p x ,  zkąd y  =  ±  \/2p x .

Aby y  by ło  rzeczy wis tern, będzie potrzeba żeby x  było dodatnem ; x  musi {'więc zm ieniać się

od  0 do - ) - o o .  Oś 0 x  dzieli na dw ie części rów ne cięciw y  rów n oleg łe  do osi y .

])la x  =  0, m a się y  =  0 ; krzywa jest styczną do osi Oy . K iedy x  zwiększa się, y  zwiększa s 'ę , 
i y  zwiększa się nieograniczenie z x .
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2 g i c  W y k r e ś l e n i e  :

Osie prostokątne.

W eźm y po lew ej stronie 0 y  punkt H taki aby OH =  2/j . W ybraw szy w tedy punkt dow olny  P  
n a  O x, zakreśla się k oło  na HP jako średn icy ; przez punkt Q, gdzie okręg koła przecina oś 0 y ,

poprow adzi się rów n oleg ły  do O x, i przez punkt P prostopadły do 0 « ;  punkt M, przecięcie się 
tych  dw óch  prostych, jest punktem  paraboli.

W  rzeczy samej, n iech  będą x  i y  społrzędne punktu M , ma się

MP2 albo OQ' =  OH.OP, zkąd y^— l p c .

Osie pochyłe.

W eźm y po lew ej stronie Oy  punkt H taki aby OH =  2p. W ybraw szy  wtedy punkt dow olny P 
na O r, zakreśla się koło  na HP ja k o  śred n icy ; n iech  będzie R punkt w  którym  okręg koła spotyka

prostą OY poprow adzoną prostopadle do Oj?; odbija się punkt R  w Q na O y; przez punkt Q, 
prowadzi się rów noleg łą  do O x, i przez punkt P , rów noleg łą  do Oy ,  punkt M, przecięcie się tych 
d w óch  prostych, będzie punktem  paraboli.

W  rzeczy samej, x  i y  będąc spółrzędnem i punktu M , ma się

MR2 =  OQ2 =  OR2 =  OH.OP, zkąd ■yi =  'Lpx.



KLASSYFIKACYA KRZYWYCH DRUGIEGO RZĘDU.

§ iv . —  d y s k u s s y a  r ó w n a n i a  d r u g i e g o  s t o p n i a  p r z e z  r o z ł o ż e n i e  n a  k w a d r a t y .

3A3. Jużeśm y, przez w iele m etod, uzasadnili klassyfikacyą krzyw ych  drugiego rzędu. W  § I, roz-% 
klasyfikowaliśm y te krzywe wykreślając je , badając ich kształty. AV II § uporządkow aliśm y je  szukając 
kształtów uproszczonych  i odrębn ych , do których można sprow adzić rów nanie ogóln e  drugiego 
stopnia. Rozklasyfikujem y je  teraz szukając kształtów  które m oże w ziąć równanie ogóln e  przez rozło 
żenie na kwadraty. Ta trzecia m etoda bierze udział razem w dw óch  pierw szych. Ona trzyma z pierwszą 
przez sposób rachunku, poniew aż rozłożenie na kwadraty poprzedza rozwiązanie; ona bierze udział 
w  drugiej, gdyż rozłożen ie na kwadraty daje bezpośrednio kształty uproszczone.

M etoda którą w yłożym y jest często bardzo dogodną do rozpoznania rodzaju i zmiany krzywej dru
giego rzędu ; m etoda § l jest szczególniej pożyteczną dla w ykreślenia tych krzyw ych.

dw óch  prostych zbiegających się O1 x' i O'y .  Przypuśćm y że się w eźm ie te dw ie prosto za osie, i 
szukajmy n ow ych  spółrzędnych [x ', y') jak iegokolw iek  punktu M w funkcyi jego daw nych spół- 
rzędnych {x , y ).

Przez punkt M poprow adźm y MQ' i MP' w zględnie rów noległe d o  O V  i Oy'\ potem  spuśćm y MG

1° L emma.

3bk. Z n a leść  w zory przek szta łcen ia  spółrzędnych, iciedy się da je  rów nania now ych osi. 

N iech  będą rÓYYnania, w zględem  d w óch  osi Ox  i Oy ,

(1)

prostopadłą na prostą M =  0 albo O'y ', i MH prostopadłą na prostą N =  0 albo 0 'x '.  

Oznaczmy przez w kąt now ych  osi 0 'x '  i O'y ', ma się w edług n™ [70]

( A R i  —  A ,B )w stO
A A j - j -B B i  — (A R , - j -  A t R)dosO ’

0 będ ąc kątem daw nych  osi.
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Teraz trójkąty prostokątne MGQ' i MP'H nam dają

(jo) MG =  MQ',wstc.>, MH ==M P '.vvst«;

otóż ma się w edług n™ [76]

. ' ___ ___  ( Aj # 4 -  Bi.y- ( -  C i)w st9 __________ MwstG__________

i m  ± V /A-; +  B [—  2A ,B Idos0  =  ± v 'A ? 4 -  B; —  2 A ,B ,d o s0 ’
(2°)

I _ _  _  ( A a ; - f  By - f  C)wstO  __________ Nw st9__________
\MH ~  ± v /A 2 - I -B 2 —  2AHdos0 ±  \/Ai 4  B2 —  2 A B d o s 0

Znaki pierw iastków  w e w zorach (2°) wyznaczą się w ed łu g  przepisu n™ [76], gdy się raz ustali części 
dodatne now ych  osi 0 'x ' ,  0 'y ';  ten w ybór oznaczy jednocześn ie  w artość którą należy przyjąć dla 
kąta w d w óch  prostych, to jest oznaczy kąt ostry albo kąt rozwarty.

Jeżeli założym y w tedy

związki (1°) nam dadzą

W

albo

(4 bis)

\1 Aj 4  l*i —  2 A 1B1dos0.wstw
h =  ± — ----------- 4 4 0 — ------------- '

\/a 24~ B2 —  2 A B d os9.wst(o 
wst0

k iX  4 "  b jy  4 -  C, —  h x', 

k x  4 -  By 4 -  C =  gy';

M =  hx\ 

N  =  gy',

to jest że nowe spółrzędne x' i y' jakiegokolwiek punktu M (x, y) są proporcyonalne f  uniccy om lituj 
nym, M i N. .

Związki (4) albo (4 bis) są w zoram i dla przekształcenia obecn ego  spółrzędnych .

345. T o  lem m a uzasadniwszy, w eźm y rów nanie ogóln e  krzyw ych drugiego rzędu

(I) Ax°- -1- 2B,ry +  Cy2 - f  2D x - j -  2Ey 4 *  F =  0 .

O tr z y m a m y  do ro ze b ra n ia  d w a  za ło że n ia  n as tę p u jące  : 

t°  S p ó łc z y n n ik i k w a d r a tó w  n ie  są ze ra m i r a z e m ;  

2 ” S p ó łc z y n n ik i k w a d r a tó w  są ze ra m i ra ze m .
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11° l szo Z ałożenie  : S półczynniici k w a d r a t ó w  nie są zeram i razem .

3 /16 . Przypuśćm y spółezynnik A , na przykład, różnym  od  zera ; m ożna przyjąć że się zrobiło
dodatnym  jakikolw iek ze spółczynników  A albo C, Spółezynnik A, na przykład, który jest przy
puszczonym  różnym  od  zera.

Mnóżm y przez A obie strony równania (I), i uporządkujm y w zględem  potęg x ,  ma się 

A2* 2 +  2Ax(B,y - f  D) +  AC if- - f  2E Ay - j-  AF =  0 ; 

o lóż  dwa pierwsze wyrazy tworzę część kwadratu wyrażenia

(1) M =  A i r - f  B y - j - D ;

tak że równanie poprzedzające będzie się m ogło  napisać, odejm u jgc kwadrat (B y - j -D ) :

(II) M2 - f  (AC -  B2)?/2 +  2(A E  —  BD)?/ +  AF —  D2 =  0.

357. T o pierwsze przekształcenie m ając w ykonanem , spostrzegam y teraz dwa przypadki d o  roze
brania : spółezynnik na y -  jest różnym  od zera ; spółezynnik na y 1 jest zerem.

l » y  P rzypadek  AC —  B'2 ^  0.

Mnóżmy obie  strony równania (II) przez (AC —  B3) i utwórzm y kwadrat w zględem  y ; założywszy

(2) N —  (AU —  WJy (A<E —  BD),

rów nanie (II) przedstawi się pod kształtem :

(III) (AC —  B2)M2 +  N2 +  (AF —  B2) (AC —  B2) —  (AE —  BD)2 =  0.

Otóż jeżeli się rozwinie wyraz niezależny i gdy się założy

A B D

B C E

D E F

sprawdza się łatw o że

(h) (AF —  B2) (AC —  B'2) -  (AE —  BD)2 =  A .A.

B.ównanie (III) będzie m og ło  się odtąd napisać

(III bis) (AC —  B2)M 2 4 -  N2 +  AA =  0.

Otóż funkeye M i N zrównane z zerem przedstawiają dw ie proste które się przecinają; gdyż prosta
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N =  0 jest rów noległą do osi O x, i M =  0 przedstawia prostą która nie m oże być rów noległą do  O x, 
poniew aż A , przez założenie, jest różnym  od  zera. Przeto m ożem y w ziąć te dw ie proste za osie sp ó ł- 
rzędnych ; i rów nanie (III bis) stanie się, w edług lem m u uzasadnionego

k%  AC -  B2).x '2 +  f . y ' *  +  a a  =  0.

Lecz dyskussya tego ostatniego równania jest w idoczn ie  tąż samą jak  dyskussya równania (III bis), 
w  którem uw ażałoby się M i N jako spółrzędne jak iegokolw iek  punktu krzywej w zględem  n ow ych  
osi. Zachow am y w ięc  rów nanie (III bis), i rozbierzem y różne kształty jakie m oże w ziąć to rów nanie.

P B '2 —  AC <  0.

W tenczas A i C są koniecznie tegoż sam ego zn aku ; poniew aż jed en  z nich był zrobionym  do 
datnym , A  jest w ięc ilością dodatną. W edług  tego

Jeżeli A <  0, rów nanie (III bis) będzie m og ło  się sprow adzić do  kształtu

Ma +  N2 =  1,

rów nanie przedstawiające elipsę rzeczywislą.

Jeżeli A =  0, rów nanie (III bis) sprowadzi się do kształtu

M2 —j— N- =  0,

to przedstawia punkt albo dw ie proste urojone.

Jeżeli A >  0, rów nanie (III bis) będzie się m ogło  sprow adzić d o  kształtu

M2 +  N2 +  1 = 0 ,

równanie które przedstawia elipsę urojoną.

2° B2 —  AC >  0.

Jeżeli A ^  0, równanie (III bis) bierze jeden  albo drugi z kształtów

W  —  N2 =  ±  1 ;

to przedstawia, w  obu przypadkach, h yperbolę.

Jeżeli A =  0, równanie (III bis)  sprow adzi się do kształtu

M2 — A2= 0 ;  

równanie które przedstawia dw ie proste zbiegające się.

348. 2gi P r z y p a d e k . AC —  B2 =  0.

Dla dojścia do równania (III), przypuściliśmy (B2 —  AC) rożnem  od  zera, nie m ożna w ięc posłu 
g iw ać się w ięcej tętn równaniem  w przypadku obecn ym .
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W róćm y  w tedy do równania (II), i w prow adźm y założenie obecn e , on o staje się

(IV) M- -f-  2(AE —  BD)y - j -  AF —  D'2 =  0.

R ów n ość (4) n™ [347] daje tu

(5) (AE — BD)‘2 =  —  A. A.

1° Jeżeli A ^  0, rów nanie (IV) położy się pod  kształtem

M2 - f  N =  0 ;

jestto rów nanie paraboli.

2° Jeżeli A =  0, równanie (IV) staje się

M2 +  (A F  —  I)-) =  0 ;

to rów nanie przedstawia

dw ie proste rów n oleg łe  rzeczyw iste............................. jeżeli A F  —  D2 <  0,

dw ie proste zlewające s i ę ................................................ jeżeli AF —  D2 = 0 ,

dw ie proste rów noległe u r o jo n e ................................. jeżeli A F  —  D‘2 >  0.

Kształty odpow iadające tym trzem przypadkom  są

M2 =  1, M2 =  0, M* =  —  1.

111° 2e!e Założenie : Si’ółczynniki kw adratów  są zerami razem .

349. W założeniu obecnem  ma się

(6) A  =  0, C =  0 ; 

równanie (I) krzywej sprowadza się w ięc do

(V) B iy  +  n r  +  E0 +  ! = O .  

l “ y P rzypadek B ^ 0 .s

Kładąc jakąkolw iek ze zm iennych na czynnik , a? na przykład, w idzim y łatwo że rów nanie (5) m oże 
się napisać

F\ , FB —  2 D F __  Q
( t y  +  D) ( *  +  B )  +  ^ 2 B

45



Otóż w  przypadku obecn ym  ma się
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( 7) A =  - B ( F B - 2 D E ) ;

równanie poprzedzające stanie się w ięc

z a ło ż y w s z y

m o ż n a  jeszcze to  napisać

(VI bis)

M =  B y + - D ,

(M +  N \  (M  —  N\4  A
2 j 2B -’

D w ie proste ^  /j-- — =  0 i ^   ̂ ^  =  0 nie są ró w n o le g łe ; równanie (VI bis) sprowadza się w ięc 

do jak iegokolw iek  z kształtów n™ [348], 2°

Jeżeli A  ^  0, ma się hyberbolę .

Je ż e li  4  =  0 , m a  się d w ie  p ro ste  rze c zy w is te  k tó re  się p rze c in a ją .

350. 2s ‘ P r z y p a d e k  B = 0 .

R ów nanie (V) zrobione jed n orodn em  staje się

w prow adzając założenie B =  0 zrobiw szy je  uprzednio jednorodnem .

W  przypadku obecnym , ma się oczyw iście  A =  0 i B2 — AC =  0 ; w reszcie równanie (VII/ przed
stawia dw ie proste z których jed na jest w  n iesk oń czon ości; można je  uważać jako przedstawiające 
układ d w óch  prostych rów n oleg łych .

J V °  T a b l i c a  r ó ż n y c h  k s z t a ł t ó w  k t ó r e  m o ż e  w z i ą ć  r ó w n a n i e  o g ó l n e  d r u g i e g o  s t o p n i a .

351. Litery M i N przedstawiają funkeye lin ijnc na x  i y\

A a2 - j -  2Bx y  - j -  {)>/ - f  21) x  - f  21; y  —]— F  =  0

jest rów naniem  ogólnem  krzywej.
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M2 —|— N'2 =  1, Elipsa rzeczyw ista.......................................  w tedy : A  <  0,

1 » B - —  AG <  o j M2-f-  N2=  0, Elipsa znikająca albo p u n k t......................  w tedy : A  =  0,

\M2- j-N 2= — 1, Elipsa u ro jon a ...............................................  w tedy : A >  0.

M2 -  N =

albo |H yperbola ................................................................... w tedy : A ^ O ,

MN =  1,
2  B 2 —  A C  >  0 '

|m * — N» =  0,\

albo  ̂ proste rzeczywiste niezbiegające s ię ..............  wtedy : A  =  0.

MN =  0,

M'2- j - N = 0 ,  Parabola ...........................................................  w tedy : A  ^  0.

M'2 = l ,  proste rzeczywiste rów n o le g łe  \
3" IP —  AC —  0(

M‘2 =  0, proste zlane........................................................... > w tedy : A  =  0.

M2 =  —  1, proste rów n oleg łe  u ro jon e . 

Oznaczyło się przez A wyrażenie

A B D

B C E

D E F

§ V. —  RÓWNANIE K RZYW YCH  2s“ s» RZĘDU W  SPÓŁRZĘDNYCH TRZYLINIJNYCH.

1“ K s z t a ł t  r ó w n a n ia  w  spó łr zę d n yc h  t r z y l in ij n y c h .

352. W yprow adzim y równanie, w  spółrzędnych trzylinijnych, krzyw ych drugiego rzędu rów nania 
danego w  spółrzędnych kartezyańskich

(1 ) Aa;2 -(-  2 li.ry - f  Gy2 - f  2Dx - f  2Ey - f  F =  0.

W zory  ogólne przekształcenia są w ed łu g  nru [91]

; X  —  aa.* -j— Riy  ~f— a2,

( - )  \ Y  =  ba* - j -  b ,y  - ( -  L-,

\ Z =  c x  —[- c ,y  -j— c 2;

proste X  3= o, Y =  0, Z =  0, są trzy proste niezbiegające się i tw orzą trójkąt odniesienia.
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N ależy dowieść że równanie (1) może się zawsze położyć pod kształtem

(3) A n X '2 Ao-jY2 -f-  A33Z“ - j-  2A 12X Y  2A ,3XZ -} -  2 A 03YZ =  0,

albo lep ie j że równanie (3) może przedstawiać wszystkie krzywe drugiego rzędu.

W  tym celu, zastąpmy X , Y, Z , przez wartości (2) w  równaniu (3), i zidentyiikujm y rów nanie otrzy 
mane z równaniem  ( 1 ) ,  to jest napiszm y że te same spółczynniki tychże sam ych potęg zm iennych są 
proporcyonalne.

Oznaczywszy przez 1 w artość w spólną stosunków , znajduje się :

1C1 A na2 - j -  A22b 2 -j— A 33C2 -j— 2A 12ab — 2Ax3ac - j -  2 A 23bc =  a A ,

2° A„a^ - j-  A.jabj - j -  A 33c  ̂ - ) -  2 A 12a1b 1 - j -  2A 13a1c 1 - j -  2A>3bxC| =  XC,

3° A 1 ¡aii -1- Aą-)]-)--; -j— A 330!  - 1~ 2A 1oa»b2 —{— 2 A x3a2c2 —j— 2A 23b 2c 2 —  ).F j
(b) (

Anaai - j -  A 2-2 bbi - j -  A 3300! - j -  A 12(abj - j-  a,b) -f -  Ax3(acx - j -  a^c) -J- A23(bcx —j— b tc) —  ),B, 

f 5° A 11 aa2 —{- A22b b 2 -f"- A 33CC0 —|- A x2(ab2 —[- a2b) -|~ A  i3(ac2 -j— a2c ) - j-  A 03; b c2 — b 2c) =  ).D,

\6° A u aja2 - ( - A 22bxb2 -j-A 3 3CxC.2-(-Ax2(axb2 -j-a->bj) —j— A i3(axC.>-j-a2Ci)-)-A23(biC2-f- b 2Cx)—= >,L,

Idzie o  w yciągnienie z tych rów nań spółczynników  nieznanych A n i o  sprawdzenie że ich war
tości są skończone.

W  tym ce lu , założym y

i A nU - j-  Ajob —j— A 13c =  Mu , / A 11a1 - j -  Aj^b, - j -  A|3Cx =  M2x, /AhR2 -}- A jołi-j - j -  A i3c> —  M31,

(5) A21' 1 —j- A 2ab —[- A 23C =  Alx2» \A2xRx H-  A 22bx -|— A 23C1 Ak>2, N-zt&z ~f~ A 22112 - f- A23C2 aa- AI32,

\A3(R - j -  A 3>b - [ -  A33C =  M 13, \A3ta, - f -  A32b 1 -f-  A 33Cx =  M23, \A3182 ~| A 3ib 2 —J A 33c 2 =  M33.

Rów nania (A) napiszą się w tedy

1 ° aM „ - j -  b\f,2 - } -  cM ,3 —  /A ,

2 ° RiM-21 - | -  bjM-22 C1M03 =  5,C,

3° a2M31 -|- boAT ji - j -  c2M33 =

U" atM „  —| bjM l2 —j- c ,M ,3 =  aM>x -f-  bM22 - 1-  cM23 =  ).B,

5° RoMu —j—1)-2 A132 ” j” c 2 A T, =  aAi;!1 —|— b AI32 —j- CM33 —  XU,

6 a,M31 -|— bxXJ32 —{— C1AJ33 —  a2M2x+ b2M22- j -  c2M23= ).E.

Obliczymy naprzód ilości Mrs.
Oznaczymy przez P w yznacznik podstaw ienia (2), to jest

a a2

(7) P z= b b. b 2

c Ci C2



i przedstawim y przez a, G, y ; a,, G , ,  y , ;  a 2 , §2, y2, e tc ... .  wyznaczniki częściow e co  do wartości i co 
do znaku, tak aby
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1 b 2 b b2 b b,
<x =  4 , a, — — , “ 2 ---  -f"

l Cl C-2 c c-2 c c,

(8) Ol a2 a a2 l
i S =  — , G, =  4 , etc. . .

Cl Co c C-2

1 etc . . etc. . .

Jeżeli teraz uważym y równania (1°), (5°) grupy (6), to j e s t :

' aMu - j-  l)M12 -f- cM13 —  ),A,

\aiMa -| -b 1M12-|*c1M 1j =  ).B, 

a2M u - j -  b ^ l  i-2 - j -  CoM ki =  ).D;

w yciąga się z n ie j; rozwiązując w zględem  Mu , M,o, M ,3

/ PM u =  X(aA - j-  a !!! aoD),

(9 , 1“) PM 12 =  X(5A  +  e,B +  €2D ),

( PM13 =  X(yA 4  y ,B  - j -  y2D ),

Otrzyma się podobnież biorąc kolejno grupy 2% k°, 6°; 3% 5°, 6 ° :

/ PMji =  X(aB -J- aiC - j -  a->E),

(9, 2“) PM-22 =  X(SB +  Gfi 4  €2E),

\ PM ,3 =  X(yB -)- y,C -) -  y2E ) ;
PM31 = ) . ( « D  +  of,E 4 -  aoF),

(9 , 3“) J P M » =  /(SD 4 -  e,E +  S2F),

P M » =  X(yD - j-  y,E 4  yiE).

Te wartość w yznaczywszy, w eźm y pierw sze równania grup (9, 1°), (9, 2°), (9., 3°) i zastąpmy y  
ilości Mr, przez ich wartości (5), ma się trzy równania

I P(A,,a -j— A j2b 4*^13®) =  X(ocA4 “ i D 4 0 iD),

■ P(Atla , 4  A i2b i 4  A i3Cj)  =  ).(aB 4  «iC 

\ P(Au a.2- } ‘  A l2b24  A 13c 2)= X (a D  4  « 1 ^ 4  «/D ).

Jeżeli się je  p o m n o ż y  w zględnie przez a, «->; potem  przez <5, 4  G>, i nakoniec przez y, y,, yi>
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P2A a == X(Ad2 -j- Caj -j- Fol -j- 2B«at -)- 2Da«-2 -j- 2E«!a2) ;

' etc,

Otrzyma się inne wartości przez rachunek podobny.

Tak w ięc, mając dane równanie, we spółrzędnych Imrtezyańskich, jakiejkolwiek krzyw ej drugiego rzędu, 

(I) f ( x  > V> z ) —  A«-'2 -) -  2B x y  +  Cy2 - j -  2 l i r  z -f-  2E yz  - j -  Fz2 =  0 ; 

jeże li się odniesie te krzywą do jakiegokolw iek trójkąta odniesienia określonego przez proste

A —  a r  —I-  aj y  ~j— a2s —  0,

Y =  h x  - j -  b ¡y - { -  b.2z =  0,

1 zzz c x  —j— c py —j~ cgz —  0 ;

równaniem krzyw ej będzie

(II) A ,,X '2 - f  A 32Y2 - f  A 33Z'2 -f -  2A ,,X Y  +  2A 13XZ +  2A33YZ =  0 ;

spółczynniki tego równania będą miały ivartosci następujące :

P2.A „  =  À/‘(«, « „  P2. A.22 =  -,f{ g, g „  g2), P2 A 33 =  >/(y, y i, ya),

P2. A i2 =  /[A  —¡— G «  i Ç i —)— Fa2G —\- lla l|  o ¡ /  —j— I) ( a-_Ç -[— a?2) 4~ E(a2̂ i ~j~ £*iG) ,

P2.A,3 =  X[A«y - (-  C*,y, 4 “  P(ayi 4~ «iyj —1— 4 "  «y-2) -f-E («ay4 —{- (Z,y.»)])

P2. a 33 =  >.[A5y -j-  Gf r/i -j-  F4y24~ -(- §iy) -j-  P(4y 4 “  4 4  F(4yi 4  6iyi)]*

Ilości P, *, 6-----  maję w artości określone przez rów ności (7) i (8).

Trzy proste X = 0 ,  Y  =  0, Z =  0 nie będ ąc zbiegającem i się, wyznacznik P jest różnym  od  zera; 
w artości na A „  są w ięc skończone.

Tak w ięc równaniem ogólnem krzywych drugiego rzędu, we spółrzędnych trzy Unijnych, jest

(IV) A „X S +  A02Y '2 4 -  A33Z2 +  2A «X Y  4  2A 1SXZ +  2A23YZ =  0.

Przedstawiamy to dow odzenie zwłaszcza jako ćw iczen ie rachunku; w yciągniem y przecież z n iego 
niektóre w nioski.

U w a g a .  Rachunek b y ł b y  daleko łatwiejszym jeżelibyśm y chcieli przestać na wykazaniu że r ó w -



nanie (1) krzyw ych drugiego rzędu bierze kształt (3) kiedy się je  odnosi do  trójkąta określonego przez 
proste (2) nie zbiegające się.

Byłoby dość, w  tym ce lu , rozwiązać równanie (2) w zględem  x  i y ,  co  daje mając wzgląd na 
związki ( 8 ) :

q\ -|- 6Y -|- yZ _ _  at\  - j -  .
a 2X  -|— 62Y  4  yi/ i ' cc.» -̂ —j-  £2Y  —J—

i podstaw ić te w artości w równaniu (1).

Lecz rachunek klóryśm y rozw inęli wystawia na w idok ten fakt w ażny, że spółczynniki A,.s rów 
nania nie mają m iędzy sobą żadnej zależności, jeżeli rów nanie (I) jest przypuszczone ogólnem . W y 
nika, w  rzeczy sam ej, z w artości (III), że wyznacznik układu równań (ó ), które wyznaczają sześć 
nieznanych A „„ jest rów nym  P2; otóż, w ed łu g  założenia przyjętego, ten w yznacznik nie je st zerem , 
w ięc  ilości A,.s nie m ogą się przedstaw iać pod  kształtem nieoznaczonym ; innem i słow y, one nie są 
połączone żadnym związkiem , w  przypadku ogólnym .

353. W idzieliśm y że równanie ogólne, w e spółrzędnych trzylinijnych, krzyw ych drugiego rzędu jest

(1) F (X , Y , Z) =  A n X 2 - f  A 22Y2 - f  A 33Z2 4  2 A «X Y  4  2A1SXZ 4  2 A23YZ =  0.

Poniżej w yłożym y m etody proste, które nam pozw olą rozpoznać rodzaj i rozm aitość krzywych 
przedstaw ionych  przez rów nanie (1); na chw ilę , przestaniem y na szukaniu za pom ocą  rachunków  
poprzedzających , w arunków  aby równanie (1) przedstawiało jak ikolw iek  układ d w óch  prostych ; ten 
warunek zależy jedynie od  spółczynników  równania a bynajm niej nie od  elem entów  trójkąta do 
którego krzywa jest odniesioną.

Dla rozwiązania pytania, przypom nijm y sobie że w arunkiem  koniecznym  i dostatecznym aby równa
nie (1) nm j 352] przedstawiało jakikolw iek układ d w óch  prostych jest na m ocy  nru [315] albo [351]
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1 A
B D

= B
C E =  0 ;

D E F

w yraźm y ten wyznacznik w  lunkcyi spółczynników  A „  równania (3)

Związki (5) nru [352] dają, w edług twierdzenia znanego nad m nożeniem  wyznaczników  :

a b
c !

Au a ,.2 A13 Mu M,2 M,3

a, b, «■i A21 A 22 A23 == M-2, M22 Ms,

a-2 b-2 C-2 i 4 i A 32 A33 M31 M32 Mas

Z  drugiej strony związki (6) n™ [352] tworzą trzy grupy pod ob n e  grupom  (5) i dają, przez zastoso
wanie tegoż sam ego twierdzenia,



360 R o z d z i a ł  i .

Zląd się w yciąga m nożąc stronam i dw ie ostatnie rów n ości

A u A 12 A i3 a b c 2 A R D

A 21 A22 A>23 R| b 3 Cj =  A3 B G E

A31 A 3-2 A 33 a2 b 2 c 2 D H F

w idocznie będzie można przypuścić w  tej rów n ości X =  1.

Ze związku (2 ) wypada że :

Warunkiem koniecznym i dostatecznym aby równanie (1) przedstawiało jakikolw iek  układ dwóch 
prostych je s t

Au A « A i3

(3) A 2i a 22 A 23 =  0

A 3i A 3-2 A 33

D w ie proste będą urojone, jeże li krzywa przedstaw iona przez rów nanie (1) należy do rodzaju elip sy , 
rzeczywiste, jeżeli ona należy do rodzaju h yperboli; równoległe, jeżeli ona należy do rodzaju paraboli.

I I ” R o z ł o ż e n i e  n a  i c w a d r a t y .

354. Mając dane rów nanie jakiejkolw iek krzywej drugiego rzędu, w spólrzędnych trzylinijnych,

(I )  AnX'2 - f  A22Y 2 4 -  A33Z2 +  2A 12XY +  2A 13X Z - f  2A23YZ =  0,

m ożna zastosować do tego równania sposób rozłożenia w yłożony  w § IV , nru [343] i następnych. 

Przedstaw m y przez A dyskrym inant pierwszej strony, tak że

Au A « A 13

( 2 ) A  = A 2 i a 22 A 23

A „ A 32 A 33

Prow adząc rachunek jak  to było wskazanem w §  IV nru [343], e tc ,  dow iedzie się podań nastę
pu jących  które tylko w ysłow iem y :

1° Jeżeli A ^  0, rów nanie będzie się m ogło  sprow adzić do jak iegokolw iek  z kształtów

(3) M2 ±  N2 ±  P 2 =  0,

M, N, P będąc funkcyam i lin ijnem i i jed n orodn em i na X , Y , Z. R ów nanie (3) będzie przedstawiać 
w tedy jakąkolw iek z krzywych w łaściw ie nazw anych drugiego rzędu : elipsę, hyperbolę, albo para
bo lę . Krzywa będzie, jak to zobaczym y poniżej, sprzężoną w zględem  trójkąta M =  0, N =  0, P =  0 ; 
albo, jeżeli to nam się podoba , ten trójkąt będzie sprzężonym  w zględem  krzyw ej.
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‘2° Jeżeli A =  O? równanie będzie się m ogło  sprow adzić do jak iegokolw iek  z kształtów

{U) M4 ± N *  =  0;

krzywa będzie się składać z jak iegokolw iek  układu prostych rzeczywistych albo urojonych  ; Ic proste 
będę. m ogły być  rów noległem u

3° Jeżeli wyznaczniki częściowe na A sę zeram i, rów nanie będzie m ogło się sprow adzić do kształtu

krzywa składa się z d w óch  prostych zlew ających się w  jednę.

Twierdzenia odw rotne tych podań sę praw dziw e; one sę w nioskiem  koniecznym  analizy prow a
dzącej do twierdzeń w ysłow ionych .

Rów nania (3 ), (ó) i (5) daję jedyn e kształty uproszczone m ożebne, do których m oże s 'ę  sprowadzić 
równanie ogólne krzyw ych drugiego rzędu w  spółrzędnych trzylinijnych.



R O Z D Z I A Ł  II .

KLASSYFIKACYA KRZYWYCH DRUGIEJ KLASSY.

§ 1. —  SPÓŁRZĘONE (DWULINIJNE) u, v.

355. Rów nanie ogólne krzyw ych 2s'"’j klassy jest

( i ) Am2 +  2Buv +  Cu2 -f-  2 0 «  +  2Ey +  F =  O;

w  rzeczy sam ej, wszelka krzywa 2s'i(j klassy jest taką, że przez jak ikolw iek  punkt płaszczyzny nie 
m ożna poprow adzić jak tylko dw ie styczne do tej krzyw ej; otóż rów nanie jak iegokolw iek  punktu jest 
1»° stopnia w  u i v ;  rów nanie jakiejkolw iek krzywej 2si|,i klassy jest w ięc drugiego stopnia w zględem  
zm iennych u i v.

Zobaczym y w  badaniu stycznych, że krzyw e 2»‘°i klassy są jednocześn ie krzywem i drugiego rzędu; 
badanie p u n k t ó w  w  n ieskończoności, jak to zobaczym y pon iżej, pozw oli nam rozróżnić rodzaj tych 

krzywych.

1“ P r z e k s z t a ł c e n i e  s p ó ł r z ę d n y c h .

356. M ożna także, jak w' rozdziale poprzedzającym , w ykonać uproszczenie równania (1) przez prze
kształcenie spółrzędnych ; nie w ejdziem y we wszystkie szczegóły tego rachu nk u ; przecież damy poznać 
w zory przekształceni o, w przypadku spółrzędnych styczneczkowych.

Niecli będzie równanie n ow ego początku O'

( ' )  v x u - j-  vy0 —  1 = 0 ;

je g o  spółrzędnem i będą x a i y u w edług n™ [111]. Oznaczmy przez a i 6 kąty now ych  osi O V  i O 'y 
z dawną osią Oa.'.

P r z y p o m n ijm y  sobie naprzód w zory przekształcenia nru [29] dla spółrzędnych karlezyańskich;



x  i y  będąc spółizędnem i jak iegokolw iek  punktu w dawnym  układzie, x ' i 1/ będąc spółrzędnem i 
tegoż samego punktu w  now ym  układzie, ma się

/  „  _  „  i x 'w st(0 —  «) - f  ?/wst(9 —  €)
* - * «  + ------------------- wstO-------------------- ’

(2 )
I i a rw sta - 4 - v w st6 .
[ » = » > + — s r a — ’

a dla wzorów odwrotnych

,  (x  —  x 0) wst€ —  [y —  i/„jwst(9 —  6)

\ *
i ,.I _ _  —  ( x — x 0)w sU  4 -  (y — ?/0)wst(9 —  ot)

■' w śtT -  ■’

9 jest kąt osi p ierw otnych, 0' kat n ow ych  osi.

T o przypuściw szy, n iech będ ę  u i v spółrzędnem i jakiejkolw iek prostej w  układzie p ierw otnym ; 
a ii' i v' spółrzędnem i tejże samej prostej w  now ym , rów naniem  tej prostej będzie :

(fi) w  l szJm układzie : ux  -|-  vy  —  1 =  0,

(5) w  2sim układzie : u!x' - j -  v'y' —  1 =  0.

Podstaw m y w artości (2) w  rów naniu  (9), i zidentyfikujm y rów nanie tym sposobem  otrzymane 
z rów naniem  (5), znajduje się
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w si 9'
(3) } gdzie G '=  6 — «■;

WWSt(0 —- a) V\\s[. OL
i (ux0 +  vyn —  l)w st9

( I )  ’
I ,   u wst (9 —  6) 4 "  v WS16

{ux0 4~ vUo —  1 Jwst0

Podstaw m y podobnież w artości (3) w  rów naniu  (5) i zidentyfikujm y rów nanie tym sposobem  otrzy
mane z rów naniem  ( i ) ;  potem  uw ażm y, że oznaczywszy przez x ’0) y'0 spółrzędne początku daw nego 
w zględem  now ych  os i; ma się w edług w zorów  (3)

j x 'owst0' =  —  x„w stS - j -  yowst(0 —  6),
(6) | w  których  9 = 6 — *;

( y 'ow st0' = 4 - x 0wst<* —  i/qWsI(0 —  a),

znajdzie się w tedy

(II)

—  n'wst6 4 "  v' wst 
. ~~ (w'x'0 4 -  — i)w sto ' ’

(  u'wst(9 —  6) —  tńvst(9 —  « )
. V ~~ (u'x'0 -\ -v 'y '0 —  f)wst0'



3 6 i  rozd ział i i .

Ziciązki (I) i (II) s ą  w z o r a m i  przekształcenia iv układzie spółrzędnych styczneczkowych.

357. Takiem i są wzory za p om ocą  których można w ykonać uproszczenie równania ogólnego krzy
w ych 2s>''i klassy :

(1) A u 1 -f- 2B&1' -j- Cu2 -|- 2Dm -(- 2Eu -j- F =  0.

Przez w zory (II), to rów nanie będzie przekształconem  na następujące :

A f— MlwSt6-(-«'wSta]2-l-2B [— «'w stS -j-i/w sta ] [V\vst(0— S)— t/w sl(0— a)]-|-C|ywsl((>— S)— t/wst(8 — ot)]2\

(2) _[_2B[— u,wslS-t-ij,vvsta][M'0a3,0-l-u,)/,o-—■l]wslfl/+2E[u,wst(8—€)—l>'wst(0— 'j.][urx '0-pv'yru— 1] v\sl0' =  P.

+  F (w V 0 +  v’y'0 —  l ) 2w sW  )

Uważmy naprzód że now y wyraz stały F ' je st rów nym  daw nem u pom nożonem u przez w s W , ma 
się tym sposobem

(3 ) F ' =  Fw sl-0 '.

Aby w ięc m ożna było  k ierow ać tem roztrząsaniem będzie potrzeba rozróżnić dwa przypadki : wyraz 
niezależny jest różnym  od  zera, wyraz niezależny jest zerem.

Kiedy wyraz niezależny nie jest zerem , m ożna znieść wyrazy ls °  stopnia i iloczyn iw ze zm ienn ych ; 
i równanie (1) sprowadzi się do jak iegokolw iek  z kształtów następujących :

(1°) A '« '2 -f -  C V 2 —  1,

(2°) A V 2 = 1 .

Kiedy wyraz niezależny jest zerem nie można ogóln ie znieść w yrazów  le° stopnia, i rów nanie (1) 
będzie m og ło  się sprow adzić do jak iegokolw iek  z kształtów następujących

(3°) A V 2 4 - 2 D V  =  0,

(k°) A'u'2 =  U,

(5°) u'v' =  0

Jest jed en  tylko przypadek w którym  te ostatnie uproszczenia nie będą m ogły  się w ykonać, ten 
przypadek się zdarzy gdy się będzie m iało razem F =  0, D =  0 , E —  0 ;  rów nanie otrzyma w tedy 
kształt

(6") Am2 - f  2Buv - f  Cu2 =  0.

258. W skażm y różne krzywe przedstaw ione przez te kształty uproszczone.

R ów nanie (1°) przedstawia elipsę albo hyperbołe; krzywa, w  rzeczy samej, nie jest styczną do prostej 
W nieskończoności (u’ =  0 , v' =  0), stosując się w  tem  wszystkiem d o  uwagi nru [331],

R ów nanie (2°) dwa punkła na osi O V .



Rów nanie (3°) przedstawia parabole, gdyż ta krzywa jest styczną d o  prostej w  nieskończoności 
(u1 =  0, v' =  0 .

Rów nanie (4°) przedstawia dwa punkta przystające do siebie w  nieskończoności na osi 0 V .

Rów nanie (5°) przedstawia dwa punkta, jed en  jest początkiem  spółrzędnych , drugi jest w  n ieskoń
czoności na osi O V .

Rów nanie (6°) przedstawia dwa punkta w nieskończoności na m ocy  nru [115].

359. Ogólnie, rów nanie (t) n™ [357] przedstawi dwa punkta, gdy się ma
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A R D

R C E =  0

I) E F

ten warunek jest konieczny i dostateczny; jestto, w  rzeczy sam ej, w arunkiem  koniecznym  i dosta
tecznym nru [351] aby pierwsza strona równania dała się rozkładać na iloczyn dw óch  czynników  lin ij- 
nych. to jest aby imwnanie sprowadzało się do kształtu

(aw - j -  b »  - f-  c) (a,w - (-  h ,v  -{— Cj) =  0.

I I "  R o z ł o ż e n i e  n a  k w a d r a t y .

360. Można także zastosować do równania

( i )  Aw2 - f  2Buv-\- Ce2 - f  2Du +  2Et> +  F =  0,

m etodę rozłożenia na kwadraty § IV" nru [343].

Lecz aby w yciągnąć ztąd klassyfikacyę krzyw ych 2sici klassy, potrzeba działać ostrożnie, i w p ro w a 
dzić UAvagi zrobione w  nrze [331].

Klassyfikacya krzyw ych  2S'°i klassy.

361. Dla zrobienia tej klassyfikacyi, będziem y się w ięc opierać na własnościach charakterystycznych 
tyczących się uwagi nru [331], to jest :

Prosta w  n ieskończoności spotyka elipsę w dw óch  punktach u ro jon y ch ; h yperbolę , w dw óch  
punktach rzeczyw istych i od rębn ych ; ona dotyka się paraboli; tw ierdzenia odw rotne są prawdziwe.

Niech będzie w tedy rów naniem  ogólnern krzyw ych 2sici klassy :

(1) Au2 +  2Buv 4  Ca2 4  2Dm - f  2Eo 4  F =  0,

i przedstawm y przez A dyskrym inanl pierwszej strony, tak aby

A R I)

(2) A = R C E

D E F
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Spółrzędnenń prostej w  nieskończoności są w — o, yrr^O;  a rów nanie jakiegokolw iek punktu 
w  nieskończoności jest kształtu w edług nlu [115]

( 3 ) v = \ u .

Szukajmy naprzód warunku aby punkt (3) by ł na krzywej (1 ); w  tym celu  trzeba i dość jest aby 
dw ie styczne, które można poprow adzić z tego punktu do krzywej zlew ały się z sobą, to jest aby, 
jeśli się zastąpi v przez ku w  równaniu (1), rów nanie tym sposobem  otrzymane m iało dwa p ier

wiastki rów ne.
Zastępując v przez 'ku w równaniu (1 ), znajduje się

(3 bis) (Ca2 +  2BX +  A)n2 +  2(AE - f  D)u +  F =  0 ;

żeby dwa pierwiastki tego równania były rów n e, potrzeba aby

(XE -f -  D)2 —  F(CX2 4 -  2BX -f- A ) =  0,
albo

(4) X2(E'2 -  CF) 4 -  2(DE —  BF)X 4*  D2 —  AF —  0.

Dwie w artości na X w yciągnięte z równania (4) dadzą poznać, za p om ocą  równania (3), dw a punkla 
w nieskończoności leżące na krzywej (1).

W arunkiem  rzeczywistości pierw iastków  równania (4) jest

(5) (DE —  BF)2 —  (E2 —  CF)(D 2 —  AF) >  0.

Otóż, ma się tożsam ość

(6) (DE —  BF)- —  (E2 —  CF)(D 2 —  AF) —  —  F.A.

362. To przypuściwszy, rozróżniać będziem y w  roztrząsaniu dwa przypadki następujące :

1° W yraz niezależny F jest różnym  od  zera,

2° Wyraz niezależny F jest zerem .

Przypuścim y zawsze, że się zm ieniło znaki pierwszej strony równania (1) w  sposób taki, aby można 
by ło  zrob ić dodatnym  wyraz niezależny F.

¡ “ .''P rzypadek F >  0.

Prosta w  nieskończoności nie dotyka się oczyw iście krzywej, gdyż równanie (t) nie jest spraw dzo-
nem kiedy się w  nim  zrobi u —  0, i i > = : 0 ;  krzywa jest w ięc elipsą a lbo hypcrbolą.

Jeżeli a >  0, w idzim y przez związek (6) i n ierów ność (5) że pierwiastki równania (4) są u ro jo n e ; 
krzywa jest elipsą.

Jeżeli a  <  o, w idzim y że pierwiastki równania (4) są rzeczywiste, krzywa jest hyperbolą; rów 
nanie (3) i (3 bis) wyznaczają spółrzędne stycznej w  każdym z tycb  punktów  w  n ieskończoności.

Jeżeli A =  0, dwa pierwiastki równania (4) są rów nym i, dw a punkta w  nieskończoności schodzą
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się z sobą, rów nie jak dw ie styczne w  tych punktach; a ponieważ prosta w nieskończoności nie jest 
styczną, krzywa sprow adza się w ięc do  dwóch punktów.

Można jeszcze zdać sobie sprawę z tego rezultatu rozkładając na kwadraty pierwszą stronę rów na
nia (1). Sprawdza się w tedy że, jeśli A =  0, rów nanie sprowadza się do kształtu

(au —(— bzz —}- c ) (a ,« - j -  b,y - {-  c t) =  0.

Dla rozpoznania rozm aitości krzyw ej, rozłożym y na kwadraty; a ponieważ wyraz F jest różnym  
od  zera, zrobim y naprzód równanie jed n orodn em , co  daje

(7 ) A u3 - j -  2Bay - f  Cy2-f-  2D uw - f  2E vw - f  W  =  0 , 

potem  utw orzym y kwadrat względem  w. Ma się tym sposobem

(8) [Fk> - f -  Eo -)-  Da]2 - f  (CF —  E2)» 2 - { -  2(BF —  ED)yu - f  (A F —  D > 2 =  0.

1° Niech będzie naprzód (GF —  E2) ^  0 ; otrzyma się rozkładając dalej i mając wzgląd na związek (0):

(9) (CF —  E2)[Fw - f  F> +  Da]2-)-  [(CF —  E2)i> - f  (BF —  ED)w]2 4 -  F. A.m'2 =  0.

Spółczynnik F jest, przez założenie dodatnym , n iech będzie naprzód A >  0.

Jeżeli (GF —  E2) <  0, równanie (9) przyjm uje rozwiązania rzeczywiste na u i u; krzywa jest elipsą 
rzeczyw istą;

Jeżeli ( C F — E2) >  0, równanie (9) nie przypuszcza żadnego rozwiązania rzeczyw istego; krzywa
jest elipsą urojoną.

P rzypuśćm y A <  0, w tedy jakim kolw iek byłby  znak ilości (CF —  E2) równanie (9) będzie zawsze 
m iało rozwiązanie rzeczyw iste; krzywa jest hyperbolą.

Przypuśćm y nakoniee A =  0 ; rów nanie (9) przedstawi w idocznie dwa punkta rzeczywiste a lbo urojone 
w edług tego jak  (CF —  E2) będzie dodatnem albo odjenmem.

T  N iech będzie, pow tóre, (CF —  E2) =  0 ; związek (6) staje się, w  tym przypadku,

(BF —  ED)2=  —  F.A.

A tem samem dyskrym inant A jest od jem nym  albo zerem ; jeżeli A <  0, ma się hyper bole.

Jeżeli A =  0, wypada ztąd, (BF —  ED) =  0, i w idzim y przez równanie (8), że krzywa sprowadza 
się do dw óch  punktów  rzeczywistych , schodzących się z sobą, albo urojonych w edług tego jak sp ółczyn 
nik ( A F —  D2) jest odjem nym , zerem  a lbo dodatnym.

2«' Przypadek F =  0.

Prosta w  nieskończoności (w =  0, v —  0) dotyka się w idocznie krzyw ej; równanie

(10) A m 2  - f -  2 B m w  -f-  GF2 4 -  2Du 4 -  2Eu =  0, 

przedstawia w tedy parabolę.
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W  tym przypadku, ilość  A sprow adza się do

(11) A =  2BDE —  CD- —  AE2.

Dla rozpoznania rozm aitości krzyw ej, rozłożym y na kwadraty rów nanie (10) zrobiw szy je  je d n o -  
rodnem , co  daje

(12) ' ‘¿Epw  - f -  2Y)uiv - f -  Cu2 -j-- 2Buv - f -  Au'2 =  0.

1° Przypuśćm y że jed en  przynajm niej ze spółczynników  kw adratów  u2 i v- nie jest zerem , n iech 

będzie na przykład, A ^  0.

U tw órzm y kwadrat w zględem  u , wypadnie

(A m - j -  Bu +  D « f - f  (AC —  B 'V  +  2(AE —  BD)wt> —  D*w* =  0 ;

polem  jeśli się przypuści D ^  0, otrzyma się, tw orząc kwadrat w zględem  w  :

(A M -j-B e -j-U w )2
AE -  BD

Dmi   v + A C - B 2 + i-AE. - W y2 =  0:

rów nanie, które m ając w zgląd na w artość (11) w zględem  a , położy  się pod  kształtem ostatecznym  ; 

(13) (D m - j -  E u)[ADm - j-(2 B D  —  AE)y-|- 2D2w] =  A.y2.

T o rów nanie przedstawia parabolę, jeś li A ^  0 ; kiedy A —  o, ma się dwa punlcta, z których jed en

jest w  n ieskończoności.

Jeżeli A jest rożnem  od  zera, ma się D =  0, rów nanie (12) staje się :

( 1 /,) y[2Bw - j -  Cw -f-  2Eit>]-J- A m '2  =  0.

Jeżeli stałe A i E nie są zerami, to jest, jeżeli A jest rożnem  od zera, ma się parabolę; jeśli A =  0, 
w tedy A —  0, ma się dwa punkła, z których jeden w  n iesk oń czoności; jeśli E =  0, w tedy A =  0, ma 
się dwa punkta w nieskończoności.

2° Przypuśćm y A i C zerami razem.

Itównanie (12) sprowadza się do

(] 5) ty(Er - j-  Dm) -f -  Biw =  0,

i ma się w  tym przypadku

(16) A =  2BDE.

Jeżeli żadna ze stałych B , D, E, nie jest zerem , ma się 'parabolę; w idzim y uważając że rów nanie 
m oże się napisać
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Kiedy B =  O, ma się dwa punkta, z których jeden  jest w  n ieskończoności, drugi jest początk iem ; 
kiedy D =  0 albo E =  0, m a się dwa punkta, z których jed en  jest w n ieskoń czoności; kiedy ma się 
razem D =  0, Ę =  0, dwa punkta są w nieskończoności.

3 6 3 .  S t r e s z c z e n i e .

Rów naniem  styczneczkow em  krzywej jest :

A  w2 - f  2 B w  - f  CF2 -f-  2 D u 4~ 2F> 4 -  F =  0 ;

oznaczym y przez A dyskryminant pierwszej strony

A B

A =

D

E

F

przypuścim y nadto, że się zrobiło  dodatnym  wyraz niezależny, kiedy ten wyraz nie jest zerem , 

I A > 0  (Elipsa rze czy w ista ,.................... jeżeli (E2 —  C F ) > 0 ,

1°

F >  0 

Rodzaj Elipsy

..................... jeżeli (E'2 —  CF) <  0.

(Jakimkolwiek byłby znak ilości (E2 — CF).

H yperboli | A =  o

Dwa punkta

Elipsa (Elipsa urojona,

A <  0 

H yperbola(

jeżeli E2 —  CF >  0, dwa punkta rzeczywiste 

[jeże li li'2—  CF <  0, dwa punkta u ro jon e ;

| /dw a punkta rzeczyw iste jeżeli D? — A F > 0 ,

jeżeli E2—  C F  =  Oj dwa punkta zlewające się . . . jeżeli D2 —  AF — 0,

(1 wa punkta u r o jo n e .......................jeżeli D'2— AF  <  0.

N . li. W  przypadku elipsy (E2 —  CF) nie inoże być  zerem , gdyż w tedy dyskrym inant A byłby 
odjem nym .

IF A ^  0 Parabola w łaściw ie nazwana 

. / * = • !

\ <
P —  0 \ (dw a punkta, z których jed en  w  n ieskończoności, jeśli E i D nie są zerami razem ,;

Rodzaj Paraboli\ (dwa punkta w  n ieskończoności, jeśli D =  0, i E =  0.

§ II. —  SPÓŁRZĘDNE TRZYLINIJNE (U, V , W ).

36A. Za pom ocą  w zorów  (18 bis) nru [1Ó5] będzie można dow ieść przez analizę podobną do tej, 
która była rozwiniętą w nrze [352], że równanie styczneczkowe, w spółrzędnych trzylin ijnych, krzywych  
2siei klassy, jest kształtu

( i ) A UU'2 4 -  Aa.A'- - f  A3,W 2 4 -  2A ,,U V 4 -  2A 13U W  +  2A*,V\V == 0.
/i 7
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Można także zastosować do tego rów nania sposób rozłożenia na kwadraty, w yłożony w  nrae [343], e tc . .. 
Przedstawmy przez A dyskrym inant pierwszej strony, tak aby

Au A 12 A 1 3

(2) A = A 21 A 2-2 A ,3

A,u A  3 2 A 3 3

i kierujmy rachunkiem  jak to by ło  wskazanem w nri0 [343] e tc    dojdzie się do w niosków  nastę
pujących :

1° Jeżeli A ^  0, rów nanie będzie się m ogło  sprowadzić do jak iegokolw iek  z kształtów

(3) M2 ±  N2 ±  P2 =  0,

M, N, P, będąc funkcyam i linijnem i jednorodnem i na U, V , W  ; równanie (3) przedstaw i w tedy 
jakąkolw iek z krzywych w łaściw ie nazwanych 2? iei klassy : E lipsę, hyperbole, albo parabolę. Trójkąt, 
którego w ierzchołkam i są M =  0, N =  0, P =  0, jest sprzężonym  w zględem  krzyw ej, jak to zoba

czym y poniżej.

2“ Jeżeli a  =  0, równanie będzie się m ogło  sprow adzić do jakiegokolw iek z kształtów

(4) M2 ±  N2 =  0,

krzywa będzie się składać z jak iegokolw iek  układu dw óch  punktów rzeczywistych albo u ro jon y ch ; 
jeden  z tych punktów  m oże być w  n ieskończoności.

3° Jeżeli wyznaczniki częściowe na A są zerami, równanie będzie się m ogło sprow adzić d o  kształtu

(5) M2 =  0 ;

krzywa składa się z dw óch  punktów  schodzących  się z sobą.

Tw ierdzenia odw rotne tych podań są następstwem analizy prow adzącej do podań w ysłow ionych .

Badanie stycznych prowadzi nas do m etod prostych dla rozpoznania rodzaju krzyw ych właściw ie 
nazwanych 2ei«j klassy, zobaczyć ncr [535].



KSIĘGA CZWARTA 
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WIADOMOŚCI OGÓLNE O KRZYW YCH .

R O Z D Z I A Ł  P I E R W S Z Y

STYCZNE.

i? I .—  SPÓŁRZĘDNE KARTEZYAŃSK1E.

1° O kreślenie  ; spółczynnik  k ą to w y .

365. Sl ÓŁCZYNNiK KĄTOWY STYCZNEJ I NORMALNEJ.

Jakakolw iek prosta, poruszając się w edług prawa cięgłego, staje się styczną do krzyw ej, gdy dwa 
z je j punktów przecięcia się z krzywy zejdę się z sobę.

I tak, kiedy jakakolw iek sieczna obraca się ok oło  punktu stałego M, leżęcego na krzywej i gdy 
drugi punkt przecięcia się M1 zejdzie się z punktem  M, ta sieczna staje się styczną w M.

Kiedy jakakolw iek sieczna porusza się rów nolegle do siebie samej i gdy dwa z jej punktów prze-

cięcia się zejdę się z sobę sieczna staje się styczną równoległą do jakiegokolwiek kierunku danego.
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Kiedy jakakolw iek sieczna obraca się ok o ło  punktu stałego T, nie leżącego na krzyw ej, i gdy dwa

M.

A B\

z je j punktów przecięcia się zejdę się z sobą, sieczna staje się jakąkolwiek ze stycznych poprowadzonych 
przez punkt T.

Nazywa się normalną do krzywej w jak im kolw iek  punkcie, prostopadła do stycznej w tym  punkcie.

I tak, MT będąc styczną w  M, prosta MN, prostopadła do MT, będzie normalną w M.

366. Niech będzie jak ikolw iek  punkt M(a;, y) krzywej

(1) f [ x ,  y ) =  0 ;

spółrzędnem i jakiegokolw iek punktu sąsiedniego będą x  -)-  \ x , y - j - A y ;  Ay jest przyrostkiem 
funkcyi y  określonej przez równanie (1) krzywej, ton przyrostek jest odpow iedni przyrostkow i d ow o l
nem u A z danem u dla zm iennej x .

Nakreślmy spółrzędne punktów  M i M1( potem  poprow adźm y przez punkt M, MH rów noleg łą

do O x, jeżeli A jest spółczynnikiem  kątowym  siecznej MMi, ma się

. _  MP _  M,H _  \y  
SP MH !± x '

Jeżeli punkt M, zbliża się nieograniczenie do punktu M, to jest jeżeli sieczna staje się styczną, 
w tedy A c i \y  ¿[0 zera. |ap ¿e oznaczywszy przez a spółczynnik  stycznej ma się

(2) a = g r ^
X

y jest funkcyą x  określoną przez, związek (1) albo równanie krzyw ej.
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Na m ocy  twierdzenia funkcyj złożonych, otrzyma się

a   y'     /  -AX> y)
~ y f«(x, y)’

albo, przyjm ując znakowanie krótsze;

(2) a = ~ & -
1 v

Ztąd wypada że równaniem stycznej, w  jakim kolw iek punkcie ( x h yj) krzyw ej, będzie

f x
(-'*) y  —  y i = — y ^ ( x  —  x  j),

vi

z warunkiem

(k bis) f ( x l} y j ) =  0.

367. Spółczynnik kątowy a norm alnej będzie danym przez związek

(5) 1 (a a ')d °s0  -J— aa.' =  0̂

a mając w artość (3). W  przypadku szczególnym  w  którym  osie są prostokątnem i, ma się

(6) i _  AV

y'x f x

Rów naniem  norm alnej w jakim kolw iek punkcie (x j, yj) będzie w  przypadku osi prostokątnych ;

/ '

' xi

z warunkiem

(1 bis) f { x u  y , )  =  0.

368. Zdarza się często że się określa krzywą za pom ocą  dw óch  rów nań, uważając spólrzędne x  i y  
jak iegokolw iek  z jej punktów  jako funkcye zm iennej d ow oln e j. N iech będzie na przykład,

(8 )
x  —  y (t),

y  =  +(0;

zm ieniając t, wyznaczy się kolejno punkta (x , y )  tej krzyw ej; i otrzym a się je j równanie w  x  i y  
w yrugow aw szy zm ienną pom ocn iczą t.

Jest rzeczą ważną um ieć wyznaczyć, w tym przypadku, spółczynnik kątowy stycznej. Niech będą
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Ax  i \y  przyrostki dla x  i y  odpow iednie przyrostkowi dow oln em u  At zm iennej <; ma się

^ = 2 . ,  zkąd tfx =  V X  
\ x  A x v ■' x't

A?

Lub jeszcze, y  jest funkcya w zględem  t, a t jest funkcyę względem  x ;  w edłu g  -tw ierdzenia 
funkcyi funkcyj, otrzyma się

y'x —  y't.t'x ; 

otóż , na m ocy twierdzenia funkcyj odw rotnych

w ięc

fi ___  1 •
I  X  -----  — j - y

x't

t y  i 
y x = - z -  ■

X t

Tak w ięc spótczynnik kulowy a stycznej, w punkcie (x, y) odpowiednim wartości t zmiennej po

m ocniczej, bedzie danym przez wzór

przeto, spółczynnikiem kątowym  a' normalnej bedzie w przypadku osi prostokątnych

369. PODSTYCZNA.

Jeżeli T jest przecięciem  się z Cle stycznej w M, a P spodek  rzędnej punktu M, d ługość TP jest 
nazwanę podstyczną.

Rów naniem  stycznej w punkcie [ x „  y ,)  jest

y  —  yi —  y'x, —



robiąc y  =  0 w tern równaniu, w ypadnie
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otóż, w  tym związku

x t —  01», x  —  OT;

w ięc, oznaczając przez Si d ługość podstycznej, otrzym a się, zniósłszy wskaźniki :

( 11)

u Jeśli się zgodzim y uważać podstyczną jako dodatną albo odjem ną, w edług tego jak  począwszy od 
» spodka stycznej jest ona skierowaną w  stronę odciętych  dodatnych lub odciętych  od jem nych , p o d -

W  rzeczy sam ej, jeśli rzędna pow iększa się z odciętą, to jest jeśli pochodna y 'x jest dodatną, sp o 
dek T stycznej jest po  .lewej stronie spodka P rzędnej, gdy rzędna MP jest dodatną; a po praw ej, 
gdy rzędna M 'P' jest odjem ną. W  pierwszym  przypadku, podstyczna jest dodatną rów nie jak wyra-

się gdy się odcięta powiększa.

370. PO D N O RM ALN A .

Jeżeli N jest przecięciem  się osi O x  z norm alną w M, a P spodek  rzędnej punktu M, d ługość NP 
jest nazwana podnormalną.

Przypuśćm y osie prostokątne, rów naniem  norm alnej w  punkcie ( x t, y ,)  jest

» styczna będzie przedstawioną co  do w ielkości i co  do znaku przez wyrażenie Ą -  ■

żenie w  drugim przypadku, one są obiedw ie odjem nem i.

Sprawdzi się że podstyczna i wyrażenie Ą -  zachowują jeszcze tenże sam znak, jeśli rzędna zmniejsza

.'/ —  y» =  —  tt- ( x  —  ;
./ X .

/ X  lo V  N X

robiąc y  =  0 w tern równaniu, wypada

x  — x i =  y ,y '
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Otóż, w  tym związku

x  =  ON, Xi —  O P ; 

w ięc, oznaczając przez S„ d ługość podnorm alnej, otrzyma się, po zniesieniu w skaźników  :

( 1 2 ) Sn =  -f-  yy'x.

« Jeśli się zgodzim y uw ażać podnorm alną jak o dodatną albo od jem n ą, w edług lego jak począwszy 
» od spodka rzędnej ona jest skierowaną w  stronę odciętych  dodatnych lub odciętych  od jem n ych , 
» podnorm alna będzie przedstaw ioną co do w ielkości i co do znaku przez wyrażenie y y 'r.

Dyskussya odbędzie  się jak w przypadku poprzedzającym .

II0 RÓWNANIE STYCZNEJ W JAKIMKOLWIEK PUNKCIE.

371. Niech będzie rów nanie jak iejkolw iek  krzywej

(1) f(*i y) —  °;

równaniem  stycznej w  jak im k olw iek  punkcie (x u y t)  będzie s\edługnru [366] : (4)

(2)- +  y f Vi -  +  yif 'Vi) =  o,

z warunkiem

(2 bis) f { x u  i/i) =  0.

Zróbm y jednorodnem  rów nanie (1), to jest zastąpmy x  i y  przez i potem  m nóżm y przez zm,
z | z

m będąc stopniem  równania, to rów nanie stanie się

(3) f ( x , y , z )  =  0 ;

x , y , z są spółrzędnemi jednorodnemi jak iegokolw iek  punktu krzyw ej; znajdzie się rów nanie pier
w otne (1) robiąc z =  l .

Otóż na m ocy  twierdzenia funkcyj jednorodnych  n™ [17], ma się tożsam ość

(4) x f \  +  y f y - f  z f 'z =  m f{x, y , z).

Ta rów n ość będzie miała jeszcze m iejsce kiedy się w  niej u cz y n i:

x  —  Xi} y r:— y s =  s, 1 ;

wypada w tedy na m ocy  związku (2 bis)

M * )  * / . t + y « / ,, 1+ » i r . 1 =  o-



Rów nanie (2) stycznej staje się w ięc

(5) o,

z warunkiem

(5 bls) f ( x t, yj\ =  0.

Równania (5) i (5 bis) określają w spółrzednych kartezyańskich, styczną w jakimkolwiek punkcie (x ,, y,) 
krzyw ej f(x, y) =  0. Znakowanie wskazuje, że zrobiwszy jednorodną pierwszą stronę rów nania

krzywej, wzięto pochodn ą względem  z i że w  tej pochodn ej zrobiono

x  —  X\y y  y i , z zzz Zj 1.

Zamiast dania dla z, wartości (1), m ożna zostawić z t d ow oln em ; m ożna także w równaniu (5)
• r X • V

zastąpić x  i y  przez -  i wtedy x ,  y ,  z, będą spólrzędnemi jednorodnem i nru [3] jakiegokolw iek

punktu płaszczyzny. Ztąd wnosim y że :

Mając dane, w spółrzednych jednorodnych, równanie jakiejkolwiek krzyw ej

(6) f ( x ,  y ,  z) =  0, 

równaniem stycznej w jakim kolwiek punkcie (Xj, y 0  zt) będzie

(7) 4 ,  +  / ,  +  ̂ ' , =  o,
z warunkiem

(7 bis) f { x u y u  z,) =  0.

Ten w zór sym etryczny dany na rów n an ie stycznej jest nader ważnym .

Uw aga . W  rachunku któryśm y dopiero co  w ykonali, a który nadal często przytaczać będ ziem y, 
litera z  oznacza jużto zm ienną, jużto stałą; nie ma w tern żadnej n iedogodności, ani też w ątp liw ości.

Naprzód, jeżeli się ma różn iczk ow ać, działamy na tożsam ościach, i tylko po odbytych  różn iczk ow a- 
niach przypisujem y dla z jakąkolw iek  w artość stałą.

P ow tóre, oznaczym y przez tęż samą cech ę f  funkcyę pierw otną f (x ,  y ) i funkcyę zrobioną je d n o 
rodną f ( x , y ,  z); jestto w  rzeczy samej, skład tych dw óch  funkcyj w  x  i y  identycznie tenże sam ; 
i gdy  się zrobi z =  1 w  funkcyi f{x ,' y ,  z) i w  jej poch odn ych  różnych rzędów  w zględem  x  i y ,  
okazuje się identycznie funkcyą f { x ,  y) i je j pochodn e odpow iedn ie tegoż samego rzędu.

I tak rów n ość (ó) nam pokazuje, że zrobiw szy funkcyą f ( x ,  y )  jednorodną, i wziąwszy pochodn ą 
w zględem  z, potem  w  tej ostatniej rob ią c  z ±= 1, ilość f\  jest funkcyą względem  x  i y  identycznie 
rów ną funkcyi [m f{x, y) —  x f ’x —  yf'j\ ■

STYCZNE. 3 7 7
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I I I 0 S t y c z n a  i  n o r m a l n a  r ó w n o l e g ł a  d o  j a k i e g o k o l w i e k  k i e r u n k u  d a n e g o .

3 7 2 .  S t y c z n a  r ó w n o l e g ł a  d o  j a k i e j k o l w i e k  p r o s t e j  d a n e j .

Niech będzie a spółczynnik k itow y  prostej danej, równaniem  jakiejkolw iek prostej rów noległej 
będzie

(1) y  =  a r  +  b ;

w yznaczym y stałę b  przez warunek aby ta prosta była stycznę. Niech będę x  i y  spółrzędne punktu 
zetknięcia ; rów naniem  stycznej do krzywej w  tym  punkcie jest

x f'H Jr y f 'Vi+ / \ = 0!

z warunkiem

/ O n  y i ) = 0 .

Zidentyfikujm y to rów nanie z rów naniem  prostej (1 ) , ma się zwięzki

f  f  f'
\ _ 1  = Vi —  _ i

(2) l a —  1 —  b ’

( /W  y i ) = o.

W yrugow aw szy X\ i ?/1 m iędzy trzema rów naniam i (2 ), otrzyma się zwięzek kształtu

(3) <p(a, b) =  0,

który wyznaczy b  w fu n k cy i a.

M ożem y w nioskow ać z rów nań (2) o  liczbie stycznych rów n oleg łych  do jakiejkolw iek prostej danej. 
W  rzeczy samej, te równania m ogę się napisać

I /O n  y i) =  °>

|  “ A , ,  4 - / %  =  ° ,

\ hr yi+ r ~  o.

Dwa pierw szę z tych rów nań wyznaczę spółrzędne Xi i y t punktów  zetknięcia stycznych rów n o
ległych  do kierunku dan ego ; otóż jeżeli rów nanie krzywej jest stopnia m, drugie równanie będzie 
stopnia ( m — i ) ;  i liczbę ich rozwięzari w spólnych  będzie m[m —  1). Trzecie rów nanie da jed yn ę  
w artość na b  dla każdego z tych  rozwięzari.

K rzyw a stopnia m  przyjm uje więc ogólnie m (m  —  1) stycznych równoległych do jakiegokolw iek  
kierunku danego.



373. M ożna je sz cze  rozw iązać tę k w estyą  w  sp osób  n astęp u jący . 

N iech  będ z ie  rów n a n ie  k rzyw ej
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O ) f ( x > y ) —  °>

( 2) y  =  4 -  b ;

rów naniem  prostej rów n oleg łe j do jak iegokolw iek  kierunku danego, a jest stałą daną a b nie
oznaczoną.

Aby la prosta była styczną, potrzeba wyrazić że dwa z jej punktów  przecięcia się z krzywą zejdą się 
z sobą ; otóż jeś li się zastąpi w  równaniu krzywej y  przez (aa?-)- b), wypadnie

W yrazi się w ięc, że to  ostatnie rów nanie m a pierwiastek podw ójny; a poniew aż wartość o d p o 
wiednia (2) na y  jest daną przez rów nanie pierw szego stopnia; wynika ztąd że dwa punkta przecięcia 
się prostej z krzywą zejdą się z sobą. Będzie tym sposobem  sprow adzonym  do związku kształtu

który wyznaczy w artości stałe b. W ynika z tw ierdzenia dow iedzionego w  nrz0 [372] że to równanie 
będzie ogólnie stopnia m(m  —  1) w zględem  b.

374. R ów n an ie  normalnej równoległej do jakiejkolw iek : prostej danej.

Przypuścim y osie prostokątne. Niech będzie a spółczynnik  kątowy prostej danej, równaniem  jakiej
kolw iek prostej rów noległej będzie

(1) y  =  aa:-)—b.

Z drugiej strony, jeżeli x t i y x są spółrzędnem i spodka jakiejkolw iek norm alnej rów noległej do 
kierunku danego, rów naniem  tej norm alnej będzie

(3) f ( x , aa? - f-  b ) =  0.

(3 bis) ? (a , b ) =  0 ;

y — yi =  j r - ( x — x  i)>
1 x<

z w arun kiem

f (* i ,  Vi ) = 0 .

Identyfikując to rów nanie z równaniem  prostej (1), ma się związki
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W yrugow aw szy x ,  i y t m iędzy tem i trzema równaniam i, otrzym a się związek kształtu

¥>(a, b ) =  O,

który w yznaczy wartości stałe b.

Dwa pierwsze równania grupy (‘2) są, jed n o stopnia m, drugie stopnia (m —  1 ); one przyjm ują 
w ięc  m[rn —  1) rozwiązań w  (x ,,  y j) ;  trzecie równanie da jedyną w artość na b dla każdego z tych 
rozwiązań.

W ięc , krzywa stopnia m  przyjm uje ogólnie m (m  —  1) normalnych równoległych do jakiegokolwiek  
kierunku danego.

rów nanie k rzy w e j; jeżeli x y i y , są spółrzędnem i punktu zetknięcia jakiejkolw iek ze stycznych, rów 
naniem  tej stycznej będzie

Te równania wyznaczą spółrzędne punktów  zetknięcia wszystkich stycznych, które można poprow a
dzić przez punkt dany. Liczbą rozwiązań w spólnych dla tych d w óch  rów nań jest w idocznie m[m— 1), 
jeś li m jest rzędem krzywej. W ię c

Przez jakikolwiek punkt, dany na płaszczyźnie krzyw ej mtes° rzędu można ogólnie poprowadzić m(m —  1) 
stycznych.

Klassa jak iejkolw iek  krzywej jest rów ną liczb ie stycznych, które m ożna poprow adzić do krzywej 
z jakiegokolw iek punktu w ziętego na je j płaszczyźnie. W ię c

Krzyw a rzędu  m  je s t  ogólnie klassy m (m  —  1).

Szczególnie, krzywe drugiego rzędu są 2siuj klassy.

M ożemy w równaniu (2) znieść wskaźniki, co  daje

IV" Styczne i normalne poprowadzone przez jakikolwiek punkt dany.

375. Styczne poprowadzone przez jakikolwiek punkt dany. 

N iech będą « ,  6, spółrzędne punktu danego, i

W f[x ,  y) = z  O, albo f ( x ,  y , z) =  O,

x f H -\r z w arunkiem  f [ x t, y j)  =  0.

W yraźm y że ta prosta przechodzi przez punkt stały (« , 6), otrzyma się związki

( 2 )

f { x ,  y )  =  0,
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i uważać x  i y  jako spółrzędne bieżące jak iegokolw iek  punktu; te dwa równania przedstawią wtedy 
dwie krzywe, których przecięcia się będą punktami zetknięcia stycznych szukanych. Pierwsze rów 
nanie przedstawia krzyw y daną; drugie przedstawia krzywą rzędu (m —  1), którą nazwiemy krzywą

a ?zetknięć. Zastępując « ,  g, przez krzywa zetknięć napisze się pod  kształtem w ięcej symetrycznym
y y

(Ó ) <xf'x -j -  t f\  -f-  y f ’ % =  0.

Uw aga . Kiedy punkt dany jest na krzywej pod uwagę wziętej, krzywe (3) zetknę się w  tym punkcie, 
przeto one nie spotykają się w ięcej z sobą jak tylko w  [m(m —  1) —  2] innych punktach ; w ięc

Przez punkt w zięty na jakiejkolw iek krzyw ej, nie można poprowadzić tylko  [m(m —  1) —  2] stycznych  
odrębnych od stycznej iv tym punkcie; ta ostatnia liczy się w ięc za dwie styczne wychodzące z punktu danego.

D ow iedźm y, że w  przypadku obecn ym  dw ie krzyw e (3) dotykają się w punkcie uważanym. W eźm y 
w  rzeczy samej len punkt za początek, a styczną do krzywej za oś odciętych ; równanie krzywej będzie 
wtedy kształtu

(5) /■(*» y > z) =  «łm{w, +  i[x , y )  4 -  . . .  - f  z»—2?* (x ,  y )J irz<n-i .y  =  0

prosta y —  0 spotyka w  rzeczy samej krzywą f ( x ,  y ) =  0 w .dw ócb  punktach zbiegających się z punk
tem  0 ;  funkcye <Pi(¿c, y ) są jednorodnem i i stopnia i  w  x  i y .

W  przypadku obecn ym , ma się < x=  0, g =  0 ; rów naniem  krzyw ej zetknięć będzie w ięc

(6) f t =  —i(x ; y )  - f -  y) -f-  . .  . - f  (w —  y )  - j -  (m —  1 )zm~ - .y  =  0 ;

ta druga krzywa przechodzi także przez punkt O ; a prosta y  =  0 jest styczną w O ; w ięc ....

376. Normalne poprowadzone przez jakikolwiek, punkt dany.

Niech będą «  i S spórzędne punktu danego, i

W  ’ f\x > V) —

równanie krzyw ej; jeżeli x u y y są spółrzędnem i spodka jakiejkolw iek z norm alnych poprow adzonych  
przez punkt (« , g), rów naniem  tej norm alnej będzie
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W yraźm y że ta prosta przechodzi przez punkt stały («, 6), otrzym a się związki

( « - * * ) / ;  =  ( 6 - i ^ ,

f{xu Vi\ =  0.

Te rów nania wyznaczą spodki wszystkich norm alnych , które można poprow adzić przez punkt dany. 
T e  dwa równania są oba stopnia ot, jeśli ot jest stopniem  krzyw ej; liczba ich rozwiązań w spólnych 
jest w ięc równą m2. Przeto :

P rzez jakikolwiek punkt, w zięty na płaszczyźnie krzywej m ,ee° rzędu można ogólnie poprowadzić m 2 
normalnych do tej krzywej.

S z cz e g ó ln ie , p rzez ja k ik o lw ie k  pu nk t w zięty  na p łaszczyźn ie  k rzy w ej d ru g ieg o  rzęd u , m ożn a  p o p ro 
w a d z ić  cztery  n orm aln e d o  k rzy w e j.

Uw a g a . Z b liżm y  ten  w y n ik  d o  w yn ik u  o trzy m a n eg o  w  n « e [374], i zd a jm y  sob ie  spraw ę z tej różn icy .

Spółrzędne x ,  y ,  sp odk ów  norm alnych są wyznaczone przez dwa równania (2). W prow adźm y spół- 
rzędne jed n orod n e  i znieśmy wskaźniki, ma się

f { x ,  y ,  z) —  0,

y {x f \  - j -  y f'x ) +  —  « A )  =  °-

Jeśli się p rzy p u ści (a, 6, y) w  n ie sk o ń czo n o śc i, to  je s t  je ś li się p rzy p u śc i y =  0 , d ru g ie  rów n an ie  
rozk łada  się na dwa :

(1°) Sf'x - af 'v=  0,

(2°) z  =  0,

przecięcie się krzywej danej z krzywą (1°) daje spodki m(m —  1) norm alnych rów n oleg łych  do jakie
gokolw iek  kierunku danego; przecięcie się krzywej z prostą (2°) daje punkta w  nieskończoności na 
k rzyw ej; norm alne w  tych punktach są prostopadłem i do assym ptot (niem altycznych) w  n ieskończo
n ości; ma się w ięc m norm alnych w  nieskończoności przechodzących  przez punkt uważany; co  
czyni całkiem

mim  -— 1) ■—|—■ t/z lub ot2,

norm alnych , zgodność przypadku szczególnego z przypadkiem  ogólnym  jest w idoczną.

V° Z asto so w an ia  bo krzyw ych  drugiego rzędu .

377. W arunek aby jakakolwiek prosta była styczną do jakiejkolwiek krzywej drugiego rzędu. 

R ów nanie jednorodne krzyw ych drugiego rzędu jest

(1) Aa:2 - f  2Bx y  - f  Cy  +  2Dt ą  - f  2Eys - f  Fz2 =  0;
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wyraźm y że prosta

(2)

jest styczną. Jeżeli x ,  y , z, są spółrzędnem i jednorodnem i punktu zetknięcia, równaniem  jakiejkol
w iek stycznej będzie

f {x i ,  2/i, *i) =  0,

identyfikując to równanie z rów naniem  prostej, otrzym a się związki

(3) a b c  ’  

f [x u  2/1, 2i) =  0.

Ostatnie z tych równań m oże się zastąpić przez jakiekolw iek prostsze; w  tym celu  uważm y, że 
m ając wzgląd na pierwsze związki (3 ), ma się

0 =  2/(ar„ ? /„  z,) =  x lf '^  - f  y , / ^  -\ -z t f^  =  2X(aar, +  by , - f  c z ,) ;

związek w reszcie w idoczny , poniew aż punkt ( x t, y „  z,) musi się znaleźć na prostej (2). Tym  sposo
bem  układ równań (3) zastąpimy następującym  wyraźniejszym

(4)

Aa;, - j -  By, - j -  Dz, —  ),a =  0,

j Ba;, - j -  Gy, - j— Ez, —  ).b —  0,

I \)Xi - ) -  Ey, - j -  Fz, —  ),c =  0,

a#, -J- by , - f -  cz, =  0.

W yrugow aw szy a;,, y ,, z „  1, m iędzy tem i czterem a rów naniam i, linijnem i i jednorodnem i 
względem  tych nieznanych, znajduje się

(5) = 0 ;

jestto równanie warunku szukanego.

378. Równanie stycznych poprowadzonych do jakiejkolwiek krzywej drugiego [rzędu przez jaki
kolwiek PUNKT WZIĘTY NA JEJ PŁASZCZYŹNIE.

Pierwsza metoda.
W arunkiem  aby prosta
(1°) ax  - f -  by  - j -  cz =  0,

A B D a

B C E b

D E F c

a b c 0



była styczną, jest

(5)
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A B D a

B C E b

D E F c

a b c 0

=  0 ;

a, b , c , są stałeini n ieoznaczonem i. Niech będą 6, y, spółrzędne jednorodne punktu dan ego ; 
poniew aż prosta musi przejść przez ten punkt, ma się związek

(2°) aa - f -  b e +  C y =  0 .

Równania (1°) i (2°) rozwiązane w zględem  a, b , c , dają

a 1)
(6) bz —  y y  y x  —  «z a y  —  

zastąpiwszy a, b, c , przez te w artości w  równaniu (5) znajduje się

CO

o

A B D iz  —  y y

B C E y X  —• a Z

D E F a y  —  f,X

& —  y y y X  —  aZ a y  —  Gx 0

—  0 ;

rów nanie (7) jest związkiem m iędzy spółrzędnem i x ,  y ,  z ,  jakiegokolw iek punktu jakiejkolw iek 
ze stycznych, poprow adzonych  przez punkt ( « ,  6, y ); jestto r ó w n a n ie  ty c h  s ty c zn y c h .

Uavaga. M etoda którąśm y w yłożyli daje się zastosować do krzywej jak iegokolw iek  rzędu, gdy się 
zna związek

y(a , b , c ) =  0,

wyrażający żc prosta

a x  - j -  b y  -|- cz —  0,

jest styczną do tej krzyw ej.

D r u g a  m e t o d a .

Rozwiążem y tęż samą kwestyą za p om ocą  innej m etody już zastosowanej w  nauce o kole.

Niech będą «, spółrzędne punktu stałego; x ,  y ,  spółrzędne jakiegokolw iek punktu M w ziętego 
na siecznej; x u  y u  spółrzędne jed n ego  z punktów  w  których ta sieczna spotyka krzywą drugiego rzędu

(8) f ( x ,  y )  =  A x2 +  2Bx y  +  Cy2 +  2Dtf +  2E?/ +  F =  0.



Oznaczywszy przez —  stosunek w  którym  punkt M 4 dzieli odcinek MP, spółrzędnem i tego punktu
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17l\

będą w edług nru [52]

 mKx  - f -  m.2&_____________ __ m(y -|- m$ .
Xy------------- :--------- , y i ---------- 1— :-------- ,

m, m2 t m i - f- m2

otóż jest w idocznem , że można zastąpić te wyrażenia przez następujące

X i  tnix  - ) -  m2a y , ___m ,y  -|- m.Ja
z, »¡¡z - j -  m-r/' z, mtz - j -  m2y ’

z warunkiem zrobienia na k oń cu  rachunku z == 1, z l =  l ,  y —  1.

Spółrzędne x t, y i} z4, punktu M( pow inny sprawdzać rów nanie (8), musi się w ięc  m ieć

lub fi f iu  Vu Zi) =  0,\Z1 - i /

albo nakoniec

f(rnxx  -f-  >w2ez, - ) -  m $, m^z - f -  m2y) =  0.

Ten związek rozw inięty w prost, albo przez w zór Taylora, staje się

(9) y , z) mim2[af ' x 4 -  S fy 4 -  y f '  J  4 -  «*/•(<*, S, y )  —  0.

To równanie wyznaczy stosunki

/<> ; • \ mi _
( ^  m.2 ~  MjM ’

w których krzyiva drugiego rzędu dzieli odcinek MP.

Będzie w ięc potrzeba w  równaniu (9) przypuścić z =  1, y =  1.

Jeżeli prosta MP jest styczną, dw a stosunki wyznaczone przez rów nanie (9) są rów n e, i odw rotnie. 
W yrazi się w ięc, że prosta MP jest styczną, pisząc że równanie (9) ma dwa pierwiastki r iw n e , co  daje

(10) 4 /'(«, g, y ).f(x , y ,  z) —  [oi f ’x 4 -  ?4 \ 4 "  yf'zV'i

w  tern równaniu, należy zrobić z =  l ,  y =  1 ; lecz wprow adziw szy to założenie, będzie można
4 9
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zastąpić x  i y  przez -  i | , «  i € przez “  i -■  równanie zachowa tenże sam kształt, ponieważ

on o jest jed n orodn em  razem  w zględem  ilości x ,  y ,  z i a, 6, y.

R ó w n a n ie  (10) jest w ięc związkiem m iędzy spółrzędnem i (x , ij, z) jakiegokolw iek punktu ja k ie j
k o lw ie k  ze stycznych, przechodzących przez punkt ( « ,  g, y ) ;  jestto rów nanie tych stycznych.

Gdy funkcya f  jest drugiego stopnia, ma się tożsam ość, łatwę do sprawdzenia

(11) a f  x - f -  6f'y - f -  yf'% —  %f' * - j -  y f 'e  - ( -  z f't  5

rów nanie (10) m oże się jeszcze napisać

(10 bis) Uf(a, e, y ) .f (x , y ,  z) —  (x f \  - f-  y f e  - f  z f \ f .

379. R ó w n an ie  stycznych  których  się  daje cię c iw a  zetknięć .

Niech będzie rów nanie c ięciw y  zetknięć

(12) m x -\- ny  - j -  pz =  0 ;

jeżeli (« , §, y) jest biegunem  tej prostej, lub jeżeli się zidentyfikuje to równanie z równaniem  cięc iw y
zetknięć stycznych w yprow adzon ych  z punktu (a, S, y), otrzym a się

(13)

ró w n a n ie  (10  bis) b ę d zie  w te d y  r ó w n a n ie m  s ty c zn y c h . O t ó ż , w y c ię g a  się n a p r zó d  ze  z w ią z k ó w  (13 )

(1 °)

Ma się potem

f'a. —  hn, f 'e  =  \n, f \  —  Ip.

A a —j— Bg —J— Dy —- — W?, 

 ̂Ba —(— C6 —(— Ey =  ̂  n, 

Da +  E6 +  F y = ^ p ,

zkgd wynika, m nożęc przez a, 6, y , i dodajęc

( 2°) f(a, g, y ) =  -  (ma - f  n e - f  Py).

Ma się wreszcie rozwiązawszy też same równania

B D m A D 7fl A B m

C E n A ? =  — -  
2 B E n x> »e II B C n

E F P D F P D E P
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zkąd w ypada, mając wzgląd na związek (2 °):

(3°)

3 8 7

A B D m

B C E n

D E F P

m n P 0

Podstawiwszy w7arlości (1°) i (3°) w  równaniu (10 bis), ma się za równanie stycznych, których cięciwa

ZETKNIĘĆ JEST DANA

/■(*» V> z )

A B D m

B C E n

D E P P

m n P 0

-f- (mx -(-  ny  - j -^ z )2.A =  0.

380. W arunek aby jakikolwiek punkt był zewnętrznym do jakiejkolwiek krzywej drugiego rzędu.

Pow iem y że jakikolw iek punkt jest zewnętrznym  do jakiejkolw iek krzyw ej drugiego rzędu, kiedy 
m ożna poprow adzić z tego punktu dw ie styczne rzeczywiste do krzywej.

A by  otrzym ać warunek szukany, dość w yrazić że rów nanie które daje styczne, przedstawia jaką
kolw iek krzywą rodzaju hyperboli.

W eźm iem y rów nanie stycznych p od  kształtem (10 bis); aby to równanie przedstawiało dw ie proste 
rzeczyw iste, trzeba i dość żeby było

(15) (UBfo -  /  V , ) *  -  [ W o  -  P * B C /o  -  f 'M  >  0,

kładąc na chw ilę

(15 bis) f 0 —  /'(« , S, y).

Rozw inąw szy nierów ność (15), w ypadnie

A,[4(BS—  A C J /H - A A +  G A  —  2 B /V '«1  >  0 ; 

co  się m oże jeszcze napisać w  sposób następujący :

A B A

(16) /« B G A

A f ' bfo

<  0.

O dejm ując od  ostatniej kolum ny, dw ie pierwsze kolum ny w zględnie pom nożon e [przez 2 «  i 2S



wypadnie
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A B 2Dy A B D

fo B C 2Ey , lub 2/oy B C E

A A  2 A -y A A f r

jeśli w  ostatnim w yznaczniku, 
ma się nakoniec

odejm ie się od  3ciei linii dw ie pierw sze wzglf

A B D A B D

2/oy B C E , albo Uf0yn- B C E

2Dy 2Ey 2Fy D E F

W ię c  zniósłszy czynnik dodatny i nie m ogący  b y ć  zerem , Uy1, n ierów ność (16) staje się ostatecznie

(17) /l«> y)

A B D

B C E < 0 ;

D E F

takim je s t  warunek aby punkt (« , 6, y) był zewnętrznym do krzyw ej drugiego rzędu.

U w a g i .

'1° Jeżeli punkt (« , 6, y ) je s t na krzywej, l sza strona n ierów n ości (17) jest zerem , to jest że krzywa 
przedstaw iona przez rów nanie (10) należy do rodzaju  paraboli; ta krzywa składa się w ięc z dw óch  
prostych rów n oleg łych ; i nadto te rów n oleg łe  zbiegaj;) się, poniew aż one przechodzą przez punkt 
(a, 6, y )  w od lełości sk oń czon e j; tak w ięc dw ie styczne schodzę się z sobą [na m ocy  uwagi nru (375)]

2° Jeśli A =  0, pierwsza strona n ierów ności (17) jest zerem ; w ięc  rów nanie (10) przedstawia dwie 
proste zbiegające się; dw ie styczne schodzę się z sobę. P ochodzi to  ztęd w  rzeczy sam ej, że krzywa 
drugiego rzędu sprow adza się tu do jakiegokolw iek układu dw óch  prostych  w edług nr« [351]; styczne 
do krzywej sę w tedy jakiekolw iek proste poprow adzone przez punkt przecięcia się tych dw óch  pros
tych. Można zdać sobie sprawę z tego w ypadku, uważając krzywą jak o jakąkolw iek elipsę znikającą.

YI° Styczne przegięcia.

381. Styczną wielokrotną jest styczna dotykająca się jakiejkolw iek krzywej w  wielu punktach; i tak 
prosta A B , która dotyka się krzywej w  d w óch  punktach A i B jest styczną podwójną.

Określimy styczną w ielokrotną w  sposób  dokładniejszy, m ów iąc :

Jeżeli n jest klassą krzywej uważanej, styczna T będzie w ielokrotną rzędu p ,  jeśli z jakiegokolwiek 
punktu tej linii, nie można poprow adzić do krzywej jak tylko (n —  p) stycznych odrębnych  od stycz
nej T.

I tak z jak iegokolw iek  punktu stycznej podw ójn ej do jak iejkolw iek  krzywej klassy n, nie można 
poprow adzić jak tylko (n —  2) stycznych odrębnych  od stycznej uważanej.
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Jakakolwiek sieczna ruchom a staje się styczną przegięcia  gdy trzy z jej punktów  przecięcia się z krzywy 
zejdą się w  je d e n ; punkt zetknięcia jest nazwany punktem  przegięcia.

Jeśli, na przykład, jakakolw iek sieczna MM', spotyka krzywą w  trzech punktach M, M', M", i że 
gdy  się ona obraca ok oło  punktu M, punkta M' i M" zbliżają się nieograniczenie i schodzę się z punk

3 8 2 .  S t y c z n e  p r z e g i ę c i a .

tem M, położenie granicy MT, tej siecznej jest styczną przegięcia ; punkt zetknięcia M, jest punk
tem przegięcia.

Styczne przegięcia spotykają krzyw ą w  trzech punktach zbiegających s ię ; zobaczym y poniżej, że ta 
w łasność należy rów nież do stycznych w  jak im kolw iek  punkcie podw ójnym . Lecz jest między temi 
stycznemi ważna różnica.

Styczna w  jakim kolw iek punkcie przegięcia jest styczną podw ójną; styczna w  jak im kolw iek  punkcie 
podw ójnym  jest styczną prostą.

Obecnie dow iedziem y tylko pierw szą część tego założenia.

W eźm y punkt przegięcia za początek spółrzędnych , a styczną przegięcia za oś x ;  równanie krzy-

Y

wej będzie kształtu

(1) f[x, y, z) =  y) +  */) +  ••• z“ - 2(Ay2 +  Bxy) +  zm-'y  =  o,

poniew aż prosta y  =  0 spotyka tę krzywą w  trzech punktach zlew ających się w  jeden  w  początku 
spółrzędnych, to jest w  0.

Szukajmy jaka będzie liczba stycznych, które m ożna prow adzić do krzywej z jakiegokolw iek punktu 
P, w ziętego na stycznej przegięcia Ox.

Punkta zetknięcia tych linii stycznych będą punktami przecięcia się krzywej (1) z krzywą n° (375)

a f'x -\ -f'z  —  0, «  jest odciętą punktu P ;

albo rozw ijając rachunki
#

(2) [ « * '«  + 1« _ , ] +  ...- y )  +  ( «  — 2)(Ax2 +  R r y ) ] + z — *[«B +  («  — l ) ]y  =  "
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Dwie krzyw e (1) i (2) są w idocznie stycznem i w  O; czyli że m iędzy ich punktam i przecięcia są dwa

z punktu P do krzywej uważanej, są zawsze dw ie zlew ające się ze styczną przegięcia, bez w zględu na 
położenie punktu P na osi Ox.

Jeśli w ięc  n jest liczbę stycznych, które m ożna prow adzić do krzywej z punktu dow oln ie  w ziętego, 
z jakiegokolw iek punktu prostej O x  nie będzie można poprow adzić w ięcej jak In —  2) stycznych 
różnych od  O x. Zatem styczna przegięcia je s t  styczna podwójną.

383. W yznaczenie punktów przegięcia.

Przypuścim y naprzód że równanie krzyw ej przedstawia się pod  następującym  kształtem

rów nanie jakiejkolw iek proste j; odcięte punktów  przecięcia tej prostej z krzywą będę dane przez 

równanie

Otóż jeżeli prosta uważana jest styczną przegięcia, pow inna ona spotkać krzywą w  trzech punktach 
zlew ających się w  je d e n ; czyli że rów nanie (3) pow inno m ieć trzy pierwiastki rów ne. Ten potrójny 
pierwiastek w inien pierwszą i drugą poch od n ą  uczyn ić rów nem i zeru, czyli

Rugując a i b w  równaniach (3), (4) i (5 ), otrzyma się związek, który od cięte  punktów  przegięcia 
krzywej uważanej sprawdzać pow inny.

Poniew aż równanie (5) nie zawiera w  sob ie  żadnej ze stałych a i b, przeto punkta przegięcia k rzy 
wej (1) będą wyznaczone przez dwa równania

zlewające się w  jed en  w  punkcie O ; albo jeszcze, że m iędzy stycznem i, które m ożna prow adzić

(1) y =  ?<»•

N iech będzie

(2 ) y  —  ax  - f -  b,

(3) <f(x) —  ax  —  b  =  0.

W

(5)

(6 )

384. Przypuśćm y teraz rów nanie krzyw ej pod  kształtem ogólnym

(1) f [ x ,  y )  =  0, albo f ( x ,  y ,  z ) =  0 .

Przecięcia tej krzywej z prostą

(2) IJ =  ax  - { -  b ,
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f [ x ,  &x -)-  b) =  0.

Okażemy że prosta (2 ) jest styczny przegięcia , wyrażając że rów nanie (3) ma potrójny pierw iastek; 
to jest rów nając z zerem pochodn e pierwszą i drugą. Dla otrzymania tych poch odn ych  zastosujemy 
do f (x , y) twierdzenie tyczące się funkcyi złożonych . Będziem y uważać y  za funkcyą x  w yznaczoną 
związkiem (2). Znajdziem y tym sp osobem

Należy teraz w yrugow ać a i b m iędzy równaniami (2) i (4); ponieważ jednak równania (4) w y 
raźnie nie zawierają w  sobie stałej b, przeto dostatecznem będzie w yrugow ać a z równań (4). R u g o
wanie to nie przedstawia żadnej trudności. Spółrzędne punktów przegięcia krzyw ej uważanej będą więc 
wyznaczone dwoma równaniami

U w a g a . Dwa równania (5) sprawdzają się nietylko za pom ocą  spółrzędnych punktów przegięcia, 
ale także spółrzędnem i punktów  w ielokrotnych, które krzywa uważana posiadać m oże. W  rzeczy 
samej zobaczym y w  dalszym ciągu, że styczne w  punkcie podw ójn ym  spotykają krzywą w  trzech 
punktach zlew ających się w  jeden

385. Jakakolwiek krzywa rzędu m  posiada w ogóle 3m (m  —  2) punktów przegięcia.

Dla dow iedzenia lego założenia damy naprzód drugiem u z równań (5) następujący kształt, ze wszech 
miar na uwagę zasługujący.

W  rzeczy samej drugie z rów nań (5) m oże się tak napisać

Rozw ijając wyznacznik, równanie to łatw o się sprawdza. Przyjąwszy ten kształt rów nania, i rów 
nanie krzywej zrobiw szy jednoroduem , na zasadzie twierdzenia funkcyi jed n orodn ych , otrzyma się 
tożsam ości

Pom nóżm y ostatnią kolum nę wyznacznika (6) przez [ m — 1) i odejm ijm y odeń  sum m ę dw óch

W

(5)



pierw szych kolum n, w zględnie pom nożonych  przez x  i y ;  mając wzgląd na tożsam ości (7) i znosząc 
czynnik z nie będący zerem , otrzym am y
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i " X X A # f".

A * f"yy A

A f'y r -

Pom nóżm y teraz ostatni w iersz tego wyznacznika przez (m —  1) i odejm ijm y dwa pierwsze 
w zględnie pom nożone przez x  i y ,  otrzym am y ostatecznie dwa następujące równania,, służące do w y -  
znaczenia punktów przegięcia

/  X X f"xy ł"J xz

f"1 yx r » f"/  !/2 =  0

f'zx f\ y f"/  zz

f{X, y ,  « ) = 0 .

W yznacznik (8), zwany wyznacznikiem funkcyjnym  p och od n ych  funkcyi f ( x ,  y ,  z) albo wyznaczni
kiem  Hess’ego (hessien), przyrównany do zera, przedstawia krzywą, której punkta przecięcia z krzywą 
uważaną są w łaśnie punktam i przegięcia tej ostatniej. W yznacznik ten jest jed n orod n y m , a każdy 
z jeg o  elem entów  jest stopnia (m —  2 ) ; w ięc  krzywa przezeń przedstawiona jest rzędu 3 (m  —  2), 
jeśli funkcya f ( x ,  y , z) jest stopnia m.

Przeto jakakolw iek  krzywa rzędu m ma w  ogóle  3m(m —  2) punktów  przegięcia, rzeczywistych 
lub u rojonych , w  od leg łości skończonej lub w  n ieskończoności.

K rzyw e drugiego rzędu nie posiadają punktów  przegięcia, gdyż w  tym przypadku m —  2.

Krzywa trzeciego rzędu ma w  ogóle  dziewięć punktów  przegięcia ; dow odzi się że pom iędzy tymi 
dziew ięciom a punktami trzy tylko są rzeczyw iste. Zobacz nr° (630).

Uwaga. Klassa krzywej jak iejkolw iek  i liczba jej punktów  przegięcia zm niejszają się jedynie w  razie 
istnienia punktów w ielokrotnych.

VII0 W klęsłość i wypukłość krzywych.

386. Definicya.

Łuk krzyw ej, w  blizkości jak iegokolw iek  punktu M, zwraca swą w klęsłość ku rzędnym  dodatnym , 
jeś li po obu stronach w  blizkości tego punktu w artość algebraiczna rzędnej tej krzywej jest większa 
od  w artości algebraicznej rzędnej linii stycznej w  punkcie M. W  razie przeciw nym  w klęsłość zw róconą 
jest ku rzędnym  odjem nym .

W  pierw szym  razie, jeśli M4 i M2 są punktami sąsiednimi punktu M, i gdy łuk znajduje się po 
nad osią odciętych  pow inno się m ieć

M ,P, >  N ,P „ M ,P, >

Jeśli łuk znajduje się pod  osią x ,  na przykład w  M' i gdy M\ jest jakim kolw iek jeg o  punktem
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sąsiednim, będzie się m ieć co  do wartości bezwzględnej

3 9 3
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Ponieważ te w artości są od jem n e, zatem w artość algebraiczna rzędnej krzywej jest większą od  w ar
tości algebraicznej rzędnej linii stycznej.

To przyjąwszy, niech będzie rów naniem  gałęzi krzyw ej

a x { i y { spółrzędnem i jak iegokolw iek  punktu M tej krzyw ej; szukajmy jakim  w arunkom  winna 
czynić zadość odcięta x lf ażeby w  pobliżu  punktu M krzywa zwracała swą w klęsłość ku odciętym  
dodatnym .

W  tym  celu  wyznaczmy rzędną krzyw ej, odpow iadającą jakiem ukolw iek punktowi, w ziętem u d o 
w oln ie  w  blizkości punktu M. Szukana w artość rzędnej będzie odpow iadać w artości odciętej przed
stawionej przez (Xi —(— A).

Oznaczając przez Y  wartość algebraiczną tej rzędnej, otrzyma się w edłu g  w zoru Taylora

Rów nanie stycznej w  punkcie M jest 

w artość algebraiczna Y , rzędnej tej stycznej, odpow iadającej odciętej ( x l -\-h) wyrazi się przez

(1 ) y — ńx)>

( 2 ) Y —  ? (x t - f -  /<) _ _  f ( x l) - f -  h y {x i)-\ - f"(x,)  -f-   ̂ y"'(xt) -f -  etc

Yi =  <?(&,) + A?'{Xt).

Z ląd

(A)

Drugi wyraz tej rów n ości jest w ielom ianem  uporządkow anym  w edług potęg rosnących  h ; w iado- 
m em  jest, że zm iennej h można nadaw ać wartości dostatecznie małe, ażeby znak w ielom ianu był ten

50



sam co  i znak pierw szego ze składających go w yrazów . P oniew aż ilość  ̂ jest zawsze dodatną, jakiby 

nie był znak h , przeto :

Jeśli Y —  Y, >  0, czyli jeśli rzędna krzywej jest większa co  do swej w artości algebraicznej od 
odp ow iedn ie j rzędnej stycznej, p ow in n o się m ieć >  o i odw rotn ie ;

Jeśli zaś Y —  Yj <  0, czyli że w artość algebraiczna rzędnej krzyw ej jest mniejsza od  wartości 
algebraicznej rzędnej stycznej w inno się m ieć / ( x l) < 0  i odw rotn ie .

A  zatem, je ś l i  w 'pobliżu jakiegokolwiek punktu wklęsłość krzyw ej zwróconą je s t  ku rzędnym dodatnym, 
druga pochodna je st  dodatną;  i odwrotnie, je ś l i  druga pochodna je s t  dodatną, krzywa zwraca swą wklęs- 
łość ku y  dodatnym. Przeciw nie zaś, wklęsłość będzie zwróconą ku y odjemnym je ś l i  druga pochodna 
iest odjem ną; i odwrotnie.

3 8 7 .  U w a g a  I .

Gdyby się m iało

? '( « , )  =  0, i >  0,

rów n ość (4) stałaby się w tedy

(5) Y -  Y , =  r  (* i)  +  e tc ........ ;

łatw o spostrzedz w  tym razie, że znak drugiej strony tej rów n ości, dla w artości dostatecznie m ałych 
dla h, zm ienia się ze znakiem A; to  jest, że dla punktów  poprzedzających  punkt M będzie się m iało 
na przykład Y —  Y j <  0, a dla punktów  leżących z drugiej strony punktu M, Y  —  Y , >  0 ; albo 
też odw rotnie.

Oprócz tego, gdy odcięta jak iegokolw iek  punktu krzywej sprawdza związek =  0, punkt ten 
jest punktem przegięcia  n° (383).

A zatem, gdy jakakolwiek krzywa posiada punkt przegięcia , wklęsłość krzyw ej w przejściu przez ten 
punkt zmienia swój kierunek.

Styczna przegięcia przecina krzywą to punkcie styczności.

3 9 4  RO ZD ZIAŁ I .

h2

Gdyby sic miało jednocześn ie —  0 i f'"(x1) = 0 ,  dyskussya n™ poprzedzającego m ogłaby się 
w  zupełności zastosować i znaleźlibyśm y że w klęsłość jest zw róconą w  stronę y  dodatnych lub o d -  
jenm ych, stosow nie do tego czy ? ,v(xi) jest dodatną czy od jem ną.1

W  ogó le , gdy pochodn e zacząwszy od drugiej aż do pochodn ej rzędu p  w łącznie są zeram i, czyli
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gdy się ma

(6) ? ' ( * i ) =  O, j*(af1) =  0J  =  0;

styczna w punkcie (x ,y j) spotyka, krzywą w (p  —|— 1) punktach zlewających się w jeden. M ów i się w tedy, 
że styczna ma z krzywą styczność rzędu p, jeś li punkt (x iy jj-jest punktem zwyczajnym  krzywej.

Jeśli p  jest liczbę parzystą, styczna przecina krzywą w  tym punkcie, a w klęsłość zm ienia sw ój 
k ierunek ; jeśli zaś p  jest liczbę nieparzystę, styczna zostawia krzywę z jed nej strony, a w klęsłość 
zw raca się ku y  dodatnym  lub odjem nym , stosow nie do tego czy pochodn a <pP + i(x 1) jest dodatną 
lub odjem nę.

W  całym  tym rozbiorze przypuszczam y, że punkt pod uwagę w zięty nie jest punktem w ielo 
krotnym  krzyw ej; w  dalszym ciągu zajm iem y się naukę o punktach w ie lok rotn ych .

388. Uwaga II.

D ow odzenia num erów  poprzedzających  były oparte na przypuszczeniu że y (x )  daje się rozwinąć 
w edług w zoru Taylora, to je s t, że poch odn e uważane w  tem  rozw inięciu  nie są nieskończonem u 
W  razie gdy ta okoliczn ość się przedstawia w yniki poprzednio w ysłow ione nie zawsze maję m iejsce 
i należy w tedy u ciec  się do innych m etod, albo do zmiany osi spółrzędnych  celem  studjowania 
krzyw ej.

G dyby się na przykład m iało [xj) =  ^ o , styczna w  punkcie [x ^ j)  byłaby rów n oleg łą  do osi y ;
krzywa m ogłaby w  tym  razie przedstawiać w  stosunku do osi y  : najw iększość (maximum) lub naj- 
m niejszość (minim um ), przegięcie lub zw ykły punkt pod w ójn y , albo wreszcie punkt zwrotu.

R ozbiór w łasności krzywej w  podobnych  punktach nie przedstawi żadnej trudności po uprzedniem

podaniu te o ry io  punktach p odw ójn ych . Zauważym y w ięc tylko na teraz, że w nioski num erów  poprze
dnich nie dadzą się w  p od ob n ych  razach zastosować.

I tak, w  przypadkach ( I o) i (ż°) w klęsłość zmienia kierunek w  M ; w  przypadkach zaś (4°) i (5°) 
w klęsłość nie zmienia kierunku. W  tych w arunkach, poch odn a  jest w  ogóle  n ieskończonością.

VIIIo Największości (maxima) i najmniejszości (minima).

389. Mówi się że krzywa przedstawia w  pewnym punkcie nnjwiększość lub najmniejszość względem  
jak iejkolw iek  prostej danej, gdy  styczna do krzywej w  tym punkcie jest rów n oleg łą  do tej prostej. 
Punkta takie nazywają się punktami największości lub najmniejszości względem prostej uważanej. 
W yrażenie to w inno być pojm ow an em  w m yśl pow yżej podanego określenia. Używać go będziem y 
niekiedy dla krótkościtw ysłow ienia.
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Zauważm y m im och odem , że największości lub najm niejszości jak iejkolw iek  krzywej nie stanowią 
jej w łaściw ości w yłącznych , gdyż ich położenie zależy od prostej do której się je  odnosi.

Poszukiwania najw iększości i najm niejszości krzywej mają w ięc po prostu [na celu  dokładność jej 
b u d o w y ; w  tym  razie zwykle się ich szuka odnośnie do osi spółrzędnych.

Krzywa przedstawia najw iększość lub najm niejszość w zględem  osi x ,  gdy je j styczna jest rów n o
ległą do osi x\ to jest, gdy w spółczynnik kątowy stycznej jest zerem.

Krzywa przedstawia najw iększość lub najm niejszość w zględem  osi y ,  gdy styczna do niej jest 
rów noleg łą  d o  osi y ;  to jest, gdy w spółczynnik  kątowy stycznej jest rów nym  ilości nieskończenie 
w ielkiej.

•Jeśli rów nanie krzywej jest

( i )  f ix > y ) —

spółczynnik kątowy stycznej jest

, i f  r(x, y)

Z tego co  pow iedziano pow yżej rvypada że :

1° Spółrzędne punktów największości i najmniejszości w zględem  osi x  pow inny sprawdzać dwa 
rów nania :

(3) f(x , y )  =  0, f 'Ą x , y )  =  0.

II0 Spółrzędne punktów największości i najmniejszości w zględem  osi y  pow inny sprawdzać dwa 
rów nania :

(¡i) l i x , y )  —  0, f'y[ x , y ) =  0.

Trzeba jednak zw rócić  uw agę na to, że punkta których spółrzędne sprawdzają te równania nie 
koniecznie są punktami najw iększości lub najm niejszości, gdyż krzywa m oże m ieć punkta przegięcia , 
w których  styczne m ogą być rów n oleg łem i d o  jednej lub drugiej z dw óch  osi spółrzędnych.

Równania (3) i (4) są (jak zobaczym y poniżej) jednocześnie zadowmlnione spólrzędnem i punktów  
w ielokrotn ych . W  tym razie szukanie punktów  najw iększości lub najm niejszości jest bezużytecznem .

IX 0 Styczna  podw ójna . —  Styczna  "wspólna dw om  kołom.

W  dalszym ciągu dzieła będziem y rozpatrywać w łasności stycznych p odw ójn ych , obecn ie  zaś nad
m ienim y tylko o sposobie m ogącym  służyć do w yznaczenia ich w  razie spółrzędnych kartezyańskich. 

Niech będzie rów nanie krzywej

( 1 )  f(x, y) =  0

( 2 )
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rów n an ie  prostej. S p ó łrzęd n e  p u n k tó w  przecięc ia  się proste j z krzyw ą b ęd ą  dane rów n a n iem

(3) f ( x ,  'AX - ( -  b ) _= 0.

Ażeby prosta pod  uwagę wzięta była styczną podw ójn ą , potrzeba aby to równanie m iało dw ie pary 
pierwiastków p odw ójn ych ; to jest, że pierwsza strona tego równania pow inna być podzielną przez 
w yrażenie kształtu (x —  a)2 (x  —  6)2.

Otóż w iadom em  jest że aby to m iało m iejsce, trzeba zadosyć uczynić dw om  rów naniom  w arunko
w ym , takim jak

(4) <p(a, b ) =  0 , y (a , b) =  0 ;

te dwa związki wyznaczą nieznane a i b. Można ztąd w idzieć, że

K rzyw a jakakolwiek, posiada w ogóle styczne podw ójne; ale że ona nie posiada wogóle stycznych wie- 
lokrotnych wyższego rzędu.

Istnienie punktów  w ielokrotnych  zmniejsza liczbę stycznych podw ójn ych . W yznaczenie liczby 
stycznych podw ójn ych  jest zadaniem  trud nem , którego tutaj nie będziem y dotykać.

391. Styczna wspólna dwom krzywym.

Niech będą równania dw óch  krzyw ych

( 0  f (x , y )  —  F (x , y) =  0.

W eźm y równanie jak iejkolw iek  prostej

(2) y  =  ax  - j -  b

i szukajmy przecięć tej prostej z pierwszą krzyw ą; ma się równanie

f (x ,  ax  - j -  b) =  0. .

W yrażając że to równanie ma dwa pierwiastki ró w n e ; otrzym a się związek kształtu

(3 ) , ?(a , b ) = 0 .

Szukajmy podobnież przecięć prostej z drugą krzyw ą, otrzyma się

F O , a x  -f- b ) =  0 ;

a wyrażając że to równanie m a dwa pierwiastki równe, będziem y mieli związek

(4) 'I>(a, b) =  0.

Te dwa równania (3) i (4) wyznaczą n iew iadom e a i b; zkąd się w yprow adzą, posiłkując się 
rów naniem  (2) równania stycznych w spólnych .
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X" Krzywe styczne. —  Krzywe ortogonalne.

392. W arunek a b y  dwie krzywe były do siebie stycznemi.

Niecli  będą równania dw óch  krzywych

f [ x , y )  =  0, F (x ,i / )  =  0.

Przypuśćm y że te dw ie krzywe są w zględem  siebie slyczne i niech będ ę x „  y i spółrzędne punktu 
styczności.

Spółrzędne x t, y t pow inny sprawdzać równania d w óch  krzyw ych , co  daje 

(2 )  f { x t> i i i )  — - Oj F ( ^ i .  2/i) =  d ;

co  w ięce j, styczne odpow iedn ie  do dw óch  krzyw ych w  tym punkcie, pow inny zlać. się w  jednę. Aby 
warunek ten m iał m iejsce dosyć jest aby spółczynniki kątow e tych dw óch  stycznych były  sobie 
rów ne, to jest

albo

1») f ^ ' y - r ^ \  =  ^

A żeby krzyw e (1) by ły  do siebie stycznem i w  pew nym  punkcie [x it iji), spółrzędne tego punktu 
pow in n y  sprawdzać trzy równania (2) i (3); należy w ięc  zadosyć uczyn ić równaniu w arunkow em u, 
które się otrzym a rugując x l i m iędzy równaniam i (2) i (3).

Stosując tę m etodę do dw óch  kół

• j* *  +  y * - R a =  0

( [ ®— +  — r * = 0 ,

znajdzie się, że stałe d, R, r , w inny zadaw alniać jeden  z następujących  zw iązków  (jeśli II >  r)

d —  R  - j -  r , d =  II —  r.

393. W arunek aby dwie krzywe były ortogonalne.

Dwie krzyw e zwią się ortogonalnem u w jakim ikolwiek punkcie ich w zajem nego przecięcia się, jeśli 
ich slyczne w  tym punkcie są do siebie prostopadłe.

Niech b ę d ą  równania d w óch  krzyw ych

¡1) f (x ,  y ) =  0, F (x , y ) =  0 ;

a «ci, l/t) spółrzędne jednego z ich punktów  przecięcia się;  będzie się m iało naprzód

(2) f\xi, y,) =  0, F (x j, y , ) — 0.
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A żeby styczne w tym punkcie b y ły  do siebie prostopadłem i, koniecznem  i wystarczającem jest aby 
iloczyn  z ich w spółczynników  kątow ych  b y ł rów n ym  —  1, przypuszczając że się odnosi krzywe do 
osi prostokątn ych ; pow in no się w ięc m ieć

(3> f 'v = o .

Otrzyma się warunek aby dw ie krzyw e by ły  ortogona lnem i rugując x y i y t m iędzy trzema rów 
naniami (2) i (3).

394. Jeśli zastosujem y tę m etodę do dw óch  kół

a-2 +  f  —  R2 =  ()
( 1)

znajdzie się na równanie w arunkow e

( x  —  d f  - j -  i / 2  —  r 2  =  0 ,

rP =  R2 +  r2

czyli, że kwadrat z odległości środków winien być równym summie kwadratów z promieni.

2° Uważajm y dw ie krzywe

<*> ? + ^ “ 1 =  0

(2) i + - T ^ - 1 =  0 -p. p. —  c

Jeśli się przypuści X > c  a p.<  c, c będąc ilością stałą, rów nanie (1) przedstawiać będzie szereg 
elips, których osie będę. osiami spółrzędnych ; rów nanie zaś (2) przedstawi szereg hyperbol m ających 
także osie spółrzędnych za osie. Te krzyw e drugiego rzędu, jak to później zobaczym y, maję też same 
ogniska i zow ią się konicznemi jednoogniskowemi (homofocales).

D ow iedziem y teraz, że ja k ieb y  nie b y ły  wartości stałych  X i ¡x, te krzyw e będą ortogonalnemi.

Spółrzedne x  i y  punktów  w spóln ych  tym dw óm  krzywym  mają za wartości

(3)

‘2
- z — 1 tx 

~ ~ P

c-

Te krzywe są ortogonalnem i, jeśli spółrzędne punktu przecięcia sprawdzają związek

f ' x\ F x -\ -f 'y .F 'y = U ,

który na zasadzie rów nań (1) i (2) b ędzie
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Otóż zastępując x  i y  przez ich w artości (3), związek len sprow adza się w idoczn ie  do tożsam ości,
jakieby nie by ły  X i ¡¿. W ię c .......

3° N iech będą jeszcze dw ie krzyw e

z a w i e r a  jakąkolw iek stalą dow olną a ; jeśli się zmienia parametr a, otrzym a się szereg ciągły krzyw ych.

Miejsce po sobie następujących przecięć tych krzywych, tworzy krzyw a , nazwaną krzywą obwijającą 
krzywych  G.

Jakakolwiek krzywa m oże zawsze b y ć  uważaną jako m iejsce po  sob ie  następujących przecięć jej 
stycznych, albo obw ija jącą sw ych stycznych.

A żeby otrzym ać rów nanie krzywej obw ija jącej, przypuśćm y że się nadaje param etrowi pew ną w ar
tość a ;  otrzyma się w tedy jakąś krzywą C.

dając następnie param etrow i w artość (a -f-A a ), będziem y m ieli inną krzywą C' tego samego szeregu ; 
je j równanie będzie

(1)
y 2 —  2Xz-|-X2,
ii1 —  - j -  |A-

X j j y ;  te dwa równania przedstawiają parabole, m ające początek spółrzędnych za ognisko w spólne,

a zaś oś, oś odciętych .

Spółrzędne punktów  w spóln ych  tym  dw om  krzyw ym  mają za wartość

(3)

Otó i ,  jak ieby nie by ły  X i y , krzyw e te będą ortogonalnemi, b o  związek

f 'x  F ,  +  f'yF'„ =  o albo \u +  y 2 —  0

sprow adza się do tożsam ości dla w artości (3).

XI0 Krzywe obwijające.

395. Określenie . —  R ó w n a n ie .

Przypuśćm y, że rów nanie jakiejkolw iek krzyw ej

0 ) C =  f (x ,  y ,  a) =  0

( 1)

&  =  f { x ,  V, a - f  Aa) =  0 ;

spółrzędne punktów  przecięcia się krzywych G i C' sprawdzą zarazem równania (1) i (2).
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Otóż można zastąpić jed n o  z tych d w óch  równań przez następującą kom binacyą rów nań (1) i (2)

f (x ,  ? / ,  a  - f  A  i )  —  fix , y , a ) _  Q .

A a  ’

tak, że s p ó l r z ę d n e  p u n k t ó w  p r z e c i ę c i a  s i ę  k r z y w e j  G  z  k r z y w ą  n i e s k o ń c z e n i e  b l i z k ą  G ' ( j e ś l i  A a  j e s t  

i l o ś c i ę .  n i e s k o ń c z e n i e  m a ł ą )  b ę d ą  d a n e  p r z e z  d w a  r ó w n a n i a

i f (x ,  y ,  a) =  0
(3) \

) f^x ’ y ’ a +  Aa' ~  f [x ' y ’ a) —  o
(  A a

Kiedy A a  dąży do zera, krzywa C' zbliża się do krzywej C ; a dla A a = ( )  te dw ie krzywe przystaną 
do siebie. Zanim jednak Aa stanie się zerem, krzywe G i C' maję skończoną liczbę takich punktów

C ‘ C ’

przecięcia jak M ; granica położenia tych punktów  przecięcia jest dokładnie wyznaczoną, gdy  się Aa 
zbliża do zera. Punkta te będę dane przez równania (3), w prow adzając w  nie hypotezę A a =  0. Dru
gie z równań (3) stanie się w tedy

(4) f'a [x , y ,  a) =  0.

Przeto, a będąc danem , rów nanie (4) i pierwsze z rów nań (3) wyznaczają granicę położenia  punktów  
przecięcia się krzywej C z krzywą nieskończenie blizką. N iewyznaczoność została usuniętą kom binu
ją c  równania (1) i (2) w  sposób pow yżej wskazany i dzieląc to n ow e wyrażenie przez Aa.

Zatem , miejsce p o  sobie idących przecięć krzyw ych  C albo obw ijające krzyw ych  C otrzyma się, rugując 
parametr dowolny a pom iędzy divoma równaniami

( (5)  f ( x , y ,  a) =  0

|(6) f 'a ( x ,y ,  a ) = 0 ;

pierwsza strona równania (6) jest poch odn ą  w zględem  stałej dow oln ej z pierwszej strony danego 
równania.

3 9 6 .  K r z y w a  o b w i j a j ą c a  s i w k a  s i ę  z  k r z y w e m i  z m ie n n e .m i  w  p u n k t a c h ,  w  k t ó r y c h  d w i e  k r z y w e

ro SOBIE IDĄCE JĄ SPOTYKAJĄ.

Niech będą x  i y  spólrzędne punktu przecięcia dw óch  krzyw ych po sobie następujących C i C '; 
te spólrzędne będą dane przez równania

f { x ,  y ,  a) =  0, (6) f'a(x, y ,  a) =  0.
51
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W spółczynnik  kątow y stycznej do krzywej C

(7) c‘ =  f { x , y , a )  =  0,

w  pu n k cie  (x , y ) ma za wartość

/jo) f  y , r)
f'y [x , y ,  a ) '

Uważając a jak o funkcyą z x  i y , wyznaczoną związkiem (6) ,  można będzie przedstawić krzywą 
obw ija jącą  rów naniem  (5) a lbo (7); w spółczynnik  kątow y stycznej do obw ijającej ma w tedy za w artość

f ' x(x , y ,  a) -|- n!x.f'a{x , .?/, a) . 
f'y[x, y , a) i\',j.f'a(x ,  y , a)

w yrażenie, sprow adzające się za pom ocą  związku (6) do  następującego

y ,  a)
U x , y t i)

Dowiedziem y teraz, że wyrażenia (1°) i (2°) są sobie rów ne n um eryczn ie; ich kształt algebraiczny 
jest tenże sam, tylko w  rów naniu  (t°) a jest stałą, a w  wyrażeniu (2°) a jest funkcyą x  i y . A le 
poniew aż spółrzędne x  i y  pow inny sprawdzać równania (5) i (6 ), w  których stała a posiada tęż 
samą w artość, przeto w artość a (funkcyi x  i y ) ,  w yprow adzona z równania (6) m a tęż samą n u m e
ryczną w artość jak w  rów naniach (5) lub (7).

W yrażenia w ięc  (1°) i (2°) są num erycznie rów n em i; to jest, że styczne do obw ija jącej i do  krzywej 
zm iennej C, w  punkcie gdzie ta ostatnia krzywa spotkaną jest przez krzywą nieskończenie jej blizką, 
zlewają się w  jed n ę . P rzeto .......

397. Może się zdarzyć, że rów nanie krzywej zm iennej zależy od  dw óch  param etrów dow oln ych  a i b, 
połączonych  z sobą jakim ś związkiem. Niech będzie na przykład,

( 1 ) f ( x ,  y ,  a, b ) =  0

rów nanie krzywej i

(2 ) . ?(a, b) =  0 ,

związek m iędzy stałem i dow oln em i a i b.

A żeby otrzym ać obw ijającą, m ożem y w  równaniu (1) uważać b za funkcyą a, wyznaczoną związ
kiem (2 ) ;  otrzym am y biorąc p och odn ą  pierwszej strony równania ( 1 ) w zględem  a i rów nając takową 
z zerem

i'a {x, y ,  a, b) +  f ' h[x, y ,  a, b ).b '„  =  0 .

A le związek (2 ) daje nam podobnież

9>'«(a, b ) / ¿ (a ,  b ).b '«  =  0 , zkąd b ' / / =  —  7 ^;
b



równanie poprzednie stanie się w ięc

f'a[x, y , a, b) —  ~ - f 'b [ x ,  y ,  a, b) =  0.
Ÿ b

Otrzymamy zatem równanie obwijającej rugując a i b m iędzy trzema rów naniam i

(1) f (x ,  y , a, b) =  0 ,

(2) f (a, b) —  Oj

f  «(■zą y  ? a. b )  /  b{p̂ i y  > ¿b b)
if'a{a, b) tp'i.(a, b)

398. M oże się zdarzyć jeszcze że równanie krzywej

(1) f [x ,  y ,  a, b , c) =  0,

zależy od  trzech param etrów d ow oln ych  a, b, c i jest jednorodnem  w zględem  a, b, c ;  parametry zaś 
są m iędzy sobą połączone związkiem jednorodnym

(2) <p(a, b , c) =  0.

Dzieląc te dw a równania przez jakąkolw iek potęgę z c odpow iedn io  dobraną i zakładając

a b_ _ e ,

m ożna je  przyw ieść do kształtu

f { x ,  y ,  e, 1) =  o

STYCZNE. Ł03

(3)
i(a , 6 ,  1) =  0 .

W edłu g  twierdzenia poprzedzającego otrzyma się obw ijającą rugując a i 6 m iędzy równaniami (3)
i następującem

f\ [x ,  y , a, 6, 1) _  f'e (x , y ,  « , 6, 1)
ę'a(a, 6, 1) «p1 e(ot, 6, 1)

Otóż w idocznem  jest, że zastępując a i 6 przez — i — i znosząc m ianownik c, ę'«(a, S, 1) na przy-
c  c

kład stanie się ę'«(a, b , c ), poniew aż ę'(a, 6, 1) jest złożoną z «  i 6 tak samo jak  ę'«(a, b , c) z a i b ; 
rzecz się ma tak samo z innem i.

Otrzyma się w ięc  równanie obw ijającej rugując a, b, c m iędzy trzema równaniami jed n orod aem i
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Z ostatniego z tych  rów nań w yw odzi się

f  " ___ f_b___ af  - j -  1 tf'i, _
<p'& a*'. - f -  be?'i,’

otóż na zasadzie twierdzenia o funkcyach jed n orod n ych  i pierwszych równań (5) ma się

af'a - j -  b f ' h +  c f ' c= m .f ( x >  y ,  a, b , c) =  0 ;

Sty'a~(” —f- c / ‘,ĉ = : b, c) =  0 ;

związek poprzedni stanie się w ięc

f '«   f'b    ' O/ c   U
tę a <?'/,------ ---  C?'c

Tak w ięc równanie obwijającej otrzyma się rugując a, b, c, m iędzy trzema równaniam i nastę
pującemu :

/ (1°) f { x ,  y ,  a, h, c) =t= 0

\ (2°) <f(a, b , c) =  0

((3»)  £• =  & = £ .
\ <f a f'e

X II0 Z a s to so w a n ia .

399. Uważajm y równanie

(1) X- L—  2 )M -1 -N  =  0,

w  którem  L, M, N są funkcyam i x  i y ,  a X param etrem  dow oln ym .

Szukajmy obw ijającej krzyw ych (1). W  tym  celu należy w yrugow ać X pom iędzy równaniem  ( ! )  
i poch odn ą  w zględem  X, to jest

XL —  M =  0.

Tym  sposobem  otrzyma się następujące rów nanie obwijającej

(2) M2 = L N .

N . B .  Jeśli L , M , N są funkcyam i linijnem i x  i y ,  równanie (1) przedstaw ia prostą, a rów 
nanie (2) krzywą drugiego rzędu, styczną do prostych L =  0, N =  0 w  punktach spotkania się tych 
prostych z linią prostą M =  0.
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Krzywa (2 ) będąc obw ija jącą prostych (1), rów nanie (1) będzie równaniem  jakiejkolw iek stycznej 
do krzywej (2).

400 . R o zw in ię te .

Nazywa się rozwiniętą  jak iejkolw iek  krzywej m iejsce po sobie następujących przecięć norm alnych 
do tej krzywej. Rozwinięta jest w ięc obw ijającą norm alnych.

Krzywa pierw otna nosi miano rozwijającej.

1° R o zw in ięta  elipsy.

W eźm y rów nanie elipsy pod  kształtem n° (344)

7*2 ,,2

( 0  ^ + p - 1 =  0

i przypuśćm y osie prostokątne. Spółrzędne jakiegokolw iek punktu tej krzywej będą m ogły  być w edług 
nru (335) przedstaw ione przez

x t —  ados.ti, 

y l =  b w st.ę;

a równanie norm alnej w tym punkcie będzie n° (367) 

a lbo, (zakładając c2 =  a2 —  b)

b% j!/ —  s?yxx  - f -  c =  0; 

albo wreszcie, na zasadzie w artości (2),

(3) w s t ~ —  d o : '  ~l~ =  Q (norm alna w  punkcie<p).

Należy znaleźć obw ijającą prostych  (3 ); to  jest w yrugow ać <j> między równaniem  (3) i jeg o  pochodną 
w zględem  <p.

Celem uproszczenia rachunku, przed w zięciem  pochodn ej względem  < p , pom nóżm y równanie (3) 
przez wst.®; co  daje

by  —  ax .st .9  - j -  c2.wst<p =  0.

W eźm y poch odn ą  z tego ostatniego równania, znajdziem y natychmiast

x  —  %  dos3<p; 
a2

wstawiając tę w artość w  rów nanie (3), albo też różniczkując równanie (3) p o  uprzedniem  pom nożeniu



go przez (los.u, znajdziem y
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y  =  —  g- w st3(f

Zatem spółrzędne punktu przecięcia się dwóch po sobie następujących normalnych do elipsy  (1) będą

(h)

I e2
l x  =  — dos3®, 
\ a

y  =  -  ^  WSt3<p.

P u n k t  ten jest środkiem  koła ściśle stycznego (cercie osculateur) w  punkcie, którego parametrem 
jest ©.

Rozw inięta otrzym a się, rugując ¡p m iędzy dw om a równaniam i (6 ). Z  tych  rów nań wypada •

po uprzedniem  założeniu że

(5)

W yprow adza się ztąd

0>)

d o s?  =  i ^ y ,  wst<p =  \B/ ,

c2 =  a2 —  b 2.

takiem jest równanie rozw iniętej elipsy,

Uwaga. Rozw inięta hyperboli w yprow adzi się z poprzedzających w yn ików , zamieniając b na by/— 1. 

2° Rozwinięta paraboli.

W eźm iem y równanie paraboli pod  kształtem nru (341)

(1) y 2 —  2 px —  0
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i przypuścim y że osie są prostokątne. Norm alna w  punkcie { x u yj) jest

. U l ,

hOl

( 2 )

7. warunkiem

( 3 )

y — yi =  — — « i) ,
p

y \ —  2  pxi —  0 .

Trzeba w yrugow ać X\ i y t m iędzy równaniam i (2) i (3) i rów naniem  następującem  n" (397)

(h — p Ą - X —  x t _ yy

' Vi p '

Równania (2) i (U) rozwiązane w zględem  x  i y  dają

( * = / >  +  3au>

(5 ) / . _______ 2 ^ 4 .

te równania wyznaczają spółrzędneprzecięcia się dwóch po sobie następujących normalnych paraboli (i  ,. 
Rozwinięta otrzyma się rugując i y { m iędzy trzema równaniam i ( 5) ;  znajduje się tym  sposobem

(«}

jestto rów nanie rozwiniętej paraboli.

A01. Wierzchołek kąta stałego OMT posuwa się na prostej sta łej AB, gdy jedno z ramion kąta prze-

J>
\ B

T ' \
x

/ >

tSẐ s~

M \

4 \
A - ® /\

_^ A \  *
OC

chodzi przez punkt stały  O ; drugie ramie MT obwija jakakolwiek parabola.



Jeśli p  jest od leg łością  OH początku od  prostej MT i jeżeli a oznacza kąt prostej OH z osią O x, 
równanie prostej MT będzie

( 4 )  « c d o S a  - ) -  I / W S t a — p  =  0 .

Jeśli oznaczym y przez 0 kąt dany OMT, przez d  od leg łość stałą OA a przez X kąt zmienny M OA, 
otrzym am y

d =  OMdosX, OH albo p  —  OM w stO ;

zkąd

, rfwstO
(1°) pz
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dosX

ma się jeszcze

(2°) « - X  =  J - 0 ;

rów nanie prostej MT będzie w ięc

(/wst0xdos^H-ż-0j +  ywsy_ +  X - 0 j - ^  =  O 
albo

('2) x  wst(0 —  ?/dos(0 —  X) —  (<f|VSy  —  0 ’

X jest parametrem dow oln ym .

Jeśli się założy
/ X  =  ,rw st0 - j -  y d o s0 ,

(3)
( Y =  ¿edosO —  y  w st0 , 

rów nanie (2) przedstawi się p od  kształtem prostszym

X dos2X —  Y wstX.dosX =  (/w st0 ,

albo jeszcze

(4) Xdos2X  —  Y wst2X - j-  X —  2c/w sl0 =  0;

takim jest kształt ostateczny rów nania prostej M T, X będ ąc param etrem  dow olnym . Ażeby otrzym ać 
obw ijającą tej prostej trzeba będzie w yrugow ać X m iędzy tem rów naniem  i jeg o  pochodn ą w zglę 
dem X, a m ianow icie

(5)

Z równania (5) w yw odzi s

Xwst2X -f-  Ydost2X =  0.
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podstawiając te wartości w równanie (4) i czyniąc takowe w ym iernem , wypada

X 2 _|_Y2 —  ( X —  2fl?wst0)2;

albo mając wzgląd na w artości (3)

(6) X1 - j -  y'2 —  (arwstS ydosG —  2i/w st0)2.

Zobaczym y później, że to równanie przedstawia parabolę mającą za ognisko początek sp ółrzęd - 
nych 0, a za k ierow nicę prostą

.rwstG -) -  y  dos0 — 2 d wstQ =  0 ; 

od leg łość tej prostej od początku spółrzędnych jest 2dw st0 ; a kąt z osią Ox prostopadłej spuszczonej 

z punktu O na tę prostą jest —  Oj. Zatem jeśli się w eźm ie na O x  punkt A t, taki aby OAj — 2d;

i jeśli się poprow adzi przez A Ł prostą DD, czyniącą kąt 0 z linią A tO, linia DD( będzie k ierow n icą  
paraboli.

402. Znaleić obwijającą prostej

(1) ux  -j— vy —  wz —  0,

parametry u, v, w  przypuszczając złączone z sobą związkiem jednorodnym  drugiego stopnia

(2) A u2 - f -  2Bey -|- Cu2 - j-  2Daie 2Evw -)- Fic2 =  0.

Stosując do tego przypadku regułę podaną w nrze (3 9 8 ), spostrzega się, że otrzym ać można obw ija 
jącą  lej prostej, rugując w, v, w m iędzy równaniem  (1) i następującem i

,,,  A  u -f-  Be D ie  B m -f-  Ce - j -  E te  Da - j-  Ee -{-  Fw
1 1 x y —  —  2

Jeśli oznaczym y przez k wartość w spólną tych stosunków , rów nanie szukane otrzyma się rugując 
u, v, w , k, m iędzy równaniam i

Am —[— Be -j— Dvo —  k x  — 0, *

Bm - j -  Ce -f -  Etc —  ky =  0,

Dw - j-  Ee - j-  Fte -f-  kz —  0, 

xu  t/e —  zw —  0 = 0 .

W ynikiem  z tego rugowania jest w idocznie

A B D X

B C E y

D E F —  z

X y —  z 0

obwijająca prostych  (1) jest w ięc krzywą drugiego rzędu.
52



Na zasadzie nrn (110) możemy u w a ż a ć  u, v, w , jako spółrzędne styczneczkowe prostej (1), a rów 
nanie (2) będzie równaniem styczneczkowem  obwijajycej tych prostych ; ale równanie to je s t  nro (355) 
równaniem ogólnem krzywych 2ici klassy.

Rów nanie (5) je s t  przeto równaniem , współrzędnych kartezyańskich, krzywych 2iei klassy; a ztyd 
widzimy, że jakakolwiek krzywa  2ieJ klassy je s t  krzywą 2ea rzędu;  możnaby, z równania (5) wywieść 
dyskussyy krzywych 2ieJ klassy, streszczony w nrze (363); nie będziemy tu jednak zatrzymywać się nad 

ty metody.

u 1 0  ROZDZIAŁ 1.

§ IR —  SPÓŁRZĘDNE TRZYLINIJNE.

1° R ównanie stycznej.

403. Niech będzie równanie jakiejkolw iek krzywej w  spółrzędnych trzylinijnych

(1) f [ K , Y , Z )  =  0,

a X „  Y|, Z ,, spółrzędne jak iegokolw iek  punklu tej krzywej.

Równanie stycznej w tym punkcie będzie

(2) X / 'Xi+ Y / ' y, +  Z / ' z = 0 ,

z warunkiem

(2 bis) /(X i, Y ,, Z j)=  0.

Ażeby tego dow ieść, przypom n ijm y sobie że spółrzędne jakiegokolw iek punktu Mo prostej prze- 
chodzycej przez punkta M ,(X ,, Y i, Z,) i M( X,  Y , Z) sy w edłu g  nru (90)

/ x 2 =  X, -j- kX,

(3) I Y2 =  Yi - f  kY, gdzie k =  ;
/  M M2
[ Z2 = r  Z, 4  kZ

przypuśćm y że punkt M2 należy do krzyw ej, otrzyma się w tedy

/ ’(X1-(-ś 'X , Y j- j -A Y , Z i- j -4 'Z )  =  0, 

albo, na zasadzie szeregu Taylor’a

W  A X „  Y „  z , ) + i p / ' I [ + y / lI , + z / ’ , j + ^ p r „ , 1+

Otóż pierwszy wyraz tego równania jest zerem , jeśli się przypuści że punkt (X lt Y „  Z ,) znajduje 
się na krzyw ej; pierwsza strona równania (4) jest podzielny przez k ; co  pow inno m ieć m iejsce, p o 
nieważ iów nanie (4) wyznacza stosunki, w edłu g  których krzywa dzieli odcinek M,M;  jeden z tych 
stosunków  jest w ięc  zerem. Jeśli prosta M,M jest styczny w  M(, to jest, jeśli jeden  z punktów  jak
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na przykład M2 zlewa się z punktem M ,, dwa z tych  stosunków winny b y ć  zerem , a pierw sza stroba 
równania (4) pow inna być  podzielną przez /c2. Zatem warunek, ażeby prosta M,M była styczną 
w  Mi, jest

x / ' Xl+ V ' Yl+ z / ' Zl =  (>.

. W yrażenie pow yższe jest związkiem m iędzy spółrzędnem i jakiegokolw iek punktu M tej stycznej, 
jest ono zatem równaniem stycznej.

404. Można jeszcze dow ieść to zadanie sposobem  następującym :

Prosta (2) przechodzi najpierw  przez punkt (X „ Y 1; Z t), gdyż funkcya f(X , Y , Z) będąc jed n o 
rodną, ma się tożsam ość

X f \ - \ - Y f 'Y-\ -Z f'z =  m .f(X , Y , Z ); 

a na zasadzie związku (2 bis) ma się

(5) X / Xi +  Y / r i+ Z / z = 0 ;

co  wyraża, że prosta (2) przechodzi przez punkt (X t, Y f, Z j).

Dowiedziem y teraz że prosta (2) przechodzi przez punkt n ieskończenie blizki poprzedniego punktu, 
położony  na krzywej, to  jest, że równanie. (2) jest spraw dzonem , jeśli się w niem zastąpi X , Y , Z, 
przez (X 4 —(— <5X!), ( Y i - j - i Y , ) ,  (Z 4 —J— <SZi), przypuszczając że ¿X t, JY,, SZt, dążą do zera.

W  rzeczy sam ej, gdy się podstawi za X , Y, Z, powyższe w artości, pierwsza strona równania (2 ) 
stanie się

(6) ( X > f x i + Y /Yl+  Zif'Zi) +  {iX ,/iXj 4 -5Y 1/ ,,Yi- ) - (SZ1/''Z() ;

w edłu g  związku (5), pierwsza część tego wyrażenia jest zerem .

Co do drugiej części, m ożna ją napisać, dzieląc przez ¿X ,,

m "  ^ . + S : y , + jt A -

Ponieważ punkt (X t - j -  SXt, Y , -f-  SYt, Zt -f-  JZ,) znajduje się na krzyw ej, przeto pow inno się mieć

A x i - j - 0X 1, j —j— <5Yj, Z i - j - i Z , ) = 0 ;

albo rozw ijając za pom ocą  w zoru Taylor’a i zwracając uwagę na związek (2 bis)

+ • • • = » •

Jeśli podzielim y przez SXt i jeśli przypuścim y że JX(, SYlt SZ, zdążają do zera, powyższa rów ność



da nam

(«) g  r „ ) = o ,

gdyż stosunki ~  ^  maję w ogóle granicę skończoną. W yrażenie (7 ), a zatem i (6) są w ięc ze

rami w  granicy; czyli, że prosta (2) przechodzi przez punkt (X t, Y x, Z ,) i przez punkt n ieskończenie 
blizk i; ta prosta jest w ięc styczną w  punkcie (X t, Y1; Z ,).

M  2  R O ZD ZIAŁ I .

11° S t y c z n e  z  j a k i e g o k o l w i e k  p u n k t u  z e w n ę t r z n e g o ,

Zj(i5. N iech będzie równanie krzywej w  spółrzędnych trzylijnych

(1) f(X ,  Y , Z) =  0,

a X „, Y 0, Z0, spółrzędne jak iegokolw iek  punktu danego; idzie o wyznaczenie stycznych, które z tego 
punktu do krzywej poprow adzić można. Jeśli X t, Y ( , Z ,, są spótrzędnem i punktu styczności jednej 
ze stycznych, równanie tej stycznej będzie

j ^  +  Y ^ + Z / ^ O  

( wraz z równaniem  /(X l5 Y „  Z t) =  0.

W yraźm y że ta prosta przechodzi przez punkt d a n y ; spółrzędne punktów  zetknięcia stycznych 

będę wyznaczone przez dwa równania następujące (znosząc wskaźniki 1 )

(2)
f (X ,  Y , Z) =  0

Y o f  Y~\~ Z o /  Z — °-

Punkta styczności będę przeto przecięciam i się d w óch  krzyw ych, przedstawionych przez równa 
nia (2 ) ;  pierwsze z tych rów nań daje krzywy uważaną, drugie będzie równaniem  krzyw ej zetknięć, 

W idzim y że klassą krzywej (1) jest m(m —  1), jeśli m jest rzędem  tej krzywej.

I I I 0 Z a s t o s o w a n i a  d o  k r z y w y c h  d r u g i e g o  r z ę d u .

506. W  spółrzędnych trzylinijnych równanie ogólne krzyw ych drugiego rzędu jest nro (352)

M  A UX2 +  A 22Y 2 - f  A 33Z2 - f  2A 12XY +  2 A 13XZ +  2A23YZ =  0.

powtarzając bez odm iany rachunki nru (377), znajdziem y że warunek aby prosta

(2) aX +  bY +  cZ =  0,
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była styczny d o  krzywej ( 1 ) jest

(3)

Ali A 12 Aia a

A 21 A -22 A 23 b

-A31 A 32 A 33 c

a b c 0

=  0.

4 0 7 .  R ó w n a n i e  s t y c z n y c h  p o p r o w a d z o n y c h  d o  k r z y w e j  ( 1 )  p r z e z  p u n k t  ( a ,  6 ,  y).

Niech będzie P punkiem  uw ażanym ; jeśli oznaczym y przez —  stosunek w  jakim  krzywa dzieli
^2

M
"M l

w;

y

odcinek  PM, spółrzędne punktu M4 będę w edług nr“ (90)

X 4

W

_ m4X -j- niyx 
m1 -|- m2

I v   ?w,Y - f -  m2Sx i — --------- ¡--------j
ml - j -  m%

rj  rajL —|— 7tl%y
L \ --------------1--------

-]-  m.2

a  ■ m i  M(Pgdzie —
b m-i MM!

Ponieważ spółrzędne X ( , Y 1; Z, w inny sprawdzać rów nanie (1) krzyw ej, ma się w ięc 

/i> iX  +  m i * ,  mjY -[- r n $ ,  m {L  -j- m -iy) —  0,

albo rozw ijajęc

(5) wJ/(X , Y , Z ) rtiym^af x -|- Gf\-\-yf'z\ ml(a> §, y) =  0.

Równanie to wyznacza dwa stosunki, w jakich  krzywa  (1) dzieli odcinek MP.

Jeśli linia prosta MP jest stycznę, te dwa stosunki sę rów ne i odw rotnie.

W yraźm y w ięc, że rów nanie (5) ma dwa pierwiastki r ó w n e ; co  daje

(6)

albo

(6 bis)

h f ( a , 6, y ) . f ( X ,  Y, Z ) = ( a f ' x + ę f ' r - ł - y f ' z )*-, 

h f ( a, 6, y ) . f ( X ,  Y , Z) =  ( X /\  +  \ f ' e +  Z/\)2;

tym sposobem  będzie się m ieć zwięzek m iędzy spółrzędnem i jakiegokolw iek punktu, k t ó r e j k o l w i e k  
ze stycznych poprow adzonych  przez punkt (<*, y), czyli równanie stycznych,
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R o z b ió r  w  n rze (3 7 4 ) z a w a r ty  stosuje się w  ty m  p r z y p a d k u ; w y p a d a  ztą d  że : 

R ó w n a n ie  s ty c zn y c h  m a ją c y c h  za  cię ciw ę  ze tk n ię ć  pro stą

w?X - j -  w Y  - j -  p Z  =  0 ,
jest

(7 ) f (X ,  Y, Z)

A „ A 12 A 13 m
A a A 12 A  13

A  ■) i A 22 A ‘23 n
- j -  (mX - f  n Y  Ą -p Z f . A  21 A 22 A 23

Ast A  32 A  33 P
A 31 A 32 A 33

m n P 0

=  0 .

4 0 8 . U ż y w a ją c  p o n o w n ie  r a c h u n k ó w  n ru (380) d o w o d z i  się jeszcze że 

W a ru n e k  aby punkt (« , 6, y) b y ł  na z e w n ą tr z  k r z y w e j d ru gieg o  rzęd u  (1) je s t

A a A 12 A 13

(8) f(<*> y) A2i A-22 A 23 <  0.

A3I A 32 A33

R achunki n™ (380) dadzą się zastosować w  tym razie; jeś li bow iem  rozłoży się w  kwadrat pierwszą 
stronę równania (6 bis), ta pierwsza strona sprowadzi się do sum m y dw óch  kw adratów, z których jeden 
będzie miał za m ianownik wyrażenie — (B2—  AC), jeśli się użyje w  równaniu (6 bis) znakowania 
często w  równaniach drugiego stopnia o  dw óch  zm iennych.

IY° PuNKTA PRZEGIĘCIA.

409. J a k ak o lw iek  styczna  przegięcia spotyka k r zyw ą  w  trzecii punktach  zbiegających  się  z punk

tem  styczności nro (381).

W ed łu g  tego, niech będzie rów naniem  jakiejkolw iek  krzywej rzędu m

(1 ) / • (X , Y ,  Z )  —  0,

a X t , Y , ,  Z 1; sp ó lrzę d n e  ja k ie g o k o lw ie k  p u n k tu  M , w zię te g o  na tej k r z y w e j.

W y r a ż e n ia

[ X ,  +  kX,

(2) | Y 4 -)-  kY,

\ Z ,  - f  kZ,

p rze d s ta w ia ją , z  p r z y b liż e n ie m  na je d e n  c zy n n ik  n° (90), sp ó łrzę d n e  ja k ie g o k o lw ie k  p u n k tu  M \  d zie 
lącego o dcin ek M ,M  w  sto su n k u

(2 bis)
MM' ’
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Jeśli się zastąpi X ,  Y ,  Z ,  p rze z  w a rto śc i (2) w  ró w n a n iu  (1 ) k r z y w e j , o trzy m a  się ró w n a n ie

f(Xt - ( -  ¿ X ,  Y , + / i - y ,  Zt + k Z )  =  0,

albo ro zw ija ją c  za p o m o c y  w z o r u  Taylor’a

m  / '( '■ „  V i , z , ) + [ x / ' I i + Y r t i+ z / - ! , ] +

+ & x ,A , x , + W T , I1+ z r a, „ + 2 X Y r I l t , + 2 x z r M , + m r I „ 1) + r | i = o .

T o  ró w n a n ie  w y z n a c z a  w a rto śc i m s to s u n k ó w  k, w e d łu g  k tó ry c h  k r z y w a  (1 ) d zie li o d c in e k  M XM .

O l ó ż , jeśli p u n k t  M i n a le ży  do k r z y w e j , je d n a  z  ty c h  w a rto ś c i b ę d zie  z e r e m ; je śli pro sta  M jM  je st 
sty c zn ą  w  M „  d w ie  z ty c h  w a rto ś c i bę dą  z e r a m i ; n a re s zc ie , jeśli p ro s ta  M ,M  sp o ty k a  k r z y w ą  w  trze c h  
p u n k ta c h  zle w a ją c y c h  się z  p u n k te m  M „ , t r z y  z  ty c h  w a rto ś c i b ę d ą  z e ra m i. W y r a z i  się p r z e t o , że 
p u n k t  M i je st p u n k ie m  p rze g ię cia  p is zą c , że  ró w n a n ie  (3) m a  trzy pierwiastki równe zeru;  co p r o 
w a d z i do trze c h  r ó w n a ń  w a r u n k o w y c h

(1°) - f[Xu Y „ Z , )  =  0

(2») Xf'Xi +  Yf<yi +  Zf\  =

(3») X T Xl , +  W " y iY l+  Z '2/ " z lZl +  2 X Y f X l i l +  2 X Z f x , Z i +  2Y Z f  ̂  =  0.

P u n k t  M i je st p u n k ie m  s ta ły m  styczn e j p rze g ię c ia , ale p u n k t M , a lb o  ( X ,  Y ,  Z )  je st p u n k te m  
ja k im k o lw ie k  te j sty c zn e j. R ó w n a n ie  ( 2°) p rze d s ta w ia  p ro s tą , k tó ra  je st s ty c zn ą  p rze g ię c ia ; i ró w n a n ie  
w in n o  być s p ra w d zo n e m  p rze z s p ó łrzę d n e  ja k ie g o k o lw ie k  p u n k tu  tej p ro s te j.

In ac ze j m ó w ią c , ró w n a n ie  (3°) p o w in n o  p rze d s ta w ia ć  u k ła d  d w ó c h  p r o s ty c h , z  k tó ry c h  je d n a  jest 
pro stą  (2°).

A ż e b y  ró w n a n ie  (3°) p rze d s ta w ia ło  u k ła d  d w ó c h  p ro stych p o trze b a  i w y s ta rc zy  ż e b y  nro (35U)

f"/  X,Xi f"/  X ,Y i f"1 XiZ,

f"’  Y,X , f"1 Y ,Y i f"' Y jZ, —  0 ;

f"1 ZiX,
f"1 Z (Y, f"t ZiZ,

S p ó łrzę d n e  X lt Y lt Z j  p u n k t ó w  p rze g ię cia  w i n n y  w te d y  s p ra w d za ć  ró w n a n ia  (1°) i (2 °).

T c  w a ru n k i są n ie z b ę d n e ; d o d a m y  że o n e  są w y s ta rc za ją c y m i, g d y ż  je że li z w ią z k i  (1°) i (4°) są 
s p r a w d z o n e , p ie rw s za  stro n a  ró w n a n ia  (3°) da się r o z ło ż y ć  na d w a  c z y n n ik i lin ijn e , z  k tó ry c h  je d en



będzie pierwszą stroną równania ('2“). Ażeby dow ieść tej drugiej części założenia, można przekształcić 
równanie (3°) za p o m o cą  zw iązków  (1°) i (4°); albo też jeszcze, co  jest ła lw iejszem , można wziąć 
punkt (X t, Y d  Zi) za jeden  z w ierzchołków  trójkąta odniesienia, a za jeden z bok ów , styczną w tym 
punkcie ;  sprawdzenie pow yższego w ysłow ienia uskutecznia się bez najmniejszej trudności.

P rzeto , spółrzędne punktów przegięcia krzyw ej.

(4) A X , Y , Z )  =  0

4 1 6  r o z d z i a ł  I.

powinny zarazem sprawdzać równanie

f "' XX f "1 XY f\

(5) f"t YX f"/  YY f "

f "' zx f"' ZY f "

T o rów nanie sprawdza się także przez spółrzędne punktów  w ielokrotnych.

Można zauważyć że krzywa rzędu m posiada 3m{m —  2) punktów  przegięcia.

410. D ow iedziem y tutaj ważnej w łasności punktów  przegięcia w krzyw ych trzeciego rzędu :

W szelka prosta , przechodząca przez d w a  z punktów  pZregięcia  k rzyw ej 3ff° rzędu , przech o d zi

KONIECZNIE T PRZEZ TRZECI PUNKT PRZEGIĘCIA.

W eźm y, w  rzeczy samej, z i  bok i trójkąta odniesienia prostą przechodzącą przez dwa punkta p rze -

gięcia A  i B i styczne przegięcia AG i BG; te trzy proste tworzą trójkąt; gdyż jeśliby  styczna prze
gięcia AC na przykład m ogła zlać się z linią AB, spotkałaby ona krzywą 3k° rzędu w  czterech punk
tach (trzy punkta zlewające się w  jed en  A na AG i punkt B). T o  założywszy, równanie ogólne 
krzywych trzeciego rzędu je s t

(1) m X ^ n ^ + p ï ^ - f  m jt fY -f  n^XaZ +  nYiX +  nsYaZ + p Z * X - fp 1Z*Y4-AXYZ =  0.

Poniew aż ta krzywa ma przechodzić przez dwa punkta A (Y  —  0, Z = s  0) i B (X  = :  0, Z =  0 ), 
rów nanie (t) sprowadza się do

(2) - f  m .jPZ +  n V X  +  n,T-Z  - j -  pZ 3X +  -f* 4X Y Z  =  0

Prosta BG jest styczną przegięcia, w ięc p 'erw sza strona równania (2) pow inna b y ć  sześcianem 
zupełnym , gdy się w niej uczyni X =  0 ; W prowadzając weń to przypuszczenie, otrzym a się

pjŻs +  ^ Z + p n Y Z * ;
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Wyrażenie nie m ogęce być zupełnym  sześcianem  chyba jeśli

n2 —  0, ^1 =  0.

W yrażajęc podobnież że prosta AG jest stycznę przegięcia, znajdzie się

mi  —  0, p  =  0.

Równanie (2) sprowadzi się do

p.2 Z3 - f  m ,X 2 Y - f  nY'2X +  /iX Y Z =  0 ; 

rów nanie, m ogące się przedstaw ić przez

(3) Z3 =  X Y T ,
zakładając

(3 bis) T  =  — —  (m ,X + .n Y  +  AZ).

T ego kształtu rów nanie pokazuje, że prosta T =  0 jest także stycznę przegięcia, i że od p ow ied n i 
punkt przegięcia znajduje się na prostej Z =  0.

A zatem prosta, przechodząca przez dwa punkta przegięcia krzywej 3ff° rzędu, przechodzi koniecznie 
i przez trzeci punkt przegięcia,

§ III. —  RÓWNANIA STYCZNEGZKOWE. —  SPÓŁRZĘDNE u, v.

1° Punkt zetknięcia jakiejkolwiek stycznej.

i t l l .  Niech będzie równanie stopnia n m iędzy zm iennem i w, v

(1) =  0 ;

u i v będęc spśłrzędnemi jakiejkolw iek prostej, równanie (1) będzie przedstawiać krzyw y obw ija jęcę  
tych prostych ; a jakiekolw iek rozwiązanie równania (1) da spółrzędne stycznej do tej krzyw ej.

Rlassa krzywej równą jest stopniowi jej równania styczneczkowego.

W  rzeczy samej, klassa krzywej je st rów nę liczbie stycznych które można do niej poprow adzić 
przez punkt ja k ik o lw ie k ; jeśli w ięc

(2) A m +  Bu - f  G =  0

jest rów naniem  tego punktu, spółrzędne stycznych poprow adzon ych  przeż punkt (2) będę r oz więzi 
niami w spólnem i dla równań (1) i (2 ) ; liczba tych  rozwięzari jest w idocznie rów nę n.

412. Równanie punktu zetknięcia jakiejkolwiek stycznej.

Punkt zetknięcia stycznej jest przecięciem  się tej stycznej ze styczna nieskończenie jej blizkę. Niech
53
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będzie styczna [vt, vi), ma się najprzód

(3) /"(w, d, ) =  0;

i jeśli m , - j - A m , ,  n j- j-A y , są spółrzędnem i stycznej nieskończenie blizk iej, równanie punktu prze
cięcia tych dw óch  prostych będzie nro (120)

Au, , .
v —  vt =  — i (m —  m,) ;

AWj

a w granicy sianie się

f
V

Vl

takiem jest równanie punktu zetknięcia.

Postępując jak w  nrze (371) w yw iedzie się że 

Rów nanie punktu zetknięcia stycznej (uh u,) z krzywą

(5) f ( u , v ) ~ 0 ,  a lbo f ( u , v , w ) ~  0,

jest

(6) uf' +  vf ' Vl~\- wf ’Wi = ° .

z warunkiem

(6 bis) f[u u vu w t) =  0.

II0 P rzecięcie prostej z k r z y w ą .

413. Jeśli równanie styczneczkow e krzywej jest

(1) f ( u ,v )  =  0, albo f ( u ,v ,w )  —  0 ;

i gdy u0, v0) w0 są spółrzędnem i prostej danej, nazwawszy przez u,, u,, w , spółrzędne stycznej 
w jednym  z punktów  gdzie ta prosta spotyka krzywą, równanie tego punktu będzie

Ul i / Itj I I Wi
z warunkiem

Uf u { +  Vf x =  °

f [u u  vh wt) =  0.

W yraźmy że prosta ( m 0 , t>0, w0) przechodzi przez ten punkt, będziem y mieli związki

+  vof'Vl-\ -wof'Wi =  

f(uit y„ iv¡) — 0;



albo znoszęc wskaźnik 1

f(u , v, w) =  0,

uo f ' u + vof'v -\ -wof'w = Q-

STYCZNE. 4 1 9

(2)

Styczne w punktach, w których prosta (u0, v0, w 0) spotyka krzyw a  (1) będą zatem stycznemi wspólnemi 
dwóch krzywych  (2).

Pierwsze równanie jest równaniem  krzywej uważanej; przypuścim y ję  stopnia n ; drugie równanie 
będzie wtedy stopnia [n —  1); liczba rozwięzańjwspólnych tym d w om  rów naniom  jest rów ng n [n — 1). 
Zatem

K rzyw a  n leJ klassy spotkanąjest przez jakąkolwiek prostą w n (n —  1) punktach; to je s t  krzywa ntei klassy 
jest wogóle rzędu n(n —  1).

Rzęd krzywej danej przez je j rów nanie styczneczkow e zmniejsza się skutkiem istnienia stycznych 
w ielokrotnych.

41 h. W yrazim y że punkt

(1) Am -( -  Be -|- Cw =  0,

je st na krzyw ej, identyfikując je g o  równanie z rów naniem  punktu zetknięcia stycznej (uu  ut). Tym 
sposobem  otrzym am y

( 2 )

t  «1  f  Vt _ t
" F -  T T ’

vii « '1) =  0, a lbo Ai/j -|- Bu, - j -  Cwj =  0 ;

a rugujęc Mt, vi} wt m iędzy trzema równaniami jed n orodn em i (2) otrzym am y warunek aby punkt (1) 

by ł na krzywej

(3) f [ u , v , w ) =  0.

I I I 0 Z a s t o s o w a n i e  d o  k r z y w y c h  2 s Iei k l a s s y .

Zi 1 5 .  W a r u n e k  a ż e b y  p u n k t  j a k i k o l w i e k  b y ł  n a  k r z y w e j  2siei k l a s s y .

Niech będzie rów nanie ogólne krzyw ych 2s!ei klassy

(1) f(u , v , w) =  k u -\ - ‘iR u v-\-ę,v l Ą - ‘l\)uw - j -  2Em m -j-Fw J =  0,
a

(2) aM bu - j-  cw —  0,

rów nanie punktu danego.

W edług  uwagi nru (ólti) pow inniśm y m ieć

AM| —|— Bu, —j-  1)W\ ża —- 0,

| Bul Cu, - j -  Em’, —  >.b =  0,

Dm, —j— Eu, —j— F W\ Ac —  0,

\ aMj - j -  bu, - j -  cw , —  0 — 0.
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Rugow anie u{, vi} iv4 i X m iędzy temi ostatniemi równaniam i prowadzi do warunku szukanego, t. j.

(3)

A B D a

B G E b

D E F o

a b c 0

— 0.

-'ll6. RÓAVNANIE PUNKTÓW PRZECIĘCIA PROSTEJ (a, S, y )  Z KRZYWA 2Siei KLASSY. 

.Jeśli rów nanie jed n ego  z punktów  przecięcia jest

W aw - f-  by - f -  d c  =  0 ,

stałe a, b, c, w inny sprawdzać związek (3 ) ;  poniew aż prosta dana ma przechodzić przez ten punkt, 

będzie się m ieć

(5) aa —J— bS ~j~ Cy 0.

Z rów nań (4) i (5) wyprowadza się

(6)

a b c
S w - - yV yU —  aW aV Su

w  związek (3), wypadnie

A B D S W —  yV

B C E yU —  UW

D E F «v  —  Su

Sw—  yV yU— a.W aV —  Su 0

=  o ;

jestto związek m iędzy spółrzędnem i u, v, w , jak iejkolw iek  prostej, przechodzącej przez którykolwiek 
z punktów  przecięcia prostej (a, S, y )  z krzyw ą; jestto w ięc równanie dwóch punktów przecięcia.

R ów nanie (6) może się przedstawić pod  leształtem następującym  n° (379)

(7)

Z obaczym y w  paragrafie następnym inne dow odzen ie m ogące się zastosow ać do tego przypadku 
n10 (423).

417. W arunek  aby  prosta dana spo tyk ała  k r zy w ą  (1) w  dwóch punktach  rzeczyw istych .

Ażeby otrzym ać ten warunek d osyć jest wyrazić że dwa punkta przedstaw ione przez rów nanie (7) 
są rzeczywistym i, to jest, na zasadzie n™ (36),

E‘2 —  GF >  0, albo D2 —  A F >  0.



STYCZNE. 4 2 1

Spostrzega się łatw o że rachunki rozwinięte w  nrza (380) dadzę się tu zastosować, zastępując 
A, B, C, D, E, F , przez C, E, F, B, D, A , a x ,  y ,  z, przez v, w , w; znajdzie się znoszęc czynnik 
który przypuścim y różnym  od  zera

C E B

a, 6, y) E F D < 0

B D A

n ierów n ość klórę w idocznie można napisać

A B D

(8) f{<*> y) B G E A o

D E F

takim jest warunek ażeby dwa punkta przecięcia krzyw ej (1) z prosią  (<x, S, y) były rzeczywistymi,

IV° Punkta zwrotu,

418. Jeśli przez jakikolw iek punkt zwrotu  linii krzywej poprow adzi się doń  styczne, trzy z nich 
złęczę się ze stycznę zw rotu. Przypuszczam y na chw ilę tylko określenia ogólne punktów  zwrotu,, 
szczegóły będę podane w Rozdziale III, następującym .

Niech będzie równanie styczneczkow e krzywej

( t )  f [ u ,v )  =  0, albo f{u , v, w) =  0 ;

i punkt

(2) v =  au - j -  b.

Styczne poprow adzone do krzywej przez ten punkt będ ę wyznaczone przez równanie (2) i rów nanie 
następujęce

(3) / ( m, au- j - b)  =  0;

ażeby punkt (2) by ł punktem zw rotu, trzeba aby to równanie m iało trzy pierwiastki równe. Prowadząc 
dalej rachunki jak w  num erach (384) i (385), wykaże się że

Spółrzedne stycznych w punktach zwrotu krzyw ej (1) winny sprawdzać równania

0 ) / k v, w) —  Q.

f ’ uu f"/ U V f"/ UW

(A) f "i vu rvv f "• vw

f "/ wu f"' U)W
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Spółrzędne stycznych przegięcia i w ogó le  stycznych w ielokrotnych  czynią także zadosyć związ
kow i (4); gdyż jeś li przez punkt przegięcia poprow adzi się styczne do krzyw ej, będzie rów nież trzy 
zlewające się ze styczną przegięcia. A le pom iędzy stycznemi zw rotu i stycznemi przegięcia jest ta 
ważna różnica, że pierwsze są stycznemi pojcdyńczem i a drugie podw ójnem i. O tych w łasnościach 
będziem y m ów ić  w  Rozdziale III.

§ IV. —  RÓWNANIA STYCZNECZKOW E, —  SPÓŁRZĘDNE TRZYLINIJNE.

1° P unkt zetkn ięcia  jak iejk o lw iek  stycznej.

419. R ów nanie jed n orodn e stopnia nteo°.

( ! )  A U , V , W ) = 0 ,

przedstawia krzywą nu> klassy, jeśli U, V , W  są spółrzędnem i trzylinijnem i jak iejkolw iek  prostej; 
krzywa jest obw ija jącą  prostych, których spółrzędne sprawdzają rów nanie (1).

Przez jakikolw iek punkt

(2) AU -j- BV -j- GW  =  0,

m ożna poprow adzić n stycznych do krzywej (1), gdyż liczba rozwiązań, rzeczywistych lub u rojonych , 
rów nań jed n orodn ych  (1) i (2) jest zawsze rów ną n ; krzywa (1) jest w ięc n"i klassy.

420. Niech będą teraz Uj, V ,, W t spółrzędne stycznej do  krzywej

(1) f lU ,V ,  W ) _ 0 ;

równanie 'punktu zetknięcia tej stycznej będzie

(2) uAU(+ v r Vl+ w r Wl= o ,

z warunkiem

(2 bis) A U i ,V | ,W ł ) =  0.

W ystarczającem  będzie dow ieść w tym celu że punkt (2) jest przecięciem  się dw óch  stycznych 
n ieskończenie siebie b lizk ich , czyli że równanie (2) sprawdza się przez spółrzędne stycznej 
(Ui, V „  W ,) i przez spółraędne (U i-j-J U i, V , -(-  JV(, W ,-j-(S W 1) stycznej nieskończenie blizkiej. 
Rachunki są też same co  i w nrze (404).

11° P rzecięcie się prostej z k r zy w ą .

421. Rów nanie styczneczkow e krzywej będąc

i1) /'(u, v, w) =  o,

niech będą U0, V0, W f spółrzędne prostej danej. Jeżeli (Uj, V „  \V4) jest styczną do krzywej w  jednym
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z punktów  przecięcia z prosty (U0, V0, W 0), równanie tego punktu będzie

423

(2) ( u/'b,+ v/ 'Vl +  W w, =  0
w ( U i ,  V t,  W ,)  =  0 .

W yraźm y że punkt (2 ) jest na prostej danej, będziem y mieli równanie warunkowe

j U o ^  +  Y o / ^ + W / w ^ 0’

( / (U , ,  V „  W , ) = 0 ;

albo, znosząc wskaźniki 1

(U o / 'u+ V 0/ ' v + W 0/ ' w = 0 ,
W  ]

(/•(U, Y , W ) = 0 .

Rozwiązania w spólne dw om  rów naniom  (3), albo styczne w spólne krzywym  przedstawionym  przez 
te dwa równania będę stycznemi w punktach w których prosta  (U0, Vo, W 0) spotyka krzywą  ( 1 ).

Drugie z równań (3) jest równaniem  samej krzyw ej.

W idzim y jeszcze, że rząd krzywej jest w ogóle  n(n —  1 ), jeśli n jest klassę tej krzywej.

U w a g a . W yrazi się że punkt jest na krzywej, identyfikując równanie tego punktu z równaniem  
punktu zetknięcia stycznej w  tym pu nk cie ; zobacz ner (414).

III0 Z astosow anie  do krzyw ych  2?iei k la ssy .

422. Rów nanie ogólne krzyw ych 2siei klassy w spółrzędnych trzylinijnych jest

( 1 ) f { U, V , W ) =  A UU2 + A . 22V 2 4 - A 33W -2 +  2A,.2UV +  2A 13UW  +  2A23Y W  =  0 .

Dowiedzie się jak w  nrze (415) że 

Warunek aby punkt

(2) aU +  b V - f - c W  =  0

był na krzyw ej ( 1 ) jest

ó n A 12 A l 3 a

A  21 A  22 A-23 b =  0.

A31 A 3-2 A  33 c

a b C 0

423. Równanie punktów przecięcia się prostej (U0, V0, W 0) z krzywą 2eIei klassy (1).
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Niech będzie I punkt jak ikolw iek

przez ten pu nkt; jeśli się założy

W

rt _ _  m,\] -f-  « 2U0Ul —    —  ,

V -  ~ł~ W2V°
P

 jhjW  4 -  moW0
Wi — ----------------------- j

P

u „  V i, W f, będę spółrzędnem i prostej D4, przechodzącej przez przecięcie się I dw óch  prostych 
D0(U0. V „  W 0) i D(U, V , W ) ; będzie w edług nr“ (142)

. . .  np  wstlM Dj
( 4 i 8 )  - = —

wstDJDo

P rzypuśćm y, że prosta Dl3 jest stycznę do krzywej (1); pow in no się m ie ć  w tedy 

/ i )« xU -f -  »¿aUo; .»«lY +  m2V0, m ,W  - j -  m2W 0) =  0.

albo rozw ija jęc

(5) V , W ) + mlm W u+  V v +  W 0/ ' J  +  < ( U „ ,  V0, W 0) =  0.

T o równanie wyznacza stosunki wstaw kętów , jakie czynią z prostem i 1D0 i ID styczne pop row a
dzone do krzywej (1) przez punkt I ; jest dwa stosunki, poniew aż przez punkt 1 można poprow adzić 
dw ie styczne.

O lóż, jeśli punkt I jest jed n ym  z punktów  przecięcia prostej D0 zk rzyw ę, M 11% przykład, dwie styczne 
poprow adzone do krzywej przez punkt M zlewaję się w  jednę. Uwaga nr“ (.‘575). Zatem dwa stosunki 
w yznaczone równaniem  (5) sę rów n e; i odw rotnie, jeśli te dwa stosunki sę rów ne, dw ie styczne łęczę 
się z sob ę ; przeto punkt z którego one sę w yprow adzone znajduje się na krzyw ej.

W yraźm y zatem że dwa pierwiastki równania (5) sę rów n e ; ma się

(6) M U o, Vo, W 0)./{U , Y , W ) =  (L V 'u+ V / ' v +  W 0/ w)2, 
albo

(6 bis) 4/(U0, Y 0, W 0) / ( U ,  V , W ) =  ( U / ^ - f  V / 'v# +  W /•' )*.

rozdział  i .

ńa prostej D0(U0, V0, W 0)  i prosta D(U, V , W ) przechodząca
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W arunek ten będąc zadow olonym , dw ie proste D i D0 przecinają się na krzyw ej; ale prosta 
D(U, V , W ) jest dow oln y ; rów nanie (6) jest przeto związkiem m iędzy spółrzędnem i U, V , W  jak iej
kolw iek  prostej, przechodzącej przez którykolw iek  z punktów  przecięcia prostej D0 z krzyw ą; rów 
nanie (6) albo (6 bis) jest zatem rów naniem  dw óch  punktów  przecięcia się prostej (U0, V 0, W 0) 
z krzywą (1 ).

424. Jeśli rozłożym y na kwadraty pierwszą stronę równania (6 bis), sprowadzi się ona do summy 
d w óch  kw adratów, z których jeden będzie pom nożonym  przez wyrażenie takie, jak (AC —  B2) ; ażeby 
dwa punkta (6 bis) były rzeczywistym i, trzeba ażeby ta ilość była od jem n ą; będzie się w tedy przyw ie
dzionym  do rachunku takiego samego jak ten, któryśm y w nrze (380) rozw inęli. Ztąd w nosim y że

Prosta  (U0, V0, W 0) spotka krzywą (1) w dwóch punktach rzeczywistych, jeśli sie ma

A „ a 12 a 13

flUo, V0, W 0) A « Ao2 A 23 < 0 .

•431 4,32 4 33

1V° Punkta zwrotu.

425. Gdy jakikolw iek punkt krzywej jest punktem zw rotu, pom iędzy stycznemi wyprow adzonem i 
z tego punktu do krzywej są trzy łączące się ze styczną zwrotu.

Niech będzie Ui, V t, W u styczna do krzywej

(1) A U , Y , W ) = 0 ;

jeśli położym y

U» _
9

y< _  W)Yi -|- m.jV ^

P
w , _  ‘¡fil! W  | - f  Mo W  .

P

W yrażenia te wyznaczą prostą D '(U ', V ', W ') przechodzącą przez punkt przecięcia I prostych 
Dt(Ui> V ,, W ,) i D(U, V , W ); co  w ięcej, ma się nor (142)

(2 bis)
m% ,  wstDjID'

wstD'lD
54
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Przypuśćm y prostą D' styczną do krzywej (1), będzie ztąd

/-!>iU, -f- m2U, m,V,-j-»n2y, m,W,-f msW) =  0,

albo rozw ijając i dzieląc przez m’‘ :

M

(3) m, v„ w ,)+ W Ui+v/'Vi+w /'Wl]+
N

+ o W u l0l+ v , r , 1v1+ W !r Wll, , H - ™ v r „ lVl+ 2 D w r m + 2 Y w r ł i  . .  . = o .

To rów nanie wyznacza stosunek wrstaw kątów , jakie czyni z dw iem a prostem i ID, i ID styczna 
do krzyw ej, poprow adzona przez punkt I ; poniew aż jest n stycznych, jeśli krzywa jest n"-' klassy, 
będzie n stosunków  w yznaczonych  przez rów nanie (3).

1° P rzypu śćm y że prosta Dt(Ui, Y j, W () jest styczną; równanie się uprości do

w

o>

D ,

(3 bis)
h i z.3

A-M -L  _  N -f-  — —  P 4 -  . . .  0 : 
1 .2  1 ,2 ,3  ~

to rów nanie ma jeden  pierwiastek k —  - -  —  0 ; w  rzeczy samej jedna ze stycznych D' złączy się
m

z prostą Dj.
2° Przypuśćm y punkt I na krzyw ej, będzie wtedy dw ie styczne D ', które muszą się złączyć zą

■jy

D l

styczną D, [Uwaga n™ (375)]; zatem równanie (3) w inno przyjm ow ać, wedtug w zorów  (2), dw ie w ar

tości na A albo na rów ne zeru ; pow inno się w ięc m ieć jednocześn ie

W
j AU*. v „  W ,) =  o,



poniew aż prosta (U, \ , W ) jest dow olną, drugie z równań ( i)  jest związkiem m iędzy spólrzędnem i 
jakiejkolw iek prostej, przechodzącej przez I, punkt zetknięcia prostej I),.

<5 Równania (4) wyznaczają w ięc punkt zetknięcia stycznej (Ui, Y , W t). Twierdzenie dow iedzione 
już w nrzc (420).

3« Przypuśćm y że punkt I jest punktem zwrotu i że D, jest styczną zw rotu ; w tedy pom iędzy slycz-

STYCZNE. h2l

nemi D', będzie trzy, które muszą złączyć się ze styczną D j: rów nanie (3) musi w ięc przyjm ow ać,
JM,

w edług w zorów  (2), trzy w artości na k albo —  rów ne zeru; otrzyma się zatem równania w arunkowe

(1 °) /'(Ui, V ,, W ,) =  0 ; (2°) M =  0, (3°) N =  0,

litery M i N przedstawiają w spółczynniki k i A2 w równaniu (2).

Prosta Di jest styczną stałą w punkcie zw rotu I, a prosta D(U, V , W ) jest prostą jakąkolw iek 
przechodzącą przez punkt I.

Otóż równanie (2°) przedstawia punkt, będący punktem  zetknięcia stycznej Di, albo punktem  
zwrotu ; równanie zaś (3°) pow inno być  sprawdzonem  przez spółrzędne U, V, W , wszystkich prostych 
przechodzących  przez punkt (2°).

Innem i słow y, równanie (3°) pow iuno przedstawiać dwa punkta z których jeden  jest punktem (2°).

Aby równanie (3°) przedstawiało dwa punkta, trzeba i wystarczy żeby, ner (364)

(4»)

styczne (U0  Y ); W i) zw rotu pow inny w ięc sprawdzać równania (1°) i (4°),

W arunki te są koniecznym i; dow iedzie się że one są wystarczające, wykazując że skutkiem zw iąz
ków  (1°) i (4°), punkt (2°) jest jednym  z punktów  (3°). Sprawdzenie m oże się łatwo uskutecznić, b iorąc 
punkt I za jed en  z w ierzchołków  trójkąta odniesienia, a prostą DJ za jeden  z b ok ów  trójkąta.

Zatem , spółrzędne stycznych w punktach zwrotu krzywej

f"1 UiU, f"' DiV,
f"
' U1W 1

f "' V ,u , f "t V!V, f "t v,w, =  0 ;

f "1 W jU, f  W iY i f"t W 1W 1

(5)

muszą jednocześnie sprawdzać równanie

(6)

/•(U, V , W ) == 0

f "  u u  

A u

Aro

f/ uv

f"/  VV

f "t WV

fil
/  UW

f"
/ vw

f "I ww

=  0.



T o równanie sprawdza się także przez spółrzędne stycznych w ielokrotnych.

Jeśli k r z y w a  je s t ri‘i k la s s y , c zy li jeśli ró w n a n ie  (5) je st sto p n ia  n, ró w n a n ie  (6) b ę d zie  sto p n ia  
(in — 2 ) ;  ró w n a n ia  je d n o ro d n e  (5) i (6) bę dą  w ię c m ia ły  3 n (n  —  2) r o z w ią z a ń  w s p ó ln y c h ; p rze to  :

Krzyw a  ntei klassy ma wogó/e 3n(n —  2) punktów zwrotu.

Liczba punktów  zw rotu krzywej, przedstaw ionej za pom ocy  jej równania slyczneczkow ego jest 
zmniejszoną w  razie istnienia stycznych w ielokrotnych.

42 6 . D o w ie d z ie m y  tuta j n astępującej a n a d e r w a żn e j w łasności p u n k t ó w  z w r o t u  w  k r z y w y c h  trze 
ciej kla ss y.

Styczne w dwóch punktach zwrotu jakiejkolw iek krzyw ej trzeciej klassy przecinają się w jednym  punkcie, 
przez który przechodzi trzecia styczna zwrotu.

W eźm y za w ierzchołki trójkę ta odniesienia dwa punkta zwrotu A i B, a styczne w  A i B będą 
dw om a innymi bokami. T e proste utworzą trójkąt, gdyż jeśliby  AC na przykład m ogła się złączyć

4 2 8  RO ZD ZIAŁ I .

z linią AB, z punktu B możnaby poprow adzić cztery styczne d o  k rzyw ej; trzy dotykające krzywej 
«■’ B (punkt zw rotu) i jedna dotykająca krzywej w A. T o założywszy, rów nanie ogóln e  krzywych 

trzeciej klassy jest

( 1 )  m U 3 - j -  w ,V 3 - f  p.2W 3 +  jw1U 2V  +  m 2U'2W  - f  n V 2U  - f  w2V 2W  +  pW U  - j -  piW 2V  +  A U V W  =  0 .

Punkt A jest punktem zwrotu, którego styczną jest A C ; przeto trzy styczne poprow adzone przez 
punkt A pow inny złączyć się z linią A C ; czyli że jeśli się czyni U — 0 w  równaniu (1) , pierwsza 
strona winna być  podzielną przez W 3; otrzyma się w ten sposób warunki

n, =  0, n2 =  0, pt —  0.

Podobnież punkt B jest punktem zw rotu, którego styczną jest BC, to jest że gdy się uczyni V =  0 
w  równaniu (1) pierwsza strona pow inna być podzielną przez W 3; znajduje się

m =  0, m2 —  0, p —  0.

Tak, że równanie (1) sprowadza się do

p jtys „ Y 2U - f  AUYW =  0,
albo do

(2) W 3 =  U Y T ,
zakład atąc

(2 his) T  = . —  i  (mtU +  nV +  A W ).
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Z kształtu (2) w idzim y że punkt T  =  0 jest punktem  zw rotu, którego styczna przechodzi przez 
punkt W  =  0. Przeto.......

V° PRZEJŚĆ Z RÓWNANIA STYCZNECZKOWEGO DO RÓWNANIA W SPÓŁRZĘDNYCH —  PUNKT 1 ODWROTNIE.

427. Przedstawim y przez x ,  y , z, spółrzędne jakiegokolw iek punktu, a przez u, v , w spółrzędne 
jak iejkolw iek  prostej; reguły i rozum owania które podam y stosow ać się będę lak do spółrzędnych 
kartezyańskich punktu lub prostej, jak i do spółrzędnych trzylinijnych punktu lub prostej.

Mając danem równanie jakiejkolw iek krzyw ej w spółrzędnych —  punkt znaleźć równanie styczneczkowe 
tej krzywej.

Niech będzie równanie prostej

ux  - j -  vy - j -  wz =  0,

gdzie u, v, w sę parametrami tej prostej, albo je j spółrzędnem i; szukajmy warunku aby ta prosta 
dotykała krzyw ej, której rów nanie dane jest

f [x , y ,  z) =  0 .

Jeśli x 0, y 0, 20 sę spółrzędnem i punktu zetknięcia, pow inno się m ieć identyfikując powyższe rów * 
nanie prostej z równaniem  stycznej w  tym punkcie

i 1“) yo, z o) —  o ,

(2°) f  x0 _ f  y0 _ f  z0
u v w

Rugujęc x 0> y 0! z0 m iędzy trzema równaniami jednorodnem i (1°) i (2°), otrzyma się zwięzek kształtu

(3°) F (a, » , w ) —  0 ;

jestto warunek aby prosta była stycznę. A le że równanie (3°) jest zwięzkiem między spółrzędnem i
w, v, iv, jakiejkolw iek stycznej do krzywej, jest ono przeto rów naniem  styczneczkow em  krzyw ej.

Równania (1°) i (2°) pocięgaję za sobę jako następstwo 

(4°) ux0 vy0 - f  w z 0 =  0 ;

m ożna zatem zamiast układu rów nań (1°) i (2°) postaw ić układ następny

(1 )

( 2)

(3 °)

w  _ _ Xo i v y o .
U  Zn U *  Zn

f(xo, yo, zo)  =  0 .



Przypuściwszy, że dajem y sobie slosunek v~ i że m jest stopniem  równania krzyw ej; równania (2) 

i (3) maję m (m —  1) rozwięzari w spólnych  ^ 2 ,  a równanie (1) da m (m —  1) w artości od p o

w iednich  dla
U

Poniew aż równanie (3°) jest następstwem trzech równań (1), (2 ), (3), przeto dla jednej wartości

danej dla - ,  odpow iada w tern rów nania m [m — 1) wartości dla — . Zkęd 
u w

Równanie styczneczkowe ( i 0) je s t  wogóle stopnia m (m  —  1).

N. B. Jeśli się zastosuje tę m etodę do równania ogólnego krzyw ych drugiego rzędu

(I) f [x ,  y ,  z) =  k x l - f -  2Bx y  - j -  Cy 1 - f -  2Dx z  -f-  2Eyz - j -  F :2 =  0, 

znajduje się, na róicnanie styczneczkowe

4 3 0  ROZDZIAŁ I .

(II)

A B D u

B C E V

D E F w

w V w 0

=  0.

W  przypadku spółrzędnych dw ulin ijnych (u, v) równanie prostej jest

nx-\-vy — wz — 0,

równanie styczneczkowe będzie

(III)

A B D u

B C E V

D E F —  XV

u V —  w 0

=  0 ,

4 2 8 .  Mając danem równanie styczneczkowe jakiejkolwiek krzywej, znaleźć jej równanie w  spół
rzędnych —  PUNKT.

Niech będzie rów nanie jak iegokolw iek  punktu

x u -\ -y  y -J- ziO —  0,

x > z , będ ęc parametrami punktu, albo jeg o  spółrzędnem i; szukajmy warunku, aby ten punkt był 
na krzywej, której równanie styczneczkow e dane jest

P( u , v } w )  —  0.

Jeśli ito, %  wo, s ?  spółrzędnem i stycznej w  tym punkcie, pow inno się m ieć identyfikujęc powyższe
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rów nanie punktu z równaniem  punktu zetknięcia stycznej,

( 10) F(m0, ^o; wo) —  0,

(2°)
x  y  z

R ugujęc u0, v0, w0, między równaniami (1°) i (2°), otrzyma sięzw ięzek kształtu 

(3°) f(x, y,z) — 0;

jestto warunek aby punkt był na krzywej. A le że rów nanie (3°) jest związkiem m iędzy spółrzędnem i 
x ,  y , z ,  jakiegokolw iek punktu krzyw ej, jest on o zatem równaniem krzyw ej w spółrzędnych-punkt. 

R ozum ujęc jak w przypadku poprzednim , zobaczy się że :

Jeśli n jest stopniem równania styczneczkowego, n ( n — 1) będzie, w ogóle stopniem równania w spół
rzędnych-punkt.

N . B . zastosowanie do krzywych 2sieiklassy przedstaw ionem  było w nrae(402).
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BIEGUNOWE.

§ I.—  SPOŁRZĘDNE KARTEZYANSKIE.

Io Definicya. —  Równania.

429 . D efinicya .

« N iech  będzie krzywa rzędu m i jakikolw iek punkt siały P , na je j płaszczyźnie; przez punkt P 
»p op row a d źm y  jakakolw iek sieczny, której m punktami przecięcia się z krzywą niech będą
» A 1( A 2, ........A ,„; nazwijm y przez p1( p.2,...pm od leg łości P A t, PA 2... PAm i weźmy na siecznej punkt M
» taki, aby się m iało następujący związek, jeśli MP =  p

(i) -  —  =  — -I- — H— + Ú
p Pi P2 pm

» K iedy sieczna obraca się około  punktu P, m ie jscem  punktów  M jest linia prosta, zwana prostą

» biegunową punktu P. Punkt zaś P zow ie się biegunem prostej.

Punkt M, którego od leg łość  p od  punktu P, zadawalnia związek (1) jest nazwany środkiem harmo
nicznym  układu m punktów  A 4, A2, . . . A m, w zględem  punktu P ; biegunow a jest przeto m iejscem  
środków  harm onicznych , w zględem  P , punktów  przecięcia siecznej z krzywą.

Twierdzenie o biegunow ych  punktu podanem  zostało przez Cótes'a, w  1680 roku, a pow lórzonem  
przez Maclaurin’a w  je g o  dziele Geométrica Orgánica, 1719. O dległość MP albo p nazwaną została 
przez Maclaurin’a średnią harmoniczną; Ponceoet nadał punktowi M m iano środka średnich harmo

nicznych.

U ogóln iono w iadom ości o  biegunow ych  :

» Jeśli P jest punktem stałym na płaszczyźnie krzywej rzędu m ; jeśli A t, A2, . . .A m są przecięciam i
» krzywej z jakąkolwiek sieczną, przechodzącą przez punkt P ; biorąc na siecznej punkt M taki, aby

(II)  ( -  - f -  - ) = 0 ;
P\? Pu \P PiJ \P P>‘J

t
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» p wyznacza od leg łość MP- a p; od leg łość P A ;; m iejsce punktów  M nazywa się biegunową rzędu  p, 
» albo (m — p) biegunow ą punktu P.

Summa £ rozciąga się do wszystkich iloczyn ów  p  do p  różnic ( -  —  — j; co  w ięce j, odległości PA; po-
\P pM

winny być  uważane za dodatne lub od jem n e w edług tego, czy począw szy od  punktu P są zw rócon e 
w pewną stronę lub w  stronę przeciwną.

Związek (II) może się przedstawić pod innym kształtem, którego wykazanie w  tern m iejscu  jest 
rzeczą nader ważną. Ma się w  rzeczy samej

P A, M

1 1 1  1 PA; — PM .
J f  PM P A ;-  PM.PA; ’

otóż jakieby nie by ło  położenie w zględne trzech punktów  ma się nr° (11)

PA; 4 -  A;M +  MP =  0, zkąd PA; —  PM =  MA;,

m ając wzgląd na um ow y przyjęte w  nrze (5 3 ); zkąd nareszcie

1 _  1 _ _  MA, 1
p P; — p a T’ p m '

1Jeśli się podstawi te wartości w związek (II), czynnik —  znika i pozostaje
PM

/Tin  £ MA, M A, M A,,___ A.
( ’  p  PA, 'P A 2 .....PAp ’

albo też zm ieniając znaki czynników  :

(III bis) S - M i .  M M ....... M M ^  o.
v ' p  A ,P  A.2P A,,P

Teorya b iegunow ych  jest nader ważną w  nauce o krzysvych.

430. Równanie prostej biegunowej.

Niech będzie równanie krzywej rzędu m

( 0  f [ z ,  y ) =  0, albo f(.x, y ,  z) =  0,

a x 0, y 0 spółrzędne punktu P ;  spółrzędne jakiegokolw iek punktu leżącego na prostej przechodzącej 
przez punkt P, będą ner (40)

«  =  +  kp,

U =  yo +  P-P<

x , y  są spółrzędne punktu M prostej, a p przedstawia od leg łość PM ; stale X i p  zależą od  p o ło 
żenia prostej.
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Zastąpmy w rów naniu  (1) x  i y  przez ich w artości, otrzym a się

f\x o +  Ap, y 0 - j -  ¡jp) =  0,

albo rozw ijając w edług w zoru Taylor’a 

W f{xo, y0) +  p(>/'3.0+  uf'yJ  +  p>(..........) +  =  0 '

Rów nanie (3) wyznacza od leg łości p,, p2,...p » i punktu P od  punktów  przecięcia się siecznej 
z krzyw ą; otrzyma się w ięc

1  _j_ l._|_ i 'i   x a ~l~ l* f ;/0
Pl P’  Pm f ( x 0, !/0)

W ypadnie na m ocy  związku (1)

w  ™ + y v t i Ą V . = 0 .
p / t o »  yo)

Otrzymamy rów nanie m iejsca, rugując X p  i p .p  m iędzy równaniam i (2) i (4); co  daje

(5) ( « — a?o ) f a;o+  (y  —  yo)/1'^  +  « / t o >  ?/o) =  o.

Łatwo poznać że to jest rów n an ie linii prostej.

Można dać temu równaniu kształt sym etryczniejszy, czyniąc rów nanie krzywej jed n orodn em ; m a 
się w tedy  tożsam ość

zkąd
xf *  +  yf'v 4- zf'~ —  m f ( x = V ’  z ) ’  

X o f x 0 + y o f ' y 0 + z o f ' z  = m t'\x o, yo, *ó).

U czyńm y z0 = l ,  ma się na równanie biegunow ej

x  ■, y  „  n , « , ,  ??  t y?U/ I W

nowej punktu (x0, y0) ,/est

M ożemy teraz zastąpić x  i y  przez -  i - ,  x „ i y 0 przez — i ł 2 } równanie prostej biegu-
Z Z  Zq z0

nazyw a się ona także (m —  1)« biegunowa.

Uwaga. W idocznem  jest że to równanie ma ten sam kształt, co i równanie stycznej w punkcie 
(x0, Yo) nr° A U ;  tylko że w  razie stycznej trzeba d oń  dołączyć związek f (x 0, y a, z0) =  0.



W ynika wreszcie z defm icyi (1) prostej biegunow ej że jeśli punkt P jest na krzyw ej, [m —  1) “ b ie
gunowa czyli prosta biegunow a tego punktu jest styczną do krzywej.

431. R ów n a n ie  b iegu now ych  różnych rzędów .

P rzyjm iem y inną m etodę do rozwiązania zadania ogólnego.

U czyńm y rów nanie krzywej jed norodnem , ma się

BIEGUN OW E. 4 3 5

(1) *)  =  o;

niech będę x 0, y 0, spółrzędne kartezyańskie punktu P, a x i; y i} Aj przecięcia się siecznej zk rzyw ę; 
x ,  y , spółrzędne kartezyańskie punktu M wziętego na siecznej; jeśli się założy

(2)  x —  M A i
i j A ;P ’

spółrzędne punktu A; będę n° (52), (53)

1 X

P A; M

/■>; r , _  x    ^/o +  V

M ożem y zastępie te wyrażenia przez następujące :

za i • \ __ ix0 -\ -x Vi _  iy0 - U  y
< * * “ >  s — Y 5 T 7 '

z warunkiem że w końcu  rachunku uczyni się

Zi  i , Zfj — • \, z------ 1.

Punkt A» znajdując się na krzywej, pow in no się m ieć

!• ‘H ’
albo,

/■(XaJ0 +  *3 Xy0 “h  Xz0 - j -  z) =  0.

Rozw ijając to równanie za p om ocą  w zoru T aylor’a, znajdujemy

(4) X’" / ’(£„, ,y0, z0) - f -  xm 1 z / / H — z /  Zo) - j - . . . - j - X [ # o /v*H - 4,o /, ii_l_ s / .!/> 3j = 0 .

P ierw iastki równania (4) sa wartościami m stosunków, według których krzywa dzieli odcinek MP. 

Mając na uwadze znaczenie geom etryczne X, równanie (2) i defm icyą (III bis) b iegu now ych , nu
m er (429), w idzi się że :
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Równaniu biegunowej rzędu p , czyli , ( m — p)d biegunowej, otrzym a się przyrównawszy do zera 
współczynnik V‘ ~ ?  w równaniu (6).

Nic ch cąc rozw od zić  się nad licznem i w łasnościam i b iegunow ych , nie podam y tutaj ogólnego 
rów nania; zw rócim y tylko uwagę na kilka g łów nych  w yników  następujących.

632. 1° Rów nając z zerem w spółczynnik X’"- 1 , ma się

( 0  x / ' I j + SC i0 + ^ s, =  » !

jestto rów nanie odpow iadające związkowi

2 = ,-  +  ' - + . . . + i .
\ \l° P‘I  P pl Pi P»‘

(d bis) <
/  ii  M A i  i M A -2 i i M A m  A

\ a l b 0  * ^ + A S  +  - + A r f = # ’

czyli równanie prostej biegunowej.

N . B . Trzebaby w  rów naniu  (5) uczynić z0—  '1 i z =  1; ale jeśli się chce w rócić  p otem ]d o  spół— 
rzędnych jed n orod n ych , znajduje się właśnie rów nanie (5 ); jestto w ięc równanie prostej b iegunow ej 
w  spółrzędnych jed n orodn ych .

Ta uwaga stosuje się i do  rów nań następujących.

633. 2° Przyrównawszy do zera spółczynnik  y "~ 2, ma się

( 6) 2xzf"x 0z0+  2!/zf"y 0z0 =  0 i

jestto (m —  2)“ biegunowa albo koniczna biegunowa;  odpow iada ona zw iązkow i

(6 bis) j a lbo
I S MA/; M A ; n > ,
\ 2 AkP"’ AjP * <  •

Rów nając z ¡.erem spółczynnik X”*- r, będzie się m iało rów nanie (m —  p f i  b iegu n ow ej, czyli biegu
nowa rzędu p.

636. 3° Rów nając z zerem  spółczynnik X, ma się

(7) X0f ' x T~ Hot1 y “ )- zof'- —   ̂i

jestto krzywa rzędu (m —  1), albo pierwsza biegunowa.

Ona odpow iada związkowi

M A o IM A ni—,  ^
Ą aJ i ' W ...........A „,_iP  —  ‘

\
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Krzywa ta nie jest czem  innem  jak k r z y w ą  z e tk n ię ć  l in i i  s ty c z n y ch  poprow adzouych  przez punkt P 
nro (375). Tak w ięc :

P u n k t a  ze tk n ięć  s ty c z n y ch  p o p ro w a d zo n y ch  p r z e z  p u n k t  P , są p rz e c ię c ia m i k r z y w e j  z  p ierw szą  b i e g u -  

noiuą p u n k tu  P.

435. Jeśli się w eźm ie iloczyn pierwiastków równania (4), ma się na zasadzie w artości (2) na X

' MAi MAo M A „__ f { x ,  y ,  z)

' A,P - A .,P ........... AmP —  f ( x 0, y a> z0) ’

- f -  albo — , stosownie do tego czy m jest parzvstem lub nieparzystem ; ztąd zaś, jakiem by nie by ło  m, 
zm ieniając znaki w  m ianow nikach otrzyma się

(8 bis\ MAi MA2 .......... MA„, , f ( x ,  y ,  z )
PA, ’ P A 2  P A m f { x o, y 0, z0) '

U w aga. Jeśli ( x , y ,  z) wyrażają jakikolw iek punkt płaszczyzny, wyrażenie f ( x ,  y ,  z )  zwie się p o tę g ą  

p u n k tu  (x , y ,  z )  w zględem  krzywej

f ( x ,  y ,  z) =  0.

Jeśli P(a-0, y 0, z0) jest punktem stałym, dow oln ie w ziętym , potęga punktu M będzie m ieć następu
jące znaczenie geom etryczne (w edług związku (8))

/r*\ /y \ \ M A,.M A2 AJAm
<*> /¡> , y , » ) = A » . . y . . t ) - p A,.P A l ......... p a . .

to jest, że  j e ś l i  P j e s t  p u n k tem  s ta ły m , p o tę g a  ja k ie g o k o lw ie k  p u n k tu  M b ęd z ie  p ro p o r c y o n a ln ą  d o  ilorazu  

z  ilo czy n u  o d le g ło ś c i  o d  M d o p u n k tów  p r z e c ię c ia  s ię  s ie cz n e j  MP z k r z y w ą , p r z e z  i lo c z y n  o d leg ło śc i  

p u n k tu  s ta łeg o  P od  ty ch ż e  sa m ych  p u n k tów  p r z e c ię c ia .

II0 Krzywe średnicowe (d ia m e tru les).

436. Nazywają się k r z y w e m i ś re d n ic o w e m i biegunow e jakiegokolw iek punktu, leżącego w nieskoń- 
ności na kierunku oznaczonym .

W yznaczym y krzywą średnicow ą pierw szego i (m —  t ) ? 0> rzędu. Napiszmy najpierw  rów nanie pod  
kształtem

( ! )  f ( x ,  y ,  z ) — f m{ x ,  y ) - \ -  z?m_ i ( x ,  y )  - f  z*?m_ 2(x ,  y ) - \ - .........- j - ^ —  0.

Przypuśćm y ze punkt ( x 0, y 0, z ) oddala się do n ieskończoności na prostej

(2) , y  —  ax - f  bz,

co  pociąga za sobą warunki

(3) y 0 —  a;r0, z0 == 0.
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R ów nanie prostej biegunow ej punktu (x 0, y 0 z0) jest

w  x f ' Xo+ y f > y o+ z f ' z =  0 ;

otóż

/  X =  x<e'm(x, y)-\-Zxf 'm_ i(x ,  v) —h-  !

f'y  —  y ? ' m ( x ,  y) i(x , ÿ )  -j - ..........!

 ̂ f ' z —  zf'm(x, y)-\-1Zfm—4 x } y)~ \ -........

W prow adźm y warunki (3) i zauważmy że funkcye f m etc. są jed n orodn em i, będzie

r x = x : - W m ( i ,  a),

f 'y o = JC ~ V '* ( 1 . a), ■ 

a).

Przeto, na zasadzie równania (4) będziem y m ieli na :

Równanie średnicy odpowiedniej kierunkowi ij —  aa? =  0 :

(a) » ( b  a) —j - y j t m i y , a)-[- 1, a) =  0.

437. B iorąc równanie pierwszej biegunowej, znajduje się natychm iast, wziąwszy w uw agę warunki (3) 
meru poprzedniego,

(1) f 'x -\ -^ f'y  —  Oj

jestto równanie krzyw ej średnicowej rzędu (m  —  1), odpowiadającej kierunkowi y —  ax =  0 ; albo 
równanie krzyw ej zetknięć stycznych równoległych do tego kierunku.

8. Bieguny jakiejkolwiek prostej.

Niech będzie prosta

(1) A x  —j- By —[- Gs =  0 ;

a x 0) y 0, z0, spółrzędne jednego z je j b iegunów . Rów nanie prostej b iegu n ow ej tego punktu będzie

* r + + v r

Identyfikując to równanie z rów naniem  prostej danej, otrzym uje się

( 2 )  fjc o _ ^ J Ą )  lJo
A B G ’ •

Równania te wyznaczają bieguny prostej danej; widzimy że :



Prosta jakakolwiek ma (:m —  l ) 2 biegunów.

W  szczególności, bieguny prostej w  n ieskończoności, dla której A —  0, B =  0, będą dane przez 
dwa równania

(3 ) r * = o, a = o .

111° B ie g u n o w e  w  k r z y w y c h  d ru g ieg o  r zę d u .

4 3 9 .  R Ó W N A N IE  BIE G U N O W EJ.

Rów nanie jakiejkolw iek krzywej drugiego rzędu będąc

(1) f ( x ,  y , z) =  k x l - j -  2Bx y  - f -  Cy"- - f -  2Dx z  4  2Eyz - j -  Fz2 == 0 ;

równanie prostej biegunowej punktu (x0, y 0, z0) będzie

<2> * r * , + s f „ + * r „ = « -

a równanie pierwszej biegunowej tegoż punktu będzie

(2 bis) x 0f 'x  - j -  y 0f n  z0f 'z  —  0.

Te dw ie krzywe są też same, w  razie ob ecn ym ; jestto w idocznem  a priori, poniew aż tutaj m =  2; 
sprawdza się to rozwijając pierwsze równanie. Znajduje się w  rzeczy samej

# (A a^ - f  By0 -) -  Dz0) - j -  y (B x 0 +  Cy 0 +  Ez0) - ) -  z{D x0 4 -  Ey0 4 -  Fz0) =  0, 

co  można napisać

x0[kx  4 -  By 4 - Dz) 4 -  Vo[P>x +  Gy - f  Ez) -j- z0(Da; -j- Ey 4" Ez) =  !'•

4 4 0 .  Z n a leźć  b ie g u n  pr o ste j d a n e j .

Jeśli równanie prostej jest

(3) M® 4 -  Ny 4 -  Pz =  0,

a x 0, y 0, s0, spółrzędne je j bieguna, rów nanie tej prostej będzie się m og ło  napisać

x f'x0+ ! / f ' y 0+ zf ' z0 =  °- 

W yw odzi się z tego, identyfikując te dwa równania i znosząc wskaźnik zero,

(4) A  _  A  _  A
w  M N P '

Te równania wyznaczają biegun prostej (3); w  krzywych drugiego rzędu, jakakolwiek prosta ma tylko 
jeden  biegun.

BIEGUNOWE. 4 3 9
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Uwaga 1. Biegun prostej w nieskończoności wyznaczonym jest przez równania

f ' x =  O, f ,  =  0 ;

z o b a cz y m y  później że punkt ten jest środkiem  krzywej.

Uwaga II. Prosta biegunow a jak iegokolw iek  punktu w  n ieskończoności na kierunku y  —  ax —  
jest n° (437)

jestto rów nanie średnicy sprzężonej danego kierunku; przechodzi ona przez punkt (5).

441. W y k r e ś l e n i e  b i e g u n o w e j .

1° Biegunoica jakiegokolwiek punktu jest cięciwą zetknięć stycznych wychodzących z tego punktu n° (344).

W łasność ta daje w;ykreślenie b iegu now ej, kiedy punkt jest. na zewnętrz krzywej.

‘I 0 Jeśli przez jakikolwiek punkt P poprowadzi się jakąkolwiek sieczną i je ś l i  w punktach przecięcia tej 
siecznej z krzywą prowadzi się styczne, miejsce przecięć tych stycznych je s t  biegunową punktu P.

Niech będę, w  rzeczy sam ej, x x i y j spółrzędne punktu M tego m iejsca, a x 0, i y 0 spółrzędne 
punktu stałego P. Sieczna będ ęc  c ięciw ę  zętknięć stycznych poprow adzonych  przez punkt M , będzie 
miała na rów nanie

Jestto zw ięzek  m iędzyjspółrzędnem i punktu M , a zatem rów nanie m iejsca. Zn o s zę c  wskaźniki będzie

co przedstawia właśnie rów nanie biegunow ej punktu P.

Ta w łasność pozwala zbudow ać b iegu now ę kiedy punkt P  jest punktem  w ewnętrznym  krzywej.

3° Przez punkt stały  P poprowadźmy dwie jakiekolw iek sieczne i połączmy przekątniowo punkta prze
pięcia tych siecznych z krzyw ą ; punkta spotkania się tych przekątni będą na biegunowej punktu P.

W łasność ta m oże się dow ieść jak w  nrae (2 3 7 ); zobaczym y inne dow odzen ie w  nrze (454).

442. Główne własności biegunowych.

W łasności te wykazane przez la H ire’a (section.es conicce, an 1685), w ynikaję z p od w ójn ego  kształtu (2) 
i (2 bis) ner (439), który można nadać równaniu biegunow ej punktu.

1° Gdy jakakolwiek prosta obraca się około punktu stałego, biegun j e j  zakreśla prostą stałą, która jest 
biegunową punktu.

(6) f  x - f -  a / ' i i —  0 ;

poniew aż ta sieczna m a przechodzić przez punkt P, będzie w ięc

X°f'x i  +  Uof'yi +  zo f ' Zl —  0.

x of'x 4~ yof'y +  zof t  ■—  0 ;
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Niech będzie prosta ruchom a

+  Fi/ ~f~ vZ —  

przechodząca przez punkt P(at0, yo> z<j)> będzie w ięc

( l )  -j - \>-yo +  vz0 =  o.

Biegun tej prostej będzie wyznaczony równaniam i nru (UUO)

(2 ) f *  —  f'v —  f *
X V■ V

Otrzyma się te bieguny, rugując X, p, v, m iędzy równaniam i ( t )  i (2 ) ;  co  daje

(3) X of'x-\ -yof'y  +  zo f ' z =  0 ;

jestto równanie biegunow ej punktu (,r0, y 0, z0) ; przeto......

2° Gdy jakikolwiek punltt przebiega prostą, stałą, jeg o  biegunowa obraca się około punktu stałego, który  
jest biegunem prostej.

Przypuśćm y że punkt [x u ? /„ s,) porusza się na prostej stałej

(1) N x  - j -  Ny - f  Pz =  0,

będzie ztąd

(2) M-r, +  Ny, +  Pz, =  0.

Otóż biegunow a punktu x i} y i} z ,, jest

(3) =  0 .

Rów nania (2 ) i (3) wyznaczają biegunow ą jakiegokolw iek punktu, czyniącego zadość założonym  
w arunkom ; za pom ocą  związku (2) w yrugujm y z,, na przykład, z równania (3 ); otrzyma się

(u) x l [M f\  -  p  f ' Ą + y i W *  -  p  'A l  =  o ;

takiem jest równanie b iegunow ej jak iegokolw iek  punktu, znajdującego się na prostej stałej (1).

W id oczn em  jest, że jakiem iby nie by ły  i y ,, ta prosta przecliodzi przez punkt stały, w yzna
czony równaniam i

Mf \  -  Pf \  =  0 , N / 'a -  P f ' y =  0,

albo

(5) A _ A _ A .
M N P ’

Otóż są to równania wyznaczające biegun prostej (1 ), n ro (ókO); więc,
5 6



i i ó 3 .  P r o s t e  s p r z ę ż o n e .

Nazywamy w ogó le  prostemi sprzeżonemi dw ie proste takie, że biegun jednej znajduje się na drugiej. 

N iech b ę d ?  rów nania dw óch  prostych.

(1 ) m x  +  ny  +  pz =  0,

(2) miX -j— n^y - ) -  ppz =  0.

Biegun pierwszej będzie w yznaczony przez równania

C ±  =  £ l  =  C l ;
m n p

równania, które można napisać w  sposób następny, czynięc p och od n e  w yraźnem i

A x  -j-- B y  -j“  Dz —  hn —  0,

B x  - f -  Cy -f-  Ez —  \n =  0,

B x  - f  Ey  +  Fz —  Ip =  0 ;

oprócz tego ma się

m ,x  - j -  nly  - f -  ptz - f  0 =  0,

poniew aż punkt (x ,  y ,  z) ma się znajdyw ać na prostej (2).

Jeśli się w yruguje x ,  y , z, 1 m iędzy tem i czterem a ostatniemi rów naniam i, otrzyma się

£,¿,2 ROZDZIAŁ II.

(3)

A B D rn

B C E n

I) E F V

w, n, Pi 0

—  ó ;

ma się tym  sposobem  warunek ażeby biegun prostej (1) znajdyw ał się na prostej (2 ).

A le poniew aż zwięzek ten nie zmienia się, zm ieniając m, n, p  na mu nh p t, wyraża on w ięc także, 
że biegun prostej (2) znajduje się na prostej (1).

Związek (3) je s t  w ięc warunkiem aby dwie proste (1) i (2) byty  sprzeżonemi.

P r z y p a d e k  s z c z e g ó l n y .

W eźm y rów nanie dw óch  prostych pod  kształtem

(1 ) y  —  ax  - j -  hz>

(2) y  — a 1a?-j_ b 1z,
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i przypuśćm y że jedna z prostych, pierwsza na przykład, przechodzi przez biegun prostej w nieskohczo- 
n ości,to jest przez środek krzyw ej ncr (W O).

Równanie pierwszej prostej m oże się napisać

a-of ' x  +  y«f IJ - ) -  Z l ) f  ' i  —  0,

y0, z<), będą spółrzędnem i jej bieguna. Poniew aż ta prosta ma przejść przez punkt

jeś li biegun je j ma za spółrzędne [x 0, y 0, z0 —  0). Ale biegun ten ma się znajdywać na drugiej 
prostej (2 ), będzie w ięc

Zidentyfikujm y to równanie (ó bis) z równaniem  (1) pierwszej proste j; otrzyma się najprzód wartość 
na b w  funkcyi a potem  związek następny

Takim, jest związek m iedzy spółczynnikami kątowymi dwóch prostych sprzężonych , gdy jedna z tych 
prostych przechodzi przez środek krzyw ej.

N . B . Jeżeli w  w artości na b, w yrażonej w  funkcyi zastąpi się a, przez je g o  w artość w ycią
gniętą ze związku (5); otrzyma się właśnie warunek ażeby prosta (1) przechodziła przez środek krzyw ej.

ó ó 5 . Uw a g a . Interesującem  jest wykazanie, jakim  sposobem  ten szczególny związek (5 )  w ypro
wadza się ze związku ogólnego  (3) nru (tió3).

Przedstawiwszy równania dw óch  prostych p od  kształtem

( f )  y  z — cLX —1~ b z ,

pow inno się m ieć z0 =  0  i równanie pierwszej prostej przywiedzie się do kształtu

(3) x o f  x - j -  dofij —  0 ;

yo== a ,.r0;

a ztąd, rów nanie pierwszej prostej przyjm ie kształt ostateczny

! ' x  - j -  a i f  ',j —  0 ,

albo

{h bis) A x  - f -  By  - f  D z )-j-  a^B# - f -  f ,y -j-- Ez) r=  0.

(5) A  -f -  B(a -( -  a,) - j -  Caa, =  0.

(2) y —  a itr - j -  b^z,
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związek (3) jest wtedy

A I! 1)

I) F b

-i — 1 Fi o

idbo rozwijając

(fi)

aa,(GF —  E 1) +  (a +  a,)(BF  —  ED) +  (AF — D2)

- j-  (ab, - j -  a,b ;(B E  —  GD) —j— (b —j— b,)(A E  —  BD) bb ,(A C  —  B2)

W yraźm y teraz że prosta (1) przechodzi przez środ ek ; w  tym celu  zidentyfikujm y jej równanie 
z równaniem  następującego kształtu (n er (UUO) uwaga)

'  +  b,[a(B E —  GD) - f  b(AG  —  B2) +  AE —  BD(

ze w zględu na związek (7) w spółczynnik  6, je s t zerem ; a zastępując b przez wartość w yprow adzoną 
z równania (7), rów nanie w arunkow e (8) stanic się

((B2 —  AC)[aa,(CE —  E2) +  (a - j -  a ,)(B F  —  ED) +  AF —  D2]',
( 9) =  Oi

( 4 -  [a,(BE — CD) +  (A E  —  BD)] [a(BE —  CD) +  (AE  —  BD)])

albo w reszcie

(aa,[iB2- A C ) ( C F - E 2)4 - (B E -C D )2] + (a + a ,) [ (B 2-A C ) (B F -E D )+ (A E -B D ) (B E -G D )]\
(10) = 0 . 

( - f  (B2 — AG)(AF — D2) + ( A E  — BD)2. )

i w yrugujm y nieoznaczoną otrzym a się równanie w arunkow e

a (BE —  CD) - j-  b (A C  —  B 2) 4 -  AE  —  BD =  0.

Założyw szy to , napiszem y rów nanie (6) p od  następnym kształtem

l aa,(CF —  E2) - f  (a 4 -  a,)(BF —  ED) - f  AF  —  D2 -j- b (ai(BE —  GD) 4 -  AE —  BD]

Otóż rozw ijając każdy z naw iasów, znajduje się w yznacznik A jako czynnik w spólny, i pozostaje

(11) A 4 - B ( a - f  a ,)4 -C a a , =  0.

C. fi. D. D.
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446. « N iech będzie jakakolw iek krzywa kierująca D i pew na krzyw a C'; nazywa się krzywą b ie -  
» gunow ą krzywej C, wszelka krzywa C' taka, że prosta biegunow a jakiegokolw iek punktu M na G', 
» wzięta w zględem  krzywej kierującej D, jest styczną do krzywej G.

Nie trzeba m ieszać nazwania krzywej biegunow ej którego tu używ am y, z nazwaniem które by ło  już 
użytem na początku tego paragrafu; w  przypadku obecnym  krzywa biegunow a C' jest przekształce
niem  krzywej pierw otnej.

447. W eźm iem y jako krzywą kierującą D jakąkolw iek krzywą drugiego rzędu.

Ma się w tedy tę w łasność odw rotną :

Jeśli C' je s t  krzywą biegunowa krzyw ej C, krzywa  G będzie róicnież krzywą biegunovą  C '; krzyw e  
G i C' aą nazwane biegunowemi wzajemncmi.

A by  dow ieść tego tw ierdzenia dość jest sprawdzić że biegun (w zględem  kierującej D) jak iego
kolw iek punktu krzyw ej G jest styczną do krzywej C', lub że biegun jak iejkolw iek  stycznej do 
krzywej C  znajduje się na C.

Niech będzie M jak ikolw iek  punkt na C ', i M' punkt sąsiedni punktu M ; przez założenie b iegu 
now a punktu M jest styczną do krzywej G, n iech będzie TP tą styczną; podobn ież, biegunow a 
punktu M' jest styczną do krzywej G, niech będzie T P  tą styczną. Punkt przecięcia się P tych 
dw óch  stycznych będzie biegunem  prostej MM', gdyż biegunow e różnych punktów  jak iejkolw iek  
prostej przechodzą przez biegun tej prostej ncr (442). Przypuśćm y teraz, że punkt M pozostając sta
łym , prosta MM' obraca się ok o ło  tego punktu, tak aby punkt M' zbliżał się nieograniczenie do M ; 
sieczna MM' stanie się w  granicy styczną w  M do krzywej C'. Szukajmy w tedy położenia granicy 
punktu P ; punkt M pozostając stałym, biegunow a TP jest rów nież stałą; i prosta MM' obracając

się ok oło  punktu M, je j biegun P opisuje b iegunow ą TP punktu M. Punkt P pozostaje w ięc na 
iinii TP i znajduje się jednocześn ie na biegunow ej T 'P  punktu M '; otóż, gdy punkt M' dąży do 
zejścia się z punktem M, styczna T 'P  dąży do zlania się z T P , i położenie granicy ich punktu prze 
cięcia się, to jest punkt P, jest punktem zetknięcia stycznej TP. W ię c :  « biegunow a jak iegokolw iek  
» punktu M, krzywej C' jest styczną do krzywej C, i je j punkt zetknięcia jest biegunem  stycznej 
» w M  do krzywej C '; albo, biegunow a jak iegokolw iek  punktu T, krzywej C jest styczną do krzy- 
» w ej C', i je j punkt zetknięcia je st b iegunem  stycznej w T do krzywej c . »

W łasności odw rotne nei (442) biegunow ych  w  krzyw ych drugiego rzędu pozw olą  przekształcić 
jakikolw iek układ na inny, tak aby punktom  pierw szego odpow iadały  proste w  drugim , i o d w ro tn ie ; 
punkt odpow iedn i jakiejkolw iek prostej jest biegunem  prostej, i prosta odpow iedn ia  jakiem ukolwiek 
punktowi jest biegunow ą punktu.
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Aó8. Jeżeli m  jest rzędem jakiejkolw iek krzyw ej C, m będzie klassą j e j  biegunowej wzajemnej C', 
i odwrotnie.

W  rzeczy sam ej, m będąc rzędem  krzywej C, jakakolw iek prosta L spotka tę krzywą w  m punk
tach A j, A-2, . . .  Am. Niech będzie P biegunem  (w zględem  krzywej D drugiego rzędu) prostej L ;

punkt A , ma na b i e g u n o w ą  jakakolw iek styczną do krzywej C', i ta biegunow a przejdzie przez punkt P.

W ię c  m  punktom  A0  A ,, . . .  A,„, będą odpow iadały  m stycznych do krzywej C' i przechodzących 
przez punkt P, i nie w ięcej jak  m ; gdyż jeśliby  było w ięcej jak m stycznych d o  C ', przechodzących 
przez punkt P, znalazłoby się na prostej L w ięcej jak  m punktów  należących d o  krzywej C, co  nie 
m oże m ieć m iejsca.

Lecz prosta L będ ąc dow olną, punkt P jest jak im kolw iek  punktem płaszczyzny; w ięc przez jaki
k olw iek  punkt P m ożna poprow adzić m stycznych do krzywej C' i w  tylko; przeto, m jest klassą 
krzywej C'.

O dw rotnie, jeże li n jest rzędem krzywej C ', n będzie klassą krzywej C.

D ow odzenie jest tożsamo jak poprzedzające.

UU9. Równanie biegunowej wzajemnej jakiejkolw iek krzyw ej drugiego rzędu.

Niech będzie

(1) (D) f (x ,  y ,  z) —  aa2 - ( -  2 b xy  cy2 - j -  2d.rz - f -  2eyz -( -  / z 2 =  0,

rów nanie krzywej kierującej D ; szukajmy rów nania biegunow ej wzajem nej krzywej (C), której 
równanie jest

(2) (C) Aaa +  2K xy  - f  2Ci/2 ~ f  2 Dxz +  2Eyz  - j -  Fz2 =  0.

Jeżeli x 0, ijo, z0, są spółrzędnem i jak iegokolw iek  punktu M biegunow ej wzajemnej C', biegunow a 
tego punktu, wrzięta w zględem  krzyw ej D, to jest

* U + v U + * r a0 = o .

musi dotknąć krzywej (2 ); otrzyma się w ięc  ncr (377), po zniesieniu w skaźników  0 :

(3) (C')

A B D r *

B G E f'v

D li F A

r * t \ A 0

i = 0 ;



jestto związek m iędzy spółrzędnem i jakiegokolw iek punktu krzywej szukanej G', jestto w ięc równanie 
biegunow ej wzajem nej.

W idzim y że biegunow a wzajemna jakiejkolw iek krzywej drugiego rzędu jest także krzyw ? drugiego 
rzędu ; co  wreszcie wynika z tw ierdzenia poprzedzającego, poniew aż jakakolw iek krzywa drugiego 
rzędu jest 2siei klassy i odw rotnie.

450. Jeśli się bierze za krzyw ? k ieru j?c? koło

f ( x ,  y ,  z) =  x 2 - f  y2 —  z2 =  0 ; 

równanie biegunow ej wzajem nej ma kształt prosty

BIEGUNOWE. 4 * 7

A B d X

B C E y

D E F — z

X y —  z 0

Jeżeli się porów na ten w ynik z wynikiem  otrzym anym  w  nrzu (427) równanie (III), w idzim y że ró w 
nanie biegunow ej wzajem nej jak iejkolw iek  krzywej drugiego rzędu (k ieruj?c? b ęd ?c  koło prom ienia 
jeden) ma tenże sam kształt algebraiczny jak rów nanie styczneczkow e krzywej danej.

W szelako te dwa równania nie przedstawiają tejże samej krzyw ej, gdyż zm ienne przedstawiaj? 
w pierw szym  przypadku spółrzędne jakiegokolw iek punktu, a w drugim  spółrzędne jakiejkolw iek 
stycznej.

Rów nanie (4) jest rów naniem  spółrzędnych-punkt biegunowej, wzajemnej krzywej drugiego rzędu 

(C) A z2 - f  2Bx y  - f  Cy2 - f  2Uxz - f  2Eyz - f  Fz2 =  0, 

b io r?c  na krzyw ? k ieru j?c?  k oło  prom ienia jeden

X 1 - f -  i / 2 — . z 2  =  0 .

451. Szukajmy równania] styczneczkowego biegunowej wzajemnej krzyw ej (C), przypuszczając zawsze 
że się bierze na krzywą kierującą koto rzeczywiste

(5 ) . x l -f-  y2 —  l 2 =  0.

Jeżeli x 0, y 0) z0, s? spółrzędnem i jakiegokolw iek punktu krzywej C, b iegu nów ? tego punklu, 
w zględem  koła rzeczywistego (5) będzie

+ 0 0 — 1 =  0 ;

i spółrzędne tej prostej będ? n " (110) x 0 i y„ {u —  x 0, v —  y 0). b iegu nów ? w zajem n? jest obw ija j?ca  
tej p roste j; a poniew aż x 0 i y 0 pow inny sprawdzać rów nanie krzywej (C ), otrzyma się w ięc

(6) Am2 - f  2Buv -f-  Cu2 - f  2Dw - f  2E« - f  F =  0.
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T o dow odzenie w idocznie daje się zastosować do krzywej jak iegokolw iek  rzędu; zt?d w nosim y że : 
Kiedy się bierze na krzyw? k ierując? koło

a;2 +  y 2 —  1 = 0 ,

rów naniem  styczneczkow em  biegunow ej wzajem nej krzywej

(i°) f { x , y )  =  o,

jest

(2°) f(u ,  « ) = ( ) ;

to jest że d ość  jest w ytłóm aczyć równanie krzywej w  układzie rów nań styczneczkow ych , albo uważać 
zm ienne x  i y  jako przedstawiające spółrzędne jak ie jkolw iek  prostej.

§ II. —  SPÓŁRZĘDNE TRYLINIJNE.

11° R ó w n an ie  biegunow ych . 

ii52. Zobaczyć określenie b iegu now ych  n“  [Zi29].

Niech będzie danem  rów nanie jakiejkolw iek krzywej w  spółrzędnych  trzylinijnych 

(1) f (X ,  Y , Z ) = 0 ;

jeśli X 0, Y0, Zu s? spółrzędnem i jak iegokolw iek  punktu stałego P ; X , Y , Z spółrzędnem i ja k ie g o 
kolw iek punktu M, wziętego na siecznej; X ;, Y; 'Li spółrzędnem i punktu przecięcia się siecznej PM 
z k rzyw ?; otrzym a się, w edług nru (90)

/ v   XX0 -(- X
1 x + 1  ’

! z - = 4 f t '

Spółrzędne X;, Y ;, Z;, m uszęc sprawdzać rów nanie krzyw ej, ma się

/(XX0 +  X , XY0 +  Y, XZ0 —J— Z) =  0,

albo rozwijając

(3) Amf(X  o, Y0, Z o) [ X / 'Xo +  Y f\.o +  Z f'.,J  4 - . . .  +  X[X„/-'x +  Y  0f ' Y +  Z0f ' 7} + / { X, Y , Z) =  0 ;

to rów nanie wyznaczy wartości m stosunków  w  których krzywa, przypuszczona rzędu m, dzieli 

odcinek  MP.
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W edług  związku (III bis) nru [429] który określa b iegunow ą i znaczenie (2) stałej

Otrzyma się równanie (m  —  p)entej biegunowej albo biegunowej rzędu  p punktu P , równając, z zerem  
spółczynnik podniesiony do potęgi X“*-P "w równaniu (3).

W edług tego otrzym a się :

1° Na równanie prostej biegunowej punktu P (X 0, Y 0, Z0)

W  X / - Xo+ Y f Vo+ Z / ' Zo =  0.

2° Na równanie konicznej biegunowej punktu P(X0, Y0, Z 0)

< * >  x ! / ’ M , + v * r , . r . + z , / - W J+ 2XYr w < + 2 x z r W a+ 2 Y z r w = o .

1 tak dalej.

3° Na równanie l sJei biegunowej albo krzyw ej zetknięć stycznych poprowadzonych przez punkt 
ł»(X„. Y0, Z0) : ncr (405)

(6) X 0/ ' x + Y o/"y +  Z„/-'z =  0.

4° Ma się nakoniee związek zasługujący na uwagę

m  M A,.M AS...M A » _  f (X ,  Y , Z)
[ >  P A j .P A 2... PA„, f (X a, Y0, Z0) -

Uw a g a . Związek (5) nru (40S), który muszą sprawdzać spółrzędne punktów  przegięcia i punktów
pod w ójn ych , wyraża że koniczna tego punktu sprowadza się do d w óch  prostych : Tak w ięc

Koniczna biegunowa punktu przegięcia albo punktu podwójnego sprowadza się do układu dwóch 
prostych.

I I 0 Z a s t o s o w a n i e  d o  k r z y w y c h  d r u g i e g o  r z ę d u .

453. Rów nanie prostej b iegunow ej jak iegokolw iek  punktu (X 0, Y0, Z0), w zględne do jak iejkolw iek  
krzywej drugiego rzędu,

(1) /[X , Y ,Z )  =  0,

m oże się napisać pod jednym  lub drugim  z kształtów  następujących

(2) X / 'x 0+ Y / \ 0 +  Z f Zo= 0 ,

( -  bis) X of ' x +  Y of \ + Z of ' z =  0,

454. Jest łatw o dow ieść, posługując się spółrzędnem i trzylinijnem i, w łasności (3°) w ysłow ionej 
w n™ (441), to j e s t :

5  7
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Jeżeli przez jakikolw iek punkt stahj P poprowadzi się clicie jakiekolwiek sieczne, i jeśli się złączy 
przekątnie punkta przecięcia się tych siecznych z krzyw ą, punkta spotkania przekątnych są na biegunowej 

punktu P.

W eźm y z;i trójkąt odniesienia trójkąt utw orzony przez styczne poprow adzone z punktu P i cięciw ę 
zetknięcia A B ; równanie krzywej drugiego rzędu będzie

wynik który się w yprow adza z równania ogólnego, wyrażając że krzywa dotyka PA i PB w  A i B 
w zględnie.

(1)

N iech będ£

Y =  ).X, (3) Y  =  >jX,

równania d w óch  siecznych PE i PEj.

Rozwiązując równania (1) i (2), znajduje się dla spółrzędnych punktów  E i P ;

E
Z  =  X \ J l ,  

Y = / . X ;
F

Dla punktów  Et i F ,, wystarczy zm ienić X na X(, co  daje

z  =  x V x j,

Y  =  X jX ;
Pi

Równanie prostej EEa będzie

X Y Z

(EEi) 1 X VX = 0 ,  albo Xv/x V ^ + Y — Z (V/X +  V/X 1 )= 0 ;

1 >.i

dla prostej E P „  wystarczy zm ienić znaki pierwiastków s/h', ma się wtedy

(4) (F F ,) Xy/T  v ^  +  Y  +  Z (0 [  +  v ^ )  =  O.
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Spółrzędne punktu przecięcia się d w óch  prostych EE,, i FF, sprawdzają rów nanie otrzymane 
odejm u jąc stronami równania (3) i (4), to jest

2 Z (\'i - f  v /5) =  0, albo Z =  0 ;

w ięc dw ie proste E E ,, FF, przecinają się na biegunow ej Z =  0 punktu P.

Tenże sam w ypadek sprawdzi się w zględem  prostych EF, i E ,F ; rów nanie prostej EF, w yp ro 

wadza się z równania prostej EEj zm ieniając w  nim  \/ai n a — 0 . , ;  co  daje

zkąd wypada jeszcze, Z =  0, odejm u jąc ostatnie równania stronam i.

455. Trójkąty sprzężone względem jakiejkolw iek konicznej.

Trójkąt jest nazwany sprzężonym  w zględem  jak iejkolw iek  krzywej drugiego rzędu, kiedy względem 
tej krzyw ej, jak ikolw iek  z jego  w ierzch ołk ów  jest biegunem  boku przeciw nego.

Te trójkąty przedstawiają liczne w łasności, napotkam y z n ich  niektóre.

456. Koniczne sprzężone względem jakiegokolwiek trójkąta.

Krzywa drugiego rzędu , jest nazwana sprzężoną w zględem  jakiegokolw iek trójkąta stałego, kiedy 
trójkąt jest sprzężonym  w zględem  tej konicznej.

Szukajmy równania ogólnego krzyw ych drugiego rzędu sprzężonych w zględem  jakiegokolw iek

(EF,) -  X  0 .  y/żi - f  Y  -  Z ( 0  - 0 )  =  0,

(E ,F ) - X 0 7  0 . ,  +  Y +  2 ( ^ - 0 , )  = 0 ;

A

II C

inijkąta stałego, w ybierając ten trójkąt za trójkąt odniesienia.

Równaniem  ogólnem  krzywych drugiego rzędu odn iesionych  do trójkąta ABC jest

aX'2 +  bY'2 - f  cZ 2 +  2dYZ - f  2eXZ 2 fX \  =  0.

Biegunowa jak iegokolw iek  punktu (X 0, Y0, Z0) ma na równanie

X o rx + Y o / 'Y+ Z „ / - ' z = 0 -

Punkt A(Y0 =  0, Z0 == 0), musi m ieć za biegunow ą b ok  BC, to jest że równanie

f j —  0 a lbo aX +  f Y  +  el =  0,

musi przedstawiać bok BC lub X  =  0 ; otrzym a się w ięc

/ • = 0 ,  e =  0.
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Punkt B(Z0 =  O, X „ = 0 )  m usi m ieć za b iegunow y bok  AC, to jest że równanie

f \ =  0, albo fX  +  bY -f-  dZ =  0,

m u s i przedstawiać bok  AC albo Y = 0 ;  otrzym a się w ięc

f  =  0, d = 0 .

W idzim y że te warunki będ §c spełnione, punkt C będzie koniecznie biegunem  boku  AC.

R ów naniem  ogólnem  krzyw ych drugiego rzędu sprzężonych w zględem  trójkąta stałego (w ziętego
za trójkąt odniesienia) jest w ięc

(1 ) aX2 - j-  bY 2 -f-  cZ'2 =  0 ;

to równanie zamyka w sobie tylko dwa parametry dow olne.

Ó57. T w ie r d z e n ie  o  t r ó jk ą t a c h  s p r z ę ż o n y c h .

Jeżeli dwa trójkąty są sprzężone względem jakiejkolw iek lconicznej, je ś l i  się przeprowadzi jakąkolwiek  
komiczną przez trzy wierzchołki jednego z trójkątów i przez dwa drugiego, 2sa koniczna przejdzie przez 
3ci wierzchołek drugiego trójkąta.

W eźm y pierw szy z trójkątów  za trójkąt odniesienia, rów naniem  konicznej stałej będzie

(1) aX'2 +  b Y 2 +  cZ ‘2 —  0,

a, b , c  będ ąc stałemi danemi.

N iech będą : A j, B „  C „  drugi trójkąt, i (X ,, Y „  Z x), (X 2, Y 2, Z2), (X 3, Y 3, Z3)  spółrzędne o d p o 
w iednie w ierzchołków  A j, B 1; C,.

Szukajm y naprzód w arunków  aby ten drugi trójkąt by ł sprzężonym  w zględem  krzywej (1). 

B iegunow a w ierzchołka A , jest w edłu g  nru (4 5 3 ) :

aX ,X  -f -  bY jY  - j -  cZ ,Z  =  0 ;

trzeba wyrazić że w ierzchołk i B „  C „  znajdują się na tej b iegu n ow ej; trzeba będzie także wyrazić że 
w ierzchołk i A j i C, są na biegu now ej punktu B j; jak rów nież i dla w ierzchołka Gj. W szystkie to 
warunki będą  w ypełn ion e, jeśli się ma trzy związki

(2) aX ,X :l - f  bY 2Y 3 cZ iZ3 =  0,

(3 ) a X 3X , 4~ b Y 3Yj 4 "  cZ 3Zj —  0,

(h) aX 1X 2+ b Y 1Y s 4 - c Z 1Z * = 0 .

B
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Otóż z równania ogólnego krzyw ych drugiego rzędu w  spółrzędnych trzylinijnych, wypada że rów 
nanie ogólne Ironicznych przechodzących  przez Irzy w ierzchołki trójkąta odniesienia ABC jest

żYZ - f  P.XZ - f  vXY =  0.

W yraźm y że ta krzywa przechodzi przez dwa w ierzchołki B , i Ci, otrzyma się warunki

żY2Z2 "j" UXoZo -j— vX2Y 2 0 ,

ŻY3Z3 - j -  p X 3Z 3 - j -  vX 3Y 3 —  0 .

Rugując fi , v m iędzy temi trzema ostatniem i równaniam i, znajduje się

(5)

Y Z Z X X  Y

y 2z 2 Z 2X 2 x 2y 2 =

Y3Z3 Z 3x 3 x 3y 3

0;

jest to rów nanie jak iejkolw iek  krzywej drugiego rzędu, przechodzącej przez p ięć  punktów 
A, B, C , B „  C,.

D ow iedziem y że ta krzywa musi przech odzić przez w ierzchołek A ,.

W  tym celu  w yciągnijm y naprzód X ( , Y t, z równań (3) i (4 ) ;  ma się

( 6 )
aX, bY , cZ ,

y 2z 3 —  Y 3Z2 Z2X3 —  Z3X 2 X 2Y3 —  X 3Y2 

Mi ^  p T ^

Z drugiej strony, rozw ijając rów nanie (5) i w prow adzając litery M lt N.j, P „  przedstawiające mia
now niki u łam ków  (6), w ypada

Y ZX 2X 3M, - j-  Z X Y 2Y3Nj - f -  X Y Z ,Z 3P, =  0.

Podstawm y w  to równanie za X , Y , Z, w artości X b Y „  Z „  w ynikające ze zw iązków  (6 ); otrzyma 
się znosząc czynnik MjNjP j :

X *  - f  M i  - f  M  =  0 , albo aX 2X 3 +  bY 2Y 3 - f  cZ 2Z 3 =  0 ;
hc ac

co  jest tożsam ością w edług związku (2). W ię c ...  

h5 8 . T w ie r d z e n ie  o  k o n ic z n y c h  s p rzę ż o n y ch .

•Jest nieskończona ilość konicznych sprzężonych względem  jakiegokolw iek trójkąta i przechodzących 
przez jakikolw iek punkt M (X0, Y 0, Z0) dow oln ie  w zięty; otrzyma się, w rzeczy sam ej, m iędzy nieozna

czonemu a, b , c, jeden  tylko związek ner (4 5 6 )

(1 )  a x ;  +  b Y ;  +  c z j = o .
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W iec, mając wzgląd na związek (1 ), koniczne

( i ) aX 2 +  bY 2 +  cZ 2 =  0

B

«
przechodzą wszystkie przez trzy inne punkta stałe

Ił

X   Y _   Z_
X 0 —  Y0 ~  Z0 ’ 
X  Y Z

C,

T e trzy punkta są łatw e do wykreślenia a ich położenie  zasługuje na uwagę :

«Z łą czm y  M A, MB, M G; sprzężone harm oniczne prostych MB i MC, w zględem  kątów B i C, 
» przecinają się na AM, jest to punkt A ,; sprzężone harm oniczne prostych  MC i M A, w zględem  
» kątów C i A przecinają się na M B; jest to punkt rów nież, punkt C1; jest przecięciem  się 
» sprzężonych harm onicznych MA i MB, w zględem  kątów  A i B ; punkt C, znajduje się na MC.

Te w łasności sprawdzają się łatw o :

X  ZI tak prosta MB ma na rów nanie —------—  =  0 ;

X  Z
jej sprzężona harm oniczna, w zględem  kąta B, będzie —  -J -— =  0, ner [84].

Xo Z 0

X  YProsta MC ma na równanie —- —  ^ - = 0 ;  je j sprzężoną harm oniczną, w zględem  kąta C, będzie
X 0 Y0

X Y—  — =  0. Otóż te dw ie proste
X q  *  o

przecinają się na prostej, której równaniem  jest

i spółrzędne punktu pazecięcia się tych trzech prostych są spółrzędnem i punktu A,.

459. T r ó j k ą t y  b i e g u n o w e  w z a j e m n e .

Dwa trójkąty ABC, A ^ C j  są nazwane biegunowe lezajemne k iedy w ierzchołki jednego są o d p o -
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w iednio (w zględem  jakiejkolw iek  konicznej danej) biegunam i bok ów  drugiego. Tym  sposobem  

A będzie biegunem  BuCj, A 4 będzie biegunem  BC,

B będzie biegunem  CjAn ' odw rotnie B t będzie biegunem  CA,

G będzie biegunem  A ,B ,; C, będzie biegunem  AB.

Przytoczym y dw ie w łasności następujące :

« Proste łączące w ierzchołki odpow iedn ie , to jest proste A A 1; BB,, CCj, są zbiegającem i się.

«P rzecięc ia  się bok ów  przeciw nych , to jest (BC, B,Gi), (CA, G1A 1) ,  (AB, A łB1) są trzy punkta 
w  linii prostej. »

Dowodzenie tych tw ierdzeń w ykona się bez trudności, biorąc jed en  z trójkątów , ABC na przykład, 
za trójkąt odniesienia.

Rów nanie konicznej danej będzie w tedy kształtu

aX2 +  bY 2 +  cZ 2 4 -  2dYZ 4 -  2eXZ +  2fXY =  0.

R ów nania bok ów  BC, CA, AB , są względnie

X  =  0, Y  =  0, Z = 0 ,

a równaniam i bok ów  BjC,, C iA b A ,B t b ę d ą :

BiC, : i / - ' x = a X 4 - f Y  +  eZ  =  0,

CiA, : | / T= f X - f b Y 4 - d Z  =  0,

AiBi :■ -  f ' z —  e X 4 - dY 4 “ =  0,

Za p om ocą  tych w zorów , sprawdzi się bezpośrednio w łasności w ysłow ione.

§ HI. _  RÓW NANIA STYCZNECZKOW E.

I" Określenie krzywych biegunowych jakiejkolwiek prostej.

AGO. Oto określenie które dam y w zględem  krzyw ych biegunow ych  jakiejkolw iek prostej :
(« Niech będzie krzywa klassy n, i prosta D, stała w  swej płaszczyźnie, przez jakikolw iek punkt 1,

» prostej D. poprow adźm y do krzywej ii stycznych !T ,, IT2, . . .  IT„; potem  przez punkt I w ystawm y 
» sobie prostą IL, taką żeby było

( o  *  V  ‘  \ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . t 4 ^ - 4 ^ l = » ;

^  \st D1L s t D I iy  \stDIL stU lT ,/ \stDIL stDITj

» obw ijająca prostej IL jest biegunow ą p miej  klassy a lbo (n —  p)™'« biegunow ą prostej D.



«S u m m a "  rozciąga się do wszystkich iloczynów  z p  różnic / —-A —  — \, nadto, kąty
P VstDIL stDIT J

» DIT; pow inny b y ć  uważane jako dodatne lub od jem n e, w edług tego, jak począw szy od prostej D,

4 5 6  ROZDZIAŁ II.

» one są przebieżone w  pew nym  

Można dać zw iązkowi (I) inny

1 1 d osD lL  d o s D lT ;___ wstDIT; dos D IL— wst DIL dosDIT,

stDIL stDIT; wrstDIL w stD IT  w stD íL .w st D1T¡
albo

1 1 _  w st(D IT  —  PIL)

stDIL stDIT, w stD IL . wstDIT; 

Uwaga n™ (11) daje się zastosow ać do kątów ; ma się tym sposobem

'B IL  - f  L f f i  T d D =  0,
zkąd

DTE -  DIL =  U ff i ;

zkąd naltoniec

1 1  wstLIT 1
( I o)

stD IL stDITi wstDIT, wst DIL

, . \
Podstawiając te w artości w związku (1) czynnik — — zniknie,  i pozostaje

w st DIL

2 w stL IT , w stIJT 2 wstLITp
(U)   ^  =  o-

wstDIT! w stD IT2 wstDITj,

kierunku lub w  kierunku przeciw nym , 

kształt który należy zauważyć. Ma się

albo zmieniwszy znaki w szystkich czynników
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W  szczególności, biegunow a l szci klassy albo punkt biegunow y prostej D, będzie określonym  przez 
związek :

( ffl) - ^ k = - ^ r 4 — +
stDIL stDIT, st DII’,  stDIT,,

albo

/TTT ł * \ w stL IT i , wst LIT2 i i wst LIT» ,
(I li bis)   - f -   ' ' ' ’ '----------------- —

wst T il D w stT 2ID wstTulD

II0 Spółrzędne u , V .

461. W yznaczym y w  układzie spółrzędnycll u, v, równania biegunow ych  jakiejkolw iek prostej. 

Niech będzie równanie krzywej nieJ klassy

(1 ) f ( u , v ) —  0 , albo f ( u , v , w )  —  0 .

Niech będą w0, v0, spółrzędne prostej danej D ; uu i\ spółrzędne stycznej poprow adzonej do krzy
wej przez jakikolw iek punkt i prostej D ; u, v , spółrzędne prostej IL poprow adzonej przez punkt I.

Jeśli się założy (O będ ąc początkiem  spółrzędnych)

. wst id i¡ wst O 1)
(2 )  X

wst T«lD wst OL

spółrzędne tu, vi, stycznej IT* będą ner (122)

/ o \ ___________________________________________________ X » o  - j -  U  h>0 V
^  ' ż + 1 ’ ‘ '  + 1 ’

M ożem y podstawić za te wyrażenia następujące

Ui M 0 - j -  U V¡_   lOp j -  i_
U'i =  AWq — W Wi ).IOq - j -  W

58
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z warunkiem zastąpienia un, w0, w przez 1, na końcu rachunku.
Prosta IT, dotykająca krzyw ej, m usi m ieć

f l 1̂ -  i W o ,
\Wi Wi )

albo

f('w o "I-  w> “ I-  v> o -(-  w) =  i* >

albo nakoniec rozwijając

(4) \nf{v. o, i/0, «e o H -k n- W ' !i0+ * V % 0 +  ^ / ' 'Wo) +  ••• +  W ,i(+ * 4 / ' t, +  » o f J  +  / K  w ) = 0 .

W ed łu g  w artości (2) na w idzim y że spółczynnik ilości \n~p będzie pierwsza stroną związku (II),

n™ (460), pom nożoną przez
,7'

wst OID

-wstOIL
; w ięc

Równanie biegunoioej pcn|ej Idassy a lbo (n -— p)e«ta biegunowa prostej (u0, v0, w 0) otrzyma się rów
nając z zerem spółczynnik ilości P w równaniu (4 ).

462. 1° Ttówn z zerem spółczynnik ilości >,n—1, ma się

(f>) w/\ i0+ ” / 4 0+ w’/ '« , 0 =  0 ;

jesłto równanie punktu biegunowego prostej D(u0, v0, w 0) ;  ono odpowiada związkom (III) albo (III bis) 
num eru (460).

Zobaczyć w  przypadku obecnym  uwagę n™ (423).

2° Rów nając z zerem spółczynnik ilości ln~'2, ms się

(6) U~f"u0u0 +  v’ t"v„v0 4 -  wT t<W ) 4 -  2 ^ r V o +  2uw f"Ui)Wo 4 -  ’2vwf"VoWu =  0 ;

iestto róiunanie biegunowej 2»iei klassy prostej (u0, v0, w0).

Ita k  dalej.

3° Rów nając z zerem spółczynnik  ilości ma się

(7) “ of  u - j -  Vof v +  wo f w =  6

jest to równanie l szcł biegunowej albo biegunowej (n —• l)entej klassy; styczne iv punktach w których prosta 
przecina krzywą dotykają isza. biegunową tej prostej ncr (413).

4° Jeśli się w eźm ie iloczyn pierw iastków  równania (4), ma się, m ając wzgląd na znaczenie (2) sto
sunku 1 :



I jest punktem  spotkania się dw óch  prostych L { u ,v ,w )  i D (u0, v0, w0)■ T „  T2, . . .T „ ,  są styczne 
poprow adzone do krzyw ej przez punkt I; O jest początkiem  spółrzędnych .

Ten związek (8) daje znaczenie geom etryczne wyrażenia f[u , v, w ), i m oże prow adzić do rozm ai
tych tw ierdzeń.

463 . K r zy w e  2sió klassy .

Jeśli krzywa jest 2sici klassy, n iech  będzie jej równanie

(1) f{u , v , w) =  AM2-J-2Btm -f-G t)2-| -2 D w -j-2 E y w  -f-F tc2 =  0 ;

rów nanie punktu b iegunow ego prostej (u0, t>0, iv0) m oże się po łożyć pod jednym  lub drugim  z kształ
tów  następujących :

( 2 )  Uf ' u o + Vf 'v 0-W ' « . o = 0 ,

( 2 ' w *) uo f ' u +  vo f ' v + W o f ' w =  0 ;

Styczne w yprow adzone z punktów , w  których prosta (u0, v0, u'o) przecina krzywą (1), muszą przejść 
przez punkt (2), ner [462, 3°]; w ypada ztąd ż e punkt biegunowy prostej nie jest niczem  innem  jak tylko 
biegunem prostej, słow o biegun będ ąc wzięte w  znaczeniu określonem  w  § I, nrze(4 2 9 ); co  jednakże 
nie ma m iejsca jak tylko w  przypadku krzyw ych 2siei klassy.

111° SpÓŁRZĘDNE TRZYL1NIJNE U, V , W .

464. Z obaczyć  określenie b iegunow ych  jak iejkolw iek  prostej ncr (460).

Niech będzie danem  równanie styczneczkow e jakiejkolw iek krzyw ej, w  spółrzędnych trzylin ijnych. 

( 0  /'(U, Y , W ) =  0.

Jeśli U0, V 0, W 0, są spółrzędne prostej stałej (D ); U,-, V „  W,-, spółrzędne stycznej T, poprow a
dzonej do krzywej przez jakikolw iek punkt I prostej (D ); U, V , W , spółrzędne jakiejkolw iek prostej 
przechodzącej przez punkt I ;  otrzym a się ner (142)

T-  żUo “ l-  U
U  i    ------------------------  5

BIEGUNOWE. 4 5 9

(2) . V, = / T ° +  gdzie \ — wst LIT,

wst T,-ID

w < = * w . + w
o

Spółrzędne U;, V>, W ; muszą sprawdzać równanie krzyw ej; ma sie, podstawiwszy wartości (2)
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rozwinąwszy :

(3) )nf(Uo, Vo, W o ) + V  W *  +  V / '  Vo+  W f  w. ) + ...  + ) . (U „ / 'D +  V0/ \ +  W 0/ - w) + / ( U ,  V , W ) = 0.

W ed łu g  związku (II bis) n™ (460), w idzim y że :

Otrzymałoby się równanie biegunowej peniei klassy albo (n —  p)entą biegunową prostej (U0, V„, W 0), 
równając z zerem, spółczynnik ilości  żn—P to równaniu (3).

W edług tego znajdzie się :

4° Na równanie punktu biegunowego prostej D(U0, V0, W 0)

O ) ' w ' Ua+ v r Vo+ w / ' Wo= 0 .

2° Na równanie biegunowej 2s!ei klassy prostej D

(5) u r DuUo+ n " v av0+ w T Wuw0+  2UYr UuVo2u w r UuWo2v w /"VoWo -  o.

I tak dalej.

3° Na równanie l sz°i biegunow ej do której są stycznemi proste dotykające krzywej w  punktach je j 
przecięcia z prostą D.

Uo/,u+  W o/ 'v —j— W  0/ ' w =  0,

U" Ma się nakoniec związek godzien u w a g i:

^  w stL Il1! wsi I/IT, ’ wstLITÓ,~__  /'(U, V, W )

w stD lT , w s t n i l ’2 ws t l i l i )  /IU 0, V0, N\0)

Uw aga . Związek (6) n™ (425) który muszą sprawdzać spółrzędne stycznych w  punktach zwrotu i 
stycznych w ielokrotnych , wyraża że biegunow a (5) 2sioi klassy sprowadza się do dw óch  punktów . 
Tym  sposobem

Biegunowa 2s!d klassy jakiejkolw iek stycznej zwrotu albo jakiejkolwiek stycznej podwójnej sprotoadzn 
się do jakiegokolwiek układu dwóch punktów.

465. K r z y w e  2sici k l a s s y .

Rów nanie punktu biegunow ego jakiejkolw iek prostej (UP, V 0, W0), w zględem  jakiejkolw iek krzy
wej 2»ici klassy

(1) f [U , V ,  W)  =  0, 

może się napisać pod jednym  lub drugim  z dw óch  kształtów

(2) U r Dj+ V r Vł+ \ V / V = 0 ,

(2 bis) . l V ' D +  V , / 'v+  W „ / 'w =  0.
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4 6 6 . W yk r e śle n ie  pu n k tu  bie g u n o w e g o  ja k ie j k o l w ie k  p r o s t e j .

Przez jakikolwiek punkt I prostej D danej, 'poprowadźmy dwie styczne IA i IB do krzyw ej;  przez 
druki punkt I', poprowadźmy również dwie styczne l 'A ' i I 'B '; proste łączące punkta przecięcia się 
IA z I'A ', i IB z I 'B '; albo IA z I'B ' i IB z I 'A ', przechodzą przez punkt stały P, który jest punktem  
biegunowym prostej D.

W eźm y za trójkąt odniesienia, trójkąt utworzony przez prostą D i styczne w punktach gdzie ta 
prosta spotyka krzyw ą; w yprow adzi się z równania ogólnego krzywych 2s,ei klassy, że rów naniem  
krzywej zadość czyniącej tym w arunkom  jest

CO uv =  w 2-,

oznaczymy przez M, N, P, w ierzchołk i U =  0, V =  0, W  =  0, trójkąta odniesienia. W edług  nra (4 6 5 ), 
rów nanie punktu biegunow ego prostej MN gdzie (U =  0, V =  0) będzie W  =  0, albo punkt P. 

Niech będą

(■2) : ).U, (3) V =  ),U ,

równania dw óch  punktów  I i 1', wziętych na prostej MN.

Rozwiązując równania (1) i (2), potem  równania (1) i (3), otrzymam y na spótrzędne stycznych :

IA

TA'

V =  ).U,

w =-fvT .u ,

Y =  ).,U,

W  =  +  071.U ;

IB

I'B'

( V = M J ,

( w  =  — yT.U;

t V =  >,,11,

W :

Rów naniem  punktu przecięcia się dw óch  prostych IA i I 'A ' będzie

=  0 albo (G) U y z \7.i -j— Y —  YY (y ) -|- y ) t 0 ;

U V W

4) 1 ), v/i

1 h
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równanie punktu przecięcia się prostych IB i l'B ' otrzyma się zm ieniając znaki \jl i 0G , znajduje 
się tym sposobem

(5) (H) U f i  \/Xi +  V +  W  ( f i  +  0 0  =  0.

je ś li się odejm ie stronami równania (4) i (5), otrzyma się rów nanie jak iegokolw iek  punktu leżącego 
na prostej HG; otóż znajduje się tym sposobem

W  =  0 ;

prosta HG przechodzi w ięc przez punkt P.

Zm ieniając 0  na —  0-i w  równaniach (4) i (5), otrzyma się równania punktów  H' i G'; prze
cięcia się w zględne IB z I'A  i IA z IB '; w idzim y jeszcze że prosta H'P' przechodzi przez punkt P. 

W ię c ......

467. W  krzyw ych 2eiei klassy, punkt biegunow y ner (460) jakiejkolw iek prostej zlewa się z biegunem  
num er (429) prostej.

Uzasadnimy tę w łasność, jako ćw iczenie, przez rachunek w prost zastosowany do równania ogólnego. 

Równaniem  w  spółrzędnych-punkt jakiejkolw iek krzywej drugiego rzędu będąc

(1) f { x ,  y ,  z) =  aa:'2 - j-  b y 2 -f -  cz‘2 - ) -  2d,yz - j-  2e x z  - f-  2fx y  =  0

rów naniem  styczneczkow em  tejże samej krzywej będzie ner (427)

(2) F(m, v, w) ■

a f e u

f b d V

e d c w

u V ■w 0

■ 0.

Niech będą u, v, w, spółrzędne jakiejkolw iek prostej T), je j równanie będzie

- j -  Voy - j -  u>0z =  0 , 

a je j b iegun, w zględem  krzywej (1 ), będzie w yznaczonym  przez równania

f  f ,
/ Xn I Vn I ZnaO 1 ?/0 .

M0  V0

albo
<\xx —|— f 0  —{— czj —  au0 —  0,

(3 bis)  fa ,  -\- b j/i - j -  dz, —  \v0 =  0 ,

\ e./;i —j- b y , —[— cz , —• \Wq —  0 .

Oznaczając przez x u y u z.,, spółrzędne tego bieguna, jeg o  równaniem  styczneczkowem  będzie

u x t - f -  v y x ~f- w zu  =  0 ;
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zkąd się wyprowadza w yrugow aw szy x {, y v, zi} w  tych czterech równaniach

a f e «0

f b d *4)

e d c u\

u V w 0

Rów nanie (4) jest w ięc równaniem  styczneczkow em  bieguna prostej t), względem  krzywej 
f ( x , y , z ) =  0.

Szukajmy teraz równania punktu b iegu n ow ego  prostej D(w0, u0, iv0) w zględem  krzywej (2).

Otóż ma się, co  jest łatwem  do sprawdzenia

1 e V

■

a e u  !  j a r u

1 f '  = —
2 u

h r l V -
V f d

»  >  f i ) V

d c w e c w  | j e d w

a równaniem  punktu b iegu now ego prostej (u0) v0, w0) jest

uoF'u + v or v + w 0V  =  i)

znajduje się w idocznie rów nanie (4). W ię c .......

468. Rów nanie ogólne krzyw ych  2eiei klassy sprzężonych względem  jakiegokolw iek trójkąta stałego 
num er (456).

W eźm y trójkąt stały za trójkąt odniesienia A B C ; rów naniem  ogólnem  krzywych 2slei klassy jest 

(1) aU2 +  BY2 +  c.W2 - f  2d V W  +  2eU\V +  2fU V =  0.

A

Punkt biegunow y jak iejkolw iek  prostej (U0, V 0, W 0) ma na rów nanie

U o fu+ V o f v + W o/ ' w = 0 .

Prosta BC(V0 =  0, W 0 =  0) musi m ieć za punkt b iegunow y punkt A. to jest że rów nanie

f v —  0, al bo a U -f- fV - f  eW  —  o

musi przedstawiać punkt A albo U =  0 ; ma się w ięc

f  =  0 ,  e  =  0 .
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Prosta C A (W 0 =  U, U0 =  d) musi m ieć na punkt b iegunow y punkt 13, to jest że równanie

f ' y —  0 . albo ■ f U - f b Y - f  d \ V = 0 ,

musi przedstawiać punkt B albo Y  =  0 ; ma się w ięc

f  =  0, d =  0.

W idzim y że te warunki będąc spełnione, prosta AB ma kon ieczn ie  punkt C za punkt biegunow y.

Równaniem  ogólnem  krzywych 2g‘ej klassy sprzężonych w zględem  jakiegokolw iek trójkąta stałego 
jest, gdy się w eźm ie ten trójkąt za trójkąt odniesienia :

(1) b \ 2 - f  c W * = 0 .

To równanie zamyka w  sobie tylko dwa parametry dow oln e.
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PUNKTA I STYCZNE WIELOKROTNE.

i. —  PUNKTA WIELOKROTNE. (Rów nania w  spółrzędnych-punkt.)

1° Określenie punktów  w ielo k ro tn ych . —  Styczn e .

Ó69. Mówi się że jakikolw iek punkt P, leżący na jakiejkolw iek krzywej rzędu m jest punktem 
wielokrotnym  rzędu p, kiedy jakakolw iek sieczna, przechodząca przez ten punkt, tam spotyka krzywą 
w p  punktach zlew ających się z punktem P ; przeto, ta sieczna nie spotyka krzywej w  w ięcej jak 
(m —  p)  punktach odrębnych  od punktu P.

Punkt w ielokrotny rzędu p  jest zawsze przecięciem  się p gałęzi rzeczywistych albo urojonych  
krzywej, każda z tych gałęzi posiada jakąkolw iek styczną w łaściw ie nazwaną w  punkcie P, to jest 
prostą przechodzącą przez punkt P i przez punkt nieskończenie sąsiedni, leżący na gałęzi uważanej; 
ta styczna spotyka wtedy krzywą w  (p -f-  1) w punktach zlew ających się z punktem  P.

Może się zdarzyć, że ta styczna spotyka krzywą w {p - J- 2) punktach, albo w (p - f -3 )  punktach, e tc ... 
zlew ających się z punktem P ; m ów i się w tedy, że ta styczna ma z krzywą zetkm ęcie 2e!c8°, 3cieg° rzędu.

Przypuśćmy że się w eźm ie za początek spółrzędnych jakikolw iek punkt krzyw ej; równanie tej 
krzywej przedstawi się pod  kształtem

(1) f {x , y )  —  <fm(x, ? /)-)~ tm—i (x . y ) - j - . . . -j-y ,, + 1(x , y) -)-  y ) —  0,

funkeye <n(x, y )  są jed norodne w  x  i y ,  i stopnia i ; funkeya <pp jest przynajmniej stopnia pierwszego.

Jeśli p  jest wyższem  od 1, początek spółrzędnych będzie punktem wielokrotnym  rzędu fi : i p  stycz
nych do p  gałęzi krzyw ej, tak rzeczyw istych jak urojonych , przechodzących przez punkt 0, będą 
dane równając z zerem o g ó ł w yrazów  stopnia najniższego, to jest przez równanie

(2 ) y)  =  0 .

W  rzeczy sam ej, niech będzie y  —  ) x  równanie jakiejkolw iek siecznej przechodzącej przez począ-
59
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te k ; odcięte punktów  przecięcia sic tej prostej z krzywą będą dane przez równanie

(3) , X) 4 -  x m~ ' (1 , X) - f ......... -\-xP+ i<fP + i( i ) X)'-j- xpv„(  1, X) =  0.

Otóż pierwsza strona tego równania jest podzielną przez x p , jakiem kolw iek byłoby X, to jest że ona 
przyjm ie p  razy pierwiastek ^ = 0  i tylko p  razy; w ięc jakakolw iek sieczna, przechodząca przez 
początek O, spotyka krzywą w p  punktach zlanych z punktem  O, a tem  samem nie spotyka ją  
w  w ięcej jak  ( m — p) punktach odrębnych  od punktu O ; punkt O je s t  -więc punktem wielokrotnym

rzędu p.

Aby otrzym ać styczne do p  gałęzi krzyw ej, które przechodzą przez punkt O, dość wyrazić że prosta

(U) y  —  \x

spotyka krzywą w (,p + 1 )  punktach zb iega jących  się z punktem O; co  wym aga, w edług równania (3), 
żeby było

(5) ?,-(! > ż) =  0 ;

rów nanie stopnia p w  X, i którego pierw iastki będą spółczynnikam i kątow ym i p  stycznych, w łaści
w ie nazwanych do krzywej w  punkcie O.

Jeśli się zastąpi X przez ^  w  równaniu (5), i gdy się pom noży potem  przez xp, otrzyma się rów 

nanie

(6 ) 'fl,(x , y )  =  0 ;

jestto  równanie między spółrzędnemi jakiegokolwiek punktu którejkolwiek ze stycznych, albo równanie p 
stycznych w punkcie wielokrotnym rzędu p.

Rów nanie (5) może przypuścić w artości n ieskończone na X; styczne odpow iedn ie  tym w artościom  
nieskończonym  znajdują się koniecznie w  rów naniu  (6).

Uwaga. Jeśli krzywa przechodzi przez początek spółrzędnych , spółczynnik kątowy stycznych w tym

punkcie otrzym uje się w yznaczając granicę stosunku kiedy x  zdąża do zera.

W  rzeczy sam ej, spółczynnik kątowy siecznej, przechodząc przez punkt O i przez punkt sąsiedni
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II0 Dyskussya punktów wielokrotnych.

470. Niech będą x 0, y0, spółrzędne jakiegokolw iek punktu krzywej

f ( x ,  y ) =  0 ;

jeś li się w eźm ie ten punkt za początek spółrzędnych, rów nanie krzywej otrzyma kształt

f ( x  -f-  #o, y  -|- yo) —  0 ;

albo rozwinąwszy :

^0 1 J 1 Vu1 1 1.2 , 3;o3'° r '“u/y/ 1 yo’Jo> r 1.2.3

Jeśli się zauważy że f ( x 0, y 0) =  O, i jeśli się założy

(1) f (x 0, y 0) - ł - ( x f ' x + y f '  ) +  * fe ty ' .+  2®y/* l + _ L ; t . . . . l + . . .  =  0.

(2)

Vl{x , y )  =  x f 'Xn-\ -y f ' lj a,

i . 2 .  n ( x ,y )= * » / % * ,  +  ^ y f " Xoyo+  « r y0, 0;

1 . 2 . 3 ^ ,  y) =  xY"W i +  3^ r W o +  3^ T ' W o + * / ¥ \ , M();
\

równanie krzywej otrzyma ten kształt ostateczny :

(3) ¥i(#, y) - j -  tp2(^j y )  4 -  f3(®> y) 4 ~  =  ó

tpv[ x ,y )  będąc funkcyą jed norodną stopnia p.

471. PUNRTA POJEDYNCZE.

Jeśli równanie (3) zamyka w sobie w yrazy pierwszego stopnia, to je s t  je ś li  x0, y0, nie znoszą rażeni 
pochodnych f 'a,o> , początek albo punkt (x0, y0) je s t  punktem pojedynczym krzywej.

W  rzeczy samej, jeś li szukamy przecięcia się krzywej z jakąkolw iek prostą

(4) y  =  \x,

przechodzącą przez początek, ma się równanie

(5) .3?<pi(l, X) -j~ l , X) -j- ....................1, X) =  0.

Otóż to równanie przypuszcza jeden  tylko pierwiastek zero, póki X pozostaje dow oln cm  ; w ięc 
jakakolw iek prosta, przechodząca przez punkt O, spotyka krzywą w jednym  pu nk cie ; punkt O jest 
punktem  pojedynczym .
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Jeśli się weźmie za X wartość jedyną, X„, znoszącą funkoyą «,,(1, X), pierwsza strona równania (6) 
stanie się podzielną przez x 2, przeto prosta

sp otk a  krzywą w dw óch  punktach zbiegających się z punktem 0 ;  ta prosta będzie styczną do krzywej 
w punkcie 0 . Nie znajduje się tam tylko jedna styczna, ponieważ y>,(l, X) jest le° stopnia względem  X; 
równanie tej stycznej będzie

U w aga. Może się zdarzyć że wartość X0 na X znosi jednocześnie <p2(1 , X); pierwsza strona rów na
nia (6) będzie w tedy podzielną przez x 3; prosta y  —  \ax =  o spotyka krzywą w  trzech punktach 
zawartych w7 punkcie O ; ona ma z krzyioą zetknięcie 2s° rzęd u ; punkt O jes t  punktem przegięcia.

Jeśliby w artość >0 znosiła <¿>,(1, X), X), ®3(1, X), pierwsza strona rów nania (6) byłaby wtedy
podzielną przez x \  i prosta y — \0x =  0 spotkałaby krzywą w czterech punktach zbiegających się 
z punktem O ; punkt 0  jest zawszę punktem pojedynczym , lecz- styczna ma wtedy z krzywą zetknię
cie 3c!eB° rzędu. I tak dalej.

Jeśli styczna ma zetknięcie rzędu wyższego jak pierw szy, jest ona w tedy , jak zobaczym y to poniżej, 
styczną wielokrotną.

472. P unkta podwójne.

Jeśli równanie (3) nie zawiera to sobie wyrazów  l s 0 stopnia, to je s t  je ś li się ma

y  —  Xo x

Y ,(x, y) =  0, albo według rów n ości (2)

(7) yf'y0 =  °> z warunkiem f ( x y „ )  —  0.

W /'(a-0 ,  ¿/o) =  0 , f ' Xij =  0 , f y =  0 ,

punkt (x0, y0)  je s t  punktem podwójnym krzyw ej. 

Rów naniem  krzywej jest w tedy

VÁXi y) 4" 930, y) +  -}- <r»«0', y ) —  0;

a gdy szukamy przecięcia się tej krzywej z jakąkolw iek prostą

y  ),x,

przechodzącą przez początek, ma się równanie

(9) x~!i>2(1, X) —j- a:3(B3(l, X) —|—........ -j— x ’"cfm(^, X)— Ü.

Otóż to rów nanie przypuszcza dwa pierwiastki rów ne zeru, jak iem kolw iek  byłoby X; w ięc wszelka 
prosta przechodząca przez początek spotyka w nim krzywą w d w óch  punktach zbiegających sic, i nic



spotyka tej krzywej jak tylko w (m  —  2) punktach odrębnych  od  O ; pun/cl O Jest punktem pod

wójnym.

Jeśli się w eźm ie na X jedną z dw óch  wartości X,, X2, znoszących funkcyą drugiego stopnia <s>.2( l ,  X), 
pierwsza strona równania (9) jest podzielną przez a;3; dw ie proste

y  =  a , x ,  y  =  l2x ,

spotykają w ięc krzywą w trzech punktach zbiegających się z punktem O ; są to styczne do tej krzywej 
w punkcie podw ójn ym  O.

Nie znajduje się tam tylko te dw ie styczne, ponieważ funkcya tp.2( l ,  X) jest drugiego stopnia; r ó w 
naniem stycznych w  punkcie podw ójn ym  (x 0, y 0) będzie

y ) = ° >

albo, w edług rów n ości (2) :

(1 (,) +  ’2xy f " x uyu +  y T y uya —  9 •

Zetknięcie jakiejkolw iek z tych stycznych, y  —  \ x  —  0 na przykład, będzie drugiego, trze
ciego, e tc ... rzędu, jeżeli X, zniesie ys( l ,  X); <p3( l ,  X) i y4( 1, X )e tc ...; w  tym przypadku, styczna staje 
się w ielokrotną.

Dyskussya punktów podwójnych.
Natura punktu p od w ójn ego  zależy od natury pierw iastków  równania (10 ).

1MJ P rzypadek : Dwa pierwiastki równania (10) są rzeczywiste, ma się punkt podw ójny  zwyczajny.

PUNKTA 1 STYCZNE WIELOKROTNE. ¿ 6 9

Krzywa przedstawia dw ie gałęzie, które się przecinają w punkcie uważanym i tworzą w ęzeł.

2e‘ Przypadek : Dwa pierwiastki równania (10) są u ro jon e ; ma się punkt odosobn ion y .

Dwie styczne są urojone; punkt nie należy do żadnej gałęzi rzeczywistej krzyw ej; jest on przecię
ciem  się dw óch  gałęzi u ro jon ych .

3«‘ Przypadek : Dwa pierwiastki równania (10) są rów n e ; ma się jakikolw iek punkt zwrotu.

Dwie styczne zlewają się w jed ną która się nazywa styczną zw rotu , i jest ogóln ie  styczną pojedynczą. 

W  tern oslatniem  założeniu m oże się napotkać w iele przypadków  :

1° Zw rot 1k° rodzaju ; dw ie gałęzie krzywej są po obu  stronach stycznej; jestto przypadek ogólny ,

styczna zwrotu ma w tedy z krzywą zetknięcie 1k° rzędu; jestto  jakakolw iek styczna pojedyncza.
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2° Zw rot 2e° rodza ju ; dw ie gałęzie sy. z tejże samej strony stycznej.

3° Punkt zwrotu od osobn ion y ; punkt jest odosobn ionym , a przecież dw ie styczne są rzeczywiste 
i zlewające się z sobą.

4° Dwie gałęzie krzywej stykające s ię ; daje się jeszcze takiemu punktowi nazwisko punktu zwrotu.

Przypadki 2°, 3°, 4°, są przypadkami szczególnym i punktu zw rotu; styczna zwrotu ma w tedy 
z krzyw ą zetknięcie przynajmniej drugiego rzędu ; jestto styczna wielokrotna.

D ow odzenie tych w łasności będzie danem  poniżej.

473. PUNKTA POTRÓJNE.

Gdy równanie (3) nie zamyka w sobie w yrazów  ls° i 2e° stopnia, to je s t  gdy się ma

( 1 1 ) A * o ,y 0) =  0 ; f ' Xo=  o , f y =  o , / ' V 0= o ,  r ^ = =  o, r m =  o ;

punkt (x0, y0) je s t  punktem potrójnym krzyw ej.

Rów nanie krzywej sprowadza się w tedy do

u)4" y)~\~.... y) — o.

Zobaczym y, jak poprzednio, że jakakolwiek prosta

y  =  Xx

spotyka zawsze krzywą w  trzech punktach zlanych z punktem  O ; punkt O jest punktem potrójnym .

Jednakże, jeśli się w eźm ie na X jed n ą  z trzech w artości ),,, ),2, X3, znoszących funkcyą 3e° stopnia 
y3( l ,  X), równanie

(12) a:3tp3( l ,  > ,)-(-# V ( 1 ,  X) ..........................X ) =  0,

przypuści cztery pierwiastki ze ro ; a tem sam em , trzy proste

y  —  Xtx ,  y  —  1.2X, y  =  h x ,

spotykają krzywą w czterech punktach zlanych z punktem  O ; te trzy proste będą trzy styczne w łaści
wie nazwane w O ; równaniem  ich będzie

y) =  0»
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albo w edług rów ności (2 ): 

(13) a * r â 0 ^ 0 + xoxoVo

Natura punktu potrójnego zależy od  natury pierw iastków  równania (13).

1" Trzy pierwiastki są rzeczyw iste; ma się punkt potrójny zwyczajny, krzywa przedstawia trzy

gałęzie rzeczywiste które się przecinają w punkcie uważanym .

2" Jedyny pierwiastek jest rzeczyw isty; ma się jedną gałęź rzeczyw istą, i punkt O jest punktem 
odosobn ionym  na lej gałęzi. W szelka prosta, przechodząca przez punkt O, nie spotyka krzywej jak 
tylko w (m —  3) innych punktach.

2° Dwa pierwiastki rów n e; krzywa przedstawia wtedy zw rot odpow iedn i do dw óch  stycznych zle 

wających się z sobą, i gałęź pojedynczą przechodzącą przez ten punkt zwrotu. Może się zdarzyć że 
punkt zwrotu jest odosobn ionym , albo że jest utw orzony przez dw ie gałęzie dotykające się.

się zdarzyć że się ma zwrot odosobn iony , krzywa przedstawia w tedy tylko jedne gałęź rzeczywistą.

l\lh. W idzim y, z tego co  poprzedza, jakim  sposobem  można rozpoznać i wyznaczyć punkt w ie lo 
krotny jakiegokolw iek rzędu.

Z równania (1) w yciąga się z łatwością w nioski następujące :

Aby punkt (x0, y 0) b y ł :

punktem prostym  jakiejkolw iek krzywej, potrzeba l s 0 w arunku; f ( x 0, y 0) —  0;

punktem  p od w ójn y m ...............................  1 —(- 2 w arunków ; f\x0> y 0) =  0, f 'Xo~  0, f ' y —  0 ;

punktem potró jn ym ...........................  1 -j— 2 —j— 8 w arunków ; zw iązków  (11);

        .

punktem w ielokrotnym  rzędu p . . . 4 —(- 2 —j- 3 — • ■ - f  p =  warunków.

3° Trzy pierwiastki są rów n e ; ma się trzy gałęzie krzywych stycznych do tejże samej prostej. Może

/
O
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« Tak w ięc : aby punkt był punktem pojedynczym  jakiejkol wiek k rzyw ej, dosyć jest dać jeden  warunek, 
a to jest jeden  związek m iędzy spółczynnikam i równania krzyw ej.

« A b y  punkt by ł punkiem wielokrotnym rzędu p  jakiejkolw iek krzywej, dosyć jest dać 

» w arunków , to jest Lii—i —1. związków m iędzy spółczynnikami równania krzywej.

M ożna w ięc pow iedzieć że :

Punkt wielokrotny rzędu p , równoważy ogólnie, pól iloczynu  — — ^  punktów pojedynczych.

III0 B adaniu  jak ie jk o lw ie k  krzyw ej około któregokolw iek  z jej p u n k tó w .

A75. Będziem y w tym rozdziale badać szczegółow iej nachylenia krzywej ok oło  jakiegokolw iek 
punktu w ielokrotnego. Idea pierw sza m etody roztrząsania którą przedstawim y należy się Sturm owi; 
ona była rozw iniętą przez p. B riot’a, i znajduje się w  pierwszych w ydaniach je g o  analitycznej. Z asto
sujem y tę m etodę do badania punktów  pojedyn czych  i punktów  p odw ójn ych , zm odyiikowawszy 
lekko je j kształt; w yprow adzim y ztąd wiele w n iosków , w zględem  zetknięcia stycznej w  przypadku 
punktu zw rotu ; te w nioski, chociaż bardzo w ażne, nie były jeszcze dotąd wskazane w żadnym  trakta
cie Analitycznej.

W eźm y za początek punkt uważany, rów nanie krzywej przedstawi się pod  kształtem :

(1) y) +  y) +  <?*{*, .y) 4 -.......?»(*> y) =  o;

Szukajm y przecięć krzyw ej z prostą

(2) y  =  tx ,

przechodzącą przez początek O.

h76. l s*y P r z y p a d e k  : R ów nanie (I )  zawiera wyrazy K?" stopnia.

W ybierzm y za oś odciętych , na przykład, prostą przedstawioną przez rów nanie

li)— 0;

rów nanie krzywej przedstawi się w tedy pod kształtem 

(3 ) y  +  y) +  n [ x ,  y ) 4 " ..........=  ° -
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Zastąpmy w  tem rów naniu  y  przez tx ,  w ypadnie podzieliw szy przez x

X

li 7 3

zkąd się w yciąga, b iorąc pochodn ą w zględem  t i uważając x  za ilość stałą :

(5) f'{l) =  1 +  t) - j-  x V 3( l )  0  +  .......

Litera t przedstawia spółczynnik kątowy prostej y  — tx  =  0  w zględem  osi odciętych . Oznaczmy 
przez 0 wartość dodatną na t bardzo blizką zera; w artościom  — 0 i - f -6  na t odpow iadają p o ło 

żenia OG i OB prostej (2), kąty COA i AOB są bardzo małe.

Przypuśćm y teraz że na x  daje się w artość dość małą aby w ielom iany X  i X ' m iały, dla tej 
w artości i dla wszelkiej wartości m niejszej, tenże sam znak ja k  znak ich pierw szych w yrazów . Przy
puśćm y nadto, co  jest zawsze m ożebnem , że ta w artość na x  jest dosyć małą aby wartość bez
względna w ielom ianu X była mniejsza jak w artość bezwzględna 0 na t; i aby w artość bezwzględna 
na X ' była mniejszą od  jed n ości.

Oznaczmy przez t najm niejszą z wartości na x  zadość czyniącej wszystkim tym w arunkom , i niech 

będzie O A i^ c ,  O A '^ * .  Zostawiwszy x  stałem i niższem lub co  najw ięcej rów nem  t ,  będziem y 

szukać punktów krzywej znajdujących się na prostych  AB i A 'B '.

Jeżeli t zm ienia się od — o© d o — 0, w ielom ian f(t) a lbo (A) nie zmienia znaku, jakąkolw iek 
byłaby w artość dodatna lub odjem na na x , byleby ona pozostała zawartą między - j -  e i — s; jeżeli t 
zmienia się o d - j - 0  do - f - o o ,  w ielom ian  f(t)  nie zm ienia znaku i nie m oże się znosić, by leby  w artość 
na x  pozostała zawsze zawartą między c i  —  c. W ięc  krzywa n ic m oże m ieć punktów  rzeczywistych 
tylko w  kątach BOC i B'OGf; a tem sam em , dla w artości wyznaczonej na x ,  nie można m ieć punk
tów  tylko na odcinkach  od p ow iedn ich  BC i B'C'.

Otóż jeżeli t zmienia się od  —  0 do -(-0 , x  m ając w artość stałą zawartą między granicami —  t i —j—e, 
pochodna f { t )  a lbo (5) jest zawsze dodatną; w ięc funkcya f ( t )  a lbo (ó ) może tylko raz w  przedziale 
od  —  0 do - j-  0 być  rów ną zeru.

Niech będzie, ogólnie, xP~iop(1, t) pierwszy z w yrazów  równania (ó), to jest

f{t)= t - j -  0 4 -  O-  , 0  4* •••

który się nie znosi dla i =  0, i niech będzie ©,,(1, 0) <  0 na przykład,

1° Niech będzie x  dodatnem ; dla : t —  —  0, ma się / ( —  0) <  0,

: t —  0 , ma się f (0) <  0,

: t  =  - f -0 ,...................

w ięc  f(t) znosi się raz i raz tylko m iędzy 0 i - j-  0; krzywa ma punkt M, i jedyny m iędzy A i B.
60



2° Niech będzie x  od jem n em ; dla : t =  —  nia sję f j — o,

l-\ -, gdy (p  —  1) jest nieparzystem, fig. (2 ), 
: t ~  O, ma się]

( — , gdy ( p —  1) jest parzystem, fig. (1),

=  ma się / ’(-)- 0 ) > O :
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w ięc f ( t )  znosi się raz ty lk o , bądź to m iędzy 0 i 9, bądź to między 0 i —  0 ; krzywa ma punkt M'
i jedyny albo m iędzy A ' i B', albo m iędzy A ' i G'.

Nic należy zapom inać że w artościom  na t zawartym m iędzy 0 i 9 odpow iadają  prom ienie w o 
dzące leżące w  kącie AOB albo w  je g o  w ierzchołkiem  przeciw ległym  A 'O B '; i, że w artościom  na t 
zawartym m iędzy 0 i — 0, odpow iadają prom ienie w odzące leżące w kącie AOC albo w  jeg o  
w ierzchołkiem  przeciw ległym  A'OC'.

W nioski pozostają też sam e, gdy < ,̂(1, t) je s t dodatną dla t =  0, lecz krzywa jest położoną 
odw rotnie w zględem  osi Ox.

Te następstwa mają m iejsce, jakkolw iek  m ałem  by łob y  w ięc zm niejszając x  w  sposób ciągły
aż do zera, otrzym a się każdą razą jeden  punkt z jednej i z drugiej strony Oy ,  ten szereg punktów

utw orzy jedną gałęź krzyw ej, która dotknie się prostej O x  w  0. Gdy (p  —  1) jest nieparzystem, to 
położenie krzywej będzie zupełnie z tejże samej strony stycznej AA ' fig. (2 ) ;  gdy (p  —  i )  jest pa
rzystem , gałęź krzywej przetnie styczną A A ' fig. (1).

Otóż, przypuścić że g jji , t), ?3(1, i),...,«pp_,(l, t) znoszą się dla t —  0 ; jestto przyjąć że równanie 
krzywej je st kształtu

y  4- y W x > y) +  v H x > y) 4- ••• 4- ■»(*. y) 4- <&.(*> y) 4- ••• =»

to jest że styczna y  =  0, spotyka krzywą w  p  punktach zbiegających się z punkiem  O ; albo innem i 
słow y, że styczna ma z krzyw ą zetknięcie (p —  l ) e n t e g o  rzędu.

W ięc, przez jakikolw iek punkt p o jed yn czy , przechodzi jakakolwiek gałęż krzywej i tylko je d n a ; krzywa  
pozostaje z tejże samej strony stycznej w blizkości punktu Zetknięcia, gd y  rzęd  zetknięcia stycznej jest 
nieparzystym , krzywa przecina j e j  styczna-, gdy rzęd zetknięcia tej stycznej jes t  parzystym *



4 7 7 .  2«'i P r z y p a d e k  : Równanie ( ł )  nie zamyka wyrazów  l s °  stopnia,  i zawiera w yrazy drugiego stopnia. 

Równanie krzywej jest kształtu

(6) 'tzipc, y ) - j -  f i [x ,  y ) - j -  y )  - j - . ..  =  0 .

początek jest wtedy punktem podwójnym .

Dyskussya tego punktu zawiera trzy założenia następujące :

1° Dwie proste ^ {x ,  y ) = 0  są u ro jo n e ;
2° Dwie proste n (x , y ) = 0  są rzeczywiste i od rę b n e ;
3° Dwie proste n {x , y )  =  0 są zbiegające się.

1° P ier w sze  założenie  : Dwie proste y ) —  0 są urojone.

Jeśli założym y jeszcze

y  =  tx ,
równanie (6) da, podzieliwszy przez x n- :

f\t) = .  cp2('l J 0  "f-..................................t) .......—  0.

Jakiem kolwiek byłoby  t , pierwszy wyraz , t) nie znosi się, m ożem y go przypuścić dodatnym ; 
można nadto przypuścić że x  jest dość m ałem aby wartość bezwzględna sum m y wszystkich wyrazów 
następujących była mniejszą od  najmniejszej z wartości na y a (l ,  t), w artość różna od  zera, skończona 
i dodatna. W ięc , dla wartości na x  dostatecznie małej f[t) pozostanie zawsze dodatną, a tem  sam em , 
nie stanie się nigdy zerem.

Nie ma punktów  rzeczywistych krzywej w blizkości punktu O ; punkt O jest punktem odosobnionym.

4 7 8 .  11° D r u g i e  z a ł o ż e n i e  : Dwie proste y jsc , y )  —  0 są rzeczyioiste i odrębne.

Niech będą tu U, dwa pierwiastki równania ^ ( l ,  t) =  0\ zastępując y  przez tx  i dzieląc przez x l 
równanie (6) d a :

N
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(7) /(O  — -{i — t\) [t —  4>) - j -  X f3( l ,  t) - j -  a:2®4(l, t) - ) -  —  0,

ztąd się w yciągnie, b iorąc p ochodn e w zględem  t, x  zostawiwszy stałem :

X'

(8 ) / '(O  —  —  (tt -f-  t j ) - \ - x j i [ i ,  t) - j -  a.'Y4(1 , /) - j ~ ..........5

X"

(9) f" (t)  —  2 - j-  ^ " 3(1 > 0  "i" 0  "ł-

Oznaczywszy przez 0 w artość bardzo małą i dodatną na t ; przypuśćm y w artości tx i i2 dodalne, 
ti <  t'i, i niech będą OA i OB położenia siecznej y  —  tx  dla wartości t\ i h  na t.

war
Przypuścim y teraz że była daną na x  w artość dość mała aby w ielom iany X , X ', X" miały, dla tej 

’tości i dla wszelkiej w artości m niejszej, tenże sam znak jak znak ich pierwszych w yrazów . Przy-
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puśćm y nadto, co  jest zawsze m ożebnem , że ta w artość na a; była dość m ałą, aby wartość bezwzględna 
w ielom ianów  X, X ',X " ,  była w zględnie mniejszą jak wartość bezw zględna w yrazów  je  poprzedzających

w  funkcyach f(t), kiedy się robi w  tych wyrazach tz =  ^  +  0 a lbo t =  t% ±  0, 0 będąc war
tością bardzo małą lecz wyznaczoną.

Oznaczmy przez c najm niejszą z wartości na x  zadość czyniącej wszystkim tym w arunkom ; i niecli 
będzie OP =  OP' =  e. Zostawiwszy x  stałem , niższem albo najw ięcej rów nem  e, w  w artości bez
w zględnej, będzim y szukać punktów  krzywej znajdujących się na prostych PA i P 'A '.

Jeżeli t zmienia się od  —  o o  do (tt —  0), w ielom ian f (t) a lbo (6) nie zm ienia znaku, byleby w artość
dodatna albo odjem ria na x  pozostała zawartą m iędzy — t i —j— e; jeżeli t zmienia się od (t2 - j -  0)
d o -| -= o ,  w ielom ian f(t) albo (6) nie zmienia znaku i nie może się znosić, jak iem ikolw iek  byłyby 
w artości dodatne lub odjem ne na x ,  byleby ich w artość bezwzględna nie przewyższała e. W ięc 
krzywa nie m oże m ieć punktów  rzeczyw istych jak w  kątach aO b,, i a ^ b ^ ;  przypuśćm y że

aa', a ^ ;  bb ', b 4b ', ;  

są położeniam i siecznej y  —  tx  odpow iedniem i w zględnie w artościom

t =  tt —  0, tt —(- 0, t2   0, t<2 -j— 0.

Otóż jeżeli t zmienia się od  (7, —  0) do (t2 -j— 9), funkcya f" { t )  albo (9) pozostaje dodatną; pochodna 
/'(< ) albo (8) zmienia znak i znosi się raz ty lko, wartość na x  będąc zawsze zawartą m iędzy — t e; 
w  rzeczy sam ej,

dla t =  tt —  0, f ' ( t ) ma znak wyrażenia f—  20 —f- (U — 1)\, ilość odjem na,

dla t, =  ¿2 - f -  0, f ( ł )  ma znak wyrażenia [20 —(— (^2 —  OL ilość dodatna.

Funkcya f (t )  albo (7) nie m oże w ięc, w  przedziale od (ż, — 0) do (ia —|— 0) i, dla wartości wyzna
czonej na x  znosić się dwa razy.

Przypuśćm y że y3( l ,  t) nie znosi się kiedy w niej się czyni t =  tu  a lbo t =  t2; i niech będzie, na 
przykład <p3( l ,  t ,) >  o, y3{ l ,  t.2) >



P U N K T A  I  S T Y C Z N E  W I E L O K R O T N E .  

1° Jeśli się przypuści x  dodatneni, i zawartem między 0 i -J— s ;

477

| t —  ty -  0, ma się f\ti —  0) >  o,

dla x t —  tx, ma się + ,

t —  ty - (- 0, m a się / ( « i +  O) 0 ;

/ t t% ---  0, ma się f i k  -  0) <  0,

( t «2, ma się +  >

\ t —  «2 +  0, ma się f ( t 2 +  0) <  0.

W ięc  funkeya f(t) znosi się raz i raz tylko m iędzy (tt —  0) i (t, - j -  0); potem  raz i raz tylko, między 
(«2 —  0) i («2 +  0 ); krzywa ma w ięc jeden  punkt M leżęcy m iędzy a i a „  i drugi N leżęcy między 
b i b t ; położenie w zględne na M i N w zględem  A i B zależy od  znaków  funkcyj o3( l ,  «,), <p3( l ,  «2); 
tym  sp osobem , w edług założeń zrobionych , M znajduje się na odcin ku  A a; N zaś na odcinku Bb.

2“ Niech będzie x  odjem nem  i zawartem m iędzy 0 i —  £;

/ t =  ty — 0, ma się f i k  —  0 )  >  o ,

Ł »5 «■s. 11 Ok ma się }

\  «  —  «1 +  0 , ma się /(« i +  0) <  0 ;

/ t =  «2 —  0, ma się f i k  -  0) <  0,

« = « . , , ma się —

\ t := :« .> +  0, ma się f ik  +  0 )  >  o .

Krzywa ma dwa punkta i dwa tylko leżące na prostej P'13'; i w edług założeń zrobionych, jeden  M ', 
znajduje się na odcinku A 'a '; drugi, N ', znajduje się na odcinku B 'b ',.

Ma się więc dwie gałęzie rzeczywiste, i dwie tylko, przecinające się w 0  i idące z jed n ej i z drugiej 
strony tego punktu ; te dwie gałęzie dotykają się względnie prostych  AA ' i BB '. Gałęź będzie z tejże 
samej strony j e j  stycznej albo przetnie j e j  styczną, według tego ja k  zetknięcie ze styczną będzie rzędu nie
parzystego albo piarżystego. Punkt O je s t  punktem podwójnym zwyczajnym.

Druga część tego podania uzasadni się jak w nrzo (476).

479. 111° T r z e c i e  z a ł o ż e n i e  : Dwie proste yjpc, y) —  0 są zbiegające się.

W eźm y tę prosty za oś odciętych , równanie krzywej będzie kształtu

( 1 0 )  y - i  +  y )  + +  j  y )  +  —  o .

ltoztrzęsanie to jest trudniejszem od  poprzedn ich , lecz także naj ważni ej szem. Jestto przypadek punktu 
zw rotu.

Badajmy przecięcia się krzywej z jakakolw iek prost§ przechodzącą przez początek

(11) y  —  tx .

Zastępm y w równaniu (10) y  przez tx ,  w ypadnie, podzieliw szy przez x - :

X

(1 2 ) f [ t )  =  t'1 -} -  x<p3( i ,  t) +  a + 4( l ,  t ) - j -  =  0



zkąd się wyciąga, biorąc p ochodn e względem  t , x  będąc uważaną jako stała :

X '
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(13) f ' ( t )  =  2 t  - f  x y . ą i , t )  +  x 'W A X ,  *)  + . . . . . . . . . . ;
X "

(14) f"(t) =  2 -i-Xf 3(1, i)-1-XV 4(1,

Oznaczmy przez & w artość dodatną bardzo małą na t; niech będą OC i OB położenia siecznej 
y  =  tx odpow iedn ie  w artościom  —  0 i - f - 0, na i ;  kąty GOA i AOB są bardzo małe.

Przypuśćm y teraz że była dana dla x  wartość d ość  mała aby w ielom iany X , X ', X" miały dla tej w ar-

nadto że ta w artość jest dość małą aby w artość bezw zględna w ielom ianów  X , X ', X" była mniejszą 
jak wartość bezwzględna w yrazów  je  poprzedzających w  funkcyach f(t), f\ t), f " ( t ) kiedy się uczyni 
w tych  wyrazach t —  0, 0 będąc wartością na t bardzo małą lecz wyznaczoną. Oznaczmy przez £ naj

mniejszą z wartości na x  zadość czyniącej wszystkim tym w arunkom , i niech będzie OA =  0 A ' <  £.

Zostawiwszy x  stałą, niższą albo najwięcej rów ną e, będziem y szukać punktów  krzywej znajdujących 
się na prostych A B  i A 'B '.

Jeżelli t zm ienia się od  — o o  do — 0, i od  -|-0 do d o - j - ° ° >  w ielom ian  f(t) nie zmienia znaku
i nie m oże znosić się, byleby wartości dodatne lub od jem n e na x  pozostały zawarte między —  £ i - j -  c ■
w ięc krzywa nie m oże m ieć punktów  rzeczyw istych jak w  kątach BOC i B 'O C'; a tern sam em , dla 
wartości wyznaczonej na x  nie m ożna m ieć punktów  jak na odcinkach BC i B'C'.

Otóż jeże li t zmienia się od — 0 d o - | - 0, pochodn a f'"{t) albo (14) pozostaje zawsze dodatn ą ; 
f ’ [t) albo (13) nie m oże w ięc znosić się jak tylko raz; i to co  rzeczyw iście ma m iejsce, gdyż ona jest 
odjem ną dla t —  —  0, i dodatną dla t =  -|- 9.

W ynika ztąd ze funkcya f ( t )  albo (12) nie może znosić się tylko dwa razy w  przedziale od —  0 do -|- 0.

Aby w ykonać zupełnie to roztrząsanie będziem y m ieli w iele przypadków  do rozebrania.

1 ° 93(1 , t) ^  0 dla t =  0 , niech będzie na przykład ?3(1 , 0) <  0.

Jeżeli x  jest dodatnem  i zawartem między 0 i £ :

tości i dla wszelkiej w artości m niejszej, tenże sam znak jak znak ich pierwszych w yrazów . Przypuścim y

C' B

A sc 
M

B’ C

krzywa ma jeden  punkt M m iędzy A  i C, i drugi punkt N między A i B.
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Niech będzie x  od jem nem  i zawartem m iędzy 0 i —  %:

W ielom ian  X , w  funkcyi /( /)  albo (12), jest zawsze tegoż samego znaku jak jeg o  pierwszy wyraz 
t) ,  który jest tu dodatnym ; wyraz l szr jest rów nie dodatny; w ięc  jakkolwiek małemi byłyby 

x  i t, funkcya f ( t )  jest sum m ę dw óch  ilości stale dodatnych ; przeto ona nie m oże się znosić; krzywa 
nie posiada w ięc żadnego punktu na odcinku  B'C'.

Następstwa poprzednie m ajęc m iejsce, jakkolw iek m ałem  byłoby  x ,  wynika ztęd że jeżeli się 
zmniejsza x  w  sposób cięgły, otrzyma się dw ie gałęzie rzeczywiste krzywej, leżęce jedna w  kęcie AOC, 
druga w  kęcie AO B; one dotknę obie prostę OA w  O i nie przedłużę się po za punkt O.

Przypuściliśm y ze funkcya 93( 1 , t) nie znosiłaby się dla f = 0 ,  to jest że prosta nie spotykałaby 
krzywej (10) tylko w dw óch  punktach zbiegajęcych się z poczętkiem , albo że styczna y  =  0  miałaby, 
z krzyw ę zetknięcie 18“ rzędu. W ięc

Jeżeli styczna zwrotu ma z krzywą zetknięcie pierwszego rzędu, ma się dwie gałęzie krzywej leżące 
z obu stron stycznej i  zatrzymujące się w punkcie podwójnym ;  ma się zw rot pierwszego rodzaju.

krzywa ma w ięc punkt M na AC i punkt N na A B ; ona nie m oże w reszcie posiadać jak dwa punkta 
na odcinku  BC.

Jeśli x  jest od jem n em  i zawartem m iędzy 0 i —  c :

2” <p3( l ,  t) =  0 dla t =  0 i (p4( l ,  t) <  o o ia  t =  0. 

Jeżeli x  jest dodatnem  i zawartem m iędzy 0 i —(— c:

dla : t =  —  0, ma się /'(—  0) >  0,

: t =  0, ma się /(O ) <  0,

:  t  —  -J- 0, ma się / ( - f -  0) >  0 ;

dla : t —  —  0, ma się f ( —  0) >  0,

: t —  0, ma się /'(O) <  0,

: < =  - ( -0 ,  ma się ‘ / ( - f -  ©) >  0 ;

krzywa ma w ięc punkt N' na A 'C ', i punkt M' na A 'B '; ona nie m oże wreszcie posiadać jak dwa 
punkta na odcinku  B'C'.
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Zm niejszając x  aż do zera, w ypada z ląd że :

Krzywo, przedstawia dwie gałęzie dotykające się w punkcie podwójnym , które leżą z jed n e j i z  dru
giej strony stycznej, i przedłużają się z obu stron punktu podwójnego.

3" ?3(1, i)  =  0 dla ¿ =  0, i ?4(1, t ) >  0, dla t —  0.

W  przypadku obecn ym , podstaw ienia poprzednie nie rozłączają p ierw iastków ; jest w ątp liw ość. 

W ielom ian / ( t) albo (12) jest w tedy

można przypuścić x  dosyć m ałem aby Y  by ło  tegoż sam ego znaku jak je g o  pierw szy wyraz, lo  jest 
stale dodatn iem ; lecz kiedy w ybrawszy w artość dla x ,  zmienia się i od  —(— 9 do — 9, ogół dw óch  
pierwszych w yrazów  może zm ieniać znak, gdyż drugi wyraz nie jest zerem jak tylko dla 0 =  0; nie 
widzim y w ięc czy w ielom ian f ( t )  zmienia albo nie, znak.

N iepodobieństw o rozłączenia pierw iastków  jest z pow odu  że dwa punkta krzywej m ogą być  położone 
stale na odcinku  AB, na przykład, jakkolw iek małemi byłyby ilość OA albo t i kąt AO B; albo co  
na jedno w ych od zi, że nie m ożna przeprow adzić jakiejkolw iek prostej przez punkt'« O i m iędzy 
dw iem a gałęziami krzyw ej.

Dla zniesienia tej trudności załóżm y

(15) t —  i x ,  zkąd y ^ d w 1 (15 bis),

Y

f ( t )  =  f1 +  (B +  Ci - ) -  DE2)te  +  3^ 4( 1 , 0  +  • • ■ =  0

i niech będą

przez założenie ?4(1 , <) jest dodatną dla t =  0, to  jest że A , jest dodatnem . 

Funkcya f ( t j  a lbo (12) stanie się wtedy, po  podzieleniu  przez x %:

9 ( 0  —  tn- - j -  Bt' —|— A 1 —j— x (A 2 - j-  B\t' - j -  Ci'2)  - j -  a;2( . . . ) —. 0 ;

(16) ? (O  —  4 "  Bi1 - j-  A , - j -  Xit3( l , o  4 “  * ^ 4( 1 > 0 4 - ........ =  b

zkąd się wyciąga, b iorąc pochodn e względem  t ' :
X

(17) 9 W ) —  2i' —(— B —j— £ 1/ 3 ( 1 , t j  - ) -  a.,2<|/4( l ,  t ') - j -

m —2 - f -  , tj  - f -  1, 0 4 " .....1 8 )
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P rzyp u śćm y  jeszcze że 0 jest wartością bardzo małą na t', i że t jest wartością na x  dość małą 
aby w ielom iany X , X ', X" miały znaki ich pierwszych wyrazów , i aby ich wartość bezwzględna była 
mniejszą od  w artości bezwzględnej w yrazów  je  poprzedzających w  funkcyach <?'(('), ■/(('), kiedy 
się w  nicli uczyni t' =  +  0.

Jeśli B2 —  A, <  0 , ilość (t '2 -}-B ż ' - j -  A j  pozostaje dodatną i skończoną jakkolw iek m ałem i byłyby 
x  i t\ funkcya <p(t') nie m oże w ięc znosić s ię ; punkt O je s t  punkiem zwrotu odosobnionym.

Jeśli B2 —  Ai >  0, ma się w tedy t'-~|- Bć' -J- A i =  (*' —  h ) { f  —  O ); dw ie ilości z, i t.2 są tegoż
sam ego znaku, poniew aż A ^ O  : przypuśćm y i|>3( l ,  t') różną od  zera kiedy się w  niej uczyni
t' = t i  albo f  =  t2; niech będzie, na przykład, 4»3(1 , tj) >  0, <|i3( l ,  U) >  0 ;  i <  t.2.

Niech będzie x  dodatnem  i zawarłem  między 0 i - [ -  t :

i f  =  h  -  e , ma się ? ( 0 -  0 )  >  0 ,

|  f  — 1{, ma się " I “ ;

\  t '  = .  11 -f-  G, ma się f d i  +  0 )  <  0  ;

1 t ’  —  t.2 —  0 , ma się ~  0) <  0 ,

] f  2 =  h  , ma się +  1

\  i ’  =  U  - f  0 , ma się ?(^* - j -  0) 0-

Ma się w ięc dwa punktu M i N krzywej na rów noległej AB do Oy  i dwa ty lko; rzędne tych 

punktów  będą dane przez związek

(15 bis) y  —  t'x\

Jeśli przypuścim y tt dodatnem , będzie również ilość t2 dodatn ą ; w artości na t', którym o d p o 
wiadają te punktu, różnią się nieskończenie m ało od t, i U_, wartości na y  będą dodatne i bardzo 
m ałe; dwa punkta M i N będą po nad osią odciętych .

B’ y . B

N' N

M 3 ^ M

K  0 X OC

Jeśli się przypuści x  odjem nem  i zawarłem między 0 i t, znajdzie się podobnież dw a punkta 
M' i N' leżące na rów noległej A 'B ' i odpow iedn ie  w artościom  na t' różniącym  się nieskończenie 
mało od Z, i i2; w idzim y przez związek (15 bis), że rzędne tych punktów  będą jeszcze dodatn e; dwa 
punkta M' i N' będą po nad osią odciętych .

Zmniejszając teraz x  aż do zera; ma się związek (15) :

(15) t =  f x ;

w artości na t' pozostając skończone i zawsze całkow ite na t\ i f>, jeżeli x  dąży do zera, wartości 
odpow iedn ie  na t' dążą rów nie do zera, to jest że sieczne OM i ON, a tern samem punkta M i N 
dążą zlać się z osia odciętych , jeżeli x  stanie się zerem.

(il



Krzyw a przedstawia iciec dwie gałęzie dotykające się w punkcie podwójnym i leżące z tejże samej strony 
stycznej Ox.

Jeśli (B‘2 —  A i) =  O; ma się w tedy t"1 -f- Bi' - j -  h , =  {?  — t0)2; przypuśćm y t j  rożnem  od
zera gdy się uczyni t' =  t0, i niech będzie ó 3( l ,  tj) <  0.

Jeśli x  jest dodatnem  i zawartem m iędzy 0 i - j -  t :

dla t' =  t0 —  0, ma się 9(t0 —  0 ) > 0 ,

t' — 10, ma się <f(t0) <  0,
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o -)-  9, m a się <p

y B

K.

''■'ii A
0

i
sc

Ma się w ięc dwa punkta krzywej M i N leżące na AB, i po  nad osią O.r, jeśli tQ jest dodatnem .

Jeżeli x  jest od jem nem , pierwszy wyraz na X  je st zawsze dodatnym , będzie podobn ież z w ie lo 
mianem X ; pierwsze wyrazy y(t') tw orzą kwadrat dodatny, w ięc funkcya <p(i') albo (16) pozostaje 
zawsze dodatną gdy t' zmienia się od [t0 —  0) do  (ż0 —j— 0), a tem  samem nie m oże się znosić.

Jeśli zdąża x  do zera, proste OM i ON przybliżą się nieograniczenie do Ox.

Krzywa nie ma punktów  rzeczywistych po lew ej stronie osi rzędnych.

Krzywa przedstawia więc dwie gałęzie położone z tejże samej strony prostej 0 ,r, dotykające się tej 
prostej w punkcie O, i zatrzym ujące się na tym pu nkcie; ma się zwrot 2sies° rodzaju.

Jeśliby 4*3(1, t') znosiła się dla t' =  iQ, m ożnaby było rozłączyć punkta krzywej jeżeliby się m iało 
4>4(1 , t0) <  0 ; w  przypadku w którym funkcya tj) byłaby dodatną przeciągnęłoby się roztrząsanie 
kładąc

t' —  t0 -J- t " x ;
i lak dalej.

W  tej ostatniej części roztrząsania (3°) przypuściliśm y że <?3(1, i) znosiłaby się dla t —  0, to jest 
że prosta y  =  0 spotykałaby krzywą w trzech punktach zbiegających  się z początkiem , albo że 
styczna y  =  0 m iałaby z krzywą zetknięcie drugiego rzędu.

4 8 0 . Z a k o ń c z e n ie .

Z analizy rozw iniętej w  num erach (477), (478 ), (479) w yciągniem y w nioski następujące względne 
do punktów  pod w ójn ych .

1“ Dwie styczne w punkcie podwójnym są urojone; ma się punkt podwójny odosobniony.

II0 Dwie styczne w punkcie podwójnym  są rzeczywiste i odrębne;  ma się punkt podwójny zw yczajny, 
to jes t  dwie gałęzie rzeczywiste krzywej które się przecinają w tym punkcie i przedłużają się z obu jego  
s tron ; może się zdarzyć że te styczne będą miały z ich gałęziam i wzgłędnemi zetknięcie rzędu wyższego 
nad pierwszy.

IIP Dwie styczne w punkcie podwójnym zbiegają s ię ;  punkt nosi nazwisko ogólne punktu zwrotu.



1° Jeśli styczna zwrotu ma z krzywą zetknięcie le° rzędu tylko, ma się dwie gałęzie kończące się 
w punkcie-O i lezące z obu stron stycznej ;  jestto zwrot ls °  rodzaju ; jestto  jed y n y  kształt który się przed 
stawia w tym przypadku.
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2° Jeśli styczna zwrotu ma z krzywą zetknięcie drugiego rzędu, krzywa moie przedstawiać szczególności 
następuiące:

(I) Punkt zwrotu 2Bie8° rodzaju;

(II) Dwie gałęzie dotykające się, bądź to z jed n ej i z drugiej strony stycznej, bądź to z tejże samej strony 
stycznej ;

(III) Punkt zwrotu odosobniony.

3 ^

(m l
o x

481. Uw ag a  I.

Analiza rozwinięta w num erach (476), (477), (478), (479) daje się zastosować, słow o w s łow o , d o  
przypadku w  którym  rów nanie krzywej przedstawia się pod  kształtem

( t )  ,t v { x > y ) 4 * y ) ~ \ ~ 9v + 2 ( ^ 1  y ) ^ r  4 y ) — ^ ;

to rów nanie daje, zastępując y  przez tx  i dzieląc przez x ‘l :

( ^ )  ? p ( ł  >  0  3  + i ( ł >  0  - f -  x \ e + y )   —  o .

M ożem y zaraz w ysłow ić  wnioski następujące

1° Równanie %>(1, t) =  G nie ma pierwiastków rzeczyw istych ; punkt O albo początek jest punktem 
w ielokrotnym  rzędu p  i od osobn ion ym ; przez ten punkt nie przechodzi żadna gałęź rzeczywista 
krzywej; on jest przecięciem  się p  gałęzi urojonych.

II0 Rów nanie ©,,(1, t) =  0 przypuszcza jeden pierwiastek rzeczyw isty; punkt O jest punktem  w ie lo 
krotnym rzędu p  przez k lóry przechodzi jedna gałęź rzeczywista krzywej, przedłużająca się z jednej 
i z drugiej strony punktu; punkt O m oże b y ć  uważany jako złożony z punktu pojedynczego i 
z punktu w ielokrotnego odosobn ionego rzędu (p  —  1).

III0 Rów nanie $,,(1, () —  () przypuszcza dwa pierwiastki rzeczywiste n ierów ne; punkt O jest 
punktem w ielokrotnym  rzędu p przez który przechodzą dw ie gałęzie rzeczywiste krzywej, przedłu
żające się z jednej i z drugiej strony punktu; etc.

IY° R ów nanie ęi(( ł ,  i ) = 0  przypuszcza dwa pierwiastki rów n e ; punkt O jest punktem  w ie lo 
krotnym  rzędup, przedstawiającym zwrot, albo rozm aitości zw rotu, i punkt odsobn iony rzędu (p  —  2''.
I tak dalej.



ROZDZIAŁ III .

Jeżeli gałęź jedyna krzywej zatrzym uje się w jakim kolw iek punkcie, taki punkt nosi nazwisko 

punktu zatrzymania.

682. U w a g a  I I .

0

Jeżeli dw ie gałęzie rzeczywiste, przecinają się p od  kątem różnym  od  zera, nie przedłużając się po 
za ich punkt przecięcia się, one tworzą punkt kątowy.

W ynika z roztrząsania num eru poprzedniego że :

K rzyw a algebraiczna nie może mieć ani punktu zatrzymania, ani punktu kątowego.

Można jeszcze dow ieść w  sposób następujący podanie któreśm y poprzednio w y s ło w ili :

Jeśli sobie się wystawi jakąkolw iek styczną toczącą się po jakiejkolw iek krzywej, w idzim y że ruch 
stycznej będzie ciągły nawet gdy ona będzie miała przejść przez punkt pod w ójn y , albo przez punkt 
zwrotu, albo przez punkt jakikolw iek w ielokrotn y; a tein samem, kąt jaki czyni ta styczna z prostą 
stałą płaszczyzny, będzie się zm ieniał w sposób ciągły.

Na przykład, w  przypadku punktu podw ójn ego  D, styczna będzie się m ogła toczyć po łuku ADC, 
potem  po łuku CDB; w przypadku jakiegokolw iek punktu zwrotu R, styczna tocząc się po łuku AR 
w eźm ie położenie RT, potem  wyruszy z tego położenia aby się toczyć p o  łuku RB.

T o nie będzie m iało miejsca jeśli krzywa przedstawia jak ikolw iek  punkt zatrzymania, albo jaki
kolw iek punkt kątowy. 1 tak w przypadku jakiegokolw iek punktu zatrzymania H, styczna 
tocząc się po łuku GH w eźm ie położenie prostej HI, i począw szy ztąd jej ruch jest nieoznaczony. 
W  przypadku jak iegokolw iek  punktu kątow ego M, styczna tocząc się naprzód po łuku LM, w eźm ie
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położenie prostej ME, potem  jej ruch pozostanie nieograniczonym  gdy ona w eźm ie położenie MF 
aby się toczyć p o  łuku MN.

W ięc jeżeli się wyrazi spółczynnik kątowy stycznej, za pom ocą  jakiejkolw iek ilości wyznaczającej 
je j punkt zetknięcia, spółrzędne tego punktu na przykład, otrzyma się funkcyę nie ciągłą w  przy
padku punktów  : zatrzymania albo k ątow ego; tym sposobem  dla spółrzędnych jak iegokolw iek  punktu 
zatrzymania ta funkcya przedstawia n ieoznaczoność rzeczyw istą a nie pozorną ; dla wartości nie
skończenie blizkich spółrzędnych jakiegokolw iek punktu kątow ego, taż sama funkcya przechodziłaby 
z jakiejkolwiek wartości skończonej do jakiejkolw iek innej w artości skończonej.

Otóż, w  krzywych algebra icznych , spółczynnik kątowy jest funkcyą algebraiczną spółrzędnych 
punktu zetknięcia; lecz taka funkcya me m oże przedstawiać n ieoznaczoności rzeczywistej, ona nie 
m oże także, dla przyrostku nieskończenie m ałego zm iennej, przechodzić z jakiejkolw iek w artości 
kończonej d o  jak iejkolw iek  innej w artości skończonej, kiedy się zachow yw a z tymże samym znakiem 
pierwiastki m ogące się znosić podczas kiedy zm ienna przybiera przyrostek.

W ięc krzywa algebraiczna nie może mieć ani punktu zatrzym ania, ani punktu kątowego.

U83. Jeżeli jakikolwiek punkt O je s t  punktem, wielokrotnym rzędu  p dla krzyw ej, będzie on wielo
krotnym stopnia (p —  1) dla pierwszej biegunowej jakiegokolwiek punktu P0; będzie on wielokrotnym  
rzędu  p dla pierwszej biegunowej samegoż punktu 0 .

Jeżeli w jakim kolwiek punkcie wielokrotnym rzędu  p , je s t  1 stycznych zbiegających się między sobą, 
otrzyma się (1 —  1) stycznych zbiegających się między sobą i  z pierwszemi dla punktu wielokrotnego 
1 M°i biegunowej jakiegokolw iek punktu.

W eźm y punkt w ielokrotny za początek spółrzędnych, równanie krzywej będzie kształtu

Otóż ogół w yrazów  stopnia najm niej podn iesionego jest

zm~p[x0x<?'P{x ,  y) - f  y0y<?'p(tc, y)];

te wyrazy są stopnia [p -— 1 ); początek jest punktem  w ielokrotnym  rzędu ( p — 1) dla pierw szej 
biegunow ej jakiegokolw iek punktu.

IV0 W ł a s n o ś c i  p i e r w s z y c h  b i e g u n o w y c h  w  p r z y i >a d k u  p u n k t ó w  w i e l o k r o t n y c h .

(1 ) tpm( x ,  y ) - f -  y )  - j -  ... ~j- zm p l tfp + i ( x ,  y )  - j -  zm y) —  0.

Pierwsza b iegu now a jak iegokolw iek  punktu P0(x0, y 0, z0) ma na równanie ncr (ó3ó) :

(1) x o f*  y»f'v  +  zo/’ - =  o.

W ed łu g  kształtu rów nania (1), otrzym a się

(2)

I x 0W m (x , y ) + « / ) + • • • ■ +  yj\

j +  yo[x<o'm{x , y)~j - z 9tp'm_i(a;, y)- j - . . .  -j- zm- p y<f'P(x , yj]

\ “ I "  z o [ 9 m — 1 ( # )  y ) - \ r  a ^ j . y )  H -  ~ \ ~ { m  p ) z m  ’ ’  l '-?P ( x ,  yj] /



Jeśli punkt P0 jest samym że punktem  w ielokrotnym , ma się x  —  0, y  —  0 ; i równaniem  pierwszej 
biegunow ej jest

f ' z  =  < ? m -i{x>  « / ) + • • •  4 - [ m  —  p )z ’* - p - \ t ( x ,  y ) ~  0 ;

to jest że punkt O jest punktem  w ielokrotnym  rzędu p  dla l siei b iegunow ej tego punktu.

P rzy p u śćm y  pow tóre, że l stycznych punktu w ie lo k ro tn e g o  O sę zbiegajęcem i s ię ; w eźm y  ten 
k ieru nek  za oś o d c ię ty ch , rów n an ie  krzyw ej otrzym a kształt n® (469)

(3) <pm(x , y )  +  Z9m_ i [x ,  y) 4  . . .  4  z™-i’yio[x, y) =  0,

funkcya y {x , y )  jest stopnia (p  —  l) .
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oc.

Pierwszy biegunow ę jakiegokolw iek punktu (a-0, y 0) z0) będzie

/ x 0[xf'm{x , y )  4  z ^ 'm̂ [ x ,  y )  4 . . .  4  zm~pyW Ą x, y)]

W  1 4  yo[y'Vm{x, y ) 4  Ztf'm- i { x ,  y ) 4  . ..  4  zm~ p [y y v{x, y) 4  ly l~ l<f(x, y)\ ( =  0.

\ 4 - o [ ? m - i 4 ,  y ) 4  2z<ł>Bt_ 2(.z', y ) 4 ( m  —  p)zm~P~iy h (x ,  y)\

O gół w yrazów  stopnia najm niej podn iesionego jest

z^ -p [x0yo'x(x, y) +  y 0y<f'y{x, y) - f  lyoV[x, y )]y i~ l ;

to wyrażenie jest stopnia (p  —  1 ), i przypuszcza czynnik y l~ l ; to jest że punkt O jest w ielokrotnym  
rzędu (p  —  1 ) dla pierw szej b iegunow ej jakiegokolw iek punktu; i żc (l —  1 ) stycznych tego punktu 
w ielokrotnego zb iega jj się ze stycznę odpow iedn ią  punktu w ielokrotnego rzędu p  krzyw ej.

Szczególnie :

Jeżeli jakikolwie/c punkt je s t  punktem, podwójnym jakiejkolwiek krzyw ej, l sza biegunowa jakiegokolwiek  
punktu przejdzie przez punkt podw ójny;  będzie on punktem pojedynczym  dla tej pierwszej biegunowej.

Jeżeli jakakolwiek krzywa ma punkt zwrotu, pierwsza biegunowa jakiegokolw iek punktu przechodzi przez 
ten punkt zwrotu , i dotyka się stycznej zwrotu.

N . B . Przestaniem y na w ysłow ieniu  podania następującego :

Biegunowa ’ rzędu p względem jakiegokolw iek punktu wielokrotnego rzędu p Sianowi układ p stycz
nych w tym punkcie wielokrotnym.

D ow odzenie jest łatw e, jeśli się w eźm ie punkt w ielokrotny za poczętek.

484. Jeżeli jakakolwiek styczna ma z krzywa zetknięcie rzędu [(r  —  1 ), ta styczna jest wielokrotną 
rzędu  (r —  1 ).

Przypuśćm y, na przykład, że punkt zetknięcia jest punktem  prostym , i w eźm y styczng za oś od c ię 
tych ; równaniem  krzywej będzie, w ed łu g  założeń przyjętych

(( :?*A'> * / ) 4 2'p m - i 4 , y ) 4 - . - 4 zm_,'<P ' '4 , y ) 4 “ m_r+V ? r - 2 4 * / ) 4 z'"~ r+2y ? r -3 4 ,  y)\
(1 ) l ( x , y ) = j  j _ 0>

 ̂ 4 ........4 ..........4  zH'~ ‘2y9i(x, y) 4  z0l- ' y j
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Dla rozpoznania stopnia m nogości stycznej 0.r, należy szukać o ile jest zm niejszoną liczba 
stycznych które można poprow adzić do krzyw ej, kiedy się w eźm ie jakikolw iek punkt P na prostej Cte. 
Otóż punkta zetknięcia stycznych poprow adzonych  z jakiegokolw iek punktu P do krzyw ej, są prze
cięciam i tej krzywej z pierwszą biegunow ą punktu P ncr (434).

Spółrzędne jakiegokolw iek punktu P w ziętego na O x, są (x 0, 0, z0) ; i równanie je j pierwszej 
biegunow ej będzie

Punkt O jest punktem prostym dla krzywej (2 ) :  styczną jest jeszcze prosta y  —  0. Prosta y  —  0 
spotyka krzywą (1) w r  punktach zbiegających się z punktem  O ; ona spotyka krzywą (2) w  r —  1 
punktach zbiegających się z tymże samym punktem  O ; krzywe (1) i (2) mają w ięc (r  —  1) punktów  
w spólnych  i zbiegających się z O ; a tem sam em , jeśli n jest w  przypadku ogólnym  liczbą przecięć 
się krzywej i jak iejkolw iek  pierwszej b iegunow ej, krzywe (1) i (2) nie będą miały więcej jak 
[n —  (r  —  1)] punktów  w spólnych  i odrębnych od punktu O. Przeto z jak iegokolw iek  punktu pro
stej 0.r nie można poprow adzić do krzywej jak [n — (r —  1)] stycznych odrębn ych  od  prostej Cte; 
w ięc na m ocy  nru (381), prosta O# jest styczną w ielokrotną rzędu (r  —  1).

Toż sam o dow odzenie da się zastosować do przypadku jakiegokolw iek punktu w ielokrotnego; w ięc

Jeżeli jakakolwiek ze stycznych w punkcie wielokrotnym ma z krzywą zetkniecie właściwe nazicane 
rzędu  (r —  1). ta styczna je s t  wielokrotną rzędu (r —  1).

485. Styczna w jakimkolwiek punkcie pojedynczym albo wielokrotnym, je s t  zawsze styczną prostą, 
je ż e li r z ę d je j  zetknięcia w łaściwie nazwany nie przewyższa pierwszego.

W eźm y punkt zetknięcia za początek a styczną za oś odciętych , rów naniem  krzywej będzie na 
przykład :

funkcya + y )  nie znosi się dla y  —  0.

Początek będąc punktem w ielokrotnym  rzędu p, liczba stycznych, które można poprow adzić 
z jakiegokolw iek punktu jest zm niejszoną iloczynem  w yrażającym  p(p  —  1) jed n ości ncr (487).

Niech będzie P jakikolw iek punkt na prostej 0.r, 1“ * biegunow ą tego punktu będzie

xof'x ~t~ zo r~—o,

X 0f ' x  - f -  Z0f ' z  —  0 ,

albo

7»i—r + 1
= o .

( i ) <pm(x, / / ) + . . .  +  zm~P~lvp+i(x , y)Sr zn-vy<?[x, y) —  0,



albo. rozwinąwszy :

( X0[x<?'m{x, y)  +  •. • +  V j >  + i(x, y )  4 -  Zm~PlJ '̂x{x, ? / ) ] )
(2 ) [ = 0 .

( - j -  Zol?m-l(x, 0 ) +••• +  (»* —  p)zm- P ~ ly<?(x, ?/)l )

Ogól w yrazów  stopnia najm niej podniesionego w l szei biegunow ej jest

zm-PX0y?'Ąx, y ) ;

początek jest punktem w ielokrotnym  rzędu (p  —  1) dla l szeJ b iegu n ow ej; a prosta y  —  0 jest styczną 
po jed yn czą ; krzyw a i ta pierwsza biegunow a m ają w ięc [p{p  —  1) - j -  1] punktów  w spólnych zb iega
jących  się z początkiem  i nie w ię c e j; w ięc z jakiegokolw iek punktu P w ziętego na stycznej nie m ożna 
poprow adzić jak [m(m  —  1) —  p (p  —  1) —  1] stycznych odrębnych od  0.r.

Otóż jeśli n jest klassą’ krzywej, ma się ner (487)

n =  m(m  — 1) —  p(p  —  1 );

w iec z jakiegokolw iek punktu wziętego na O x, m ożna poprow adzić (n —  1) stycznych odrębnych 
od  O x ;  ta prosta jest tein sam em  styczną pojedynczą.

4 8 8  ROZDZIAŁ III.

V °  W p ł y w  p u n k t ó w  w i e l o k r o t n y c h  n a  k l a s s ę  k r z y w e j .

4 8 6 .  W p ł y w  p u n k t ó w  p o d w ó j n y c h .

Klassę krzywej rzędu m jest, ogóln ie , m[m  —  1) ner (375).

Lecz jeśli krzywa posiada punkt podw ójn y  A ; pierwsza biegunow a jak iegokolw ieg  punktu P 
przechodzi przez ten punkt ner (483); ta pierwsza biegunow a spotyka krzywą w  d w óch  punktach,

jP

nie znajduje się w ięc  w ięcej jak [m(m —  1) — 2] innych  punktów  przecięć odrębnych  od  A . Ponie
waż prosta P A , nie jest w łaściw ie m ów iąc styczną, lu bo  ona posiada tęż samą w łasność analityczną 
spotykania krzywej w d w óch  punktach zbiegających się, w ynika ztąd że nie ma tam w ięcej jak 
[m(m —  1) —  2] stycznych w łaściw ie nazw anych, w ychodzących  z punktu P ; przeto punkt podw ójny  
zmniejsza klassę o dw ie jedności. Jeśli jest 8 punktów  p od w ó jn y ch , klassa będzie zm niejszoną o 2<ł 
jedności.

Przypuśćm y teraz że krzywa posiada punkt zwrotu A. l sza biegu now a jakiegokolw iek punktu P 
przechodzi przez ten punkt i dotyka się stycznej zw rotu ner (483); krzywa i l sza biegunow a mają trzy 
punkta w spólne zbiegające się z punktem A ; tem sam em  l sza biegunow a nie spotyka w ięcej krzywej 
jak w  [m(m —  1 ) —  3] punktach odrębnych  od A . Otóż, poniew aż prosta PA m e jest styczną w ła 
ściw ie nazwaną, nie znajduje się w ięc rzeczyw iście jak [m(m —  1) — 3] stycznych w ychodzących
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z punktu P ; przeto punkt zw rotu zmniejsza klassę o  trzy jedności. Jeśli jest Z punktów zwrotu 
klassa będzie zm niejszony o 3* jedności.

/P

\

W ię c , jeśli krzywa rzędu m posiada 8 punktów  podw ójnych  i Z punktów  zwrotu, klassa u'd krzy
wej będzie określony przez rów n ość

(I) n —  m(m —  t )  —  ■—  3*.

4 8 7 . W p ły w  punktów  w ielokrotnych .

Punkt w ielokrotny rzędu p  jest w edług n™ (483) punktem w ielokrotnym  rzędu (p  —  1) dla 
pierwszej b iegunow ej jakiegokolw iek punktu; przeto krzywa i pierwsza biegunow a m ajy w spólnie 
p(p  —  1) punktów zbiegajycych się z punktem w ielok rotn ym ; nie pozostanie w ięc w ięcej jak tylko 
\m[rn —  1) — p(p  —  1)] innych punktów  odrębnych  od punktu w ielokrotnego. Tym sposobem

Punkt wielokrotny rzędu  p zmniejsza klassę krzyw ej o

p ( p — 1) jedności.

Jeżeli l stycznych jakiegokolw iek punktu w ielokrotnego zbiegajy się, otrzym a się ( / — 1) z po 
m iędzy nich, które będy styczne zbiegajyce się dla pierwszej biegunow ej jak iegokolw iek  punktu 
ner(483); wtedy krzywa i pierwsza biegunow a majy w spólnie [p (p — ’ 1) - j - ( 7 —  1)] punktów7 zbiega
jycych  się z punktem w ielokrotnym . A tem samem

Gdy 1 stycznych jakiegokolwiek punktu wielokrotnego rzędu p zbiegną się, klassa zmniejszy się o

iP(P —  ^)JT (l —  1)1 jedności.

4 88 . Uw a g a .

Punkt podw ójn y  zwyczajny zmniejsza klassę o dw ie jed n ości i o dw ie tylko.

Punkt zw rotu zmniejsza ogóln ie klassę o trzy je d n o ści; lecz m oże się zdarzyć że zm niejszenie się 
będzie znaczniejszem, jeśli zetknięcie stycznej zw rotu, z krzywy i pierwszy biegunow y jak iegokolw iek  
punktu jest rzędu w yższego nad pierwszy. (Z ob . Nowe roczniki, rok 1867, str. 113.)

To spostrzeżenie rozciyga się do punktów  w ielokrotnych rzędu wyższego.

Y I °  W p ł y w  p u n k t ó w  w i e l o k r o t n y c h  n a  l i c z b ę  p u n k t ó w  p r z e g i ę c i a .

489. W idzieliśm y w  num erze (385) że punkla przegięcia krzywej :

(1) f ( x , y , z ) —- 0 ,
6 2



490 r o z d z i a ł  n r .

sy przecięciam i się tej krzyw ej z krzywy H :

f"
/ * «

(2) H = /V fy y f"yz =  0

A* r«
Otóż

Punkt podwójny krzyw ej i — 0 je s t  punktem, podwójnym krzyw ej H = 0 ;  i  nadto te dwie krzywe 
mają w tym punkcie też same styczne.

Jeśli krzywa  f = 0  ma punkt zwrotu, ten punkt będzie punktem potrójnym  dla krzyw ej li =  0 ;  i  dwie 
styczne tego punktu potrójnego zbiegają się ze styczną zwrotu.

Ogólnie, punkt wielokrotny rzędu  p na krzyw ej f  =  0, będzie punktem wielokrotnym rzędu  (3p  —  4) 
dla krzyw ej H —  0 ; i p stycznych dla krzyw ej f  =  0, będą stycznemi w tymże samym punkcie dla 
krzyw ej H =  0.

W ysłow im y tylko te podania, dow iedzie się je  łatw o bioryc punkt w ielokrotny za początek sp ół- 
rzędnych.

Gdy dwie krzywe mają punkt podwójny wspólny i też same styczne, te dwie krzywe mają sześć punktów  
wspólnych zbiegających się z punktem podw ójnym ; więc punkt podwójny zmniejsza liczbę punktóiu prze
gięcia o sześć jedności.

Gdy dwie krzywe mają punkt wspólny, który je s t  punktem podwójnym na jedn ej i potrójnym na dru
g ie j;  te dwie krzywe mają w tym punkcie sześć punktów wspólnych;  lecz gdy nadto dwie styczne w punkcie 
podwójnym  są także stycznemi w punkcie potrójnym , krzywe będą m iały, co większa, dwa punkta po sobie 
następujące wspólne. W ięc punkt zwrotu zmniejsza liczbę punktóiu przegięcia o ośm jedności.

Krzyw a rzędu  m ma ogólnie 3m(m —  2) punktów przegięcia  ncr (385).

W ię c  gdy krzywa rzędu  m  posiada $ punktów podwójnych i  Z punktów zw rotu ; liczba j e j  punktów 
przegięcia będzie określoną przez równość

(II) i  =  3 m{m —  2) —  6 i  —  8*.

Punkt wielokrotny rzędu  p zmniejsza ogólnie liczbę punktów przegięcia o

p(3p  —  4) - j-  p  a lbo 3p (p  —  1) jed ności.

T o  podanie wynika bezpośrednio z twierdzenia któreśm y przytoczyli na początku tego num eru.

§ 11. —  STYCZNE WIELOKROTNE.

1° Określenie .

490. Jeżeli n jest klassy jakiejkolw iek krzyw ej, styczna T  będzie w ielokrotny rzędu p , kiedy 
z jak iegokolw iek  punktu tej linii nic będzie się m og ło  poprow adzić do krzywej jak (n —  p) stycznych 
odrębn ych  od  stycznej T.

Dla badania stycznych w ielokrotnych, będzie korzystnie przypuścić zaraz równanie slyczneczkow e
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krzywej danej w  spółrzędnych trzylinijnych. Tym  sposobem , przypuścim y że u, v, w przedstawiają tu 
spółrzędne trzylinijne jakiejkolw iek prostej, i że równanie krzywej

f[u, v ,  w )  =  0 ,

jest nte*° stopnia, to jest że krzywa jest wW klassy.

Przypuśćm y że się bierze za prosty AB trójkąta odniesienia jakąkolw iek ze stycznych do krzyw ej, 
równanie krzywej przedstawi się pod  kształtem

(1) fn [u , V) -|- W f n - t ( u ,  +  W ^ P ^ f p  + , ( « ,  v )  +  W n~ P fp [u , V) =  0 ,

funkcye f i  są jed n orodn e  w  u  i v  i stopnia i ;  funkcya fp [u , v )  jest przynajmniej pierw szego stopnia.

c

A  I O B

Jeśli p  jest wyższem od  1, prosta AB będzie styczną w ielokrotną rzędu p, i p  punktów  zetknięć 
tej stycznej są dane przez równanie otrzym ane, rów nając z zerem  ogół w yrazów  stopnia najm niej 
podn iesionego, to jest przez rów nanie

(2) ?P( u ,v )  =  0.

W  rzeczy sam ej, niech będzie v —  \u równanie jakiegokolw iek punktu leżącego na prostej AB, 
spółrzędne u stycznych poprow adzonych  z tego punktu będą dane przez równanie

(3) Unfn {  1, 1) -f- lCUn- lf , X )4- . . . - j -  + + X) -|- lVn~ P V P fp { 1, X) =  0.

Otóż to równanie przypuszcza p  razy pierwiastki u =  0 i p  razy ty lko; w ięc, przez jakikolw iek 
punkt prostej AB, m ożna poprow adzić nie w ięcej jak (n — p ) stycznych odrębnych  od  A B ; styczna AB 
je s t  Styczną wielokrotną rzędu p.

Przypuśćm y teraz że punkt I albo v =  \n jest jakim kolw iek z punktów  danych przez równanie (2) 
to jest żeby było

f P(  1 ,  X )  =  0 ;

równanie (3) przypuści w tedy (p - f - 1) pierwiastków zero ; tym  sposobem , przez każdy z punktów (2), 
nie m ożna poprow adzić jak ( n — p —  1) stycznych odrębnych od A B ; każdy z tych punktów  jest 
w ięc  pzzecięciem  prostej AB przez jakąkolw iek styczną nieskończenie blizką, albo jednym  z punktów  
zetknięcia tej styczn ej; w ięc rów naniem  punktów  zetknięcia jest

fp(u} v) =  0.

Roztrząśniem y szczegółow iej przypadki w  których p  jest rów nein  t ,  2 albo 3
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11° D y s k u s s y a ,

4 9 1 .  S t y c z n e  p r o s t e .

Jeśli biorąc za prostą AB styczną u w a żan y  rów nanie krzywej sprowadza się do kształtu

(1) fn(u, v) - j -  . . .  - f -  v) =  0,

pro sta A B ,  będzie  styczną prosta.

Szukajmy stycznych poprow adzonych  do  krzywej przez jakikolw iek punkt

(2) v = \ u

prostej A B ; spółrzędne u tych stycznych będę dane przez równanie

(3) Wn<p«( 1, X) -|- . . . - f -  ivn~'2M2?2(t| X) - j-  wn~ 'U<Pi(l, X) =  0.

A  1 0  B

Otóż to rów nanie nie przypuszcza jak jeden  pierwiastek zero póki X jest d ow oln em ; w ięc z jak iego
kolw iek punktu prostej AB m ożna poprow adzić do krzywej (n — 1) stycznych odrębnych  od A B ; 
AB jest styczną prostą.

Jeśli się w eźm ie na X w artość jedyną X0 znoszącą funkcyą pierw szego stopnia ©,(1, X), rów na
nie (3) przypuszcza dwa pierwiastki zero ; to jest że przez punkt

(0 ) v — \u

przechodzę dw ie styczne nieskończenie blizkie i zbiegające się z AB , ten punkt jest zetknięciem  
prostej AB.

Jeśliby w artość X0 znosiła razem 0,(1 , X) i i>2( l ,  X), rów nanie (3) przypuściłoby trzy pierwiastki 
zero ; przez punkt O przechodziłyby trzy styczne zlane z AB, to jest że punkt O byłby punktem 
przecięcia się trzech stycznych nieskończenie b lizk ich ; poniew aż styczna AB jest styczną prostą, 
punkt 0  będzie ogólnie punktem  zw rotu ; m oże się zdarzyć szczególniej, że punkt O będzie punktem 
podw ójn ym , jeśli równanie (3) przypuści inną parę pierw iastków  rów nych , zastąpiwszy X przez X0.

Jeśliby w artość X0 znosiła razem ę ,( l ,  X), <p2( l ,  X) i <p3( l ,  X) rów nanie (3) przypuściłoby cztery pier
wiastki zero ; punkt O byłby w tedy przecięciem  się czterech stycznych nieskończenie blizkich i zla
nych z AB. Poniew aż styczna AB jest styczną prostą, punkt O będzie ogólnie punktem  zwrotu 
pochodzącym  z punktu potró jn ego , byleby równanie nie przypuszczało jeszcze, zrobiw szy w niem 
X =  X0, jednej albo dw óch  innych par pierw iastków  rów nych .

492 S t y c z n e  p o d w ó j n e .

Jeśli równanie krzywej sprowadza się do kształtu

(O ?»(«, v) - ( - . . .  ~j- wn- s<?s(u, v) - j -  wn~'2̂ (u , w) =  0,
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prosta AB będzie styczną podw ójną; dw om a punktam i zetknięcia będą

(2) i, j  <p2(w, u) =  0 ;

przez jakikolw iek punkt prostej AB, nie m ożna poprow adzić do krzywej jak (n —  2) stycznych 
odrębnych  od A B ; przez jakikolw iek z punktów  (2), nie m ożna poprow adzić jak [n ■—  3) stycznych 
do krzyw ej; każdy z punktów  i albo j  jest przecięciem  stycznej podw ójn ej z jakąkolw iek styczną 
nieskończenie blizką.

Dyskussya stycznych p odw ójn ych  zależy od natury pierw iastków  równania

(2) v) =  0, albo A u2 2Bmu - j-  Cu2 =  0. i, j

l szr P rzypadek  : Pierw iastki równania (2) są rzeczywiste.

Ma się styczną podwójną zwyczajną, dotykającą się krzywej w  dw óch  punktach odrębnych , i i 
Te punkta przecięcia będą m ogły  być punktami w ielokrotnym i, jeśli przez te punkta, przechodzą 
w ięcej jak trzy styczne zbiegające się z prostą AB.

2»'1 P rzypadek  : Pierw iastki równania (2) są urojone.

Styczna podw ójn a  AB jest w tedy styczną podwójną odosobnioną; styczna AB jest styczną rzeczy
wistą, lecz je j punkta zetknięcia nie są rzeczyw istym i; odznacza się ona tą w łasnością analityczną :

Z jakiegokolw iek punktu prostej AB nie można poprow adzić jak  (n —  2) stycznych odrębnych 
od A B ; przez jej punkta zetknięcia nie można poprow adzić jak tylko (n —  3).

3 ci P r z y p a d e k  : Pierwiastki równania ( 2 )  są równe.

D w a punkta zetknięcia stycznej podw ójn ej zbiegną się z sob ą ; przez ten punkt przechodzą trzy 
styczne nieskończenie blizkie i zbiegające się z prostą A B ; punkt zetknięcia jest punktem przegięcia, 
poniew aż styczna jest styczną podw ójną.

Jako przykłady dw óch  ostatnich przypadków7 przytoczym y :

1° Krzywa

M3 -|- (u2 - j -  U2) »  =  0, 

której równanie w  spółrzędnych-punkt trzylinijnych jest

(,x 2 - j -  y-J2 —  ( 9 y 2 - j -  x i)xz  - j -  ^  y 2z2 —  o .

2° Krzywa
W3 - j -  V2 =  0,

której rów nanie w  spółrzędnych-punkt trzylinijnych jest

,  2 7  ,ar =  —  y Lz.

Roztrząśnie się tymże samym sposobem  styczne w ielokrotne rzędu w yższego.

493. Aby jakakolw iek prosta była styczną w ielokrotną rzędu p ,  dość aby ta prosta będąc wziętą 
za bok trójkąta odniesienia, równanie krzywej sprow adzało się do kształtu

„(u , v) 4 -  w<o„-i{u, v) - j -  . . .  -J- i>) =  0,
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to jest aby w  wyrazie niezależnym  od.M  i v wyrazy l r ,  2k° , ■ . ( p —  i)entego stopnia w » i »  koleją 
jed n e  po drugich z równania danego znikały, co  wym aga

1 “H 2 —j— 3 -j— . . .  —j— p  =  i lZ L z b l}  związków.

<( Tak w ięc : aby jakakolw iek prosta była styczną do krzyw ej, dosyć jest dać na to jed en  warunek, 
» to jest jeden  związek m iędzy spółczynnikam i równania krzywej. A by jakakolw iek prosta była styczną

» w ielokrotną rzędu p  dosyć jest dać na to ^  ^  warunków to jest związków między

» spółczynnikam i krzyw ej.

Można w ięc  p ow iedzieć  że :

Styczna wielokrotna rzędu p wyrównywa wartością czyli wartuje tyleż ogólnie ja k  p ó ł iloczynu 

stycznych prostych.

I I I "  W ł a s n o ś c i  p i e r w s z y c h  b i e g u n o w y c h  j a k i e j k o l w i e k  p r o s t e j  w  p r z y p a d k u  

STYCZNYCH WIELOKROTNYCH.

494. Jeśli jakakolwiek krzywa ma styczną wielokrotną rzędu  p, ta prosta będzie styczną wielokrotną 
rzędu (p — 1) dla pierwszej biegunowej jakiejkohoiek prostej.

Jeśli 1 punktów zetknięcia stycznej wielokrotnej zbiegają się, otrzyma się (1 —  1) punktów pierw szej 
biegunoicej zbiegających się m iędzy sobą i z pierwszemi.

W  rzeczy samej, jeśli się przypuści że prosta jest styczną w ielokrotną rzędu p, równanie krzywej 
będzie kształtu

(1) <f>n(w, O) - j-  W<?n-l(u, V) - j -  . . , - f -  W—Py^U, V) =  0.

Otóż pierwsza biegunow a jak iejkolw iek  prostej (u0, vQ, w0) będzie iTr (464)

uef'u Jr W v + t v (>f'v ~ (ó - ,
albo

G

A  fi

(2) w0[... -\-w"-p,rjr[u, v)} -f-  - f  w n-pn<i'v{u, u)] - f  w0[.. - f  {n —  p)w "~p-l<?,,{u, u)] =  0;

w idzim y że wyrazy stopnia najm niej podniesionego w  u i v będą stopnia (p  —  1); prosta AB jest 
w ięc  dla tej pierwszej b iegunow ej styczną w ielokrotną rzędu (p —  1).

Jeśli pom iędzy punktami zetknięcia stycznej AB, l zbiegają się m iędzy sobą, równanie krzywej 
będzie m ogło  się napisać

(3) f„(u, v) —|— . . .  —[— w «-p -1<pP+i(u, v) - f -  wn~ m l9 (u, v) =  0,

przypuszcza się że te punkta zetknięcia zbiegają się z punktem  A.
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W  pierwszej biegunow ej jakiejkolw iek prostej, og ó ł w yrazów  stopnia najmniej podniesionego będzie

u ja z d u ,  lul~ \ [u , v]\ -f-  v0Wav{u, v);

widzim y że te wyrazy zawierają u '~ l w  czynniku; w ięc punkt u =  0, który był zgrom adzeniem  

l punktów zetknięcia stycznej do 'krzyw ej danej, będzie zgrom adzeniem  ( l  —  1) punktów  zetknięcia 
dla pierwszej biegunow ej jak iejkolw iek  prostej.

S zczeg ó ln ie :

K iedy jakakolwiek prosta T je s t  styczną podwójną dla jakiejkolwiek krzyw ej, ona je s t  styczną prostą 
dla pierw szej biegunowej jakiejkolwiek prostej.

K iedy jakakolwiek prosta je s ł  styczną podioójną przegięcia, pierwsza biegunowa jakiejkolw iek prostej 
dotyka się tej stycznej w punkcie przegięcia ;  ta styczna je s t  styczną prostą dla pierwszych biegunowych.

IY° W p ł y w  s t y c z n y c h  w i e l o k r o t n y c h  n a  r z ę d  k r z y w e j .

l\95. Rzęd krzywej, danej przez jej równanie styczneczkow e stopnia n, jest ogólnie rów nym  iloczy
now i n[n —  1) num er (413).

Styczne w  punktach, w  których jakakolw iek prosta spotyka krzyw ą, są razem styczne do pierwszej 
b iegunow ej tej prostej num era (413) i (462).

Kiedy jakakolw iek krzywa posiada styczną podw ójn ą  T, pierwsza biegunow a jakiejkolw iek p ro 
stej D dotyka się tej stycznej p od w ó jn e j; otóż ta styczna, która liczy się za dw ie styczne do krzywej 
pierw otnej i która dotyka się b iegunow ej prostej D, musi liczyć się za dw ie styczne w spólne do 
krzywej i b iegu n ow ej; pozostanie w ięc [ n ( n  —  1) —  2] stycznych w spólnych odrębnych  od prostej T. 
Styczne w  punktach gdzie prosta D spotyka krzywą daną są w spólnym i dla krzywej i dla pierwszej 
biegunow ej tej krzyw ej. Lecz przez punkt w  którym  ona spotyka styczną T (punkt który nie należy, 
w łaściw ie m ów iąc do krzywej), przechodzą dw ie styczne w spólne i zbiegające się ze styczną T ; a 
tem sam em , liczba stycznych w spólnych  odpow iedn ich  innym punktom  przecięcia będzie sprow a
dzoną do [n (n—  1) — 2]. Tak w ięc, styczna podw ójn a  zmniejsza rzęd o dw ie je d n o ści; jeśli jest r 
stycznych podw ójn ych , rzęd będzie zm niejszonym  o  2 t  jed ności.

Przypuśćmy że styczna podw ójna T  jest styczną przegięcia albo I ; przez punkt I nie można p op ro 

wadzić jak (n —  3) stycznych do krzywej. Otóż, pierwsza biegunow a jakiejkolw iek prostej D , dotyka

się stycznej T  albo I ; a tem sam em , prosta T  musi się liczyć za trzy styczne w spólne do krzywej i do 
pierwszej b iegu n ow e j; rzęd krzywej będzie w ięc zm niejszonym  o trzy jedności.

Jeśli jest i  stycznych przegięcia, rzęd będzie zm niejszonym  o 3i jedności.

W ięc , je że li krzywa klassy n posiada r  stycznych podwójnych, zaś i stycznych przegięcia, rzęd  m 
krzrjwej będzie określonym przez równość

( III )  m — n{n —  1 )  —  2 r  —  3 0
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Ogólnie, styczna w ielokrotna rzędu p  będzie zmniejszać o p(p  —  1) jed n ości, jeśli punkta zetknięcia 
sę od rębn ym i; i o

\.P{P —  1) +  (l  —  1)] jedności 

jeś li jest l punktów  zetknięcia które się zbiegaj?.

V° W pływ  stycznych  wielokrotnych  na  liczbę punktów  zw r o tu .

496. W idzieliśm y num er (425) 
kow e jest

(1 )

s? razem stycznemi do krzyw ej 

(2)

W ybraw szy stycznę podw ójn y  za pros tę. AB trójkęta odniesienia, dow iedzie się z łatw ości? podań 
następujących :

Styczna podwójna krzyw ej  f  =  0 je s t  styczną, podwójną krzyw ej H =  0, i punkta zetknięcia są też 
same dla obu krzywych.

Kiedy krzywa  f  =  0 ma styczną przegięcia, ta styczna będzie potrójną dla krzyw ej H =  0 ; i dwa 
punkta zetknięcia tej stycznej potrójnej zbiegną się z punktem przegięcia.

W ed łu g  tego, jeśli krzywa f — 0 m a stycznę p od w ójn ? , w eźm y j ?  za prost? AB trójk?ta od n ie 
sienia, i n iech będ ?  A i B dw om a punktam i zetkn ięcia ; dw a równania

f(u , v, w) =  0, H =  0 ;

B A

przypuszczę, wtedy- sześć razy rozwiązanie u —  0, w =  0, nw (489); a tern samem, dw ie krzywe 
/ ' — O, H =  0 otrzym aj? nic w ięcej jak [3n(n —  2) — 6] innych stycznych w spólnych i odrębnych 
od  A B ; ponieważ A i B nie s? punktam i zw rotu , liczba punktów  zw rotu krzywej /  =  0 będzie w ięc 
zm niejszon? o sześć. W  przypadku stycznej przegięcia, w idzim y, rozum ujęc tak sam o, że zmniejszenie 
jest o  ośm jed ności.

Krzywa klassy n ma ogólnie 3n(n — 2) punktów zwrotu, n8t (425); więc, je ś li krzywa klassy n po
siada t stycznych podwójnych, zaś i stycznych przegięcia, liczba ■/ punktów zwrotu będzie określoną 
przez równość

że styczne w  punktach zw rotu krzyw ej, której rów nanie stycznecz-

f(u , v , w ) —  0,

H =

f "'  UU

f "/ v u  

t  w u

f "! UV

f "/ W

f ”I  w v

f "! UW

f "I v w

f "I w w

=  0.

(IV ) ^ =  '6n(n — 2) —  6 t —  Bi.



497. N. B . Związki (I) n r (485), (II) ncl' (489), (III) ner (495), (IV) ner (496), zasadnicze w badaniu 
krzywych algebraicznych, są należne P luckerowi.

Przypom nijm y sobie te w zory : Oznaczywszy przez

m, rzęd k rzy w e j;

«, k iassę ;

i ,  liczbę punktów podwójnych ;

y, liczbę punktów zw rotu;

t , liczbę stycznych podw ójnych;

i,  liczbę stycznych przegięcia ;

ma się związki :

(I) n =  m (m —  1) —  2 i —  3 * ;

(II) i =  3 m (m  —  2) —  6 5 —  8 * ;

(III) m =  n[n —  1) —  2t  —  3 t ;

(IV) k =  3 n (n — 2) —  6r —  8 i.

Jakikolwiek z tych zw iązków  jest następstwem  trzech innych.

T e piękne i nadewszystko nader użyteczne związki znane są w analizie p od  nazwiskiem wzo
rów Plucker'a.

VI0 U w a g a  o r ó w n a n i a c h  w  s p ó ł r z ę d n y c h - p u n k t  i  w z g l ę d e m  r ó w n a ń  s t y c z n e c z k o w y c h .

498. Kiedy równanie w  spółrzędnych-punkt jak iejkolw iek  krzyw ej rzędu m

(1) f ( x , y , z )  =  0

jest najogólniejszem  w  sw oim  rodzaju, to jest kiedy je g o  spółczynniki są zupełnie d ow oln e , ta krzywa 
nie posiada punktów  podw ójn ych , punktów  w ie lok ro tn ych ; lecz ona ma w tedy liczbę wyznaczoną 
stycznych podw ójn ych  i stycznych p rzeg ięcia ; ona nie ma stycznych w ie lok rotn ych  rzędu wyższego 
nad drugi. Istnienie punktów  w ielokrotnych będzie zm niejszało klassę, tak jak liczba stycznych p o d 
w ójnych  i stycznych przegięcia ; lecz rzęd krzywej pozostanie niezm iennym .

Kiedy równanie styczneczkow e jak iejkolw iek  krzywej k lassy n

(2) F(m, v, u > )= 0

jest najogólniejszem  w  sw oim  rodzaju, to je st kiedy je g o  spółczynniki są zu pełn ie  d ow oln e , la krzywa 
nie posiada stycznych pod w ójn ych , stycznych w ie lok ro tn ych ; lecz ona ma liczbę w yznaczoną punk
tów  podw ójnych  i punktów  zw rotu ; ona nie ma punktów  w ielokrotnych  rzędu wyższego nad drugi. 
Bytność stycznych p odw ójn ych  będzie zm niejszała rzęd, tak jak liczba punktów  p od w ó jn y ch  i punk
tów  zw rotu ; lecz klassa krzywej pozostaje niezrnien ną.

PUNKT A I STYCZNE AVIELOKROTN E. 4 9 7
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W ynika ztąd, że jeśli się daje równanie ogólne w  spółrzędnych-punkt jak iejkolw iek  krzywej rzędu 
w yznaczonego, rów nanie styczneczkow e tejże samej krzywej nie będzie najogólniejszym  je g o  sto 
pn iem ; gdyż pierw sze nie posiada punktów  w ielokrotnych , i ma styczne p odw ójn e , będzie tak samo 
z d ru g iem ; otóż istnienie stycznych pod w ójn ych , w  przypadku rów nania styczneczkow ego, pociąga 
za sobą związki m iędzy spółczynnikam i tego rów nania; w ię c ... Odwrotnie, jeśli się daje równanie 
ogóln e  styczneczkow e jak iejkolw iek  krzywej klassy wyznaczonej, równanie w  spółrzędnych-punkt 
tejże samej krzywej nie będzie najogólniejszym  jeg o  stop n iem ; gdyż pierw sza krzywa m ając punkta 
podw ójn e, będzie  tak samo z drugą, co  pociąga za sobą związki m iędzy spółczynnikam i jej równania.

4 9 8  ROZDZIAŁ 111 PUNKTA I STYCZNE WIELOKROTNE.
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ASSYM PTOTY. -  PUNKT A W NIESKOŃCZONOŚCI.

§ I .  —  W YZNACZENIE ASSYMPTOT. ( ! » «  M e t o d a . )

1° O k r e ś le n ie ;  spółczynn iic k ą t o w y ,  e tc .

499. Ta pierwsza m etoda, należna C a u c h y ’ em u  jest często pożyteczną w  badaniu krzyw ych prze
stępnych, lecz ona daje się użyć z trudnością do poszukiwania punktów  w ielokrotnych  w  nieskoń
czoności.

Określenie assym ptot; własność charakterystyczna.

Nazywa się assymptotą (niem altyczną) gałęzi nieskończonej krzyw ej prostą taką, że odległość ja k iego 

kolwiek punktu krzywej od tej prostej dąży do zera, kiedy punkt oddala się nieograniczenie na gałęzi 
krzywej.

Jeżeli assymptota je s t  nieróicnolegtą do osi rzędnych , różnica rzędnych assymptoty i krzyw ej odpowia
dających te j samej odciętej, dąży do zera, kiedy punkt oddala się nieograniczenie na gałęzi krzyw ej.

W  rzeczy samej, jeżeli M jest punktem  krzyw ej, a MN różnicą rzędnych assym ptoty i krzywej, 
odpow iadających tej samej o d c ię te j; jeżeli S jest kątem assymptoty z osią rzędnych, a MQ odleg łość 
punktu M od  assym ptoty; ma się

M Q =  MNwste.
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Ponieważ 6 jest rożnem  od  zera, w idzim y że MN dąży do zera jednocześn ie jak MQ i odw rotn ie ; 
to jest że jeżeli prosta jest assymptotą, różnica rzędnych dw óch  punktów  M i N dąży do zera, kiedy 
punkt oddala się nieograniczenie na gałęzi k rzyw ej; i odw rotnie, jeżeli różnica m iędzy rzędną punktu 
krzywej i rzędną punktu prostej AB odpow iadających tej samej odciętej, dąży do zera kiedy punkt 
oddala się n ieograniczenie na gałęzi krzyw ej, prosta AB jest assymptolą tej gałęzi.

T o rozum owanie przypuszcza € rożnem  od  zera, to jest assymptotę nierów noległą do osi rzędnych ; 
zrobim y badanie szczególne tego przypadku.

500. Spólczynnik kątowy i rzędna od początku jakiejkolw iek assym ptoty.

Niech będzie rów nanie krzywej

jest równaniem  tej gałęzi n ieskoń czonej; w artość (1) na y  musi sprawdzać równanie krzywej.

Niech będą c i d spólczynnik kątowy i rzędna od  początku assymptoty odpow iadającej tej gałęzi 
n ieskończonej; rów nanie m oże się napisać

równanie (2) przedstawia również gałęź uważaną. Lecz y  a lbo cf(x) jest rzędną punktu krzywej o d p o 
wiadającą odciętej x ,  (cx  - j -  d ) jest rzędną assym ptoty odpow iadającą tej samej o d c ię te j; otóż w idzie
liśmy że ta różnica dąży do zera kiedy x  i y  zwiększają się nieograniczenie; w ięc

f (x ,  y ) =  0,

posiadającej gałęź nieskończoną, m ożna przypuścić że

(1 ) y  —  o(x),

y  — . cx  -j— d -j-  —  c x  —  d ,

i(x )

U —  cx  “ i-  d -(- t ( z ) ;

gr. t ( x )  —  0 ;

funkcya c(x) dąży do zera kiedy x  zwiększa się nieograniczenie. 

T o założywszy, rów nanie (2) nam daje

y =  c 4 -

kiedy punkt {x , y) oddala się nieograniczenie na gałęzi krzyw ej, x  i y  zwiększają się n ieograni

czenie; w tedy ^ ^ — ma w  granicy zero ; a tern samem :

Rów nanie (2) nam daje jeszcze

d —  y  —  c x  -  t (x ) ;
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kiedy x  i y  zwiększają się nieograniczenie, pozostaje

(II) d  =  gr. (y cx ) ;

to jest że rzędna od początku assymptoty je s t  granicą wyrażenia (y —  cx), kiedy x i y zwiększają się 
nieograniczenie;  c  ma wartość poprzednio znalezioną, y  je s t  związancm z x przez równanie krzywej.

I I 0 Z a s t o s o w a n i e  d o  k r z y w y c h  d r u g i e g o  r z ę d u .

501. Niech będzie równanie ogóln e  krzywych drugiego rzędu

(1) Aa.-2 - f  2Bx y  - f  C1/  - f  2Dz- - f  2Ey  - f  F =  0,

jeśli równanie jak iejkolw iek  assym ptoty tej krzywej jest

(2) y  =  c x -\ -d ,

będzie musiało się m ieć, w edług num eru poprzedzającego :

c =  g r .| ,  d  =  g r.(y  —  cx).

Otóż, z równania (1) krzywej, w yciąga się

, _ B .r-| -F  1 1 1--------------------------
(5) V —  ----- q—  ifc  q  \jmx- - ) -  2n x  - j -  p,

założywszy :

(3 bis) m —  B2 —  AC, n —  BE —  GD, p = F —  CF.

Równanie (3) nam daje

B - } ~ - --------------- / -------   ^
V x  , 1 , /  1 2 a , p
x  =  ć — ± ć K  M + *

zkąd wypada zwiększając x  n ieograniczenie

y b , 1 1— 
e ~ t v ' x ~ c  ć ' m ;

w  równaniach (3) i (4) znaki wyższe i niższe +  pow inny sobie odpow iadać.

W  przypadku elipsy, m jest o d je m n e m ; spółczynniki kątow e assym ptot są w tedy urojone.

W  przypadku hyperboli, m jest dodatn em ; spółczynniki kątowe assym ptot są rzeczywiste. W  przy
padku paraboli, m jest zerem ; wartości spółczynników  kątow ych stają się rów ne m iędzy sobą i rów ne

ilości ( - » ) .

W yznaczm y teraz rzędne od  początku; weźm y naprzód wartość na O (4) odpow iadającą znakom 
wyższym, to jest



Ma się odtąd

Ba? —p  E i 1 . /----- 7,—;— -̂------ :----  ( —  B —(- \/m)y  —  c x  =  ~—  p \jmx- -(-  2na? -( -  p  —  x    2__i— LU U

albo
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,, _  \'mx- +  2,1* 4- P — (x  \[m 4- Ii).y  c x - ----------------------------- ---------------------------

albo nakoniec, m nożąc dwa w yrazy ułamku przez ilość sprzężoną liczn ika, to jest

\Jrnx1 -|- 2 nx  - ) -  p  - f -  {x  \Jm -f-  E) :

y _  cx _  2.r| n —  E\/m]-pp — E1
C \J mcc2 - ) -  cln x  - ( -  p C {x  \[m —  E)

Teraz dzieląc dw a wyrazy tego ostatniego ułam ku przez x ,  wypadnie

2(n —  E  —
x

y  —  cx

ł l /  m - f  —  +  4 - f  G ív /m 4 - -
^  ' X  X 2 X

zwiększając w tedy x  nieograniczenie, znajduje się

(5) rf =  g r . f r - C* ) = ” - E V m = E +  »
C \]m G c  yjm

G dyby się by ło  w zięło w  rów nościach  (3) i (4) znaki niższe, znalazłoby się

E Tl
(5 bis) d —  —  —  _ j  gdzie n —  B E — CD.

D C y m

Zastępując w  równaniu (2), ć  i d przez ich wartości (4) i (5), otrzym uje się na równanie assymptot 
krzywej (1)

...  B x  - j-  E , 1 /  n \
■ y=-------------— ± e ( W » . + ^ }

znaki wyższe i niższe pow inny b y ć  wzięte razem w  rów naniach (3) i (6).

W  przypadku elipsy, m <  0 ; dw ie w artości na d  (5) są uro jone . W  przypadku h yperboli, 0 ; 
w artości na d są rzeczywiste. W  przypadku paraboli, m —  0 ;  ¿ j e s t  n ieskończonem ; spółczynnik 
kątowy nie będąc n ieskończonym , assymptota jest nieskończoną.

N . B . Rów nanie (3) m oże się napisać, rozkładając na kwadraty ilość  położoną pod  znakiem  
pierwiastkowym

(7) , - - S £ £ 5 ± « / ( . V S + £ ) * + r - £
V/«

porów naw szy to ostatnie równanie z rów naniem  (6) assym ptot, wynika praw idło dość proste aby 
w yprow adzić równanie (6) zrów nania  (7).
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Rów naniem  ogólnem  krzywych drugiego rzędu będąc
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( 1) A #2 - f  2Bx y  +  O//2 - f  2Da? - f  2Ey +  P =  0 ;

otrzym am y spółczynniki kątow e assym ptot podzieliw szy przez x 2, co  daje

potem  zwiększając x  nieograniczenie, i zauważywszy że C =  g r .^ ,  wypadnie

(2 ) Cc2 +  2Bc -) -  A =  0 ;

takiem jest równanie (2) w yznaczające spółczynniki kątowe assym ptot krzywej (1).

Jeżeli B2 —  AC <  0, to jest w  przypadku ellipsy, dw a pierwiastki są u ro jon e ;

Jeżeli B2 —  AC >  0, to jest w  przypadku h yperboli, dwa pierwiastki są rzeczyw iste; 

Jeżeli B2 —  AC =  0, lo jest w  przypadku paraboli, dwa pierwiastki są rzeczywiste.

Kiedy się odnosi krzywą do je j środka, to jest k iedy się założy

Lecz w idzim y w tedy, przez wartości (5) nru(501), w  których musi się przypuścić E i D zero, że 
assymptoty przechodzą przez now y początek, albo środek krzyw ej, jak  to sprawdzim y jeszcze poniżej.

W tedy, jeżeli c  jest spółczynnikiem  kątow ym  jednej z n ich , otrzyma się

x' i y' przedstawiają nam spółrzędne jakiegokolw iek punktu tej assymptoty. Poniew aż wartość 
na c musi sprawdzać równanie (2), w idocznie będzie

jestto równanie kwadratowe assym ptot odniesione do now ych  osi.

W ypada ztąd że : wyrazy drugiego stopnia, w równaniu (1 ), przedstawiają dwie proste przechodzące 
przez początek i równoległe do assymptot.

X  —  X  4 -  Xq,

y  =  y '  +  y » .

i gdy się zniesie wyrazy pierw szego stopnia, ner (316), równanie krzywej staje się

k x "1 4 -  2B.-ry 4 -  Cy'1 = 1 1 ;

spółczynniki kątowe assymptot są jeszcze dane przez równanie

Ce2 - f  2 B c 4 -  A =  0.

(3) . Aa-,24 - 2 B x y  - j -  Cy1'1 =  0 ;
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Rów nanie kw adratowe assymptot w zględem  osi pierw otnych będzie w ięc

\ {x  Xo)~ - f -  2B [x x j)[y  y jj -|_ C(y  —  y oy- =  0.

Rozwinąwszy i m ając w zgląd na związki (3) nlu (316), to rów nanie staje się

(4) Aa.-- - j -  2Bx y  -f- Cy 1 - j -  2D.r —|-2E y  - j -  A x 20 - j -  2Ba,'0y0 +  Cyj; =  0 ;

lak w ięc równanie dwóch assymptot ma też same 'wyrazy drugiego stopnia i też same wyrazy pierwszego 
stopnia ja k  równanie samejże krzyw ej.

Aby wyznaczyć wyraz niezależny równania (4), uważm y że

A a0 - j-  B(/o - f -  D =  0,

-j- C//o —j— E =  0,

zkąd się wyciąga dodając pom nożyw szy przez x 0 i yu :

A^o -4" 2B£0yo — =  —  (Dj?0 - f -  Eł/0) ; 

zastąpiwszy w tedy 34, i y<> przez w artości w yciągnięte z rów n ości poprzedzających , ma się

* * + =  _  _ a _ +  f .

Rów naniem  dw óch  assymptot jest w ięc

(5) A 3 * +  2Bx y  +  C//2 +  W x  +  2 E y f -  F —(- ¡3̂ - ^ =  0,

gdzie się założyło, w edłu g  zw yczaju :
A B D

6) A = B C E

D E F

503. W a r u n e k , a b y  h y p e r b o l a  b y ł a  r ó w n o r a m i e n n ą .

Nazywa się hyperbola równoramienną hyperbola, której assym ptoty są prostokątnemi.
Otóż w idzieliśm y przed chw ilą, że spółczynniki kątowe assym ptot są wyznaczone przez rów nanie :

Cc" +  2Bc +  A == 0 ;

jeżeli ct i c2 są pierwiastkam i tego równania i jeżeli 0 jest kątem osi, warunkiem prostopadłości 
tych d w óch  prostych będzie

1 -f -  (<h +  c2)dos0 - f - c ic‘2 —  b- 

Otóż, w edług równania określającego pierwiastki c { i e.2, m a się
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W arunkiem  aby hyperbola była rów noram ienną jest w ięc

(7) A - f-  C — 2B dos0 =  0 ;

ten związek staje się w  przypadku osi prostokątnych

(7 bis) A  -{ -  G =  0,

to jest że spółczynniki kwadratów  zm iennych są rów ne i znaków przeciw nych .

N . B. W  przypadku ellipsy, ten związek (7) nie może być sprawdzonym  przez w artości rzeczywiste 
na A, B, C ; ma się, w  rzeczy sam ej, w  założeniu obecn em

B 2 —I— ???,2
B2 —  AC =  —  m2, zk^d C =  ;

A

i związek (7) staje się

A 2 4 - B2 4 -  ni1 —  2A B dos0 =  0 ;

a lbo rozkładając na kwadraty :

(A —  BdosG)2 4 -  B2w sl20 4 - =  0 ; 

sum m a kw adratów , która nie m oże być zerem dla wartości rzeczywistych na A, B , C.

I I I 0 Z a s t o s o w a n i e  n o  k r z y w y c h  a l g e b r a i c z n y c h .

Assymptoty równoległe do osi spółrzędnych.

504. W yznaczm y assym ptoty rów n oleg łe  do  osi rzędnych.

W  tym ce lu , uporządkujem y rów nanie krzywej w zględem  potęg  zm niejszających się niew iadom ej y ; 
n iech będzie m stopniem  krzyw ej, zaś (m —  p) najwyższą potęgą na y  w ch odzącą  w  je j rów nanie, 
to równanie będzie m og ło  się odtąd napisać

( 1 )  A i , y " _ ' ’ - | - A ) )  +  i y " ‘ - ' ’ - 1 4 - A J, - ( - - 2 i / ” _ ' ’ _ s 4 '  • • • +  A m - j y 4 "  A „ ,  =  0 ;

litera A; oznaczająca funkcyę całkow itą na x ,  która jest ogóln ie stopnia i, lecz n igdy stopnia 
wyższego.

Podzieliwszy przez y m~‘ równanie (1) stanie się

(2 ) A;1 4 -  Aj, , . ----- )- A j, +.l.   4 - .  . . 4 -  A »«.-— ' = 0 .
y  th y  p

-Jeśli istnieje assymptota rów noległa  do osi rzędnych i gdy a jest odciętą tej assym ptoty, w artość 
na y  musi zwiększać się coraz bardziej, kiedy da się dla x  wartości coraz bliższe ilości skoń
czonej a ; w ięc kiedy x  zdąża do a, wartość odpow iadająca na y  zwiększa się n ieograniczem e, 

funkcye Aj, + 1, A j, + 2 , . . .  A m pozostają skończone; rów nanie (2) sprow adza się w tedy do

(3) Aj, — 0;
64



tym  sposobem  związek (3) jest warunkiem  koniecznym  aby jak iejkolw iek  w artości skończonej na x  
odpow iadała w artość n ieskończona na y ; w ięc w artości na x  odpow iadające dla assym ptot rów n o
ległych  do osi rzędnych znoszą spółczynnik najwyższej potęgi na y ,  zobaczym y że są w tedy ogólnie 
assym ptoly rów n oleg łe  do osi rzędnych, to jest że ten w arunek jest dostatecznym ; tak w ięc

A ssym ptoty równoległe do osi rzędnych otrzymują się równając 3 zerem spółczynnik najwyższej 
potęgi na y .

Kiedy spółczynnik najwyższej potęgi na y  jest stałym, i gdy ta potęga nie jest y m nie -znajdujemy 
assymptot w  od leg łości sk oń czon e j; te assym ptoty są przeniesione do n ieskończoności. Jeżeli naj
wyższej potęgi na y  i y m, spółczynnik  jest sta łym ; nie znajduje się w tedy assymptot rów noległych  
d o  osi rzędnych, ani w  od leg łości skończonej, ani w  n ieskończoności.

505. Oznaczywszy przez ? (x ) ,  ’j j x )  funkcye A,,, Ai, + 0 AJ, + 2, tak że równanie (2) napisze się :

X

rTr/'rĴ rJ

W  F(X) — f ( X ) 4- ?1 ( X ) ' y  ‘ ' 4*
J J

Niech będzie a pierwiastek równania

(5) tf(x) —  0 ;

sprawdzim y że tej wartości odpow iada ogó ln ie  gałęź nieskończona krzywej m ającej za assymptotę 
prostą x  — • a =  0, i zbadamy położenie tej gałęzi w zględem  assym ptoty.

1° Pierwiastek  a je s t  prostym , albo ogólniej, je s t  on pierwiastkiem uńelokrotnym rzędu nieparzystego. 

Jeżeli h jest ilością dodatną dostatecznie m ałą, otrzym a się, na przykład, w edług założenia przv- 
jętego.

<s(a —  h) <  0, <p(a -J- h) >  0 ;

i nie zniesie się jak dla x  =  a w  przedziale od  (a —  li) do  (a —j— /z). Przypuśćm y nadto że ?,(.<•) 
nie znosi się dla x — &, niech będzie ?i(a) >  0, na przyk ład ; będzie m ogło  się przypuścić że h 
jest dość m ałem , żeby było  razem

?i(a //! >  0, ? i(a) d, (a -f- h) ;> 0.

T o  założywszy, dajm y dla i  w artość dość małą, aby w ielom ian  X pozostał dla tej wartości i dla

wszelkiej w artości mniejszej, tegoż samego znaku jak jeg o  pierwszy wyraz, i nadto, dość małą aby 
w artość bezwzględna na X  była mniejszą jak w artość bezw zględna na ?(a +  ń).

Niech będą OA =  a, OA' =  a —  h, OA" =  a-|-/<; zaś AB , A 'B ', A"B", proste rów noleg łe  do osi O//. 
1 1Przypuśćm y naprzód -  >  0, -  m ając w artość w yznaczoną i dostatecznie m ałą :

dla : x  —  a —  h, ma się F(a- —  h) <  0,

x  =  a, ma się F(a) >  0,

x  —  -A-\-h, ma się F(a —(— /z) <  0 ;

ma się w ięc punkt M, zawarty m iędzy A 'B ' i AB, na w ierzchu  osi ( )x  i bardzo od leg ły .

5 0 6  ROZDZIAŁ IV.



1 |
Przypuśćm y, pow tore -  <  0, -  mając wartość wyznaczoną i dostatecznie małą w w artości bez

w zględnej

dla : x —  a — h, ma się F(a —  h) <  0,

x — a, ma się F(a) <  0,

¿z? =  a —j- /z, m a sie  F ( a - f - A ) > 0 ;

ma się drugi punkt N, zawarty m iędzy AB i A"B", pod spodem  osi Oj;  i bardzo odległy.
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Jeżeli teraz, zwiększa się y  coraz bardziej, otrzyma się zawsze w artość rzeczywistą odpow ia
dającą dla x ,  w artość która zbliża się do a , poniew aż pierwsza strona równania (4) dąży do
wyrazu ?(#) znoszącego się tylko dla x —  a, w  przedziale od  (a —  h) do  (a - ) -  h). Otrzyma się w ięc 
dla y  >  0, szereg punktów  tw orzących  krzywą zbliżającą się coraz bardziej d o  części wyższej p r o 
stej AB i po lew ej stronie tej lin ii; dla y  <  0, otrzym a się szereg punktów  tw orzących krzywą 
zbliżającą się coraz bardziej do  części niższej prostej AB i po prawej stronie tej linii.

Gdyby się m iało <r,(a) —  0 i o.2(a) >  0, gałęź n ieskończona przedstawiłaby kształt na stronnicy 
obok  (fig. I).

2° Pierwiastek a je s t  podwójnym , albo ogólniej, je s t  on wielokrotnym stopnia parzystego.

Można w tedy przypuścić h dość  m ałem tak żeby by ło , na przykład,

'f(a —  ii) j>  0, ?(a -f -  h) >  0.

Niech będzie naprzód y ja )  rożnem  od  zera, przypuśćm y ^ (a ) <  0.
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Jeżeli y  >  0,

T.OZDZIAŁ IV.

dla : x  =  a —  /?, 

x  —  a, 

x  =  a 4 -  h.

ma się F(a —  h) >  0,

ma się F ( a ) < 0 ,

ma się F(a - f  *) >  °-

Ula y <  0, nie będzie się m og ło  w ięce j tw ierdzić o  istnieniu pierw iastków . W nioski byłyby od 
w rotnym i, jeżeliby się by ło  m iało ? ,(a ) >  0. Gałęź nieskończona przedstawi kształt na stronnicy 
obok  (fig. II).

Niech będzie nakoniec y,(a) =  0. Jeśli w  założeniach już zrobion ych , przypuszcza się y2(a) <  

d la :  x  =  a —  /«, m a s ie  F(a — h) <  0,

a: =  a, ma się F(a) <  0, jakim kolw iek bądź jest znak na y ,

a? =  a —j- h ,  ma się F(a) -( -  h) >  0;

ma się w tedy kształt na stronnicy obok  (fig. III).

(m -) y /  Bi /fi /B"

aj Ml JATLsi1

Jeżeli ma się razem ?,(a) =  0 i y2(a) >  0, ta m etoda nie rozłączy pierw iastków , i nie będzie 
m ogło  się w n os ić  o  istnieniu gałęzi n ieskończonych  rzeczyw istych.

Uw aga . Assym ptoty rów noleg łe  do osi odciętych , wyznaczą się zupełnie tymże samym sposobem  
i otrzym am y praw idło następujące :

Assym ptoty równolegle do osi odciętych otrzymują się, równając z zerem spółczynnilc najwyższej 
potęgi na x.
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506. Zastosujem y d o  krzywych drugiego rzędu

(1) A x2 +  2fi.ry  - j -  Cy2 +  2Dx - f  2Ey - f  F =  0.

K iedy spółczynniki A i C są różnem i od  zera, nie znajduje się assymtot rów noległych  d o  osi 
spólrzędnych. Jeżeli ma się G =  0, równanie assymptoty rów noległej do osi O;/ otrzyma się rów 
nając z zerem spółczynnik na y , co  daje

-f-  E =  0, zkąd *  =  —  ^ ;

la assymptota zbiegnie się z osią rzędnych, jeżeli ma się E — . 0. W ięc  

Oś rzędnych będzie assymptota, je ż e li spółczynniki na y2 i na y są zerami.

Kiedy przypuszcza się A =  0, rów nanie assym ptoty rów noległej do osi O x  otrzym uje się, rów 
nając z zerem  spółczynnik na x ,  co  daje

B y  D =  0, zkąd y  =  —  j ? ;

ta assymptota zbiegnie się z osią O x, jeżeli ma się D =  0. W ięc

Oś odciętych będzie assymptota, je ż e li  spółczynniki na x2 i na x są zerami.

W arunki któreśm y w ysłow ili są w idocznie konieczne i dostateczne; wynika ztąd że równanie 
hyperboli odniesionej do jej assym ptot jest koniecznie kształtu

2B.n/ - j -  F =  0, albo x y — k\

dw ie osie spółrzędnych są w tedy assymptotami krzyw ej.

1Y° Z a s t o s o w a n i e  do k r z y w y c h  a l g e b r a i c z n y c h .

Assymptoty nierównoległe do osi spółrzędnych.

507. Przypom nijm y sobie, że jeżeli c i d są spółczynnik kątowy i rzędna od początku jak ie jk olw iek  
assym ptoty, równanie krzywej m oże się po łożyć  p od  kształtem ner (500)

(1) y  =  coc 4 -  d - f  t{x),

e jest funkcyą na x  która dąży do zera kiedy x  zwiększa się n ieograniczenie; a wtedy

(2) c  =  g r .| ,  d =  %\\{y —  cx)

Niech będzie teraz równanie ogólne krzywej a lgeb ra iczn e j;

(3) f [x , y) =  f m(x ,  y) - f  y,»_i[x , y) - f  y )~ f- . . .  = 0 ,

funkeye ? są jed n orodn e i stopnia i w x  i y .
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Równanie (3) będzie m ogło  się napisać

f )  +  | j  - f  . . . -  0,

albo podzieliwszy przez x m

W  l( l ł I ) + ^ - ?- Ji( ł 1 l ) +  ••• = 0 -

Jeżeli zwiększa się x  nieograniczenie, y  ogóln ie będzie zwiększać się n ieograniczenie, lecz 

otrzyma się g r . -  =  c, c jest ilość skończona ponieważ przypuszcza się assym ptota n ierów noległa do 

osi r z ę d n y c h .  O tóż, kiedy zwiększa się x  nieograniczenie, wszystkie wyrazy poezywszy od drugiego, 

dyży do zera, gdyż funkcye & sy funkcyam i całkow item i ilości która ma granicę skończony;

w ięc w artości granic stosunku albo spółczynniki kytow e assymptot pow in ny  sprawdzać równanie

(5) (1) ? „ (1 , c ) = 0 ;

tak w ięc spółczynniki kątowe assymptot są pierwiastkami równania otrzymanego, równając z zerem ogól 
wyrazów stopnia najw ięcej podniesionego, w którym  się zastępuje x  przez 1 i y  przez  c.

Pierwiastki rów ne zerom  równania (5) daję assym ptoty rów noleg łe  do osi odciętych.

Rów nanie (5) będyc, ogólnie, stopnia m, wnosi się ztyd że 

Jest najw ięcej m assymptot nierównoleglych do osi rzędnych.

Uw a g a . D owiedliśm y że jeśli sy assym ptoty, ich spółczynniki kytowe pow inny koniecznie spraw 
dzać rów nanie (5). Przez analizę zupełnie p od ob n y  do tej która była przedstawiony w nrze (505), 
sprawdzim y, że ogólnie dla jak iegokolw iek  pierwiastku rzeczyw istego c równania (5), odpow iada 
jedna gałęź nieskończona rzeczywista k rzyw e j; a lbo lepiej, w niesiem y z tej analizy, że :

Jakiemukolwiek pierwiastkowi stopnia mnogości nieparzystej równania (p ,„(ł,c ) =  0 odpowiada zawsze 
przynajm niej jedn a  gałęź rzeczywista nieskończona krzyw ej, Ten w niosek n iekonieczn ie ma m iejsce 
kiedy pierwiastek jest stopnia m nogości parzystej.

5 0 8 .  W y z n a c z m y  t e r a z  r z ę d n ą  o d  p o c z ą t k u  t y c h  a s s y m p t o t .

Niech będzie c jakikolw iek z pierw iastków  rzeczywistych równania (5), i załóżm y

d - j -  t(x) —  8 ;
otrzyma się, dla x  —  o o

(6) gr. 5 =  g r .(d - ( -c )  =  d.

Rów nanie (1 ), które jest także rów naniem  krzyw ej, napisze się

- = c + - ;
X  X

lecz spółrzędne x  i y  pow inny sprawdzać rów nanie (3), a lbo co  w ychodzi na je d n o , równanie (5) 
musi się w ięc m ieć

t 8\ , 1   ( ,  , 8\ , 1 f ,  . , S\ > _
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Rozw ińm y każd£ z tych funkcyj przez w zór T a y lor ’a , i przypom nijm y sobie że znakowania 
’/ ¡ ( l )  c)> c)> -■ • oznaczy poch odn e pierwsze, d r u g ie , . . .  funkcyi tp¡[x, y) względem  y  w której
zastąpiło się, po różniczkow aniu x  przez 1 i y  przez c , znajduje się

W edług związku (5) pierwszy wyraz tego równania jest zerem , i pozostaje pom nożyw szy przez x

Otóż kiedy zwiększa sio x  n iegraniczenie, 8 staje się w granicy ilością skończoną d ; wyrazy idące 
po pierwszym , które są funkcyam i całkow item i ilości skończonej 8, dążą do zera, równanie (8) 
sprowadza się do %

to jest że rzędna od początku, odpowiadająca jakiem ukolwiek spółczyunikowi kątowemu c , jest równą 
przynajm niej ogółowi wyrazów stopnia ( m — ■ 1), w którym zastąpiło się x przez 1 i y przez c , podzie
lonemu przez pochodną, względem  c , pierw szej strony równania (I ).

U w ag a  I. D ow iedliśm y, że jeś li jest w artość rzeczywista na d, ona musi sprawdzać równanie (9);  
otóż rozum ując na równaniu (8) jak to było zrobionem  w  nrze (505), sprawdzim y że rów nanie (8) przy
puszcza jakąkolw iek wartość rzeczywistą na 8, kiedy przypisze się dla x  wartości bardzo w ielk ie; 
i że ta w artość na <5 zbliża się nieograniczenie do w artości d, gdy w artości na x  stają się coraz 
większem i. Assymptota jest w ięc ogóln ie zupełnie wyznaczoną.

U w ag a  II. Pow iedzieliśm y że równanie krzywej m ogło  b y ło  być  przedstaw ionem  przez

(10) y  =  c x  - j -  d  - j -  t{x ), albo y  —  cx  -(-  8,

otóż, dla otrzymania równania (7), podstaw iliśm y tę wartość w  równaniu (4) samejże k rzyw ej; zdaje 
się w ięc że rów nanie (7) m usiałoby  b y ć  tożsam ością. To w  rzeczy samej m iałoby m iejsce , jeśliby 
wartość na d, i funkcya 8 które w chodzą w  wyrażenie (10) na y  i odpow iadają  w artości znanej c, 
były  sameż znanemi. Lecz d i 8 będąc nieznane, równanie (7) nie jest tożsam ością, i on o  m oże 
posłużyć, jak to by ło  wskazanem, do wyznaczenia ilości nieznanej d, robiąc r  =  o o ,  co  znosi ilość 
nieznaną t(x ) .

+  ^3 i"1- 3 C) +

e) —j- _ i (1 ,  c )] - f -  H . -  - j -  G . —2 - f -  . . .  —  0.

dfy w (ł, r) —j— 9łH_i(ł, c) —  0.
Ztąd wypada

(9)



509. Dyskussya wartości na cl :

? - » - ! ( !  • c) _
?'»>( 1, c)

1° c) =  °> ?'»<(!>

m a  się w tedy jakakolw iek assym ptotę przechodzącą przez początek spółrzędnycli. Kiedy równanie 
krzywej nie zamyka w sobie w yrazów  [m —  stopnia, wszystkie assym ptoly, dla których nie
znajduje się c) = 0 ,  przechodzę przez początek spółrzędnycli.

2 ° ? » _ ! ( ! .  c ) < 0 .  M i ,  * ) = « ;

nie ma assym ptoly , albo lepiej assymptota znajduje się przeniesioną w  n ieskończoność.

Badanie tych  przypadków  szczególnych nie będzie m ogło być  wykonanem  należycie jak tylko za 
p om ocą  drugiej metody.

3° -?m_i(lj cc —  0, <p «j(ł) c) =  U;

w artość rzędnej przedstawia się pod kształtem ^ . A by  otrzym ać, w tym  przypadku, w artości rzęd

nej, potrzeba p ow róc ić  do  równania (7). W prow adziw szy te założenia i pom nożyw szy przez x - ,  
znajduje się zwiększając x  n ieograniczenie

(11) V m( l  > c) c) - j -  c) =  0.

W artości na d, są w tedy dane przez równanie drugiego stopn ia ; w szelako liczba assym ptot nie jest
pow iększoną; gdyż dla tej w artości na c ma się razem

? ,» (!, c ) = 0 ,  e) =  0;

to jest że rów nanie (5), dające spółczynniki kątow e, ma dw a pierwiastki rów n e ; assymptotami od p o - 
w iadającem i są dw ie proste rów n oleg łe .

G dyby się m iało jednocześnie związki poprzedzające :

<p"m( l ,  c) —  0, c ) =  0, c) =  0 ;

rów nanie (11) sprow adzałoby się do tożsam ości, i w artości rzędnych  zależałyby w tedy od  równania
trzeciego stopnia; lecz zauważymy że w tym przypadku rów nanie (5) ma trzy pierwiastki równe.

U w a g a  I. Z  tej dyskussyi w nosim y, że jeżeli m jest stopień równania (5) w  c, znajduje się naj
w ięcej m  assym ptot n ierów noleg łych  do osi rzędnych.

Jeśli nie ma assym ptot rów n oleg łych  do osi rzędnych , rów nanie ®m( l ,  c ) =  0 jest, najwięcej, 
stopnia m w zględem  c.

Jeśli są assym ptoty rów n oleg łe  do osi rzędnych , i jeśli p  jest liczbą tych  assymptot, najwyższa 
potęga na y  w chodząca w  rów nanie krzywej jest y m~v ner (5 0 5 ); gdyż jestto spółczynnik najwyższej 
potęgi na y  który musi dać, rów nając go z zerem , te p  assym ptot. A tern sam em , równanie 

c ) =  0, które otrzym uje się równając z zerem o g ó ł w yrazów  stopnia najwięcej podniesionego

5 1 2  ROZDZIAŁ IV .



i robiąc w  nim y  =  c, będzie najw ięcej stopnia [m —  p ) ; i tem samem otrzym a się najwięcej 
(m — p) assymptot n ierów noleg łych  do osi rzędnych, to jest że znajduje się najw ięcej m assymptot 
całkow icie. W ięc

K rzyw a  m tes° stopnia ma najwięcej m assymptot, tak równoległych ja k  nierównoległych do osi 
rzędnych.

U w a g a  II. Kiedy punkt (,x , y )  jest punktem  podw ójn ym  krzywej, ma się f \  =  0, / ' » =  0, i spół-
f' . 0

czynnik kątowy sty czn e j— przedstawia się pod kształtem - .  Lecz jeżeli uważy się punkt n ie -
v

skończenie blizki, odpow iadający dla [x  -f-  h), now a wartość ułamku poprzedzającego przedstawi 
jeszcze spółczynnik kątowy stycznej w  tym punkcie nieskończenie blizkim. Będzie m ożna zasto

sow ać do tego przypadku praw idło wyznaczenia wartości granic uważając x  jako zmienną i b io 

rąc iloraz pochodn ych  w zględem  x, w ypadnie

 f 'xx  -|- y ’4 " x V.
f ' y x  +  y 'x f " y i j  ’

oznaczm y przez rn wartość granicy na y 'x gdy  x  i y  wezmą wartości odpow iadające w  punkcie 
podw ójn ym , ma się

m =  -  f " r + mę ^  zkąd - f  2m f"xy +  f „  =  0 ;
/ “ r  mT yy

jestto równanie w yznaczające spółczynniki kątow e stycznych w  punkcie podw ójn ym  ner (472).

T o  praw idło czy da się zastosować dla w artości (9) na d nru (508), kiedy ten ułam ek przedstawia

się pod kształtem jj dla wartości na c takiej jak c0? Nie, gdyż druga strona ułamku szukanego nie

przedstawia w tedy rzędnej od początku assymptoty gdy się nada na c w artość c0 - ¡ -  h, h będzie 

taklm ałem  jak się tylko podoba , lecz rożnem  od  zera, ponieważ równanie c) =  0 nie jest

w ięcej spraw dzonem  dla c =  c0 - j -  h. Tym  sposobem  ułam ek — ' c° fy. nie przedstawia
?m( 1 > «"o +  h)

w ięcej rzędnej od początku assym ptoty; przeto kiedy podda się ten ułam ek rozum owaniu znanemu 
aby otrzym ać w artość granicy, znajdzie się w prawdzie w artość granicy, lecz nie mającej żadnego 
stosunku z ilością d szukaną. Rzecz jest wreszcie w idoczną a p r io r i ;  ponieważ rów nanie (II) nru (509)

które daje w artości na d zależy od  w yrazów  stopnia (m —  2) równania danego, i że ułam ek 1
1, c)

zupełnie niezależnym od  tych  w yrazów .

510. Położenie krzyw ej względem assymptot.

W  krzyw ych algebraicznych, krzywa począw szy od  pew nego punktu pozostaje zawsze z tej samej 
strony assym ptoty.

N iech będzie Y rzędna assym ptoty odpow iadająca pew nej wartości na x ,  i y  rzędna krzywej 
odpow iadająca tejże samej odciętej; ma się ner (500)

(12) y  ■—  cx  —j— d -j— t, albo y  —  T —  s ;

jeżeli e jest dodatnem , rzędna krzywej jest większa od  rzędnej assym ptoty ; to będzie odw rotnem ,
65
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jeżeli £ je s t odjem nem . Można w ięc wnosić ze znaku na £ o położeniu krzywej względem je j 
assymptoty. Otóż równanie (7) n™ (508) daje :

i  r i2 i
(r f- j-t )?1 m (l, c) H-  -  l(^J c) H~  ̂ m C) Di_l(l, c) -j-(pm_ 2( l , f )  j

12.3  ? j- 2 ̂  c) c) "I- 3̂ (■ • ,) 'ł "  j

= 0 ,

+1
równanie, w którem  ma się

$ =  d -|— t

Biorąc p od  rozw agę w artość na d n™ (508), pierw sze wyrazy tej w artości sprowadzają się do 
e?'m( 1, c ) ; zt îd w yprow adzim y, przypuściwszy funkcyę c) różnę od zera

i “

(13)  - i . H , -------r . C j - f . . .
X  o  » ¡ ( ' 1 ,  C) X 1 X s

Druga strona jest w ielom ianem  uporządkow anym  względem  potęg zm niejszających się n a # ; liczniki 
są skończone, gdyż to są funkeye całkow ite na c które jest skończonem , i na 5 które składa się z ilości 
skończonej d  i z ilości t n ieograniczenie zm niejszającej się kiedy x  się zwiększa. Otóż m ożna dać 
dla x  w artość dość w ielka, tak aby, dla tej w artości i dla w szelkiej w artości w iększej, znak drugiej 
strony był tenże sam jak znak pierw szego wyrazu

H > - 2(1 , c ) +  &>'*»-i( l  > c)-\~ , c)

& c)

W  to wyrażenie wchodzi 8, które zależy od d i od nieznanej r.: lecz kiedy x  zwiększa się nie
ograniczenie, £ dąży do zera; można więc wzięć x  dość wielkiem  ażeby znak licznika był tenże sam 
ja k  znak ilości niezależnej od £; tak że znak drugiej strony (13) będzie lenże sam ja k  znak ułamku

, C) -f-  C) —(— —• <p*in(l, ć)
(14) — ______ - _____________________________________

X  <f'm[ 1 ,  C)

W ięc, począw szy od  wartości na x  dostatecznie w ielkiej, x  zwiększając się nieograniczenie, znak 
na s pozostanie zawsze tym że samym i będzie znakiem w yrażenia, to jest że :

Począwszy od punktu dostatecznie odległego, krzywa znajduje się z pew n ej strony assymptoty, i pozo
staje zawsze z tejże samej strony kiedy punkt oddala się nieograniczenie na gałęzi krzyw ej.

U waga. W łasność którą dopiero cośmy udowodnili je s t charakterystyczną dla krzywych algebraicz- 
nyc-h, gdyż ona nie ma zawsze m iejsca dla krzywych przestępnych. .T tak krzywa

*
wsta;

y  =  — — >



ma za assymptotę oś od c ię ty ch ; ona przecina tęż samą oś w  liczbie n ieskończonej punktów  oddzie
lonych przez przedział stały i rów ny n ;  w ysokość położeń  łu k ów , odpow iadających  tym przedziałom ,
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zmniejsza się coraz bardziej; w idzim y że krzywa waha się ok o ło  swej assymptoty, zbliżając się do niej 
nieograniczenie,

V° U w a g i o g ó l n e .

511. 1 “ Assymptota w krzyw ych algebraicznych je s t  zawsze assymptotą krzyw ej o dwóch gałęziach.

To podanie wynika z roztrząsania w ykonanego w nrze (505); m ożna jeszcze je  dow ieść w  sposób 
następujący.

Przypuśćm y że krzywa ma jakąkolw iek assymptotę i w eźm y tę assym ptotę za oś odciętych , niech 
będzie w tedy

(! ) / O .  y) ~  o,

równanie krzyw ej; tak że dla x  = p o \  ma się ?/ =  0 ; niech będzie AM gałęź n ieskończona 
assym ptoty Ox.

1 . •Założywszy #  =  - ,  rów nanie (1) stanie się

( 2) f > y sj = ¥ J >  y ) = ° ;

będzie to rów nanie krzywej algebraicznej, przekształcenie równania danego; będziem y uważać i  jako 
przedstawiające odcięte  które będą liczone na prostej Ox.

Kiedy x  zwiększa się nieograniczenie, jedna z w artości na y  równania (1) dąży do zera, ma się 
gałęź nieskończoną MA assym ptoty Ox\ kiedy x  zwiększa się n ieograniczenie, zm ienna t dąży do 
zera, i równanie (2) dostarczając dla x  tychże samych wartości jak rów nanie ( t )  jedna w artość na y  
będzie dążyć w tedy do zera; otrzym am y w ięc, w  krzywej przekształconej, gałęź NO zakończoną
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w  początku. Przeto, jeśliby  krzywa (1) miała tylko jed yn y  gałęź nieskończony assymptoty prostej Ox, 
krzywa (2) posiadałaby jedyny gałęź przechodzący przez poczytek i zatrzymujący się w  tym p u n k c ie ; 
gdyż jeśliby  krzywa NO miała dw ie gałęzie zakończone w  O, krzywa dana MA m iałaby dw ie gałęzie 
dotykające się osi x  w  O. Tak w ięc krzywa (2) miałaby punkt zatrzym ania; co  nie m oże m ieć m iejsca, 
num er (682), poniew aż rów nanie (2) jest algebraicznem . Istnieje więc druga gałęź n ieskończona m a
ją ca  za assym ptotę oś odcię tych , c . b . d. d.

T o  podanie będzie m og ło  się także dow ieść robiąc perspektyw ę krzywej num er (63), etc.

512. 2° Assymptota je s t  ogólnie granicą położenia stycznej, której punkt styczności oddala sic nieogra- 
mczenie na gałęzi nieskończonej krzyw ej.

Rów naniem  stycznej, w  punkcie krzywej

to jest że spółczynnik kątowy stycznej ma za granicę spółczynnik kątoicy assym ptoty;  styczna je s t  w iec  
równoległą do assymptoty.

0 )

jest, oznaczywszy przez X , Y , spółrzędne bieżące :

X f 'x +  Y f'y  -f-  f ' z =  0,

z w arunkiem

f { xi  li) —  h, albo x f ' x - \ - y f ' x j - \ - f ' z  —  0 .

Spółczynnikiem  kątowym

—  f'Z .   fm—t(x, y) - f -  2<yM—e>(x, y) - ) -  ■ ■ ■
/'ii jm {x , y )  - f y ) - \ - . . .

wyrażenie, m ogące się jeszcze napisać, podzieliw szy dwa wyrazy ułam ku przez x m 1



Teraz jeżeli zwiększa się x  n ieograniczenie, poniew aż gr.|  =  c ; w edług tego jak by ło  dow ie- 

dzionem , w ypada
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to jest ie  rzędna od początku stycznej ma za granice rzędną od początku assymptoty.

Uw ag a . W łasność, który dopiero cośm y sprawdzili m oże nie istnieć w ięcej nawet dla assymptot 
w  od leg łości skończonej, kiedy krzywa jest przestępny.

I tak krzywa

. . . .  w s tx  ,„0. w stx 2
(i° )  y  (2 ) y  =  _ l T ~ ’

m aję za assym ptolę oś odciętych .

Dla pierwszej spółczynnikiem  kytow ym  stycznej j e s t :

,  irdosar —  w s t x  d o s x  w s t x .
y x  x  x -  ’

je j w artość jest zerem  dla x  =  o o , znajduje się w prawdzie kierunek assym ptoty.

Lecz rzędna od  poczytku stycznej, to jest

i „u , /w s tx  x d o s x —  w stx\ ,, / „  w stx  , \y  —  x y x ,  albo I — ----------------------------------------------- albo 2 -----------— d o s x  ,

jest nieoznaczony dla a; =  0 0 , gdyż dost 0 0  jest ilościy nieoznaczony.

Dla drugiej krzyw ej, spółczynnikiem  kytow ym  stycznej jest

, 2 ./;-dosx2 —  wst.r2 „  , wstar*
y 'x —    =  2  dos ar —  — 5— ,

X 1 X 1

ilość która pozostaje nieoznaczony kiedy przypuści się x  =  0 0 .
fi

Będzie m ogło  się sprawdzić w  drugim  przypadku, że ilość —  jest n ieskończona dla x  =  oo .
t  v

513. Znaleić równanie ogólne krzywych rzędu m , mających p assymptot równoległych w kierunku 
danym.

W eźm y oś rzędnych rów noległy  w  kierunku danym , p  assym ptot będy  miały na równanie 

x  —  a, =  0 , x  —  a-2 =  0 , . . . ,  x — a,, —  0 .
Załóżm y

( 1 ) f ( x )  —  { x —  a,) ( x  —  a2) . . .  [ x  —  a,,).

Ponieważ jest p  assym ptot rów n oleg łych  do osi r z ę d n y c h ,  najwyższy potęgy na y  która pow inna 
w ch odzić  w rów nanie krzywej jest (ni —  p ) ; równanie krzywej będzie w ięc  kształtu

Apym c — Aj, , ¡ym r 1 —j— * . .  —[— A»,—1 y  —|— A —  0 \

%



i ponieważ assymptoty równoległe do osi rzędnych otrzymują się równając z zerem spółczynnik
na y m~P,

AP= ? (.r),

gdyż A,, jest p‘"leg° stopnia. Równaniem szukanem jest więc

(2) {x)ym~P - j-  AVJrlym~i’~ 1 -)- . . .  - j -  Aj»—¡y-{- Am —  d;

■A/i + i) Ai+2, . . Ay są funkcyarnicałkowitemi na x i dowolnem i,stopni względnych (p -j-1 ),(p -f-2 )...m. 
Wynika ztąd że liczbą spółczynników dowolnych zawartych w równaniu (2) jest
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(m +  1 )(m +  2) __ (p -f— 1) (/J —[— 2)' 
2 2

Q> +  2 ) - H p  + 3 ) 4 - . . .  - f ( m - ) - l ) ,  albo

Jeżeli przypuści się p =z m —  1, równanie szukane jest wtedy

(3) (x — &i){x —• a2) . . .  (x —  a - j -  Am =  0,

równanie kształtu

(3 bis) y =  ,
y{X)

wielomian jest stopnia m, wielomian y(x) jest stopnia (m —  1),

U w a g a . Jeżeliby się żądało żeby było m assym ptot równoległych, równanie krzywej sprowa
dzałoby się do

(li) —  a,)(.x —  aj). . .  (x —  a»i) =  0,

to jest że krzywa składałaby się z m prostych równoległych.

Tak w ięc : Krzywa algebraiczna rzędu ni nie może mieć m assymptot równoległych chyba gdyby ona 
składała się z m prostych równoległych.

To jest przypadek szczególny następującego podania :

Krzywa algebraiczna rzędu m nie może mieć punktu wielokrotnego rzędu m, w odległości skończonej, 
chyba gdyby ona składała się z m prostych zbiegających się z sobą.

W  rzeczy samej, równanie krzywej będąc położone pod kształtem

(5) y) - j -  y) -}■••• 4 "  V) 4 " ?o=

wybierzmy punkt wielokrotny za początek; jakakolwiek prosta, przechodząca przez ten punkt

y  -  I z ,

musi spotykać krzywą w m punktach zbiegających się z sobą, to jest że pierwsza strona równania (5) 
kiedy się w niej uczyni y — ),x, powinna być podzielną przez xm, jakie mkolwiek bądź jest X; otóż 
to wymaga aby funkcye były tożsamościowo zerami; równanie krzywej sprowadzi się
wtedy do

fm(z, y) =  0,

równanie przedstawiające m prostych przechodzących przez początek.
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Zobaczymy poniżej że, jeżeli krzywa ma m assymptol rów noległych, ta krzywa posiada w nieskoń
czoności punkt wielokrotny rzędu m ; podanie wysłowione poprzednio je s t  więc przypadkiem szcze
gólnym podania którego dopiero cośm y dowiedli.

514. Równanie ogólne krzyiuych m,es° rzędu mających  m assymptot danych nierównoleglych.

Niech będę

(1 ) y  — a , *  — b, =  0 , y  —  a2*  —  K> =  0 , . . .  y  —  nmx  —  b,„ =  0 ,

równaniami m prostych danych, równanie ogólne krzywych m"** rzędu, m ających za assymptoty 
te m prostych, będzie

(2 )  (y  —  a, x  —  bj) (y —  a2  x  —  b.2) . . .  {y  —  a», x  —  b,„) -(- ? [x , y )  —  0 ,

■f[x, y )  będąc funkcyą stopnia (m —  2 ) w x  i y , której spółczynniki są zupełnie dowolne.

Sprawdźmy naprzód że krzywa przedstawiona przez to równanie, ma za assymptoty m prostych
danych.

W iadomo że spółczynniki kątowe assymptot krzywej są dane nM (507) przez równanie

ę>»i(l, c) ■— 0

tu ogółem wyrazów stopnia m je s t

[y  — a¡ x ) ( y  —  a.2.zj. . . ( * /  —  ama j ;

spółczynniki kątowe assylnptot będą w ięc danemi przez równanie

(3) (c —  a ,)(c  —  a2) . . .  (c — a») =  0 ;

przeto assymptoty będą równoległe dó prostych danych.

Dla otrzymania rzędnej od początku przypomnijmy sobie wzór nru (508)

d —  ? » > - i ( l ; c)  ̂
tp'm(l> C)

który staje się w przypadku obecnym

d _  —  b t(c  -  a.2) . ■ ■ (c —  a,„) —  b ,(c —  at) (c —  a3) . . .  (c —  a,„) — . . .
(e a2)(c 8 3 ) . . .  (c Hm) -j— (c aj) (c —  3 3 ) . . .  (c —  a»,) - j - . . .

Dla kierunku c =  a1( znajduje się d =  b , ; więc prosta

y  —  a,,z —  b ( =  0 ;

je st istotnie assymptotą krzywej. Toż samo dowodzenie stosuje się do (m — 1) innych prostych.

Można jeszcze dowieść tego podania wychodząc z określenia samychże assymptot. Niech będzie 
odległość jakiegokolw iek punktu (x, y)  krzywej od prostej, na przykład,

y  — a, a? —  b t =  0 ;

1



sprawdźm y że ta prosta dąży do zera kiedy punkt (x , y )  oddala się do n ieskończoności w  kierunku 
prostej, to jest kiedy m a się

5 2 0  ROZDZIAŁ IV.

P odłu g  w zoru znanego, w iadom o że

ii —  ai x  —  bj . . ,----------
<5 =  '7 ,— = ■— > zk‘3(1 V —  a, x  —  b, =  2 0>i - j -  1.

VI ■aj

Lecz x ,  y ,  będąc spółrzędnem i punktu krzywej, musi się m ieć, podstaw iając tę w artości w  rów 
naniu (2)

<5 - f  1 • (y  —  a.2x  —  b2). . . ( y  —  amx  —  b,„) - f  r(x,  y)  —  0 ;  

zkąd wyciąga się rozwiązując w zględem  § i podzieliw szy dwa wyrazy ułam ku przez ar«—>:

h-A ( y  a b3\ ( y  b,

Otóż jeżeli przypuścim y że punkt oddala się do n ieskończoności na krzyw ej, tak że g r .-  =  alf mia

nownik jest w granicy sk oń czon y m ; licznik ma za granicę zero, gdyż funkcya ? (x , y) jest stopnia 
(■m —  2) najw ięcej.

N akoniec, m ożem y do jść  zarów no do tegoż samego w ypadku, d ow od zą c że proste dane są stycz- 
nemi do krzywej w  punktach, w  których  ta krzywa jest spotkaną przez proste w  nieskończoności. 
W  rzeczy samej, zrobiw szy rów nanie jed n orod n em , w ypadnie

[U) (y  —  a,x  —  b ,z)(y —  a2x  —  b.2s). . . { y —  amx  —  b,„z)-|- z y ( x ,  y , z) =  0.

Otóż, jeżeli się odszuka przecięcia krzywej z prostą

y  —  a,./- —  b,c =  0,

na przykład, znajduje się
z \ (x ,  y , z) =  0 ;

równanie którego pierwsza strona jest podzielną przez z2; prosta szukana dotyka się w ięc krzywej 
w n ieskoń czoności; ona jest tern samem assymptotą.

Pozostaje nam teraz dow ieść że równanie (2) jes t  równaniem najogólniejszem krzywych  m teso rzędu, 
mających za assymptoty m prostych danych. W  tym  celu, zauważymy że dać sobie jakąkolw iek 
assym ptotę, w ychodzi na jed n o  co  uzasadnić dw a związki m iędzy spółczynnikam i równania krzyw ej; 
w  rzeczy samej, assymptota będąc styczną do krzywej w  punkcie uważanym w  n ieskończoności, 
wyrazi się że jakakolwiek prosta jest assymptotą, szukając je j przecięcia z krzywą, i pisząc że rów nanie 
otrzym ane ma dwa pierwiastki n iesk oń czone; co  prowadzi d o  d w óch  zw iązków  między spólczynni-
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kami. W ięc . ponieważ daje się m assym ptot, ma się przez to sam o 'Im w arunków . Lecz równanie 
krzywej stopnia ni zawiera w  sobie ner (36)

(m +  4~ 2) w yrazów , albo ~ł~ 2) —  i  J spółczynników  d ow oln ych ,

i • r _f~ 2 ) . n . ,to jest ze krzywa jest w yznaczony przez ------ !— ^ — !— -  —  1 w arunków  prostych.

Otóż krzywa będ yc już podległy  posiadaniu m assym ptot danych, dość je st aby jy  w yznaczyć 
zupełnie, dać sobie

r
f % > j ^  \ j ̂

pu nktów ; przeto je j rów nanie-nie będzie w ięcej zawierać w  sobie jak i  — i—  param etrów zupeł

nie dow olnych . Otóż funkcya <p(x,y) ,  stopnia (m —  2), zawiera w  sobie dokładnie tę liczbę w yrazów ; 
a poniew aż pierwsza strona równania (2) była podzieloną przez spółezynnik y m, spółczynniki 
wszystkich w yrazów  na <p(x, y) pozostaję d ow o ln e ; rów nanie (2) zamyka w  sobie tym sposobem

~~ U m stałych dow oln ych .

Z a s t o s o w a n i e .

Rów nanie najogólniejsze krzyw ych drugiego rzędu m ających za assym ptoty dw ie proste

jest

(5) (A # - j-  Bi/ - ) -  C )(A iX  - j -  B -)-  Ct) =  k

k będąc stałą dow olną.

§ II. —  BADANIE PUNKTÓW  W  NIESKOŃCZONONOŚCI. ( 2 s "  M e t o d a . )

1° W y z n a c z e n i e  o g ó l n e . —  K i e r u n k i  a s s y m p t o t y c z n e .

515. Patrz w  ner (42 ), (43), (44), (45 ), (46) rozw inięć danych o po jęciu  prostej w nieskończoności. 

P ołóżm y równanie krzywej pod  kształtem następującym

(1) o™ (ar, y)  -|- z?mZ t(x , y )  - f -  z \ m̂ { x ,  y )  - j -  . . .  - ) -  zmf0 =  0,

w  którem  fi przedstawia funkcyą jed n orod n ą  i stopnia i względem  zm iennych x  i y.

Punkta w  których ta krzywa jest spotkana przez prostą w  nieskończoności (z =  0) są danerai p zez 
równania

z =  0, ?

f , n( x ,  y )  —  0 .

6 6

( 2 )
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Niech będzie

(3) y) —  (y  a#) [y —  aj a ') . . .  (y  —  am_ lfz ) ;

otrzymam y tym sposobem  m punktów  położonych  na prostej w  nieskończoności i w yznaczonych 
przez m prostych , które dostarczy drugie z rów nań (2). Nazwiem y kierunkam i assym ptotycznym i m 
prostych przechodzących przez początek i danych przez równanie

Kierunki assym ptotyczne są w ięc proste łączące punkt płaszczyzny z punktam i w  których krzywa 
jest spotkany przez prosty w  n ieskończoności.

516. U ważm y jed en  z punktów  w  n ieskończoności, punkt

i * = “ '
( y  —  ax —  0,

i szukajmy stycznej w  punkcie i, to  jest assym ptoty odpow iadającej tem u punktowi. W  tym  celu  
w eźm y jakakolw iek prostą przechodzącą przez punkt i,

(4) y  —  a x — lz\

i w yznaczm y przecięcia tej prostej z krzywy. Podstaw ienie w artości (4) na y,  w  równaniu (i) daje 
rozwinąwszy pod ług  w zoru T a y lo r a  :

znakowanie ?? (!, a) wskazuje że w zięło się pochodn ą />«*'«, względem  y ,  funkcyi ji[x , y ), i że w  tej 
pochodnej zastąpiło się x  przez 1 , i y  przez a.

Poniew aż wyraz ym(1, a) jest zerem , w nosim y z równania (5) że

Jakakolwiek prosta, równoległa w kierunku assymptotycznym, spotyka krzyw ą w jednym  punkcie odnie
sionym do nieskończoności i  w (m —  1) innych punktach znajdujących się ogólnie w odległości skończonej.

516 bis. Przypuśćm y że punkt i w  nieskończoności, jest punktem  prostym , to jest że funkcye

i/? m(*£, y )j <p»i—i{tc, y)

nie znoszą się dla x = l ,  y  —  a lbo co  w ychodzi na je d n o , nie przypuszczają czynnika ( y —  aa;); 
zobaczym y poniżej że jeżeli to ma m iejsce, punkt i  jest punktem w ielokrotnym .'

(3 bis) ?m(x, y) =  (y  —  aa;)[y  —  a ,x ) . . . { y  —  am_ 1ar) =  0.

11° PUNKTA PROSTE W NIESKOŃCZONOŚCI.



A by  otrzym ać styczny \v i, AYyrazimy że prosta (i)  spotyka krzywy av d w óch  punktach zlanych 
z punktem i, to jest że w yznaczym y X przez warunek aby pierwsza strona równania (3) była podzielną 
przez z2. Otóż ?m(l, a) jest zerem , pierwsza strona rÓAYnania (5) będzie  w ięc podzielną przez z'2,  albo 
prosta (4) będzie assymptotą, jeżeli Aveźmiemy za X w artość

(6 )
t  a)

Assym ptoty są rów noleg łe  w  kierunkach assym ptolyczn ych ; m oże się zdarzyć że assymptota znaj
duje się przeniesioną w  n ieskoń czoność, lecz będ ąc zawsze rów n oleg łą  w  kierunku assymptotycznym 
odpow iadającym .

517. D y s k u s s y a  a y a r t o ś c i  n a  X.

1” a ) = 0 ,  ? rm( l , a ) > 0 ;

AYtedy X = 0 ,  to jest że assymptota zbiega się z prostą (y  —  a « ) = 0 ;  w  tym  przypadku rÓAvnanie 
krzywej przedstawia się pod kształtem

(y  —  ax)um—i -J- (y —  ax)um—~iz -J-  ̂- j -  z3pm_ 3 -J- . . .  —  0,

Ui oznaczając, jak <p(, funkcye jed n orod n e  i stopnia i w zględem  zm iennych x  i y .

2" ? m(t, a) =  0, '̂ „¡—,(1, a) ^  0 ;

w tedy X =  = o ; to jest że assymptota znajduje się przeniesiona w  n ieskoń czoność rów nolegle do kie
runku assym ptotycznego odpow iadającego, gdyż rów nanie (4) daje z =  0. W  tym przypadku rów 
nanie krzyw ej jest kształtu

[y    a x')̂ Um—2 - j -  —l —|- z\m—2 “ f" • * - == 0 •

Parabola przedstawia przykład tego przypadku szczególnego.

Jeśliby dwa wyrazy w artości na X były zerami razem, m iałoby się punkt pod w ójn y , jak to 
sprawdzim y zaraz.

518. U w a g i .

I. M oże się zdarzyć że za w artość odpow iadającą na X, spółczynnik na z2 [równanie (5)] znosi 
się, punkt w  nieskończoności by łby  w tedy  punktem  przegięcia. Nie jest to w  rzeczy samej punkt 
podw ójn y , gdyż jakakolw iek prosta, przechodząca przez punkt i, nie spotyka krzywej w  dw óch  
punktach zbiegających się z sobą, poniew aż przypuszcza się że a) i Vm̂ l ,  a) nie są zerami razem.

Styczność assymptoty, przypuściwszy zawsze punkt pojedyriczym , byłaby ( / / " “»” rzędu), jeśliby  w ar
tości na a i X znosiły jednocześn ie  spółczynniki na z, z2, z3, . . .  z r - ‘ ,  zr; gdyż pierwsza strona rów na
nia (5) byłaby w tedy podzielną przez zp + 1.

II. K iedy równanie krzywej przedstawia się pod  kształtem

(7) (y —  a - j -  z t - j -  z2̂ m_  2 —f—. . .  =  0,

tfm- i ( x , y )  nie przypuszczając czynnika [y — ax) ;  prosta w n ieskończoności ma styczność i-Zędu
ay punkcie do n ieskończoności
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( z = 0 ,

\ y  —  a x  = .  (i.
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W  rzeczy samej, jeś li z równania (4) w yciągniem y w artość na y  dla podstawienia jej w  rów na
niu (7), wypadnie

(8) V’zi>um- , l x ,  ax  +  az) +  a) +  ,(1, a) - f  a)] + . . .  =  0.

W id zim y naprzód że punkt i nie jest punktem  w ielokrotnym , gdyż jakakolw iek prosta, p rzech o
dząca przez ten punkt, spotyka krzyw y tylko w  jednym  punkcie, poniew aż a) nie jest zerem
w edłu g  naszego założenia.

P ow tóre, prosta (ó) nie m oże b y ć  styczny, to je st że wyraz w  z [równanie (8)j nie m oże znieść się 
chyba gdyby  ż b y ło  n iesk oń czon em ; w ięc assymptota znajduje się przeniesiony w  n ieskończoność 
rów nolegle d o  kierunku assym ptotycznego y  —  ax =  0.

N akoniec, ta prosta w  n ieskończoności ma z krzywy w  punkcie i  styczność [p —  1 ) " “»• rzę d u ; 
gdyż jeże li w  rów naniu  (7) zrobi się z =  0, znajduje się

[y —  a x)vum̂ r —  0;

ta prosta spotyka w ięc krzywy w  p  punktach zlanych z punktem  /.

N . D . To badanie w ykona się prędzej i jaśn iej, założywszy

(k bis) z —  p (y  —  ax),

i zastypiwszy, w  równaniu (7), z przez tę w artość, w ypadnie w tedy

(® -)ls'l (.V ax)vum_ v - ) -  ¡¿(y ax)ym_ i -J- g2(y  — ax )2yOT_ 2 - j -  . . .  =  0.

T o rów nanie przedstawia proste przechodzyce przez poczytek i przez punkta w  których prosta (4)
spotyka krzywy dany.

Jeżeli chcem y w yrazić że prosta (b bis)  jest styczny, potrzeba aby pierwsza strona równania (8 bis) 
przypuszczała jako czynnik {y  —  ax)2 w  potędze w yższej ;  co  wym aga żeby było  f* =  0  zkyd z  =  0 ;  

i pierwsza strona jest, w  tym przypadku, podzielny przez (y  —  ax)v.

Szczególnie, jeżeli rów nanie krzywej jest kształtu

(y    a x ) % „ ,_ 3  - j -  z2j)m_ 2 - | -  Z f  m_ 2 - j -  . . .  =  0 ,

punkt w  n ieskończoności (z —  0, y  — ax =  0) będzie punktem  przegięcia, m ajycym  za styczny 
prosty w  n ieskończoności rów n oleg ły  w  kierunku assym ptotycznym .

Jeśli rów nanie krzywej jest kształtu

(y  —  a x)'2(y  —  a jx )2(y  —  a<ycfum-s -\ -  *?«•-! +  z V - a  +  • • • =  °>

f m- i ( x ,  y )  nie zawierajyc w  sob ie  żadnego z czynników  dw um ianów  w ch odzycych  do kwadratu
w  funkcyi om(x , y ) ; prosta w  n ieskończoności będzie styczną potrójną.

III. K iedy spółczynniki kytow e dw óch  kierunków  assym ptotycznych sy +  \J—  1, równanie krzywej 
jest kształtu

krzywa przechodzi przez punkta kołowe w nieskończoności.
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IV. Sposób poszukiwania który dopiero cośm y w yłożyli jest zupełnie niezależny od  kształtu szcze
gólnego [y  —  a.r) który był w ybranym  dla sprawdzenia kierunku assym ptotycznego. K iedy kierunek 
assym ptotyczny jest osią odciętych albo osią rzędnych, prosta przechodząca przez punkt od p ow ia d a 
ją cy  w  nieskończoności otrzyma na rów nanie y  —  Az —  0, albo x  —  Az =  0, i rachunek wskazany 
w  num erach (515) staje się w tedy daleko prostszym.

P C N I C T A  P O D W Ó J N E  W  N I E S K O Ń C Z O N O Ś C I .

519. Przypom nijm y naprzód sobie klassyfikacyą punktów  p odw ójn ych . W  punkcie podw ójn ym  
jest dw ie styczne; i trzy przypadki m ogą się przedstawić :

1° Dwie styczne są rzeczyw iste, punkt podwójny zw yczajny,

2° Dwie styczne są u rojone, punkt podwójny odosobniony.

I. Punkt zwrotu

3° Dwie styczne zlew ają się

1»° rodzaju

2s° rodzaju -¿¿ Z -

II. Punkt zw rotu odosobn iony ,

III. Styczność d w óch  gałęzi k rzyw ej;

w  zw rocie 2s° rodzaju i w  styczności dw óch  gałęzi, styczna ma styczność rzędu wyższego jak w  zw rocie 
lg° rodzaju, num er (Ó79).

Uważmy zawsze kierunek assym ptotyczny y  —■ aa; =  0, i punkt i  w nieskończoności od p ow ia 
dający

j , = 0 -
( y  —  ax  =  0.

Przypuśćm y żeby by ło  [równanie (5)]

1, a ) =  0,

ipf;n(l, a )   O,

¥»1—1(1 ) a) —  0,

to jest żeby równanie krzywej przedstawiało się pod  kształtem

(9) (y  —  ax)2u„i z(y  —  aa;)u»t_2 - j -  _2 —[— z3f m_ j - j -  . . .  == 0 ;

w artość (6) na A jest w tedy nieoznaczoną.

Jakakolwiek prosta przechodząca przez punkt i, to jest

y  —  ax  =  A z,

spotyka krzywą w  dw óch  punktach zbiegających  się z sobą, gdyż pierwsza strona równania (9) 
jest podzielną przez z2 jak im kolw iek  bądź jest A; punkt i jest w ięc punktem podwójnym.

Dwie styczne w łaściw ie nazwane w  tym  punkcie podw ójn ym  otrzym ają się wyznaczając A w  sposób 
taki, aby pierwsza strona równania była podzielną przez z3.
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W edług równania (5) otrzym am y, dla wyznaczenia X, równanie

(10) 1. 2
A'

Ma się tym  sposobem  dw ie w artości dla Xą dw ie styczne w  punkcie podw ójn ym  w  n ieskoń czoności 
s g  w ięc  dw iem a assymptotami rów n oleg łem i, co  jest w idocznem  a p riori.

520. D yskussya  r ó w n a n ia  (10).

1° Dwa pierwiastki rów nania (10) sg rzeczywiste i n ierów ne, ma się punkt podw ójn y  w  n ieskoń
czoności, k tórego dw ie styczne sg dw iem a assym ptotam i rów n oleg łem i do prostej y  —  aa. =  0.

2° Dwa pierwiastki sg u ro jo n e ; ma się punkt podw ójn y  odosobn ion y  w n ieskończoności.

3° Dwa pierwiastki sg rów ne : ma się w  n ieskończoności punkt zw rotu w łaściw ie nazwany albo 
punkt zw rotu odosobn ion y , w edług tego jak gałęzie krzywej odpow iadajgce  tem u kierunkow i assymp- 
totyeznem u sg rzeczyw iste albo urojone.

4° Jakikolwiek z pierw iastków  jest n ieskończonym  : jakakolw iek ze stycznych w  punkcie p o d w ó j
nym  jest w tedy prostg w  n ieskoń czoności rów n oleg łg  w  kierunku assym ptotycznym . Rów nanie 
krzywej jest kształtu

5° Dwa pierwiastki sg nieskończone : dw ie styczne w  punkcie pod w ójn y m  zlewajg się z prostg 
w  n ieskoń czoności, m a się zw rot w  n ieskończoności i styczna zw rotu  jest prostg w  n ieskończoności 
rów n oleg łg  w  kierunku assym ptotycznym . R ów nanie krzywej jest kształtu

6° K iedy spółczynnik kgtow y a ma w artość szczególng y'— 1, rów nanie krzyw ej, jeżeli przypuszcza 
się je j spółczynniki rzeczyw iste, przedstawi się w tedy  p od  kszałtem [w ed łu g  równania (9)]

te dwa punkta k ołow e w  n ieskończoności sg dw om a punktam i podw ójn ym i krzyw ej. Te punkta sg 
w prawdzie urojone i nie zdarzg się w  przedstawieniu rzeczywistem  krzywej. L e czo n e  majg na klassę 
krzywej tenże sam w p ływ  jak  punkta p odw ójn e  rzeczyw iste; i należy w ykonać poszukiwanie punktów  
w ielokrotnych  urojonych  tak jak  punktów  rzeczywistych, jeże li żgda się poznać wszystkie p ow ody  
zmniejszenia klassy w  krzyw ej danej.

U w a g a . Styczne w łaściw ie nazwane m ogg, jak w  przypadku punktów  prostych , posiadać z krzywg 
styczność jak iegokolw iek  rzędu w yższego ja k  pierw szy.

521. N iech będzie kierunek assym ptotyczny (y  —  ax =  0 ) ;  rów naniem  jakiejkolw iek  prostej, prze- 
chodzgcej przez odpow iadajgcy punkt i w  n ieskończoności, będzie

(y  —  a x fu m- 3 -|- z (y  —  ax)um_ i - f  - j -  « V - 3  - f  . . .  —  0.

(y  —  ax)3Um _ 3  - j -  z(y  — - j-  Ẑ cfm—2 - j-  3 - j -  . . . —  0.

( t f 2  - f -  J/2)2M„ , _ 4 Z(X‘2 iĴ )Um—3 - j -  Z2 <?m_2 - j -  Z 3? > m - 3  - | -  .  .  . =  0,

1 Y 0 P u n k t a  w i e l o k r o t n e  w  n i e s k o ń c z o n o ś c i .

y  —  & x  —  I z ,
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Jeżeli zastąpiwszy y  przez w artość którą dostarcza to rów nanie pierwsza strona równania krzywej 
jest podzielną przez z p , jak iem kolw iek  bądź jest X, punkt i  będzie punktem  w ielokrotnym  rzędu p, 
gdyż jakakolw iek prosta spotyka tam krzywą w  p  punktach zlanych z punktem  i.

A b y  otrzym ać styczne właściw ie nazwane w  tym punkcie, dość w yznaczyć X w sposób taki. aby 
pierwsza strona równania była podzielną przez zr + i, otrzyma się tym sposobem  p  assym ptot rów n o
ległych  w  kierunku assym ptotycznym  uważanym . W artości na % będą dane przez równanie otrzym ane, 
rów nając z zerem  spółczynnik zp [równanie (5)].

Dyskussya przedstawi rozm aitości tegoż samego rodzaju jak te które dopiero cośm y spotkali 
w  punktach p o d w ó jn y ch ; nie ma tam żadnej trudności teoretycznej.

Zakończym y rozbiorem  różnych szczególności m ogących  się przedstaw ić kiedy w iele kierunków  
assym ptotycznych zbiegną się razem.

522. N iech będzie na przykład

?m(x, y ) — (y  —  ax)Pum_ p; 

szukajm y szczególności które będzie się m og ło  spotkać w  punkcie uważanym  w  nieskończoności :

z =  0, 

y  —  ax —  0 .

1st  P rzypad ek . Rów nanie k rzy w ej je s t  kształtu]

( 0  0 / —  • • - — 0,

?m_ nie przypuszcza czynnika y  —  aa,'.i

Punkt i  jest w tedy punktem prostym , assymptotą jest prosta w  n ieskończoności która ma z krzywą 
styczność (p  —  1 rzędu. Ten przypadek był już roztrząśnięlym , Uwaga II num er (518).

2e> P rzypadek . Rów nanie k rzyw ej je s t  kształtu

[y —  ax)pum- p - ) -  z(y  —  ax ) p - ‘ vm- , ,  s2(y —  ax y i^w „',Z ' - f -  ..• 4 -  z r - ‘ (y —  ax)t^ Z „ \
II) * = 0 .

- ( -  - j -  zp + 1< + ..........................................................................- f -  zm 1 ;

Punkt i  jest wtedy punktem w ielokrotnym  rzędu p ,  gdyż jakakolw iek prosta, przechodząca przez 
punkt i ,  spotyka tam krzywą w  p  punktach zbiegających się z sobą.

3 «  P rzyp a d ek . Stopień jak iegokolw iek  z w yrazów  poprzedzających z>‘ jest w zględem  z i (y —  ax)  
razem , niższym od  p .

Tym  sposobem  równanie by łoby  kształtu

(U l) (y  —  a x )vum—tt . . .  - j -  z k( y —  a x )p~ k~ tum—i,+i -t- -f-  zv<fm—p - f- + j>~i “ ("• •• —  0,

stop ień  w y ra zó w  k tó re  p op rzed za ją  z* b ę d ą c  w zg lę d e m  z i ( y —  aa;) razem  p rzyn a jm n ie j ró w n y m  p .

W  tym  przypad k u  pu n k t (z =  0, y  —  aa-1 =  0) je s t  p u n k tem  w ie lo k ro tn y m  rzęd u  (p  — 1), gd yż 
ja k a k o lw iek  prosta  p rzech od zą ca  przez ten  pu nk t spotyka krzyw ą w  (p  —  1) pu nktach  zb ieg a ją cy ch  

się ja k ie m k o lw ie k  b ą d ź  jest >.]



Nadto prosta w  n ieskończoności dotyka się krzywej w  punkcie i ; gdyż szukając przecięcia krzywej 
z prostą w  nieskończoności z =  0, znajduje się

[y  —  aa:)' 'um_ r —  0 ;

w i ę c  ta prosta spotyka krzyw ą w  p  punktach zlanych z punktem  i. Otóż prosta przechodząca przez 
punkt w ielokrotny rzędu (p — i), otrzyma z krzywą styczność 1 r>, 2e\  3s0 . . . .  rzędu, w edług tego 
jak ona spotyka krzywą w  p  —  z —j— 1, p  — * 4 “ 2, p — * —j— 3, . . . .  punktach. Lecz prosta o którą 
idzie spotyka krzywą w  (p  —  i) - j -  i  pu n k laęh ; wypada ztąd że ona ma z gałęzią do której jest 
styczną w łaściw ie nazwaną, styczność rzędu i. W ię c  prosta w nieskończoności ma z krzywą, styczność 
rzędu  i.

Ićj P rzypadek . Rów nanie krzywej jest kształtu

(IV) (y — a x f u m_ p +  zpVm_ p - ) -  zp + { - ) - . . . =  o,

to jest równanie nie zawiera w  sobie  żadnej z potęg  na z niższych od  p .

Punkt i jest jeszcze punktem w ielokrotnym  rzędu p ;  p  stycznych w  tym punkcie będą danem i
przez równanie

__p(1, a) [ , a) — 0.

To równanie ma jed en  pierwiastek rzeczywisty jeże li p  jest n ieparzystem ; i on o nie ma jak dwa
pierwiastki rzeczywiste, albo żadnego pierwiastku rzeczyw istego, jeżeli p  jest parzystem ; w ięc przez 
punkt i (z =  0, y  —  a x = = 0 )m o ż e  nie przechodzić żadna gałęź rzeczywista krzyw ej, m oże przezeń 
nie przechodzić jak tylko je d n a ; m oże przezeń przech odzić dw ie rzeczywiste n a jw ięcej.

Należy tu zauważyć, że assymptoty odpow iadające innym punktom  w  nieskończoności, zbiegają 
się z kierunkam i assym ptotycznym i i mają z krzywą styczność (p  — i )««««»• rzędu.

Niech będzie w  rzeczy samej
um-P= ( y  — alx)um_ r _ 1

szukajmy przecięcia z krzywą prostej

y  —  atx  —  Iz

przechodzącej przez punkt i w  nieskończoności (z =  0, y  —  atx  =  0).

Ma się w edług rów nania (IV )

[(a, —  a )# - ) -  4 1 , a i)x ”—" - ‘ +  z x m- ‘'~ lu ' (1 , a) + . . . ]

- j -  zPfm_ p(x , alx  - f -  /z) 4 -  z?+ >5.ra_ p _ ł (a:, a ,x  - f  Xz) - f . . .

W iem y że aby otrzymać styczną w  punkcie i  (z =  0, y  —  a,a: =  0) będzie potrzeba zrobić ż ~ 0 ,  
byle tylko ym(x, y )  a lbo um- r nie zawierało w  sobie (y  —  a,#) w  potędze rów nej p ;  pierwsza strona 
równania jest w tedy podzielną przez zp, to  jest że prosta y  —  a ^  =  0 ma z krzyw ą styczność 
(p  —  1 rzędu.

V °  P r z y k ł a d y .

523. W skażem y teraz w iele krzywych łatw ych do wykreślenia w  zupełności i przedstawiających 
różne szczególności które n iedaw nośm y przytoczyli.

Zastosujem y do dw óch  pierw szych przykładów  m etodę ogólną którą dopiero cośm y  w yłożyli.

528 ROZDZIAŁ IV .
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ł^y P r z y k ł a d .  Niech będzie k r z y w a

a lbo rob iąc rów nanie jednorodnem

(1) 2 y x 3 —  y'-z1 —  x z 3 =  t).

Kierunki assym ptotyczne są danem i przez rów nanie

y x 3 —  0.

Badajm y naprzód punkt w  n ieskończoności i (y —  0, z =  0); oś odciętych  jest kierunkiem 
assym ptotycznym . W  tym celu szukajmy przecięcia krzywej (1) przez jakąkolw iek prostę p rzech o- 
dzącą przez ten punkt

w ięc jakakolw iek prosta przechodząca przez punkt (y  =  0, z =  0) nie spotyka krzywej jak  tylko 
w  jednym  punkcie, gdyż pierwsza strona równania nie przypuszcza jak tylko czynnik z, w ięc  punkt i 
jest punktem prostym.

W yraźm y że prosta (2) jest styczną, potrzeba zrobić X - =  0 ; i pierwsza strona równania (3) jest 
podzielną przez z3 ; w ięc  prosta (y  =  0) spotyka krzywą w  punkcie pojedynczym  i w e trzech punk
tach zbiegających się z sobą ; punkt i  w  nieskończoności jest w ięc punktem przegięcia, prosta y  = 0  
jest styczną przegięcia.

Badajmy punkt j ( x  =  0, z =  0 ) ; oś rzędnych jest kierunkiem  assym ptotycznym .

W  tym celu , szukajmy przecięcia krzywej (1) przez jakąkolw iek prostą przechodzącą przez punkt j

(4 ) l x  —  z =  0,

ma się, zastąpiwszy z przez l x

pierwsza strona równania (5) jest podzielną przez x ‘i jakiem kolw iek bądź jest X, punkt j  jest w ięc 
punktem podw ójn ym .

A by prosta (4) była styczną potrzeba znieść spółczynnik na x -, c o  daje A- =  0 ; tym sposobem  
w  punkcie podw ójnym  j  dw ie styczne w łaściw ie nazwane zlewają się z prostą z =  0 ;  w ięc 
punkt j  jest punktem  zw rotu ; styczną zwrotu jest prosta w nieskończoności rów noległa  w kierunku 
assym ptotycznym . K iedy się zrobi X =  0, pierwsza strona równania (5) staje się podzielną przez x 3, 
i tylko przez x 3; jestto w ięc zwrot ls "  rodzaju.

2e> P r z y k ł a d .  Niech będzie krzywa

(2) y  —  lz\

ma się

(3)

(5)

y 3 —  y -  —  x  —  0,
albo robiąc rów nanie jednorodnem

(1) ?/ —  y - z  —  a  z -  =  U .

Kierunki assym ptotyczne są danymi przez równanie
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Ma się w ięc jed en  kierunek assymptotyczny y  =  o, to jest oś od cię ty ch ; punkt w  n ieskończo
ności odpow iadający  jest (y  =  0 , z =  0). Szukajmy przecięcia krzywej (1) przez jakakolw iek prostą 
przechodzącą przez ten punkt

(2) ty  ~  z =  0 ;

(i (w eźm y tutaj, jak w  ostatnim przypadku krzywej poprzedzającej, Xi/ —  s =  0 zamiast y  —  Xz =  0 ; 
» b iorąc ten drugi kształt zostaje się przyw iedzionym  do w artości nieskończonej na X; pierwszy kształt 
» jest wtedy dogodniejszym  w  roztrząsaniu i będzie m og ło  się sprawdzić w  badaniu innych krzy- 
» w ych korzyść tej uwagi).

Szukajmy przecięcia prostej (2) z krzywą (1), ma się

(3) —  i 2x y 2 —  x,ę3 y 3 =  o ;

pierw sza strona równania (3) jest podzielną przez y 2, jak im kolw iek  bądź jest X; punkt i  jest w ięc 
punktem podw ójnym .

A by prosta (2) była styczną, potrzeba znieść spółczynnik na y -, co  sprowadza do X2 = 0 ;  tym 
sposobem  w  punkcie pod w ójn ym  i  dw ie styczne w łaściw ie nazwane zlewają się z prostą 
z =  0 ; punkt i jest w ięc punktem zw rotu, styczną zw rotu jest prosta w  nieskończoności rów noległa 
w  kierunku assym ptotycznym . Kiedy się robi X = r  0 ;  pierw sza strona równania (3) jest i nie m oże być 
podzielną jak przez y 3; jestto ziorot ls "  rodzaju.

PRZYKŁADY.

Punkt przegięcia w  n ieskończoności, kierunkiem  assymptotycznym jest oś odciętych , styczną 
przegięcia jest oś odciętych .

Punkt pod w ójn y  w  n ieskończoności, którego dw ie styczne zlew ają się z prostą w  n ieskoń
czoności, to jest punkt zw rotu którego styczną jest prosta w  nieskończoności rów noleg ła  w  kierunku 
assym ptotycznym .

Kierunkiem assym ptotycznym  jest oś rzędnych.

Krzywa dziewiątej klassy.

(1) 2 y x 3 —  —  0

Punkt podw ójn y  w  nieskończoności którego dw ie styczne zlewają się z prostą w  n ieskoń
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czoności, to jest punkt zwrotu którego styczną jest prosta w  nieskończoności rów n oleg ła  w kierunku 
assym ptotycznym , kierunkiem assym ptotycznym  jest o ś  odciętych .

Krzywa trzeciej klassy.

(U) y 3 •—  y -  —  x  =  0

x

Punkt przegięcia w  n ieskończoności, styczną przegięcia jest prosta w  n ieskończoności, rów noległa 
w kierunku assym ptotycznym  którym  jest oś rzędnych, punkt podw ójn y  w początku.

Krzywa czwartej klassy.

(III) x 3 —  -lxy  +  y -  =  0

V . /
o/

/ /
o oc

Punkt przegięcia w  n ieskończoności, kierunkiem  assym ptotycznym  jest oś rzędnych ,—  punkt p o 
dw ójn y  w  n ieskończoności, kierunkiem  assym ptotycznym  jest oś odciętych .

Krzywa czwartej klassy.

(IV) x y -  —  x f-  —  x  —  0

Prosta w  n ieskończoności jest styczną podw ójną, kierunkami assym ptotycznym i są oś odciętych 
i o ś  rzędnych ; —  punkt potrójny w  początku którego trzy styczne zlewają się w  jedną, jedyna gałęź 
jest rzeczywistą.



y¿2

Krzywa czwartej klassy.
(V>

Prosta w  nieskończoności jest styczny potrójny, kierunkam i assymptotycznymi jest oś odciętych , oś 
iżądnych i dw ójsieczna osi; —  początek jest punktem  pięćkrolnym  którego pięć stycznych ziewają 
się ze sobą, jedyna gałąź jest rzeczyw ista;

Krzywa szóstej klassy.
(VI) x y - { y  —  x f  - ( x - \ - y y = 0

\ y
\

\
!  s /

c e .

\
y °/

//

Punkt podw ójn y  w  nieskończoności którego assymptoty są w  od leg łościach  skończonych  i rzeczy
w istych, kierunkiem  assym ptotycznym  jest druga dw ójsieczna o s i ,—  punkt prosty w7 nieskończoności, 
kierunkiem assym ptotycznym  jest oś rzędnych.

Krzywa czw7artej klassy.
(VII) x { x  - j -  y f  - f -  i y ( x  -f-  y) -f-  2x  =  0

A'\'/2 - j-  (y  —  x )3 =  0

r o z d z i a ł  IV
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Punkt zwrotu w nieskończoności, kierunkiem  assym plotycznym  jest druga dw ójsieczna osi, —  punkt 
prosty w  n ieskończoności, kierunkiem  assym ptotycznym  jest oś rzędnych.

Krzywa trzeciej klassy.
(VIII) x [ x  - j -  y f  - j -  Uy(x - ( -  y )  - ( -  hx =  0

Punkt p od w ójn y  odosobn ion y  w n ieskończoności, kierunkiem  assym ptotycznym  jest druga d w ó j
sieczna; punkt prosty w  n ieskończoności, kierunkiem  assym ptotycznym  jest oś rzędnych.

Krzywa czwartej klassy.
(IX) x [ x + y Y ^ r y [x  +  y)-\r x  =  0

:z

X

Punkt potrójny w  nieskończoności w  który w chodzi punkt zwrotu odosobn iony , kierunkiem  
assym ptotycznym  jest oś rzędnych — punkt zw rotu rzeczywisty w  nieskończoności, kierunkiem 
assyptotycznym  jest oś odciętych .

Krzywa dziesiątej klassy.
. (X ) y - [x  1 )2 (.r 3) =  1

Punkt podw ójn y  w  nieskończoności, którego jedną ze stycznych jest prosta w  nieskończoności 
rów noległa w  kierunku aisym ptotycznym  którym  jest oś odciętych .



Krzywa czwartej klassy.

5 3 ń RO ZD ZIAŁ IV .

(X I ) y 3 —  x y - j- a.- =  0

Punkt prosty w  nieskończoności, styczną jest prosta w  n ieskończoności rów noleg ła  w  kierunku 
assym ptotycznym , ona ma z krzywą w  tym  punkcie styczność trzeciego rzędu, kierunkiem  assympto- 
totycznym  jest oś rzędnych, punkt potrójny w  początku.

Krzywa szóstej klassy.
(XII) x i —- 2x -y  —|— y 3 =  0

jr

Dwa punkta kołow e w  nieskończoności są dw om a punktam i p odw ój nym i. Początek jest punktem 
zwrotu.

Krzywa piątej klassy.
(XIII) (x2 - f  y 2) 2 +  2 ^  +  y 2) -  x 2 =  0

Punkt podw ójn y  odosobn iony , kierunkiem  assym ptotycznym  jest oś rzędnych —  punkt podw ójn y  
w  nieskończoności, kierunkiem  assym ptotycznym  jest oś odciętych  —  assymptoty mają styczność 
drugiego rzędu —  punkt podw ójn y  w  początku.

Krzywa szóstej klassy.
(X IV ) x~y- 4 -  3x 2y  +  y 2 -  hx2 =  0
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Punkt prosty w  n ieskończoności którego styczny jest prosta w  n ieskończoności rów noległa  w  kie
runku assym ptotycznym  którym  jest oś rzędnych —  punkt zwrotu odosobn ion y  w  n ieskończoności, 
kierunkiem assym ptotycznym  jest oś odciętych  —  punkt zwrotu w  początku.

Krzywa szóstej klassy.
(X V ) x Y  -f- 2 //(x2 —  ?/2) - f  x <2 =  0

Dwa punkta zwrotu w  nieskończoności, kierunkami assym ptotycznym i są oś odciętych  i oś rzęd
nych —  punkt zw rotu w  początku —  prosta w  nieskończoności jest jedyną styczną podw ójn ą .

Krzywa trzeciej klassy.

Punkt potrójny w  nieskończoności którego trzy styczne zlew7ają się ze sobą, jedyna gałęź jest 
rzeczyw istą, kierunkiem  assym ptotycznym  jest oś od ciętych ; punkt przegięcia w  n ieskończoności 
m ający za styczną oś rzędnych.

Krzywa czwartej klassy.
(X V II) x y 3 —  ¡/ - f - 1 = 0

Punkt potrójny w  n ieskończoności którego dw ie styczne zlewają z prostą w  nieskończoności 
rów noległą w  kierunku assymptotycznym. którym  jest oś od cię ty ch ; styczne w  punkcie potrójnym  
mają z krzywą styczność drugiego rzędu.



Krzywa trzynastej klassy.

( X V I I I )  / / '  - f  % 4 —  2 i/a.-2 —  a-2 - f  I =  O

5 3 6  f.o z d z i a ł  i v .

Punkt siedm iokrotny w  n ieskończoności którego siedm  stycznych zlewają się z osią rzędnych, 
styczność jest czw artego rzęd u ; jedyna gałęź jest rzeczyw istą; punkt poczw órny w  n ieskończo
ności, którego cztery styczne zlewają się z osią od cię ty ch , styczność drugiego rzędu.

Klassa krzywej jest najw ięcej rów ną (110 —  63) =  k l.

(X IX ) a - y  —  2 a y - j -  a 5 — 1 = 0

Dwa punkta potrójn e których  trzy styczne zlew ają się z sobą, kierunkami assym ptotycznym i są 
oś odciętych  i oś rzędnych.

5'2k. W ażność poszukiwania punktów  w ielokrotnych  w n ieskończoności jest niezaprzeczalną.

To badanie pozw oli nam, w  rzeczy samej, w idzieć jaśniej jak  krzywa kieruje się do n ieskończo
n ośc i: on o jest nadewszystko n ieodzow nem  aby rozpoznać zm niejszenia klassy w krzywej danej, gdyż
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to zm niejszenie zależy od  istnienia punktów  w ielokrotnych  tak w  nieskończoności jak  i w granicach 
skończonych. Metoda którą dop iero cośm y wskazali jest nadto nader pożyteczny do należytego k iero
wania wykreśleń gałęzi parabolicznych.

W idzim y także, przez przykłady przytoczone, położenie gałęzi krzywej w zględem  assym ptoty, 
w edług tego jak punkt w nieskończoności odpow iadający jest a lbo punktem  prostym  zwyczajnym  
albo punktem  prostym przegięcia, albo punktem zwrotu e t c . .. , .

§ II I . —  RÓWNANIE ASSYMPTOT. —  SPÓŁRZĘDNE TRZYLINIJNE.

Klassyfikacya krzywych drugiego rzędu.

1° R ó w n an ie  assym ptot .

525 . R ó w n a n i e  a s s y m p t o t y  o d p o w i a d a j ą c e j  k i e r u n k o w i  a s s y m p t o t y c z n e m u .

Niech będzie równanie krzyw ej

(1) f ( x ,  y ,  z) =  <!,n(x , y )  - f  Zfm- i [ x ,  y)  +  z ^ m_ 2(x ,  y)  - f  . . .  =  0 ;

zaś y  — ax =  0 kierunek assym ptotyczny tej krzyw ej.

Assym ptota je st styczną w  jednym  z punktów  w  którym  krzywa jest spotkana przez prostą w  n ie 
skończoności; jeże li uw ażym y punkt ( x t , y\, z ,) odpow iadający  kierunkowi assym ptotycznem u 
w ybranem u, m usi się m ieć

(2) *i =  0, 2/ i =  aa?d.

Lecz równanie stycznej w  punkcie [x u y u z,) jest

x f ' x y +  y f yi +  zf 'z l =  °> z warunkiem  f\ x j , y u  *0  =  0.

Ma się, w edług równania (1 ) :

/  x == xf y )  -j— z,o y )  -j— . . . ;

f i l  —  y )  ~b i [x , y )  - j - . • •;

t'~ =  y)-\ - 2zym_ 2(ar, y ) - j -  . . . ;

w prow adziw szy założenia (2), znajduje się

/  x , ~  x'̂  m[x, y )  =  1 x f m(t , a);

=  ,jf m(x, y ) =  x™~~lyf'm( l ,  a ) ; 

f ' Zi—  y) =  x ™ ~ V - i (  1, a).

6 8



W ięc równanie stycznej w  punkcie (2 ), albo równanie assymptoty odpow iadającej kierunkow i 
assym ptotycznem u y  —  a x = 0, jest

( 3 ) a) +  y vJ m{  1 , a) 4 -  zym_ , ( l , a) =  0 .

M ożna zauważyć że to rów nanie jest toż samo jak równanie biegunow ej punktu w  nieskończoności
na prostej y — aa? =  0 n er (436), to  jest jak  rów nanie średnicy sprzężonej z cięciwam i równolegiemi
do prostej y —  ax =  0 .

W  tym przypadku szczególnym , średnica je s t  równoległą do cięciw  ;  ma się, w  rzeczy sam ej, toż
sam ość

x xf m[ x , y ) Jr y,jf'm{x, y) =  m?m(x , y) ;  

a lbo, robiąc x  —  1  i y  =  a i zauważywszy że ąm( l , a) jest zerem, w ypadnie

(ó ) x'tmij-i a)  4 “  ay? m(I> a) =  0 ;

c o  dow odzi podania w ysłow ionego.

526. R ó w n a n i e  k r z y w e j  i  r ó w n a n i e  a s s y m p t o t  m a j ą  t e ż  s a m e  w y r a z y  s t o p n i a  m 1 s t o p n i a  (m —  1). 

Gdy m k ierunków  assym ptotycznych są dane przez m czynników  linijnych funkcyi ym(x ,  y ]  ; tak 
że, jeżeli ma się

(5) f m{x , y )  =  (y  —  ajx ) [ y  —  a2a ;) . . . ( y —  a,nx ) ,

m assym ptot krzywej otrzym ają równania kształtu

y  —  a ,x  —  A,z =  0 ,

y  —  a2Æ —  A2z 0,

y  —  omx  —  A,„z =  0.
Otóż rów nanie następujące

( 6) {y  —  atx  —  A,z). . . ( y  —  amx — l mz) z-Ąm_ 2(x ,  y ) 4 - s34 ,„_3(a?, y ) 4 - . . .  =  0 ,

jest rów naniem  krzywej mającej za assymptoty ner (514) m prostych y  —  a¡x —  hz =  0.

W  rzeczy sam ej, jeżeli szuka się je j przecięcia z prostą y  —  aix —  hz —  0, rezultat otrzym any jest 
podzielnym  przez z2; ta prosta jest w ięc styczną do krzywej i je j punkt styczności jest w nieskoń
czon ości; przeto ona jest assym ptotą krzywej.

Krzywa dana (1)
f ( x ,  y , z) —  0,

i krzyw a przedstaw iona przez rów nanie (6) m ają też same assym ptoty; a Lem sam em , wyrażając żc 
równania ( 1 ) i (6) przedstawiają leż samą krzywą, będziem y m ogli w yznaczyć zupełnie m ilości 
Aj, A2, ...,X m, przypuszczonych nieznanemi.

Otóż wyraz stopnia najw ięcej podn iesionego, w  rów naniu  (6) jest

{y  —  alx )  (y  —  a2a?). . .  (y  —  amx)  ;

jestto wyraźnie <fm[x , y) (5 ); w ięc wyrazy mUi° stopnia są też same w  równaniach (1) i (6).

5 3 8  r o z d z i a ł  i v .
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Rów najm y z sobą teraz wyrazy stopnia (m —  l ) ;  poniew aż liczba tych  w yrazów  jest m, otrzym am y 
pom iędzy m ilościam i Xi, X2,...X m, m zw iązków  dozw alających je  wyznaczyć. Tak że położenie 
assymptot krzywej nie zależy ogólnie jak  od  spółczynników  wyrazów stopnia m i stopnia (m —  1) je j 
równania. Tym sposobem , wziąwszy za Xx, X2, . . . ,  ),m w artości znalezione przez m etodę która dopiero 
co  była wskazaną; rów nanie assym ptot będzie

(y  —  —  Xtz) (y  —  a.2x  —  X2z ). . .  [y —  a,„x — Xmz) =  0,

rów nanie które, w edług sposobu  w yznaczenia stałych Xx, X2>... X»», otrzyma też same wyrazy stopnia m 
i stopnia (m —  1) jak  rów nanie dane. c . b. d . d.

Pow iedzieliśm y że w artości stałe X„ nie zależą ogólnie jak od  spółczynników  w yrazów
(m — i )cnUS° stopnia rów nania k rzyw ej; ten  w niosek przypuszcza że krzywa nie ma punktów  w ie lo 
krotnych  w  nieskończoności. W idzieliśm y, w  rzeczy sam ej, że kiedy krzywa m a punkta podw ójn e 
w  nieskończoności, w artość stałej X ner (519) zależy od  spółczynników  w yrazów  stopnia (m —  2).

Sposób dow odzenia który dop iero cośm y przedstawili, dostarczy nam drugiej m etody dla wyzna
czenia rzędnych  od  początku assymptot.

D r u g i e  d o w o d z e n i e .

Podanie w ysłow ione ner (526) m oże d ow ieść  się prościej w  sposób następujący.

N iech będzie rów nanie krzywej

(1) f [ x ,  y , z) =  y) - j -  Zfm—i(ic, y ) - j -  z-ym—2{x , z/j) — . . .  =  0 ;

oznaczyw szy przez ( a ,  6) rozwiązanie rów nania y) —  0 ,  tak że -  otrzym a sig

(2) fm[x, y )  =  f a x  -|- - j -  S->y) . . .  (amX -|- Smy))

i rów nanie m assym ptot będzie

(3) (a\X - j-  6iy  - j -  X,s) (a-ix - j -  S2y  - j -  X2z ) . . .  (amx  - j -  Gmy - j -  X„,z) =  0.

Jest w idocznem , p od łu g  związku (2), że wyrazy stopnia m w  równaniu (3), są też sam e jak wyrazy 
równania (1); a tern samem rów nanie (3) assym ptot będzie m ogło  się napisać

(Zi) ?m(x , y) - f  4 (2 , y )  - f  z % x } y ) - j - . . .  =  0.

R ów nanie stycznej w  jednym  z punktów

Z —  0, a X - f- 6 =  0,

w którym prosta w  n ieskończoności spotyka k rzyw ą (k), jest n '1' (525)

Xxf' mfa 6) " 4 " S) - j - 4( a,  6 ) =  0;

styczna w  tym samym punkcie krzywej danej (1) jest nw (525)

Xxwm[a, 6)-j-yyf'm {a , 6) 6 ) = 0 .
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Te dwa równania pow inny przedstaw iać tęż samą prostą, otrzym a się w ięc

(5 ) <K«J 6 ) = t p m_ i ( a ,  6),

i ten związek m usi m ieć m iejsce dla m rozwiązań równania

f m(a, S) =  0.

Innem i słow y , w ielom ian  (m — l ) “ '"9” stopnia w zględem  U,

pow inien  znosić się dla m w artości spraw dzających rów nanie

w ielom ian (6) jest w ięc tożsam ościow o zerem , to jest że

( 7 )  ł ( x ,  y) =  y) ;

jestto podanie które należało się dow ieść.

527. G d y  m a s s y m p t o t  k r z y w e j  s p o t y k a j ą  t ę  k r z y w ą  w  m(m—  2) p u n k t a c h ,  t e  m(rn —  2) p d n k t a  
S Ą  P O Ł O Ż O N E  N A  K R Z Y W E J  (>H —  2)'"'''''° r z ę d u .

Assym ptota, dotykając się krzyw ej w n ieskończoności, nie m oże spotykać krzywej w  w ięcej jak  
w  (m —  2) innych  p u n k tach ; a tem  sam em , m assymptot spotkają krzywą w  m(m —  2) punktach 
będących  w  od leg łości skończonej.

T o  założywszy, jeżeli rów nanie krzywej jest

(1) fm{x, y) -f- Zfm-i(x , y) 4 -  z V -& x > ¡¡) 4 ~  • •• =  0 ,

rów nanie m assymptot będzie kształtu ncr (526)

(2 ) y) -f" Z9m—l(%, y )  -f" *\m— 4%, y )  4 “  • • ■ —  0.

O dejm ując te dwa równania stronam i, otrzym a się krzywą następującą

(3) z 2[fM _ 2(# , y) —  y)\ 4 -  y) —  f „ _ 3(a?, y)\ . . .  =  0 ,

na której znajdą się wszystkie punkta w spólne d w óch  krzyw ych (1) i (2).

Jeżeli zniesie się czynnik z’2, który daje punkta styczności w  nieskończoności , otrzyma się równanie 
krzywej przechodzącej przez punkta przecięcia inne jak punkta styczności assym ptot; to równanie 
jest w idoczn ie stopnia (m  —  2 ); c o  dow odzi tw ierdzenia.

T o  podanie m og łoby  także w yprow adzić się z równania (2 ) ncr (514).

Trzy assymptoły krzywej trzeciego rzędu spotykają krzywą w trzech innych punktach; te trzy punkta 
sa w linii prostej.
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528. W y z n a c z e n i e  a s s y m p t o t .

Dla wyznaczenia assym ptot krzywej danej przez równanie w spółrzędn ych  trzylinijnych

(i) Ax, v,z) =  o,

szuka się punktów  w  których ta krzywa jest spotkana przez prosty w  n iesk oń czon ości; assym ptoty 
będą stycznem i w tych punktach.

529. R ó w n a n i e  d w ó c h  a s s y m p t o t  k i w a  w  e .t  d r u g i e g o  r z ę d u .

Niech będzie rów nanie krzywej

(1) f(X ,  Y , Z ) = A 11X 2-J -A 2.2Y* +  A 33Z-2- f  2A t,X Y  +  2 A „X Z  +  2 A »Y Z  =  0

niech będzie rów nanie prostej w n ieskończoności ncr (96)

(2) m X - j-n Y  -\- p7 i—  0.

Podług równania danego w  nize (507). otrzyma się bezpośrednio na równanie d w óch  assymptot

(3) / (X ,  Y, Z)

Au A 12 A i 3 m

A 21 A  22 A 23 n

A 31 A 32 A 33 P

m n V 0

-f-  (>nX -J- nY -|-pZ)2.A =  0.

H I 0 K l a s s y f i k a c y a  k r z y w y c h  d r u g i e g o  r z ę d u .  ( S p ó ł r z ę d n e  k a r t e z y a ń s k i e . )

530. Szukając przecięcia krzywej

(1 ) A x2 +  2B.xy +  Cy2 - f  2D zz - f  2Eys - f  Fz2 =  0,

z prosty w  nieskończoności z =  0, znajduje się że kierunki assymptotyczne krzyw ych drugiego rzędu, 
są dane przez równanie

(2) A jc2 -(-  2Baą/ - j-  Cy2 =  0.

1" Jeżeli B2 —  AC <  0, dw ie proste przedstawione przez to rów nanie są u ro jon e ; prosta w  n ie 
skończoności spotyka krzywą w  dw óch  punktach u ro jon ych ; krzywa należy do rodzaju ellipsy.

2° Jeżeli B2 —  AG > 0 ,  prosta w  n ieskończoności spotyka krzywą w  d w óch  punktach rzeczyw istych ; 
krzywa należy do rodzaju hyperboli.

3° Jeżeli B2 —  AC =  0, kierunki assym ptotyczne zbiegają się z sobą, i poniew aż nie znajduje się 
punkt pod w ójn y  w  krzyw ych w łaściw ie nazw anych drugiego rzędu, prosta w nieskończoności jes t  
styczną do k rzyw ej; ma się parabolę.



Można sprawdzić w  sposób następujący, w  tym ostatnim przypadku, że prosta w  n ieskończoności 
dotyka się krzyw ej; w  rzeczy samej, rów nanie m oże napisać się

(Aa; - j-  B y)2 +  2 Az (Da; E y) AFz2 =  0.

K ierunek assymptotyczny jest
A x  - j -  By =  0 ;

przecięcia krzyw ej przez prostą
z =  *(Aar +  B y ),

będą dane przez rów nanie

(3) (A x +  B y)2 +  2), A (Aa; - f -  B y) (Da; +  Ey) - f  A F )2(A x  - j -  By)2 =  0.

Prosta będzie styczną do krzyw ej, jeżeli ). =  0 , gdyż w tedy  tylko pierwsza strona jest podzielną 
przez (Aa; -J- B y)2; lecz jeże li 1 =  0, prosta uważana staje się z =  0 ; w ięc

P a r a b o l a  j e s t  s t y c z n ą  w z g l ę d e m  p r o s t e j  w  n i e s k o ń c z o n o ś c i  r ó w n o l e g ł e j  d o  k i e r u n k u

Aa; - j -  By =  0 ;

to jest do kierunku.stałego średnic (jak zobaczym y to poniżej).

Jeżeliby dw ie proste

(4) Aa- -( -  By =  0, Da; +  By =  0,

zbiegały się z sobą, pierwsza strona równania (3) stałaby się podzielną przez (Aa? ~j- By)2, ja k iem - 
kolw iek bądź jest w artość na 1; tak że wszelka prosta przechodząca przez punkt w  nieskończoności

z 0, Aa? - f  By =  0,

spotykałaby krzyw ą w  d w óch  punktach zb iega jących  się z sob ą ; krzyw a m iałaby w ięc punkt p od 
w ójn y  w  nieskończoności.

Otóż, dw ie proste zlew ają się w  jed n ę , i p od łu g  związku B 2=  AC, wynika w tedy

/e\ Ą  T i D .
W  B C E ’

to jest że równanie (1) przedstawia dwie proste równoległe;  sprawdza się to przez rozłożenie na kwa
draty. Dwie proste rów n oleg łe  są dw iem a prostem i spotykającem i się w  n iesk oń czon ości; lecz punkt 
przecięcia d w óch  prostych  jest punktem  p od w ójn y m  w  układzie tych d w óch  prostych ; pow inniśm y 
w ięc  znaleźć, w  przypadku danym , punkt podwójny iv nieskończoności.

531. K rzywe  drugiego rzędu przechodzące przez punkta kołowe w  nieskończoności są kołami. 

Punkta k ołow e w  n ieskończoności są dane przez równanie

z —  0 , X 1 - j -  y 1 —  0,

jeże li przypuści się osie prostokątne. A by  krzywa (1) przechodziła przez dwa punkta, potrzeba aby 
równanie

542 R O ZD ZIA Ł  IV .

Aa.-2 - j-  2Ba;y -} -  Cy2 —  0,



sprow adzało się do

^  -h  =  o ;

c o  pociąga za sobą związki

B =  0, A  =  C ;
to jest że krzywa (1) jest kołem .

IV0 Klassyfikacya krzywych  drugiego rzędu. (Spółrzędne trzylinijne.)

532. N iech będzie równanie krzywej w  spółrzędnych trzy lin ijn ych :

(1) / ( X ,  Y , Z ) =  A nX 2+  A2.2Y2 +  A 33Z2 +  2 A «X Y  +  2A 13XZ +  2Aa YZ =  0 ; 

jeżeli szuka się przecięcia tej krzyw ej z prostą

(2) mX - j -  nY -|- p i  =  0,

znajduje się bez trudności, że punkta przecięcia będą rzeczywiste jeżeli się ma
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A u A ła A13 m

A « A  2-2 A-23 n

A31 A32 A33 P

m n P 0

Przypuśćm y że prosta jest w  n ieskończoności ncr (96), w tedy

1° Jeżeli h <  0 , krzywa należy do rodzaju elipsy,

2° Jeżeli h >  0, krzyw a należy do rodzaju h yperboli;

3° Jeżeli h —  0, krzywa należy do rodzaju paraboli.

§ i y . _  r ó w n a n i a  s t y c z n e c z k o w e .

1° W yznaczenie assymptot.

533. W idzieliśm y ner (662), (666), że styczne w  punktach w  których prosta dana spotyka krzywą 
wyznaczoną przez jej równanie styczneczkow e, są stycznem i w spólnem i do krzywej i do  pierwszej 
b iegunow ej prostej danej.

W ed łu g  tego w yznaczy się assymptoty, szukając stycznych w spólnych krzywej i pierwszej b iegu 
nowej prostej w  n ieskończoności ner (116) a lbo ner (151).

W  układzie spółrzędnych (dwulinijnych) u, v, spółrzędne prostej w  n ieskończoności są zerami 
(u0 —  0, v0 =  0).



W  układzie spółrzędnych trzylinijnych (u , V , W ), spółrzędne prostej w  n ieskończoności są p ro- 
porcyonalne do param etrów  odn iesien ia ; tym sposobem  ma się

u? v 0 _  w 0
X f i  V

\, fi, v będ ąc parametram i odniesienia.

U waga. W łasności pierwszych biegunow ych  w ysłow ione w  num erze (494), pozw olą  nam rozpoznać 
czy assymptoty są stycznem i w ielokrotnem i.

IIo K r z y w a  d r u g i e j  k l a s s y . ( S p ó ł r z ę d n e  d w u l i n i j n e . )

534. Klassyfikacya krzywych drugiej klassy była w ykonaną, pod ług  tych zasad, w  num erach (361), 
(362), (3 6 3 ); nie w rócim y w ięcej do tego przedm iotu.

W yzn aczenie  assym ptot .

Równanie styczneczkow e krzyw ych drugiej klassy jest

(1 ) f{u, v, iv) =  Am2 - j -  2B i«; - j -  C iv1 - j -  2D uw - j -  2E vw - f -  F w'2 =  0 ;

Pierwsza biegunow a prostej (u0, v0, w0)  ma na równanie ner (462)

uof'u vof'v 4“  wof'w — b ;

Pierwsza biegunow a (albo punkt biegu now y) prostej w  n ieskończoności («„ =  0, v0 =  0) będzie

(2) Dw —(— Ew —j— F w —  0.

A ssym ptoty  będą styczne w spólne do d w óch  krzywych (1) i (2 ) ;  rów nanie (2) przedstawia punkt, 
jestto punkt zbiegania się assym ptot.

Assym ptoty  będą rzeczywiste albo urojone w edłu g  tego jak rozwiązania w spólne w  rów naniach (1) 
i (2) będą rzeczywiste albo urojone.

IIIo Krzywe durgiej klassy. (S półrzędne trzylinijne. )

535. Klassyfikacya krzywych drugiej klassy. (S półrzędne trzylinijne.)

Rów nanie styczneczkow e w  spółrzędnych trzylinijnych krzyw ych drugiej klassy jest

(1 )  /'(U , V , W ) =  A ltU"2 +  A 22V 2 +  A 33W 2- ) -  2A ,oU V  +  2 A 13U W  +  2 A 23Y W  =  0 .

Jeżeli X, y , v są param etry odniesienia, spółrzędnem i prostej w  nieskończoności będą ner (151)

U  V  W ,
ż ¡J. V

pierwsza biegunow a (albo punkt biegunow y) tej prostej ma na równanie

(2) V ,u+ f * / \ + ’ / V = 0 -
albo

(2 bis) Uf  x -1- V /V  +  W

5 4 4  RO ZD ZIAŁ IV .



ASSYM PTO TY. —  PUNKT A  W  NIESKOŃCZONOŚCI. 545

assymptoty krzywej będą styczne w spólne do krzyw ych (1) i (2 ) ;  rozwiązania w spólne tym dw om  
rów naniom  będą spółrzędne tych assymptot.

W arunek aby równania (1) i (2) miały ich rozwiązania rzeczywiste, jest

(3) h,

Au A 12 A 13 A

A 21 A 22 Asj A

Asi A32 A 33 A

A /  V A 0

>  0

dochodzi się do n iego, wyrugow aw szy w , na przykład, m iędzy równaniam i (1) i ( ‘2 bis), i pisząc że 
pierwiastki równania otrzymanego są rzeczyw iste.

Odejm ując od  ostatniej kolum ny wyznacznika kh trzy pierw sze względnie pom nożone przez

Au A 1-2 A 13 0

A 21 A .22 A 23 0
>

A31 A 32 A 33 0

A A A ' —  2/(X, u., v)

warunek rzeczywistości pierw iastków  staje się

Au A 12 A 13

(4) A , v) A 21 A 22 a  23

0V

A31 A32 A 33

Au A12 A13

A 21 A 2-2 A 03

A 31 A 32 A 33

związek już dow iedziony ner (424) przez inną m etodę.

T o nam daje criteria  bardzo proste dla klassyfikacyi krzyw ych drugiej klassy. 

Położyw szy :

(5)

i oznaczając przez a, p, v, paramctrzy odniesienia, otrzym am y wnioski następujące :

I 1° /■(>,, p ,v ) . A >  0, rodzaj ellipsy

11° f ( l ,  fji, v). A <  0, rodzaj h yperboli;

! III0 f ( j , v. ,v ) .A =  0, parabola ;

IV" A =  0, układ dwóch punktów.

W  przypadku III0 prosta w  n ieskończoności dotyka się k rzy w e j; dw ie assymptoty zlewają się z prostą 
w n ieskończoności.

W  przypadku IV0 dw ie assymptoty zlewają się nie będąc w  n ieskończoności; one przechodzą przez 
dwa punkta stanowiące układ.

69
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ROZDZIAŁ Y

§ I. —  OKREŚLENIE. —  TW IERDZENIA OGÓLNE.

1“ Ok r e ś l e n ie . —  P o s z u k iw a n ie  o g ó ln e .

536. Nazywa się środkiem krzywej punkt taki, że wszelka cięciw a która przechodzi przez ten punkt 
jest przezeń podzielony na dw ie części rów ne.

W arunek aby początek spółrzębnych był środkiem.

1° Jeżeli początek jest środkiem  krzywej f(x, y) =  0, dwa równania f(x, y) —  0 i f{— x, — y) =  0 
m ają wszystkie ich rozwiązania w spólne; albo inaczej, równanie krzywej nie zm ienia się kiedy zmieni 
się x  i y na —  x i — y.

Niech będzie, w  rzeczy sam ej, y 4) punkt (rzeczywisty albo urojony) krzyw ej; złączm y punkt
M, z poczytkiem  O (przez prosty rzeczywisty albo u ro jon y ); poniew aż O jest środkiem , prosta M40  
spotka koniecznie krzywy w pew nym  punkcie M2(.z'2, y-i) takim , że O będzie środkiem  odcinka M4, M2.

Lecz spólrzędne punktu środka odcinka (rzeczywistego albo u ro jon ego) majy na wartości 

X ' ' ~9 ’  °R>ż te spólrzędne pow inny być  spółrzędnem i początku O; ma się w ięc

x-2 —  —  a?!, ,i/2 =  —  l/i-

Przeto jakiem ukolw iek  rozwiązaniu {xu y{) (rzeczyw istem u albo urojonem u) rów nania krzywej 
odpow iada zawsze rozwiązanie (— x t, — y t).

Mając w zgląd jed yn ie  na punkta rzeczyw iste, można dać dow odzen ie  geom etryczne następujące :

Niech będzie M punkt rzeczywisty krzyw ej; jeżeli początek jest środkiem , łącząc OM, potem  b io 
rąc OM' =  OM, otrzym a się drugi punkt krzyw ej; otóż spólrzędne d w óch  punktów M i M' są rów ne, 
gdyż dwa trójkąty OMP i OM'P' są rów n e ; co  większa jest w idocznem , że one są znaków  prze
c iw n ych . W iec  jeżeli x  i y  są spółrzędnem i punktu M krzyw ej, — x;  — y  będą spółrzędnem i
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d ru g ie g o  p u n k tu  M ' ;  to je st że  ró w n a n ie  k r zy w e j b ę d zie  s p ra w d zo n e m  k ie d y  się w  n ie m  zastąpi 
x  i y p r z e z  — x  i — y, i to  ja k im k o lw ie k  b ą d ź je st p u n k t rze c z y w is ty  (x ,  y) k r z y w e j.

W ię c  w s zy s tk ie  ro z w ią z a n ia , rze c zy w is te  i u r o jo n e , ró w n a n ia

f{x, y) =  0,
s p ra w d zę  ró w n a n ie

/'(—  x, —  y) =  0.

2° Odwrotnie: Je ż e li  d w a  ró w n a n ia  f(x ,y ) —  0 i / ( — . z ,  — y ) = o  m a ję  w s zy s tk ie  ic h  r o z w ią 
z a n ia  w s p ó ln e , to  jest je że li ró w n a n ie  k r z y w e j nie zm ie n ia  się k ie d y  się zm ie n i x  i y n a  —  x  i — y, 
po c zę te k b ę d zie  ś ro d k ie m  k r z y w e j.

N ie ch  b ę d zie , w  rze c z y , s a m e j, yj) ja k ik o lw ie k  p u n k t  (rz e c zy w is ty  a lb o  u r o jo n y ) k r z y w e j;
o tr z y m a  się w e d łu g  za ło że n ia , d ru g i p u n k t  M 2 (rz e c zy w is ty  a lb o  u ro jo n y ) k tó re g o  s p ó łrzę d n e  będę 
x-i = —  x i} y.2 =  —  yl ; o tó ż s p ó łrzę d n e m i p u n k t u  ś ro d k a  o d c in k a  (rze c zyw is te g o  a lb o  u ro jo n e g o ) 
M ,M 2 sę

x, - ) -  x-2 yi - f -  y-i, Xi x t —  „ iji —  a .
_ _  , 2  ’   2 ’ 2 ’

w ię c  p o c zę te k  je st ś ro d k ie m  o d c in k a  M ,M 2.

Je ż e li  u w a ż y  się. p u n k ta  rze c z y w is te , m o żn a  dać d o w o d ze n ie  g e o m e tr y c zn e  w  sposób n a s tę p u ją c y :

N ie c h  b ę d z ie , M ( « ,  y) p u n k t rze c z y w is ty  k r z y w e j, istn ieje w te d y  na k r z y w e j d ru g i p u n k t  M ', 
k tó re g o  s p ó łrzę d n e m i będę — x  i — y. O tr z y m a  się w ię c  w  d w ó c h  tró jk ą ta c h  O M P , O M 'P ' (d w a  
p u n k ta  M  i M ' b ę d ę  w  k ę ta c h  p rze c iw n y c h )

O P  =  O P ' ,  M P  =  M ' P ' ;

o tó ż k ą t M P 0  =  M 'P '0 ;  d w a  tró jk ę ty  sę tern s a m e m  r ó w n e ; z  ró w n o ś c i tyc h  tr ó jk ą tó w  w y p a d a  że

k ą t P O M  =  F O M ' ,  w ię c  t r z y  p u n k ta  M , O ,  M ',  są w  lin ii p ro s te j; i O M  —  O M '. T e n  zw ią ze k  m a  
m iejsce dla w s zy s tk ic h  p u n k t ó w  rze c z y w is ty c h  k r z y w e j.

W ię c  aby początek był środkiem,  potrzeba i dość jest aby dwa równania f ( x , y) —  0 i f(—  x ,  —  y ) =  0 
miały wszystkie ich rozwiązania wspólne-, albo potrzeba i dość jest aby równanie krzywej nie zmieniało się 
kiedy się w niem zastąpi x i y  przez —  i  i —  y .

Kiedy krzywa jest algebraiczna, warunek konieczny i dostateczny aby początek był środkiem jest aby 
wszystkie wyrazy były tej samej parzystości.

U w a ga  I .  P o w ie d zie liś m y  że ró w n a n ia

f { x ,  y )  —  0, A —  —  y) =  0 ;



pow inny m ieć wszystkie ich rozwiązania wspólne. W  rzeczy samej dw a równania m ogą mieć m nóstw o 
rozwiązań w spólnych , nie m ając przecież wszystkich ich rozwiązań w spólnych .

Na przykład dwa równania
<f(x, y ).F (x , y ) —  0,

<p[x, y ) .F t{x , y ) =  0 ;

mają w iele rozwiązań w spóln ych , które są rozwiązaniami ną r (x ,  y)  =  0, lecz one nie mają wszyst
kich ich rozwiązań w spólnych , ponieważ funkcye ¥ {x , y )  i F.j(a:, y) są przypuszczone różne.

W ypada ztąd że jeżeli funkcye f [x ,  y )  i f(— x ,  — y ) ,  mają dzielnik w spólny ? (x ,  y ) ,  nie będą one 
miały wszystkich ich rozwiązań w sp óln ych ; początek nie będzie środkiem .

T o wreszcie nie m oże m ieć m iejsca jak tylko jeżeli pierwsza strona równania krzywej jest rozkła- 
dalną, na przykład :

f (x ,  y ' y = f { x ,  y ). F(a?, y ) ;

m oże zdarzyć się w tedy że jedna z krzyw ych częściow ych  m ogłaby m ieć za środek początek, podczas 
gdy to nie m iałoby m iejsca dla d ru g ie j; w  tym przypadku początek nie jest środkiem  układu albo 
krzywej złożonej.

Uwaga II. Przypuśćmy krzywą algebraiczną :

K iedy krzywa jest rzędu nieparzystego, środek jest koniecznie na krzyw ej; ten punkt będzie 
punktem  pojedyńczym  albo punktem wielokrotnym rzędu nieparzystego; styczne w  tym  punkcie s 
zawsze stycznem i przegięcia. Wszystkie te w nioski są w idoczne, biorąc środek za początek spó 
rzędnych.

537. Niech będą x 0, y 0, spółrzędne środka krzywej

f ( x ,  y )  =  0;

jeże li się przeniesie osie w  ten punkt, rów nanie staje się

(1) f ( x ' - \ - x 0, y ' - j - y 0) =  0.

ó tóż  n ow y  początek będąc środkiem , rów nanie (1) i rów nanie następujące

(2) f(—  x' -f-  x 0, —  y' y 0) =  0,

mają wszystkie ich rozwiązania w spólne. Przeto, w yrugow aw szy jedną ze zm iennych, y' na przykład, 
m iędzy równaniam i (1) i (2 ), dojdzie się do zw iązku, takiego jak

(3) f [x ', x 0, y 0) =  0,

który musiałby sprow adzić się do tożsam ości, kładąc w  nim  za x 0 i y 0 w artości spółrzędnych środka.

Związek (3) posłuży w ięc , wyrażając że tożsam ość ma m iejsce, do  wyznaczenia ilości x <i i y0, jeżeli 
one są nieznane.

Jeżeli krzywa jest algebraiczną, ta m etoda rachunku uprości s ię ; gdyż dość wtedy szukać, czyby 
nie można było korzystając z n ieoznaczoności na x 0 i y 0, w  ten sposób  uprościć równanie (1) aby 
on o  nie zawierało w sobie jak tylko wyrazy tej samej parzystości.

5 4 8  r o z d z i a ł  v .



W idzimy przez to że jakakolw iek krzywa nie ma ogólnie środka, poniew aż nie m ożna rozporządzać 
jak tylko dw iem a n ieoznaczonem i, i że liczba w yrazów  które musi się znieść jest ogóln ie wyższą 
od  dw óch .

Ten w niosek nie ma miejsca dla krzyw ych drugiego rzędu ; krzywe drugiego rzędu mają ogóln ie  
środek ,

U w a g a ,  Liczba w arunków, aby krzywa rzędu m miała ś r o d e k ,  j e s t  równa 

pn(w i^-j-2 ) — 2 '̂  j e ż e l i  m  j e s t  parzystem,

f c t l ł -  —  2  j ,  jeżeli m jest nieparzystem,
1 - 4
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albo

11° T w ie r d z e n ie  o ś r o d k a c h .

5 3 8 . J e ż e l i k r z y w a  m a  d w a  ś r o d k i, o n a  m a  ich  n ie zl ic zo n e  m n ó s t w o  w  l in ii prostej i r ó w n o -  
ODDALONYCII.

Niech będą O i O, dw a środki, i M jakikolw iek punkt krzyw ej; złączmy MO, potem  w eźm y 
OMi =  OM; złączm y M ,0 „  potem  w eźm y 0 ,M 2=  0 ,M ,; złączmy nakoniec MO,, i w eźm y 0 ,M 3 = 0 , M ; 
trzy punkta M „  M->, M3 należą do krzywej. Prosta M2M3 spotyka linią 0 0 ,  w  punkcie 0 2; dow ie
dziem y, że jakim kolw iek bądź jest punkt M, punkt 0 2 pozostaje stałym, i że ma się zawsze
O0M0 O2M3.

Ponieważ dwa trójkąty M20,M 3 i MO,M, są rów ne, wynika ztąd że linia (łącząca w ierzchołek ze
środkiem  boku) 0 0 ,  przechodzi przez środek M2M3, i że 0 0 ,  = 0 , 0 . 2; w ięc

0,0-2 =  0 0 , ,  OoM2 =  0->M3.

M M2

To “ 7 í ,\  oT

Mi.............................. Ms

Tak w ięc punkt 0 -2 dzieli na dw ie części rów n e cięciw y przezeń przechodzące, punkt 0 2 jest 
środkiem  krzyw ej.

Z istnienia d w óch  środków  0 „  0 -2 w yprow adzi się tak samo istnienie trzeciego środka 0 3; i t. d.

W idzim y że jakiem ukolw iek  punktow i M krzywej odpow iada niezliczone m nóstw o punktów leżą
cych na rów n oleg łych  do linii środków  i w  przedziałach rów n y ch ; krzywa jest przestępną, ponieważ 
ona jezt przeciętą w  niezliczonem  m nóstwie punktów  przez rów noległą do linii środków . W szakże 
m oże się zdarzyć że prosta algebraiczna ma niezliczone m nóstw o środków  w  linii prostej, kiedy 
pierwsza strona je j równania rozkłada się na czynniki linijne, które zrównane z zerem dają proste



rów noległe rów n ooddalone parami od drugiej proste j; wszystkie punkta tej ostatniej prostej będii 
w tedy środkami w zględem  krzywej utw orzonej przez układ prostych rów n oleg łych . Z ląd :

Kiedy krzywa algebraiczna ma niezliczone mnóstwo środków w linii prostej, ta krzywa składa się 
z układu prostych równoległych równooddalonych od tejże samej prostej.

T o ostatnie podanie m oże się dow ieść łatw o, b ioręc za oś prostę p r z e c h o d z ą  przez dw a środki.

539. K iedy krzywa ma trzy  środki nie w linii prostej, ona przypuszcza niezliczone ich mnóstwo leżących 
w przecięciach dwóch układów równoległych i równooddalonych.

Niech będ ę  O, 0 „  0.2, trzy środki krzyw ej, i M jakikolw iek z je j punktów. Z łęczm yM O  i O M ,= O M ; 
potem  MtO „  i niech będzie 0 ,M 2 =  0 ,M ,; potem  M i  niech będzie 0.>M3 =  0 2M2; trzy punkta 
M., M-2, Mg, należę do krzywej. -

5 5 0  ROZDZIAŁ V.

Złęczm y MM3, i niech będzie 0 3 środek tej p roste j; figura 0 0 ,0 .20 3 jest rów n oleg łobok iem , p o 
nieważ punkta O, O,, 0 2, 0 3 sę środkam i bok ów  czw orobok u  MM1M2M3. Gdyby się w zięło inny 
punkt M' krzywej, doszłoby się do tegoż sam ego w niosku , punkt 0 3 jest w ięc środkiem  krzywej.

T o założywszy, b ioręc za punkt w yjścia środek O, zamiast O, znajdzie się drugi rów n oleg łobok ; 
środki tym sposobem  otrzym ane prowadzę rów nież do now ych  rów  n oleg łobok ów , i t. d. W ię c ..........

Pr zy k ł a d :

w sty  w s tx ; 

w ykreślić krzyw ę, w yznaczyć wszystkie środki.

§ II. —  WYZNACZENIE ŚRODKA W  K R ZY W Y C H  DRUGIEGO RZĘDU,

1° Rachunek spółrzędnych środka.

540. Niech będzie równanie krzywej drug iego  rzędu

(1) f ( x ,  y ) =  Aa?2 -J- 2Bx y  - f -  Cy'2 - f -  2Dx -f-  2Ey  -f- P =  0 ;

jeżeli x 0 i y 0 sę spółrzędnem i środka krzywej i gdy się przeniesie- poczętek w ten punkt, rów nanie 
krzywej stanie się

(2) Aa,-'2 +  2Bx 'y'  +  Cy'2 +  x ' f ' ^  +  y ' f ' ^  +  f ( x 0, y 0) =  0.

Otóż, poczętek hędęc środkiem  tej krzywej, rów nanie (2) nie będzie m ogło  zawierać w sobie jak



tylko wyrazy tej samej parzystości; przeto pow inno się m ódz tak rozporządzić x 0 i y 0 aby się zno
siły wyrazy pierw szego stopnia; jest się tym sposobem  przyw iedzionym  do równań w arunkow ych

( § f 'x 0=  A x ° "ł" ^ ^ ’

(3)
( 2 f  !/o~ ^x ° 4 “ E =  0.

W idzim y w ięc że ogólnie krzywa drugiego rzędu ma środek.

Kiedy się odniesie krzywą do jej środka, to ,jest kiedy się w eźm ie środek za początek, równanie 
krzywej bierze kształt

(ó) AzJl +  2B®y 4- t y 2+ f = o,
gdzie się założyło

(U bis) F' =  Ax l  4 "  2Ba?0ł/0 4 "  G —j— 2Dx0 4~ 2E(/0 4 -  F.

Mając wzgląd na związki (3), w artość na F' uprości się ; dodając zw iązki (2) względnie pom nożone 
przez x 0 i j/o. w ypadnie

(5) F ' = D « 0 4 - E y 0 +  F =  i / ’ a#;

wartość która m ogłaby się jeszcze napisać, w ychodząc z tożsamości

x <>f'xliJr  Uof'yo 4 "  zo f  Z[)—  2/4 o ,  //o. *0) =  2F '.

Tak w ięc, kiedy się odniesie krzywo, drugiego rzędu do j e j  środka :

1° Spółczynniki wyrazów drugiego stopnia nie zmieniają s ię ;

2° W yra zy  pierwszego stopnia znoszą s ię ;
3" W yraz niezależny je s t  połową pochodnej względem  z pierwszej strony [równania zrobionego je d n o -  

rodnem, pochodnej w której x i y  powinny być zastąpionemi przez spółrzędne środka względne do 
dawnych osi.

W ykonyw ając rachunek wyrazu stałego, i oznaczywszy przez A wyznacznik
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A B U

(8) A = R C G

D E F

znajduje się na równanie krzywej (1) odniesionej do je j środka

(6) A x 2 4 - 2 Bx y  4 -  G\tf- =

11° Dyskussya.

541. Jeżeli w  równaniach (3) zastąpi się x 0 i y 0 przez x  i y, ma się dwa równania

i i / ' G  =  A a , ' 4 - B y 4 - U  =  0,

(7) 1 ,
\ ~ó f  4 “  4 " e  —  o  >

przedstawiające dw ie proste, których przecięcie  wyznaczy środek krzywej.
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T o założywszy, trzy przypadki m ogą się przedstawić :

Pierwszy przypadek. Dwie proste (7 ) przecinają się. A b y  to m iało m iejsce , potrzeba aby ich  sp ół-

czynniki kątowe były różne, to jest żeby było  —  ~  albo B‘2 —• AC > 0 ;  w tedy jest środek

jedyny, jestto przypadek elipsy i hyperboli.

D r u g i  p r z y p a d e k . D w ie proste są równoległe. Ich spółczynniki kątowe p ow in n y  być  rów ne, co  daje 
B'2 —  AC = ;  0 ; jestto przypadek paraboli. Ten drugi przypadek wynika z pierw szego, przypuściwszy 
że funkcya (B2 —  AC) dąży w sposób  ciąg ły  do zera; w ięc w  paraboli środek znajduje się przenie
sionym w  n iesk oń czoność rów nolegle do kierunku w spóln ego dw óch  prostych  f x —  0 , f ' v =  0.

T rzeci P rzypadek. Dwie proste (17) zlewają się w jedną. Spółczynnik i dw óch  rów nań są w tedy
proporcyonalnym i, i ma się warunki

A B D
B C E '

W  tym przypadku jest niezliczone m nóstw o środków  w linii prostej; krzyw a składa się w ięc 
z prostych rów n oleg łych  n er (538); i poniew aż krzywa jest drugiego stopnia liczba tych prostych jest 
równą dw om .

W ynika z tej dyskussyi że m ożna podzielić  krzyw e drugiego rzędu na trzy klassy :

( Rodzaj ellipsy,
1° Środek je d y n y ..............................J

(R od za j hyperboli,

2° Środek w nieskończoności.• • ■ i Parabola,

3° Niezliczone mnóstwo środków, j Dwie proste rów n oleg łe .

' Uw a g a  I. Pow iedzieliśm y że w  paraboli środek by ł w  n ieskończoności na kierunku osi. W inniśm y 
znaleźć w  tym  przypadku szczególnym  ślad w łasności ogólnej środków , i oto w  jak i sposób można 
go po jm ow ać : prosta przechodząca przez środek (w nieskończoności) paraboli jest albo w  n ieskoń czo
n ości, albo rów noleg łą  do osi. W  pierwszym  przypadku ona dotyka się paraboli, dwa punkta zlewają 
z sob ą ; w  drugim  przypadku ona spotyka krzywą y v  jednym  punkcie w  od leg łości skończonej i  w  dru
gim  punkcie w nieskończoności, co  w yznaczy odcin ek  nieskończony którego środek jest kon ieczn ie 
w  nieskończoności.

Uwaga II. Można sprawdzić przez rachunek że w  trzecim  przypadku krzywa sprowadza się do 
d w óch  prostych rów n oleg łych . Rozłóżm y na kwadraty rów nanie (1 ); znajduje się zawsze jeden  ze 
spółczynników  kwadratów który nie jest zerem ; gdyż w  przeciwnym  razie, dw ie proste nie m ogłyby 
zlać się z sobą chyba gdyby A, B, G, były zeram i razem ; otrzym ałoby się w tedy dw ie proste z k tó

rych jedna w n ieskończoności. Niech będzie A ^ ) 0 ;  otrzym a się, tw orząc kwadrat w zględem  rvyra- 
zów  na x .

( A x  - f  By - f  D)2+  (AC —  B2)y2 - f  2 (AE —  BD)y - f -  A F  —  D2 =  0.

Otóż, jeżeli ma się wzgląd na związki (8), to ostatnie równanie sprow adza się do wyrażenia

• (A a r -f  B y -I -D )* -f -  AE —  D2 =  0 ; 

rów nanie przedstawiające w idocznie dw ie proste rów noległe.



U w a g a  III. W a r u n e k  a b y  r ó w n a n i e  o g ó l n e  d r u g ie g o  s t o p n i a  p r z e d s t a w i a ł o  d w i e  p r o s t e .

Otrzymaliśmy już przez różne m etody ten warunek [zobacz n** (315), (351). Zauważym y tu jedyn ie 
że ten warunek wyraża aby środek był na krzyw ej.

W róćm y  do ra ch u n k ó w : Jeżeli x 0, y 0 sę spółrzędnem i punktu spotkania dw óch  prostych, prze
niósłszy osie w  ten punkt, rów nanie (1) stanie się

A a '2 -|- 2Bx 'y ' -)-  Cy"1 -(-  f  x0~\~y'f'ya H~ f (x »> V«) —  0 >

ponieważ to rów nanie przedstawia dw ie proste które przechodził przez poczętek, w ięc on o p ow in n o 
być  jed n orod n em ; twierdzenie odw rotne jest widocznie, praw dziw em . W ię c  aby rów nanie ogólne 
drugiego stopnia przedstawiało dw ie proste, potrzeba i dość jest żeby było

(9) f'xo =  0’ /'Vo“ 0, f(xo>yo) =  0-

Leczówedług zwięzku tożsam ościow ego

^f'x.+yof'y, +  zof'Zo =  2/ ^ 0, yo, *o),
• i O ś

trzy zwięzki poprzedzające staję się

/ % = » ■  / • » = » ■  r H = » ;
a lbo uwyraźniając

A x 0 - j -  By0 D ;0 —  0,

Bx0 Cy0 Es0 == 0,

Dx0 -|~ Ey 0 - j -  Fz0 =  0.
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co  daie
‘

dola*

^0) Vo> zoi mię

A B D

B G E

D E F

albo A =  0.

Ten warunek m ógłby  się w yprow adzić z rów nania (6) nm (540).

Otóż jeżeli zauważy się równania (9), dw a pierw sze w yznaczę środek, a ostatnie wyraża że środek 
jest na krzyw ej.

W ię c  a b y  k r z y w a  d r u g ie g o  r z ę d u  s p r o w a d z a ł a  s ię  d o  d w ó c ii  p r o s t y c h , p o t r z e b a  i  d o ś ć  j e s t  a b y

ŚRODEK BYŁ NA KRZYWEJ.

Można uzasadnić to podanie bezpośrednio uważyw szy, że jeżeli środek jest na krzyw ej, otrzyma 
się trzy punkta krzywej w  linii prostej; a tem samem, prosta będzie tw orzyć część krzyw ej, p o 
nieważ krzywa drugiego stopnia w łaściw ie nazwana nie m oże b y ć  spotkanę przez prostę w  w ięcej 
jak dw óch  punktach.

Kiedy krzywa drugiego rzędu sprowadza się do układu dw óch  prostych , punkt spotkania jest 
punktem podw ójn ym  krzyw ej; i odw rotnie.

Biegunowe jakiegokolw iek punktu przechodzę w tedy przez ten punkt podw ójn y .
70
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Biegun jak iejkolw iek  prostej
m x  - j -  mj -\ -pz =  0,

je s t w yznaczony przez rów nania
f  f ’ P  
_ 5 l =  J t l  =  L_fo • 
iw n p  ’

otóż jeżeli prosta jest w  n ieskończoności, m a się m =  0 , n =  0 , zkęd wypada

o,

równania wyznaczające środek. Tym  sposobem  środek jest biegunem  prostej w  nieskończoności. 

B iegu nów ? środka jest prosta w  n ieskończoności. W  rzeczy samej, b iegu n ów ? punktu (x 0, y0, z„j jest

Xf 'x 0+ y f ' y 0+ zf 'z0= ° ' ’ 

otóż, jeżeli ten punkt jest środkiem , ma się x f '  x  =  0, y / '  = 0 ,  / 7.  ^  0 ; zk?d wypada

z =  0 ;
jestto prosta w nieskończoności.

111° S p Ó Ł R Z Ę B N E  T R Z Y L 1 N I J N E .

543. M ożnaby dać (eorya og ó ln ?  poszukiwania środków  w  układzie spółrzędnych trzylinijnych; 
zajm iem y się tylko wskazaniem jej punktu wyjścia. Szukajm y na przykład w jaki sposób m og łoby  się 
d o jść  do w arunków  aby w ierzchołek  A trójkąta odniesienia był środkiem  krzywej danej przez je j 
równanie w  spółrzędnych trzylinijnych

(1) / ( X ,  Y , Z ) =  0.

N iech będzie naprzód

(2) mX  +  n Y  +  pZ =  2S,

zw ięzek który pow inny sprawdzać spółrzędne trzylinijne jak iegokolw iek  punktu.

•Jeżeli w ierzchołek A jest środkiem  krzyw ej, jak iem u kolw iek  punktow i M0 tej krzyw ej, którego 
Y  i Z s?  rów ne na przykład Y0 i Z0, musi zawsze odpow iadać drugi punkt M '0, którego Y i Z 
s? —  Y 0 i — Z0; i odw rotn ie.

D ow odzenie jest toż samo jak w  num erze (536).

Lecz aby to m iało m iejsce , warunki analityczne s? w cale inne od  tych które były  w ysłow ione 
w num erze przytoczonym ; nie należałoby się z tego zgoła w nosić że rów nanie (1) nie pow in no się 
zmieniać kiedy się w  niem  zastępi Y  i Z przez — Y i —  Z. P ochodzi to zt?d że rów nanie (I )

Y Zwyznaczy tylko stosunki —, — , i że X  jest spojon em  z Y i Z przez zwięzek (2).
X X

Oto w  jaki sposób m ożnaby poszukiw ać warunków aby w ierzchołek  A byl śodkiem  krzywej.
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Ze związku (2) w yciągam y
X =  K - f  T ,

położyw szy

(3 ) R —— —, i T  =  —  -  Y  —  -  Z,
m m m

T  jest funkcya Unijna i jednorodna w zględem  Y i Z. Rów nanie krzywej staje się wtedy

/■(T +  K, Y, Z) =  0 ;

a lbo rozw ijając przez w zór T a ylora :

(5) f ( T, Y, Z) +  Kf \ (T , Y , Z) +  *  f \ x (T, Y , Z) +  / " 'xxx (T, Y , Z) +  . . .  = 0 .

Poniew aż równanie (5) zawiera tylko w  sobie Y i Z ; potrzeba i dość jest, aby punkt A  był środ
k iem , żeby to rów nanie nie zm ieniało się kiedy się w  niem zastąpi Y i Z przez — Y  i — Z, to jest
żeby wszystkie wyrazy były tej samej parzystości.

Otóż pochodn e f ,  są jednorodnem i w  Y  i Z ; poniew aż T  jest funkcyą linijną i jednorodną
na Y i  Z , k on ieczn em iw ystarcza ją cem jestab y  poch odn e  rzędu nieparzystego /  Xxxxx’ ■ • ■etc*
i>yły tożsam ościow o zeram i, zastąpiwszy w  n ich  X  przez T.

Z astosowanie.

Niech będzie krzywa drugiego rzędu

A HX 2 - f -  A22Y2 +  A 33Z2-)-  2A 12X Y  2A13XZ +  2 A23YZ =  0.
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Aby w ierzchołek A był środkiem , potrzeba aby pochodna

f ' x (T , Y , Z ) to jest A „ T  +  A I2Y +  A « Z ,

była tożsam ościow o zerem ; otóż zastąpiwszy T  w ypadnie

w( A12Y  - j-  A 13Z ) —  A h («Y  -)-  PZ) ;
zkąd wynika

Ali   _  A ]3 .
m n p

takimi są warunki szukane.

.555. W  przypadku krzywych drugiego rzędu wyznaczym y środek w edług tej własności n™ (5 5 2 ): 
że je s t  on biegunem prostej w nieskończoności.

N iech będzie krzywa drugiego stopnia

(1) ' /IX , Y , Z ) = 0 ,
i

(2) mX - j -  nY - j -  pZ =  2S,

związek który pow inny spzawdzać spółrzędne trzylinijne jakiegokolw iek punktu; równaniem  prostej 
w  nieskończoności jest ner (96)

(3) m X -J-  wY -f-  pZ —  0.



dl -.:v

Biegun (X0, Y 0, Z0) tej prostej albo środek krzywej (1) będzie w yznaczonym  przez rów nania nastę
pujące ncr (453)

( 4 )  ^  X|> _ ^ ' zq .
wi n p

§ III. —  RÓW NANIA STYCZNECZKOWE.

Zajm iem y się tu w yznaczeniem  środka tylko dla krzywych drugiej klassy.

1° S p ó ł r z ę d n e  ( d w u l i n i j n e )  U , V .

545. M ogłoby się uważać że kiedy początek spółrzędnych jest środkiem , jakiejkolw iek stycz
nej {u, v) odpow iada zawsze druga styczna (—  u, —  v ), i odw rotn ie ; to wynika z określenia środka. 
W zory  przekształcenia n™ (356) pozwolę, nam w yznaczyć środek w  przypadku równania ogólnego. Ta 
uwaga da się zastosować do krzywej jak iejkolw iek  klassy, i prowadzi bez trudności do ogóln ego  
wyznaczenia środka, w  układzie spółrzędnych (u, v).

546. Dla krzywych drugiej klassy ograniczym y się na zastosowaniu w łasności następującej, która 
z pow odu  uwag nm (467), w ypływ a z podania n™ (542), to j e s t : Środek krzyw ej drugiej kl.assy jest  
punktem biegunowym prostej iv nieskończoności.

• Oi'J‘ C-
Rów nanie krzyw ej będąc

(1) f iu , v , w) =  k u 1 - j -  2Bmd Cu2 - j -  2Dmu 2Evw  -|- Fw1 =  0,

punkt b iegunow ej prostej ( u0, v0, Wo) ma na równanie

Vof'u+ vof'v +  n o f'w= D -  7 - ,A

Prosta w nieskończoności ma za spółrzędne u0 =  0, «„ =  0 ; w ięc równaniem  środka krzywej (1) 
będzie

(2) i w — 0’ a lbo Dn - f -  Eu -f -  P =  0.

To będzie początek spółrzędnych jeżeli E i D są zerami.

W ię c , aby początek spółrzędnych był środkiem, potrzeba i dość je s t  aby równanie nie zmieniało się
kiedy się w niem zmieni w  na —  w .

:■ i
II0 Spółrzędne trzylinijne.

547. Zastosujm y jeszcze  zasadę poprzedzającą. N iech będzie

(1) AU, v ,  w ) = o ,

równanie ogólne  krzywej drugiej klassy. Jeżeli X, u., v ; są parametrami odniesienia, spółrzędnem i
prostej w  nieskończoności będą X, p, v; punkt biegunow y tej prostej, to jest środek krzywej (1)
otrzym a na rów nanie ner (465)

(2) Vr'u +  pAv+ v/'w= °>
a lbo

(2 bis) U A  - f  Y f '  - f W / ' , =  0.
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TEORYA ŚREDNIC.

R O Z D Z I A Ł  VI .

¡5 I. —  OKREŚLENIE I WIADOMOŚCI OGÓLNE.

I ' O kreślenie i r ó w n a n ie  średnic .

5 4 8 . N a z y w a  s ię  ś r e d n ic ą  k r z y w e j  m ie j s c e  ś r o d k ó w  ś r e d n ic h  o d l e g ł o ś c i p u n k t ó w  p r z e c ię c ia  

z  k r z y w ą  j a k i e j k o l w i e k  s ie c z n e j  r ó w n o l e g ł e j  do k ie r u n k u  d a n e g o .

W  p z z y p a d k u  k r z y w y c h  d r u g i e g o  r z ę d u ,  m o ż n a  w y r z e c  żc :

Ś rednica jest miejscem środków  c ię c iw  rów noległych  w  kierunku  stały m .

T o o k r e ś l e n i e  o g ó l n e  ś r e d n i c  b y ł o  d a n e m  p r z e z  N e w t o n a  (E m m eratio  linearum, tertii ordinis, 
anno 1 7 0 6 ) ,  k t ó r y  w y s ł o w i ł  p o d a n i e  n a s t ę p u ją c e  :

W  KRZYWEJ JAKIEGOKOLWIEK RZĘDU ŚREDNICE SĄ LINIAMI PROSTEMI.

Aby dow ieść tego podania, w eźm iem y rów nanie krzywej pod  kształtem

(1) <fm(x, y )-\ - i[x , y) - j -  fm _ l [x ,  / / ) - ) -  . . .  —  0 .

Jeżeli a jest spółczynnikiem  kątowym  kierunku danego, jakakolw iek sieczna otrzyma na równanie

(2) y  —  aa: - j -  X,

X będąc ilością nieoznaczoną.

Oznaczywszy przez x t, y , ; ic2, y2; . . .  spółrzędne m punktów  przecięcia tej siecznej z krzywą, 
środek średnich odległości tego uk ładu 'otrzym a za spółrzędne

x  i y muszą nadto sprawdzać związek (2).
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Dla wyznaczenia x  punktów  przecięcia, napiszemy równanie (1) w  sposób następu jący

(4) - 1 )  +  « — 'f c . - .  ( l , | j  +  . . .  =  0 ;

potem  z równania (2) w yciągniem y

»  =  .  +  * !
X  X

podstawiając tę w artość na w  równaniu (/i)- rozwinąwszy każdy wyraz przez wzór T aylor’a , potem  

uporządkowawszy, znajduje się :

(5) x m?m[l, a) [?,„_,(!> a ) + X / » ( l ,  . . ]  +  . . .  = 0 .

liiorąc sum m ę pierw iastków  tego rów nania, nia się

+ g ,  =  - y » - l(1> a> + V » (1 . a) ;
fm(1, a)

zkąd w nosim y dla odciętej a; jak iegokolw iek  punktu m iejsca

/ g\ x  _    ; a) ~ł~ a) .
a)

oznacza pochodn ą funkcyi fm w zględem  y.

W yrugow aw szy X m iędzy równaniam i (2) i (6 ), znajduje się na równanie miejsca prosta

(7) a) —  a „?,»(l, a)] —}— a) - ( - —  a) =  0 ;

podanie jest w ięc dow iedzionem . ,

Można dać temu ostatniem u równaniu kształt symetryczniejszy.

Funkcya ym( x , y) będ ąc jednorodną , m a się tożsam ość

y ) -\ -y v«jm{x ,  y )  =  m<?m{x , y j ;

zkąd w ypada, rob iąc x  =  1, y  =  a,

i ?  ni(k a) +  ay'f ™(1, a) =  a).

Równanie średnicy odpow iadającej k ierunkow i cięciw  y  —  a x  —  0, będzie w ięc

(8) a) —(- y yf 'm[\, a) - j -  a) =  0.

Porównaw szy to równanie z rów naniem  (5) nru (436), w nosim y że :

Ś r e d n i c a  j e s t  b i e g u n o w ą  p u n k t u  y v  n i e s k o ń c z o n o ś c i  n a  k i e r u n k u  c i ę c i w ,  k t ó r e m u  o d p o w i a d a

T A  Ś R E D N I C A .

Ten w niosek wynika także bezpośrednio z określenia biegunow ej jak iegokolw iek  punktu ; określenia 
przedstaw ionego przez rów ność
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Uwaga. W idzim y przez rów nanie (8) że jeżgli rów nanie krzywej nic zawiera w  sobie  wyrazu 
stopnia (im —  1), a) jest zerem ; w tedy wszystkie średnice przechodzę przez początek, jak im 
kolw iek bądź jest kierunek cięciw .

5 5 9 .  J e s t  o g ó l n i e  (m —  1 )  ś r e d n i c  r ó w n o l e g ł y c h  w  k i e r u n k u  d a n y m .

Niech będzie, w  rzeczy sam ej, k spółczynnik kątowy kierunku danego, i a spółczynnik kątowy 
c ięciw  którym odpow iadają średnice szukane, musi się m ieć w edłu g  równania (8) :

(9) =
ycp « , c lj

rów nanie stopnia ( m —  1) w zględem  nieznanej a ;  on o da (m —  1) w artości na kierunek a c ię c iw ; 
a poniew aż każdej w artości na a odpow iada jedyn a średnica, jest w ięc (rn —  1) średnic rów noległych  
do kierunku danego.

5 5 0 .  J e s t  o g ó l n i e  m ś r e d n i c  p r o s t o p a d ł y c h  d o  i c h  c i ę c i w .

W  rzeczy samej aby to m iało m iejsce potrzeba żeby by ło

J  ^ ( l , a ) \ _ lt
\ ycp m (l, a )/

albo

(10) a^y,n(l, a) OT(1, a) =  0 ;

rów nanie stopnia m w zględem  nieznanej a ; jest w ięc m średnic prostopadłych  do ich cięciw . Jest 
w ięc ich dwie, w  krzyw ych drugiego rzędu.

11° W ia d o m o ś ć  s z c z e g ó ł o w s z a  o  ś r e d n i c a c h .

551. Oznacza się często nazwiskiem  średnic proste dzielące na dw ie części rów ne cięciw y  rów . 
noległe w  pew nym  kierunku. Te średnice noszą nazwisko osi gdy są prostopadłem i do cięciw , 
które dzielą na dw ie części rów n e. Jest w idoczn em  że to nie zdarza się jak  tylko bardzo przypadkow o 
że krzyw e posiadają te lin ie ; w  krzyw ych drugiego rzędu przeciw nie one się przedstawiają koniecznie.

W skażm y kierunek poszukiwań służących do rozpoznania czy krzywa ma średnice prostolinijne 
i czy  ona ma osie.

Przypuśćm y że prosta AB jest średnicą krzywej i że c ięciw y  odpow iadające są rów noległem i do CD.

W eźm y średnicę za oś odciętych , i rów n oleg łą  do CD za oś rzędnych ; zobaczm y jakie są w łasności 
charakterystyczne które w inno przedstaw iać równanie krzywej.

W ed łu g  założenia przyjętego oś odciętych  dzeli na dwie części równe c ięciw y  rów noległe do osi
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rzędnych, to jest że jak ie jkolw iek  wartości na x  w inny odpow iadać dla y  w artości tworzące wszystkie 
pary rów ne i znaków  przeciw nych .

Równanie krzywej nie p ow in n o w ięc zawierać w sobie jak tylko potęgi parzyste na y .

O dw rotnie : Jeżeli rów nanie nie zawiera w sobie jak tylko potęgi parzyste na y ,  oś odciętych 
w inna dzielić na dw ie części rów ne wszystkie c ięciw y  rów noleg łe  do  osi rzędn ych ; innem i słow y, cś 
od cię tych  będzie średnicę prostolinijny cięciw  rów n oleg łych  do osi 0 y . W  rzeczy sam ej, jeżeli da się 
na x  pew nę w artość, otrzym a się rów nanie zawierające w  sobie tylko potęgi parzyste na y ,  i których 
pierwiastki będę parami rów ne i znaków  p rzeciw n ych .

A by  Ox  by ło  osię krzyw ej, potrzeba i d ość  jest aby osie spółrzędnych będęc prostokętnem i, rów 
nanie krzyw ej z.awierało w  sobie tylko potęgi parzyste na y .

W tedy dla rozpoznania czy krzyw a ma średnice prostolinijne, odniesie się ję  do  now ych  os i; będzie 
m ożna przypuścić że n ow a oś 0 V  jest średnicę c ięciw  rów n oleg łych  do 0 ’y ' ;  to jest że będzie 
można rozporzędzić stałemi w prow adzonem i przez w zory przekształcenia spółrzędnych w  ten sposób, 
aby now e równanie nie zawierało w  sobie jak  tylko potęgi parzyste na y .

Dla rozpoznania czy krzyw a ma osie, użyje się tej samej m etod y ; dość tylko na to przypuścić 
now e osie prostokętnem i.

Uprości się n ieco te poszukiwania zostaw iajęc n ow y poczęlek  na jednej z daw nych osi.

§ U. —  POSZUKIW ANIE ŚREDNIC W  KRZYW YCH  DRUGIEGO RZĘDU.

1° R ó w n a n i e  ś r e d n ic .

552. R ów nanie ogóln e  krzywych drugiego rzędu jest

(1) f [ x ,  y )  =  Aa;2 +  2B ay +  Cy2 - f  2D® +  2Ey +  P =  0.

P i e r w s z a  m e t o d a .

W  krzywych drugiego rzędu średnica jest m iejscem  środków  cięciw  rów noległych  w  kierunku 
danym .

To określenie jest przypadkiem  szczególnym  określenia ogólnego danego 5w numerze (558); rów 
nanie średnicy w  krzywych drugiego rzędu, w ycięgnie  się w ięc  z równania ogólnego średnic nu
meru (558 ):

a) - j -  a) - j -  <?m_ ,(1 , a) —  0.

W przypadku danym ma się
'fm =  Aa;2 ‘2B xy  - f -  Cy2;

=  2 (Da; +  E y ) .

Podslaw iajęc te wartości w  równaniu ogóln em  pow yższem , w ypadnie

x (A  -f -  Ba) - f  y (B - f  Ca) +  D - f  Ea =  0, 

lów nanie m ogęce się napisać w  ten sposób ;

. ( A ® +  By +  D )- j-a (B a ? -f  Cy +  E ) = 0 ;
albo

( 2 )  f x - \ -  'd f‘ y =  0 .



553. Druga metoda.

M e to d a  k tó r ą  w y ł o ż y m y  da się za sto so w a ć  do k w e s ty i n astę pu jące j :
«  Z n a le ź ć  d la  k r z y w e j ja k ie g o k o lw ie k  r z ę d u , m iejsce ś r o d k ó w  c ię c iw  ró w n o le g ły c h  w  k ie r u n k u  

»  d a n y m .

N ie c h  b ę d zie  A B  c ię ciw a  ró w n o le g ła  w  k ie r u n k u  d a n y m

y —  mx =  0,

m je st s p ó łc zy n n ik ie m  k ą t o w y m ; niech b ę d ą  .t 0, y0, s p ó łrzę d n e  p u n k t u  śro d ka  M .

P rze n ie ś m y  osie ró w n o le g le  do ich p ie rw o tn e g o  p o ło że n ia  w  p u n k c ie  ( x 0> y0), w zo r a m i p r z e 
ks zta łc e n ia  bę d ą

x  —  Xq — x  ;

y - y »  +  y'-

R ó w n a n ie  ( 1 )  k r zy w e j d ru g ie g o  rzę d u  s ta n ie  się

f(x' +  x0, y' +  y0) =  0,
a lb o  ro zw ija ją c

(3) f(x0, yo) +  x 'f 'Xo+  y'f'y0 +  (A*'2 +  2 B x'y' +  C y>*) =  0.

t e o r y a  ś r e d n i c . 561

W zg lę d e m  n o w e g o  u k ła d u  o s i, ró w n a n ie  c ię c iw y  A B  b ę d zie

y' =  m x'.

O t r z y m a m y  o dcię te  p u n k t ó w  prze cię cia  A  i B  tej p ro ste j z  k r z y w ą , za s tą p iw s zy  y' p rze z mx 
w  r ó w n a n iu  ( 3 ) , co daje

(4 ) f(xo, y0) +  x'[f'Xu4 ’  1 +  (A. 4 -  2Bot - f  Cm s) a / * =  0.

O t ó ż  p u n k t  M  b ę d ą c ś ro d k ie m  o d c in k a  A B ,  ró w n a n ie  (4 ) m u si p rzy p u ś c ić  d w a  p ie rw ia s tk i ró w n e  
i z n a k ó w  p r z e c iw n y c h . N a  to  p o trze b a  i dość je st a b y  s p ó łc zy n n ik  n a x  b y ł z e r e m ; co p r o w a d z i do

/ 4 04 -  mf ' yir= ° -

M a m y  ty m  spo so be m  zw ią ze k  m ię d zy  s p ó łrzę d n e m i x 0, y 0> ja k ie g o k o lw ie k  p u n k tu  ś ro d k a  ja k ie j
k o lw ie k  z  c ię c iw  ró w n o le g ły c h  w  k ie ru n k u  d a n y m ; je s tto  w ię c  ró w n a n ie  m ie jsc a . Z n ió s łs zy  w s k a 
z ó w k i  o t r z y m a m y  n a ró w n a n ie  ś re d n ic y  o d p o w ia d a ją c e j c ię c iw o m  s p ó łc zy n n ik a  k ą to w e g o  o t ,

(5) f'x  4 "  mfy —  0 .
71



55A. T rzecia m etod a .

Niech będzie rów nanie drugiego stopnia

(1) f ( x ,  V) =  A:r2+  2Ba?y - f  Cy2 - f  2 D a :- f  2Ey +  F =  0 ;

i m spółczynnik  kątowy cięciw  których szuka się m iejsca środ k ów ; jakakolw iek z łych cięciw  otrzyma 
na równanie

(2) y  —  m x - { - n ,

gdzie m  jest ilością  dany, a n n ieoznaczony. Szukajm y przecięcia tej prostej z krzywy, to jest 
zastąpmy y  przez (m x Ą -n ) w  równaniu (1), otrzyma się równanie kształtu

( 3 ) M#2 -| -N a;-j- P =  0.

Niech będą A i B przecięciam i cięciw y  z krzywy, x  i y  spółrzędnem i punktu środka odcinka AB. 
Odcięta x  punktu środka musi być  rów ny p ołow ie  sum m y odciętych  punktów  A i B, danych 

przez równanie (2 ) ; otrzyma się w ięc pierw sze z równań następujycycli

N
X ~~ 2M ’

y  =  m x  - f -  n ;

drugie wyraża że punkt środka jest na cięciw ie  AB . Otrzyma się rów nanie m iejsca w yrugow aw szy 
nieoznaczony n m iędzy dw om a równaniam i (A). Dwa rów nania (A) m ogy  napisać się

2M.-c - j -N  =  0,

y  =  m x  - j -  n.

Otóż pierwsza strona pierw szego z rów nań (5) jest pochodn y  w zględem  x ,  pierwszej strony ró w 
nania (3 ) ; lecz rów nanie (3) by ło  w yprow adzone z równania ( ł ) zastypiwszy w  niem y  przez (m x-\ -n ); 
otrzym am y w ięc pierw sze rów nanie grupy (5 ), b ioryc pochodn y w zględem  x  pierw szej strony rów 
nania (1), bylebyśm y tylko uważali y  jako rów n e (m x  - j -  w), otrzym a się tym  sposobem

f'* [x , V) +  m f'v(x ,  y )  =  0,

przypuszczając zawsze y  zastypionem  pzzez (m x  - j -  w). Otóż, aby m ieć równanie m iejsca potrzeba 
w yrugow ać n to jest zastypić (m x -\ -n )  przez y\ rów nanie m iejsca nie jest w ięc  innem  jak tylko 
ostatniem równaniem .

Tak w ięc rów nanie średnicy odpow iadajycej c ięciw om  spółczynnika kątow ego m jest

(6) f 'x  m fy  —  0,

albo zastąpiwszy pochodn e przez ich wartość wyraźny :

(7) a;(A 4 -  Bm) +  y ( B - f  C m )+ D  +  E?n =  0.

II8 Ś r e d n i c e  s z c z e g ó l n e .

555. W  rachunkach i rozum owaniach które poprzedzają przypuściliśm y że c ięciw y spotykały krzywy 
w  d w óch  punktach w od leg łości k oń czon ej. Może się zdarzyć że jeden z punktów  przecięcia jest
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w  nieskończoności, równanie (3) musi przypuścić w tedy pierwiastek n ieskończony; na to potrzeba 
i dość aby M było zerem, ma się w ięc

(8) M albo Cm2 -j-2 B m  +  A =  0 ;

znajduje się tę wartość na M obrach ow u jąc wyraz na X1 w  równaniu (3).

Uważmy że w artość na M nie zależy jak tylko od spółczynnika kątow ego m ; a tern sam em , jeżeli 
c ięciw a  spotyka krzywą w  jakim kolw iek punkcie w  nieskończoności, będzie rów nież tak sam o się 
działo z wszelkiem i cięciw am i rów n oleg łem i (cięciw y są w tedy rów n oleg łe  w  jakim kolw iek  z kierun
k ów  assym ptotycznych num eru (530)].

Nazwiemy ś r e d n i c a m i  s z c z e g ó l n e m i  średnice odpow iadające tem u kierunkow i c ię c iw . Szukajmy ich 
znaczenia.

Rów nanie średnic jest danem  przez pierw sze z rów nań (5), gdzie się przypuści n zastąpionem 
przez {y  —  m x))  otóż, jeżeli M jest zerem , pierwsze z rów nań (5) sprowadza się do

(9) N =  0, N jest funkcya na (m, n), niech będzie N =  <f[m, n)

n  musi tu być  zastąpionem przez (y  —  mx).

1° O t ó ż  w s z e l k a  c i ę c i w a ,  r ó w n o l e g ł a  w  k i e r u n k u  o b e c n y m , m a ją c  / e  ś r e d n i c ą  ( 9 )  P U N K T  w s p ó l n y  

(jc*o, y 0)  w  o d l e g ł o ś c i  s k o ń c z o n e j ,  s p o t k a  k r z y w ą  w  d w ó c h  p u n k t a c h  w  n ie s k o ń c z o n o ś c i .

W  rzeczy sam ej, cięciw a przechodząca przez ten punkt, otrzyma na równanie

(10) y  =  m x -\- n , albo n =  y 0 — m x 0 ; (10 bis)

jeżeli się szuka je j przecięć z krzywą, otrzyma się rów nanie

(11) M ^ - f  f e - f  P  =  0, 

równanie w którem

M =  Cm2 -f -  2B?n +  A, i N =  <f[m, n).

Lecz M jest zerem w edłu g  założenia; N jest także zerem , gdyż punkt (x0, y 0) będąc w od leg łości 
skończonej na średnicy (9), ma się

<f(m, y 0 —  m x 0) =  0, albo <f(m, n) =  0,

w edłu g  w artości (10 bis) na n. R ów nanie (11) ma w ięc dw a pierwiastki nieskończone.

2 “ L e c z  t u t a i  c i ę c i w y  s ą  r ó w n o l e g ł e  d o  ś r e d n i c y  o d p o w i a d a j ą c e j  (9 ) .

W  rzeczy samej, w edług równania (9) albo (7), spółczynnikiem  kątowym  średnicy jest

A B »j .
B - f  Cm ’

i ta wartość jest rów ną m, m ając wzgląd na związek (8).

Przeto cięciw a, która ma ze średnicą (9) punkt w spólny w od leg łości skoń czonej, zlewa się z tą 
średnicą.
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W ię c  Ś R E D N I C A  S Z C Z E G Ó L N A  (9) S P O T Y K A  K R Z Y W Ą  W D W Ó C H  P U N K T A C H  W  N I E S K O Ń C Z O N O Ś C I ;  T A  Ś R E D N I C A  

J E S T  A S S Y M P T O T Ą .

556. Kierunki c ięciw  odpow iadających  średnicom  szczególnym  są danem i przez równanie 

(12) Cm2 - f -  2Bm -) -  A == 0.

W  przypadku elipsy, B2 —  AC <  0 ; średnice szczególne są u ro jon e ;

W  przypadku hiperboli, B2 —  AC >  0 ;  średnice szczególne są rzeczywiste, są to assym ptoty ;

W  przypadku paraboli, B2 —  AC — 0, średnica szczególna jest w nieskończoności.

W  rzeczy sam ej, rów nanie (7) tej średnicy jest robiąc je  jednorodnem  :

x(A. - j -  Mm) - j -  ?y(B - f  Cm) - f  z(D - f  Em) :=  0.

Otóż ma się w edłu g  rów nania (12) i związku charakterystycznego paraboli .

B A  B A .
C B ’ C B ’

i rów nanie średnicy sprow adza się w idoczn ie  dc

z =  0.

557. M ożem y w ytłum aczyć tym  sposobem  istnienie tej podw ójnej w łasności assym ptoty, aby była 
razem assymptotą i średnicą.

W eźm y h iperbolę , i niech będzie MN assymptota albo średnica szczególna.

Jeżeli się zauważy jakąkolw iek c ięciw ę, ona będzie rów noleg łą  do tej średn icy; nadto, ona spotyka 
krzywą w jakim kolw iek punkcie w odległości skończonej A , i w drugim  w  n iesk oń czoności; punkt 
środka odpow iadający jest w  n ieskończoności. Będzie tak samo się działo dla w szelkich cięciw  rów 
noległych  do MN, póki one spotykają MN w  jakim kolw iek punkcie w  od leg łości sk oń czon e j;

wszystkie punkta środków , odpow iadających odcin kom  w yznaczonym  przez te cięciw y , są w nieskoń
czoności na średnicy MN. Lecz k iedy cięciw a spotyka średnicę w  jakim kolw iek punkcie w odległości 
skończonej, ona zlewa się z nią poniew aż do niej jest rów n oleg łą ; w  tym  przypadku cięciw a spotyka 
krzywą w  d w óch  punktach w  n ieskoń czoności; a tern samem jakikolw iek punkt średnicy MN m oże 
być  uważany jako środek odcinka w yznaczonego przez tę cięciw ę.



Uwaga. Te średnice szczególne dają się napotykać w  krzyw ych jak iegokolw iek  rzędu. Gdyż, jeżel 
spółczynnik kątowy a c ięciw y , którem u odpow iada średnica, sprawdza związek

(fm[ 1, a) =  0,

równanie (8) tej średnicy nvu (548) nie je s t  innem  jak rów naniem  (3) nru (525) assym ptoty odpow ia
dającej kierunkow i assym ptotycznem u

y  —  & x—  0.

III"  D y s k d s s y a  r ó w n a n i a  ś r e d n i c .

558. Znaleźliśm y na rów nanie średnicy odpow iadającej c ięciw om , których spółczynnikiem  kąto
w ym  jest m

(1) f z  +  m f y — b ;

przypom nijm y sobie także, że spółrzędne środka są wyznaczonem i ner (540) przez równania

( 2 ) f 'x  —  0 , f ' y =  0 .

W ięc W S Z Y S T K I E  Ś R E D N I C E  p r z e c h o d z ą  p r z e z  ś r o d e k .

Przytoczym y szczegółow iej ten w niosek.

. I e ś l i  z n a jd u j e  s ię  ś r o d e k  j e d y n y ,  rów nanie jak iejkolw iek  prostej przechodzącej przez środek będzie

(3) f ' x +  Af'y  =  0 i

równanie które m ożna zawsze zidentyfikow ać z równaniem  (1) średnic, kładąc X —  m.

W ięc w  elipsie albo hiperboli wszystkie średnice przechodzą przez środek ; i odw rotnie, wszelka 
prosta przechodząca przez środek jest średnicą.

K ie d y  ś r o d e k  j e s t  w  n i e s k o ń c z o n o ś c i ,  dw ie proste f ' x = 0 ,  f\ , —  0  są rów n oleg łem i; można 
w tedy rozporządzić stałemi X i ¡x tak żeby było  tożsam ościow o

f 'v  —  Xf'x - j -  (a ;
równanie (1) średnic staje się w tedy

(1 +  =
to jest że w  paraboli wszystkie średnice są rów noległem i w kierunku w spólnym  prostych, które w y
znaczają środek.

J e ś l i  z n a jd u j e  s i ę  n i e z l i c z o n e  m n ó s t w o  ś r o d k ó w ,  dw ie proste f'x  =  0 , f\3—  0 zlewają się z sobą ; 
można wtedy rozporządzić stałą ), tak żeby było  tożsam ościow o

A = > / ' , ;
rów nanie (1) staje się. w  tym przypadku

(1 -f-  \m )f'x =  0, albo f ' x =  0.

W ięc, kiedy krzywa sprowadza się do dw óch  prostych rów n oleg łych , wszystkie średnice zlewają 
s i ę  z linią środków .
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559. Rozwinąwszy rów nanie (1 ) średnic, znajduje się

(1) a;(A Bm) - j -  y(B Cm) -} -  ż(D -f- Em) =  0 ;

w artość m' spółczynnika k ito w e g o  tej średnicy będzie

(2) r n <  —  —  A 4 -
B +  Cm

jo W artość na m' będzie niezależną od  m kiedy się otrzyma

g = g ,  z -M  B2—  AG =  0 ;

w ięc  w  paraboli w szyslkie średnice s§ rów n o leg łe ; ich spółczynnikiem  kętow ym  jest

/ o \ i ___  A __  B(3) » = - B  =  - E .

2° Przypuśćm y żeby było razem : A  - f-  Bm 0, B - j -  Cm =  0 ;

rów nanie średnicy sprowadza się w tedy

z =  0, albo prosta w nieskończoności.

W edłu g  założeń przyjętych , ma się

m =  —  g =  —  g ,  i B2 —  AC =  0.

Znajdujem y tym sposobem  ś r e d n i c ę  s z c z e g ó l n ą  p a r a b o l i .  Uważymy że cięciw y odpow iadające śred
nicy szczególnej, które spotykają' krzywą w  jednym  punkcie w od leg łości skoń czonej, są rów noleg łe  
w  kierunku w spólnym  średn icom  paraboli.

3° Przypuśćm y żeby by ło  razem : A +  Bm —  0, B - j -  Cm —  0, D - j -  Em =  0.

R ów nanie średnic sprowadza się w tedy do tożsam ości; jest nieoznaczoność.

Trzy związki przypuszczone daję przez w yrugow anie m.

A B _  B A
B G E ’ m B ’

to jest że prosta sprowadza się do dw óch  prostych rów n oleg łych  ner (541).

Zkąd pochodzi n ieoznaczoność? W ed łu g  tego cośm y dopiero w idzieli, krzywa składa się z dwóch.

A

D D'

B

prostych rów noległych  A i B, i co  większa rów n oleg łych  do linii środków  1)D'. Nadto, c ięciw y  o d 

pow iadające przypadkowi szczególnem u o który idzie m ają za spółczynnik kątowy —  to jest są 

rów noległem i do  linii środków . Te cięciw y  spotykają w ięc krzywą w  dw óch  punktach w  n ieskończo
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ności, gdyż układ d w óch  prostych rów n oleg łych  posiada punkt podw ójn y  w n ieskończoności n«r (530). 
Środek jak iejkolw iek  z tych  cięciw  jest tem sam em  nieoznaczonym ; m iejsce środk ów , albo średnica 
jest zupełnie nieoznaczony.

T o  tłum aczy zupełnie n ieoznaczoność który przedstawia rachunek.

Kiedy cięciw y nie sy rów noleg łem i do  prostych  A i B , jest dostatecznie w idoczn em , że m iejscem  
środków  jest prosta DD'.

IV" P o d a n i a  t y c z ą c e  s i ę  ś r e d n i c .

560. Przypom nim y tę w łasność już dow iedziony w iele razy :

B i e g u n o w a  j a k i e g o k o l w i e k  p u n k t u  w  n i e s k o ń c z o n o ś c i  j e s t  ś r e d n i c ą ;  o d w r o t n i e ,  ś r e d n i c a  j e s t  
B I E G U N O W Ą  J A K I E G O K O L W I E K  P U N K T U  W  N I E S K O Ń C Z O N O Ś C I .

Biegunow a jakiegokolw iek punktu (x 0, y 0, z0)  jest

(1) x 0f ' x -|- y o fy  -f-  zo f 'z  =  0 ;

jeżeli punkt jest w  n ieskończoności na prostej y  —  m x  =  0, ma się

z0 —  0, y 0 —  m x0;
zkyd wypada

(2) f ' x -\ -m f'v = x0 ',

co  jest rów naniem  średnic.

Aby otrzymać biegun jakiejkolw iek średnicy, potrzeba zidentyfikow ać równania ( t )  i (2), co  p ro
wadzi do zwiyzków

i® =  ^2 =  7»; zkyd z„ =  0, y0 =  m x0.
1 m 0

T o  podanie m oże się także w ysłow ić :

C i ę c i w ą  s t y c z n o ś c i  d w ó c h  s t y c z n y c h  r ó w n o l e g ł y c h  j e s t  ś r e d n i c a .

Rachunek jest tenże sam jak  poprzedzajycy, poniew aż rów nanie (1) jest c ięciw y styczności dw ócli 
stycznych poprow adzonych  przez punkt (x„, y 0, z0).

A lbo też jeszcze, cięciw y styczności dw óch  stycznych rów n oleg łych  jest b iegunow a jakiegokolw iek 
punktu w  n ieskończoności na kierunku tych assym ptot; w i ę c . . .

561. M i e j s c e  ś r o d k ó w  c i ę c i w  p r z e c h o d z ą c y c h  p r z e z  p u n k t  s t a ł y .

Niech będy a i b spółrzędnem i jakiegokolw iek punktu stałego P, i

(1) / > ,  Z/) =  0,

rów nanie krzywej drugiego rzędu. Rów nanie jak ie jkolw iek  siecznej przechodzycej przez punkt P jest.

(2) y  —  b = ż ( i c  —  a).

Punkta przecięcia siecznej z krzyw y otrzymajy się, zastępujyc y  przez tę wartość w równaniu ( t ) ;  
otrzym a się tym sposobem  rów nanie kształtu

(3) M./;2 J -  N r  - f  P =  0.



Odcięta x  punktu środka będzie równą p ołow ie  summ y pierw iastków  tego równania, otrzyma 
się w ięc

( . = - 2 1 ,
’ 2M

( y  —  b =  \(x  —  a ) ;

drugie z tych  równań wyraża że punkt środka jest na siecznej.

Dla otrzymania równania m iejsca, potrzeba w yrugow ać X m iędzy dw om a związkami które poprze
dzają. Uważmy naprzód że m ożna je  napisać
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(4 )
2 M a ;- fN  =  0, 

y  —  b  =  X(ar —  a).

Otóż pierwsze z równań (4) jest p och odn ą  względem  x ,  pierwszej strony równania (3), albo 
pierwszej strony równania (1), kiedy s ię w n ie m  przypuści y  zasląpionem przez [X(a;—  a) —{— b].

W eźm y w ięc  pochodn ą pierwszej strony równania (1) w zględem  x ,  uważając tu y  jako określone 
przez związek (2 ); w ypadnie, rów nając tę pochodn ą z zerem

(5) f j j c ,  y )  - f  l f ' y[x ,  y )  =  0.

otrzym a się rów nanie m iejsca rugując X m iędzy równaniam i (5) i (2 ), c o  daje

(6) (x  —  a) f ' x -\ -(y  —  b ) f\  —  0.

T A I C I E M  J E S T  R Ó W N A N I E  M I E J S C A  Ś R O D K Ó W  C I Ę C I W  P R Z E C H O D Z Ą C Y C H  P R Z E Z  P U N K T  S T A Ł Y  P, J E S S T O  K R Z Y W A  

D R U G I E G O  R Z Ę D U .

t° Krzywa (6) przechodzi przez środek krzywej danej, poniew aż spółrzędne środka znoszą f x i f'v\  
(a w łasność jest w idoczną a p r iori.

T  Krzywa (6) przechodzi przez punkt stały (a, b). Przyczyną tego jest, że prosta przechodząca przez 
punkt P i rów noległa do biegunow ej tegoż sam ego punktu, spotyka krzywą w  d w óch  punktach A 
i li rzeczywistych albo urojonych  sprzężonych, i że punkt P jest środkiem  odcinka AB.

3° Rów nanie krzyw ej (6) ma też same wyrazy drugiego stopnia jak rów nanie (1) krzywej danej : 
dw ie krzywe są w ięc jednolcładnem i, jak to zobaczym y pon iżej; albo jeszcze, dw ie krzyw e (1 ) i (6) 
mają też same kierunki assym ptotyczne.

Da się łatw o w ytłum aczyć ten rezultat; gdyż prosta poprow adzona przez punkt P rów noleg le  do 
jakiejkolw iek z assym ptot krzywej (1) spotyka krzywą (1) w  dw óch  punktach, z których jeden jest

w  n ieskoń czoności; punkt środka jest w tedy w  n ieskończoności. Kierunki assym ptotyczne krzyw ej(6)



są w ięc rów noległem i do assymptot krzywej (1). Dwie krzywe (t) i (6) przechodzą przez też samo 
punkta w  n ieskończoności.

4° Krzywa (6) przechodzi przez punkta styczności stycznych poprow adzonych  do krzywej (1) przez 
punkt stały (a, b) ;  ten rezultat jest w idocznym  a priori.

Aby go w yw ieść z równania (6), uważm y że to równanie m oże się napisać

* f * + y f \ — (aA + w « ) = o,
a lbo jeszcze

x f *  +  yf'v +  f ' z — ( W *  +  W v  +  f '*)—0;
i nakoniec

(6 bis) 2f(x, y) =  a/  ̂+  +  /V

Krzywa (6) albo (6 ó/s) przechodzi przez punkta przecięcia krzywej danej f [x , y) —  0 z b iegu now ą 
a / 'x - f -  b f'y - f -  f ' z =  0 punktu stałego (a, ó). c. b. d. d.

562. Rów nanie średnic w yciąga się z równania (6) przypuszczając że punkt P oddala się w  nie
sk oń czon ość w kierunku stałym

(7 ) y  =  m x  -f-  n.

W edług tego założenia uczyni się a i b n ieskończoncm i i otrzyma się

/ cm • b(8) gr . -  =  m.
cl

Podzieliwszy przez a dw ie strony równania (6), zwiększając a i b nieograniczenie, w ypadnie, 
mając wzgląd na związek (8):

f ‘ x  —  0 ;
c o  jest równaniem  średnic.

W szelako należy uważać że równanie (6) daje nietylko dla tego przypadku ograniczonego średnicę, 
ale jeszcze jakąkolw iek prostą w  nieskończoności. A by ten rezultat u w idoczn ić, w prow adźm y w r ó w 
nanie (6) spółrzędne jed n orod n e ; n iech będą x ,  y ,  z spółrzędnem i jed n orodn em i jakiegokolw iek 
punktu krzyw ej, i a , b, c  spółrzędnem i punktu P ; rów nanie (6) staje się

( f  ~  i ) f 'x+ ( f _  l ) f 'v= °* alb0 {cx— a z ) f ' x + ^  = °-

R obiąc w tedy c =  0, b — ma, pozostaje

(9) z [f'x  - j -  m fij] =  0 ;

to jest że krzywa składa się ze średnicy i z jakiejkolw iek prostej w n ieskończoności.

Można zdać sobie praw ę a p riori z tego rezultatu, w edług uwagi 3cioi dyskussyi poprzedzającej. 

U w a g a .  H i p e r b o l e  s p r z ę ż o n e .

M i e j s c e m  k o ń c ó w  ś r e d n i c  u r o j o n y c h  j a k i e j k o l w i e k  i i y p e r b o l i  j e s t  d r u g a  h i p e r b o l a  k t ó r a  n a z y w a  

s i ę  h i p e r b o l ą  s p r z ę ż o n ą  p i e r w s z e j .

Niech będzie równanie jak iejkolw iek  hiperboli
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( 1 )  A a .2 - | -  2 B z 7/ - j -  G i/2 —  1 1 , 7 2



środek będąc w  początku. Spółrzędnem i jakiegokolw iek punktu położon ego  na siecznej przechodzącej 
przez początek, będą

x  —  7

y  =  v-P,

p  będąc odległością  punktu [x, y ) od początku. Jeżeli punkt jest na krzyw ej, otrzym a się

.,  H
P AX2 - f  2BXF +  W

570 RO ZD ZIA Ł V I.

Kiedy się przypuści średnicę urojoną , p 2 jest od jem nem , i d ługość rzeczyw ista, p 1, średnicy 

urojonej jest, przez określenie, spółczynnikiem  na \J—  1 ; jeżeli odnosi się na prostej OM, długość OM 
równą dłu gości geom etrycznej p', punkt rzeczyw isty M nazywa się końcem  odpow iadającym  
średnicy  u rojonej, albo pó prostu końcem średnicy urojonej. Otrzyma się

’ ’ , =  V / w + ^ + v ’ 1 » = * ■

W yrugow aw szy  X i p m iędzy temi dw om a równaniam i, znajduje się

(2) A x ‘2 - f -  2Bx y  -f-  Gy 2 =  —  H ;

jestto  r ó w n a n i e  u y p e r b o l i  s p r z ę ż o n e j .

Jeśli się daje równania dw óch  h iperbol odniesionych  do środka w spóln ego, to jest

(3)
A #2 -f-  2B xy  -f-  C y2 =  H, 

A 1a?2- j-2 B 1x y - f  G,y2=  H „

W YRAZI SIĘ ŻE TE DWIE HIPERBOLE SĄ SPRZĘŻONEMI, PISZĄC ŻE NA JAKIEJKOLWIEK ŚREDNICY, SUMMA 

KWADRATÓW WARTOŚCI ALGEBRAICZNYCH Z DŁUGOŚCI ŚREDNIC JEST ZEREM.

Niech będą, w  rzeczy samej,
x  =  Ip, y  —  v.p,
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równania jak iejkolw iek  śred n icy ; kwadratam i z d ługości średnic dla jednej i drugiej krzywej są :

1  A),2 - j -  Cu2 1 ’_A i).2 - j -  - j-  ( V
H ] Ą ~  H,

W yraźm y że ( — 4 -  —\ jest zerem , jakiem ikolw iekby nie były \ i ¡a, znajduje się
\p* P\j

n \  A _ _ B  _ C = _ H .
{U) Ai  B,  C,  Ht ’

związki prowadzące d o  rów nań (1) i (2) dw óch  hiperbol sprzężonych .

D w i e  h ip e r b o l e  s p r z ę ż o n e  m a j a  t e ż  s a m e  a s s y m p t o t y ;  o n e  s ą  p o ł o ż o n e  w z g l ę d n ie  w  k ą t a c h

SPEŁNIAJĄCYCH.

§ III. -  ŚREDNICE SPRZĘŻONE.

1“ O k r e ś l e n i e .

563. K i e r u n k i  s p r z ę ż o n e .

Równanie średnicy odpow iadającej c ięciw om , których spółczynnikiem  kątow ym  jest to, jest

(1) x (A  - j -  Bto) -j- y (B  - j-  G m )-j- (D -f -  Eto) =  0 ;

jeżeli oznaczym y przez to' spółczynnik kątowy tej średnicy, otrzyma się

zkąd wypada

(2 )

Zow ie się kierunkami sprzężonymi dwa kierunki, których spółczynniki kątowe m i to' zadość 
uczynią związkowi (2).

W yrażenie sprzężone już by ło  w ziętem  w znaczeniu ogólniejszein w przypadku prostych sprzężo
nych ner (ÓA3), (iiAii). Te dwa przypadki różnią się przez nazwania użyte; nazwisko prostych sprzę
żonych służy przypadkow i ogólnem u przytoczonem u, a nazwisko kierunków  sprzężonych należy do 
znaczenia szczegółow szego które dajem y tutaj.

M iędzy kierunkam i sprzężonym i oznaczym y następujące :

1° Średnica i jeg o  c ię c iw y ;

2° Styczna i średnica która przechodzi przez punkt s tyczn ości;

3° Biegunowa i średnica która przechodzi przez biegun.

Sprawdzim y tę ostatnią w łasność, druga jest przypadkiem  szczególnym .

Niech będą (x 0, y 0, z0) spółrzędne jakiegokolw iek punktu, równanie biegunow ej będzie

Xf'x0~[~ yf'y0~\~ Zf 'i0 — 0 i

A - j-  Bto 
' B - j-  Cto ’

A -j-  B(m - j -  Cm.m! —  0.
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spółczynnik  kętow y rn tej b iegunow ej otrzyma na w artość

Średnica odpow iadająca c ię c iw om  których  spółczynnikiem  k itow y m  jest m, otrzyma na rów nanie

Ta średnica przechodzi w idoczn ie  przez biegun (x0, y 0) ; tym  sposobem  średnica sprzężona 
z cięciw am i rów n oleg łem i do biegunow ej jak iegokolw iek  punktu, przechodzi przez ten punkt; w ięc 
spólczynnik i kętow e biegunow ej i średnicy przechodząc przez biegun sprawdzają zwięzek (2 ).

5 6 4 .  D w i e  ś r e d n ic e  n a z y w a j ą  s ię  s p r z ę ż o n e m i  k i e d y  ic h  s p ó l c z y n n ik i  k ą t o w e  s p r a w d z a j ą

ZW IĄZEK ( 2 ) .

D w i e  ś r e d n ic e  s p r z ę ż o n e  s ą  t a k i e m i ,  g d y  j a k a k o l w i e k  z  n ic h  d z i e l i  n a  d w i e  c z ę ś c i  r ó w n e  

c i ę c i w y  r ó w n o l e g ł e  d o  d r u g ie j .

Niech będę OD i OD' dw ie średnice których spólczynniki kętow e sprawdzają zwięzek

Niech będzie mi kierunek cięciw  które OD dzieli na dw ie części rów ne, otrzyma się w edług

porów nanie tych d w óch  zw ięzków  nam daje =  to jest że c ięciw y  sprzężone średnicy OD sę 
rów n oleg łem i do średnicy OD'. W n iosek  odw rotny  wynika z symełryi zwięzku przypuszczonego.

U w a g a .  Kiedy osie spółrzędnych sę dw iem a średnicami jakiejkolw iek krzywej drugiego rzędu, 
rów nanie nie pow inno zamykać w  sobie jak tylko kwadraty ze zm iennych i odw rotnie. Gdyż, jakiej
kolw iek w artości na x  pow inny odpow iadać dla y  dw ie wartości rów ne i znaków p rzeciw n ych ; i, 
jak iejkolw iek  wartości na y , pow inny odpow iadać dla x  dw ie w artości rów ne i znaków  przeciw nych.

565. W  paraboli wszystkie średnice sę rów n oleg le , nie potrzeba uważać średnic sprzężonych. 
W szelako sę w paraboli jak  w  ellip.sie i hiperboli kierunki sprzężone; tak w ięc : średnica i je j 
c ięciw y , styczna i średnica która przechodzi przez jej punkt styczności, biegunow a i średnica która 
przechodzi przez biegun sę kierunkami sprzężonym i. Należy uważać że m iędzy kierunkami sprzężo
nymi znajdzie się zawsze rów noległa  do kierunku w spólnego średnic.

W  rzeczy sam ej, w  przypadku paraboli, gdzie B2 —  AG =  0, zwięzek (2) staje się zastępujęc C

f 'x  - ) -  m f u— 0, albo C r~ — 71~
J Xo /  i/0

A - j -  B(m —(- m1) Cm.m' =  0.

zwięzku (2) :
A - j -  B(ot »?,) - ( -  Cm.mi =  0 ;

/

I)

B2przez — : 
A

(3) A 2 - j -  ABmm' - f-  B2mm' =  0, albo (A - f -B m )(A - f -B m ')  =  0 ;

otóż aby to rozwięzanie było spraw dzonem , potrzeba i d ość jesta b y  spółczynnik kętow y jakiegokolw iek



g
z kierunków był r ó w n y m  - ,  to jest żeby ten kierunek był rów noległym  do średnic. Kierunkiem

A .

sprzężonym jakiejkolw iek  prostej rów noleg łe j do  średnic będzie styczna na końcu tej prostej.
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1 1 °  T w i e r d z e n i a  A p o l l o n i u s a .

566. Uważmy krzywy drugiego rzędu odniesiony d o  je j środka i do dw ócli osi O x  i Cty, czyniących 
kąt 0 ; niech będzie

(J) Axl2 - j -  2Bxy - j-  C if  =  H

rów nanie tej krzyw ej. Odnieśmy tęż samy krzywy do now ych  osi O x', i Oy', m ajycych tenże sam 
poczytek i czyniycych kąt 0 '; równanie (1) w eźm ie kształt

(2 ) A 'x '2 - f  2 B 'x y - f C y 2= H ,

kiedy się w  niem  zastypi x  i y  przez ich wartości w  funkcyi x ' i ?/', które dostarczy wzory prze
kształcenia sp ółrzęd n ych ; stała H nie zmieni się poniew aż te w artości sy linijne i jed norodne w zglę
dem  x' i y'.

Idzie o znalezienie zw iyzków  istniejycych m iędzy dawnym i spółczynnikam i A , B, C, i nowym i 
spółczynnikam i A ', B ', C'.

Uważm y że m ajyc wzglyd na w zory  przekształcenia, funkcya

A x2 -(- 2Bx y  - j -  Ci f ,
zamienia się tożsam ościow o w  funkcyy

A 'x '2- f  2 \i'x'y' 4- cy2.
Lecz kwadrat od leg łości jakiegokolw iek punktu M (x, y )  od początku spółrzędnych ma na w yra

żenie w  dawnym układzie
x 2 - j-  2d os0 .x y  - j-  y 2; 

ta funkcya zamienia się w ięc tożsam ościow o w  następujący

x '2 - f-  2dosG 'x 'y ' - f -  y '2,

która przedstawia w  now ym  układzie kwadrat od leg łości tegoż sam ego punktu M (x ', y') z tymże 
samym znakiem.

W ypada ztyd że funkcya
p  = r  A x2 -(- 2B xy -|- C if  - j -  X(x2 -f- 2x i/d os0  -(-  y 1)

zmienia się tożsam ościow o jakykolw iekby nie było X w  funkcyę następujący

F' =  A 'x '2- f  2B 'x 'y ' - f  C y '2 - f  X(x'2 - f  2x 'y 'd os0 ' - f  y'2).

Otóż, jeżeli funkcya F jed norodna  w  x  i ?/, staje się kwadratem  zupełnym  dla pew nej war
tości na X, będzie tak samo się działo z funkcyy F ' dla tejże samej w artości na X. Gdyż w tedy F 
będzie kształtu (M x - j-  % ) 2, i zastępując x  i y  przez ich wartości w  funkcyi x' i y ' , to wyrażenie 
pozostanie kwadratem zupełnym ; w artość na X nie zmieni się poniew aż w zory przekształcenia nie 
zawierają w sobie tej dow oln ej.



Nadto, jeżeli funkcya F staje siy kwadratem zupełnym  dla jak iejkolw iek  wartości ).0 na X, 1'unk- 
cya F' nie będzie m ogła  być kw adratem  zupełnym  dla jakiejkolw iek wartości na X, różnej od  X0;
gdyż niech będzie Xt =  X0 +  4 , funkcya stanie się

[A /a/2 +  2 B 'x 'y ' +  C'y'2 +  X0(a/2 - f  y"1 +  2a/y'dos Q')] +  k[xhl - f  y '1 +  2.r'?/ d o  s 0'] ;

otóż ilość m iędzy nawiasami jest kwadratem  zupełnym ; w idzim y tym  sposobem  że funkcya F' nie
będzie kwadratem  zupełnym  jeże li k nie jest zerem. W ięc, jeś li się wyrazi że funkcye F i F' staję
się kwadratami zupełnym i, otrzyma się dwa równania na X które m uszę przypuścić też same pier
w iastki; poniew aż, jeże li jedna z funkcyi staje się kw adratem , druga nie m oże stać się kwadratem 
chyba że się przypisze stałej X tęż sama w artość w  d w óch  funkcyach.

W ykonajm y rachunek który dopiero co  był w skazanym ; funkcye F i F ' rozwinięte, piszę się 

F —  (A -f -  X)a/2 +  2(B -f-  Xdos 6)x y  -f-  (C +  !)>/-,

; F ' =  (A ' -f-  X)æ'2+ 2 ( B '  + X d o s 0 > y - f  (G' +  X)y'2.

Aby funkcye F i F ' były kw adratam i‘zupełnym i, potrzeba aby

( A +  X) (G +  X) =  (B - f  X dos 0)2,

(A ' 4 -  x).(0' 4 -  X) =  (B' 4  X dos 0')2;
albo porzędkujęc :

, A - f  C -  2B dos0  , . AC —  B2_ „
+  w st20 A+  wst‘-9 —  5

12 i A +  C '— 2 B 'd o s 0 '. A'C' —  B '2 A
W St20 ' A wst20'

Te równania muszę m ieć, w edług tego cośm y  pow iedzieli, też same pierw iastki; wyprow adza się 
ztęd te dw a zw ięzki zasadnicze :

... A ' 4 - C '— 2 B 'd os0 ' A - f C  —  2B dos0
wst20' \vst20

A'C' —  B'2 AC — B2

5 7 4  RO ZD ZIAŁ V I.

W S f’0 ' w st20

Otrzymaliśmy już te zwięzki n,r (322), lecz przez m etodę dłuższę.

N. B. W yrażenie (AC —  B2) jest niezmiennikiem  funkcyi (Aa/2 -\- 2Bx y  4  Cy2) ;  wyrażenie 
(A 4 -  C —  2B dos0 ) jest niezmiennikiem  d w óch  funkcyj jednoczesnych (Aa/2 4  2Bx y  4  Q /2) 1 
(,x 2 4 - 2a?ydos0 4  U4

567. T w i e r d z e n i a  A p o l l o n i u s a  s ą  t ł u m a c z e n i e m  g e o m e t r y c z n e «  z w i ą z k ó w  p o p r z e d z a j ą c y c h . 

Przypuśćm y że now e osie Ox' i Oy' sę dw iem a średnicam i sprzężon em i; równanie krzywej nie
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może zawierać w  sobie jak tylko kwadraty ze zm iennych, i równanie (2) sprowadza się do

a  7 5

A V 2 - ) -  C y 2 =  H, to jest że B ' =  0.

Szukajmy przecięć krzywej z osiami Ox' i Oy ’ ; niech będzie a1 w artość algebraiczna długości 
średnicy skierowanej w edług Ox' i b' w artość średnicy skierowanej w ed łu g  O # '; otrzyma się

,, H . ,, H
* =A"|J - < 7 -

zkyd

A '  —  _  ,  _ _ _ _ _ _
a'2 ’  b

( «  A' =  i i ,  C ' = “

Ilość a'2, na przykład, będzie .dodatny jeżeli średnica jest rzeczyw isty, i odjem ny jeżeli średnica 
jest u ro jon y ; podobnież dla hi2.

Zastępujyc A ' i C' przez w artości (4) w  zwiyzku II i zauważywszy że B' jest zerem , wypadnie

H*  AC —  B2.
a'2b'2wst-0' wst"20 ’

nlbo

(5)  a' 2b l2wst 20' =

Otóż pierwsza strona przedstawia kwadrat rów n oleg łobok u  w ystaw ionego na dw óch  średnicach 
sprzężonych a! i b' ; druga strona jest ilościy stały, w ięc

P o w i e r z c h n i a  r ó w n o l e g ł o b o k u  w y s t a w i o n e g o  n a  d w ó c h  ś r e d n i c a c h  s p r z ę ż o n y c h  j e s t  s t a ł ą . 

Podstawiajyc w artość (4) w  zwiyzku (1), uczyniwszy B' =  0, znajduje się

1 + 1  
H a b''2_  A +  C —  2B dos0 

wst‘20' wst-0

albo upraszczajyc i m ajyc wzglyd na zwiyzek (5)

(6) a„ + b , =  Hi A +  C - 3 B , t o » q

Druga strona jest jeszcze ilościy  stała; w ięc

S u m m a  a l g e b r a i c z n a  k w a d r a t ó w  z  d w ó c h  ś r e d n i c  s p r z ę ż o n y c h  j e s t  s t a ł ą .

Te dw a twierdzenia które dopiero cośm y dow iedli sy przedstaw ione przez r ó w n o ś c i:

0 )

„/2 i u/ 2  H(A +  C —  2 B d o s6 ).
■ ■ ■ AC— B2

a'2b''2wst-Q' H' w sl'29
AC —  B-

Onc były danem i przez Apolloniusa (na 247 lat przed nar. Cbr.) w jego traktacie sekcyi Ironicznych.



Zastępując H przez w artość znalezioną w numerze (550). to jest

h —  A
B2 —  AC ’

ma się w zory ważne :

„'2 I i./2 _  A ( A - f  C — 2B dos0) 
a -------(AĆf—- B 2) 2--------’

5 7 6  RO ZD ZIA Ł V I.

(7 bis) j gdzie A =

i'sb '2wst30' =

A B D

B C E

1) E F
/  '21 '2 12/\' A2wst20
( a b  w s l 9 = ( A ( r r F j 3 ’

568. W yciąga się jeszcze ze związku (I) twierdzenie zasługujące na uwagę o średnicach prosto
kątnych.

Przypuśćm y n ow e osie Ox' i O;/ prostokątne, to jest 0' =  9O°; związek (I) staje się w tedy

^ / j j f  A —j- G —  2B dos0
w st‘20

Oznaczywszy przez m i n w artości algebraiczne długości średnic skierow anych w edług Ox' i O//', 
otrzyma się

m2 =  2 .,, n2 =  5 . ;  zkąd A ' = —  C' =  - .
A G  nr

Podstaw iając te w artości w  związku poprzedzającym , w ypadnie

/g\ 1 1   A —|— C —  2B dos9
rn- n- 11 w s t ,20

W ięc  SUMMA ALGEBRAICZNA O DW ROTNYCH  K W A D R A T Ó W  Z D W Ó CH  ŚREDNIC PROSTOKĄTNYCH JEST ST A Ł Ą . 

W ypada ztąd że :

C i ę c i w a  k t ó r a  ł ą c z y  p r z e c i ę c i a  d w ó c h  ś r e d n i c  p r o s t o k ą t n y c h  z  k r z y w ą  o b w i j a  k o ł o .

Niech będzie w  rzeczy samej OP d łu gość prostopadłej spuszczonej ze środka na jakąkolw iek z tych 
c ię c iw , MN; ma się

2pow ierz.O M N  =  OM.ON =  OP.M N ;
zkąd

O p 2 =  OM2.ON2 Ó M 2 . O N 2 .

MN OM -(-ON 
a lem  samem

l 1 , 1
=  = 0 + ^ = 5 =  stałe i ; (na m ocy  tw ierdzenia pow yższego.) 

OP OM ON

Cięciwa MN jest w ięc w  od leg łości stałej od  środka O ; w ię c ...

I I P  O g ó l n e  z n a c z e n i e  g e o m e t r y c z n e  z w i ą z k ó w  ( I )  i  ( I I ) .

569. Związki (1) i (II) nru(366) m ogą dać się użyć do w ielkiej liczby  tłum aczeń geom etryczn ych ; 
przytoczym y następujące które nam się zdają dostatecznie og ó ln e  i zawierają w sobie, jako przypa
dek szczególny, te które dop iero  cośm y wskazali.
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T w i e r d z e n i e  1. Niech będę, dw ie jakiekolw iek średnice rzeczy wisie OA i  O B; poprow adźm y 
styczne przez k ońce B i B1 średnicy OB, które spotykaję w  P i P( stycznę w  A ; niech będę k i A, 
przecięcia średnic OP i OPt z cięciw am i AB i A Eh: ma się

( 1 ) pow ierz. AOB. j / =  stałej =  ab,

a i b będęc d ługościam i p ó ł osi krzywej.

Jeżeli jakakolw iek ze średnic jest u ro jon ę , OB na przykład, poprow adzi się przez punkt B stycznę 
do hiperboli sprzężonej, i otrzym a się

(1 bis) powierz.AOB. =  stałej =  ab ;

a  i b będ ęc pół osiami krzyw ej.

T w i e r d z e n i e  I I .  Niech będę jakiekolw iek  dw ie średnice OA i OB, jedna z nich przynajm niej 
będ ęc rzeczywistę, OA na przykład. Poprow adźm y stycznę w  A i złęczm y punkt O ze środkiem  I 
c ięciw y A B ; niech będzie Q punkt spotkania Ol ze stycznę w  A , i A A ', BB\ odległości w zględne 
k oń ców  A i B od  średnic OA i O B ; ma się

1 1 Ol - I O  dotO , . . 1 , 1 .
J ą '2 g B 2 0Q  ‘ pow ierz.AOB S & 6J a2 b'2’

O jest kętem dw óch  średnic uważanych, a i b sę osiami krzyw ej.

Znak przed drugim i wyrazami każdej strony odpow iada przypadkow i gdzie średnica OB jest uro
jo n ę . O dległość 0Q  będęc uważana za dodatnę, musi się uważać odcinki

01, 1Q, (01 -  10),

jak o dodatne albo od jem ne w edług tego jak one będę skierowane w  kierunku 0Q , albo w  kierunku 
przeciwnym .

Kiedy dwie średnice OA i OB sę rzeczywiste, prosta BQ jest stycznę do krzywej w  punkcie B. 
Jeżeli dw ie średnice OA i OB sę urojone, prow adzi się styczne do h iperboli sprzężonej.

7 3
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Te dwa twierdzenia są przedstawieniam i geom etrycznem i dw óch  zw iązków

A'C' —  B'2 AC -  B‘2
(10

(I)

wst29' wst20 ’

A ' +  C' —  2B 'dos9' _  A -f-  C —  2B dos0
w sf20' Wst20

Aby je  dow ieść odnosi się krzywą do d o  dw óch  średnic uważanych, je j równanie będzie kształtu

A V 2- f  2 B k ry  - f - C y 2 =  H ;

H nie zmienia się z położeniem  osi Oa?' i Oy ' .

/ y

Rachunek linii OP, OK, e t c . . . ;  które w ch odzą  w  wyrażenia (1) i (2) tw ierdzeń przytoczonych , 
w funkcyi sp ółczynników  A ', B ', C', w ykonyw a się z ła tw ością ; i sprawdzenie rów ności w y s ło w io 
nych jest w nioskiem  bezpośrednim . Można przypuścić wyraz niezależny H rów nym  jedności.

Przypuśćm y, na przykład, że średnice OA i OB są rzeczywistemu, ma się :

, , .  1 „ n 1 . . wst0'OA =  - — , O B = - — ; p o w ie r z .A O B = — --------
y/A' y/C' 2 VA'C '

Prosta AB ma na rów nanie

(AB ) X1 y/A' - f -  y ’ y/c7 =  1 ;

punkt P, biegun prostej AB, ma za spółrzędne

\/C
x>. i '  —■ VA ' 

y ° —  VA'Cr +  B '’

/
/

OKStosunek —  w  którym  prosta AB dzieli odcinek  OP otrzym a na w artość ner (55 )

O K. 
KP =

zkąd się w yciąga

____________1___________ _ y/Ą7G74 - B ' ,

’ « 'oV A r+  y  o^O7 —  t \ ! a v - B' ’

wst0'OP _  OK 4 -  KP _  2 \L\'G _  ________
OK- OK B1-j-y /A 'C ' pow ierz. AOB(B' -f -  y/A'G')
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Znajdzie się, zastąpiwszy \'C  przez —  \JG,

OPj   wst0'
OKt pow ierz. A O B .(iy  ^A'C')

Mnożąc te dwa stosunki stronami, w ypadnie

/ ■ a n tiN i0P  Op i wst-9'(pow ierz.A O B )2 _  = -B ,2 _  •

W ięc , w edług związku (II)

pow ierz.AOB. j / s t a ł e j .

W idzim y z tego w jaki sposób będzie można skierow ać rachunek dla dow odzenia innych twier
dzeń . Nie w ejdziem y w obszerniejsze szczegóły tego przedm iotu.

IV» R ó w n a n i e  n a  k w a d r a t y  z  d ł u g o ś c i  d w tó c h  ś r e d n i c  s p r z ę ż o n y c h .

570. Związki (7) n™ (367) dostarczę natn bezpośrednio rozwiązanie tej kwestyi. Znam y, w  rzeczy 
sam ej, sum m ę i iloczyn kw adratów  z d ługości d w óch  średnic sprzężonych a1 i b' , czynięcych między 
sobą kąt 0 '; a '2 i b"1 będę pierwiastkami równania drugiego stopnia.

R2 —  (a '2 +  b '2)R  +  a'2b '2 =  0.

T o równanie staje się zastępujęc (a '2 - j - b '2) i a'2b '2 przez wartości ( 7 ) :

( 1 )
Tj2vT7cf

(AG —  B2) .R2 —  H. (A  +  C —  2B d o s0 ). R 4 -  ^  =  0.
wst20'

Takiem jest rów nanie, które daje kwadraty z d ługości dw óch  średnic sprzężonych czynięcych 
lięt 0', rów nanie krzywej będąc

(2) Aa;2 -)-  2Bau/ - j -  Gy2 =  H ;

on o  jest odniesionem  do jej środka i do dw óch  osi O x  i Oy  czynięcych  kęt 0. 

Jeśli kęt osi Oa; i Oy jest prostym , równanie (1) w eźm ie kształt

(1 bis) (AG —  B2).R 2 —  H(A +  C).R +
H2

wsl20'
-  0.

Jeżeli się zastępi H przez jeg o  wartość ncr (540)

A B D

(3) H —  A 
'  B2 — AG1 A = B C E

D E F

kwadraty z długości dw óch  średnic sprzężonych pod kątem 0' należące do krzywej

(4 ) Aa;2 - f  2Bx y  +  Cy2 - f  2Da; +  2Ey +  F =  0,
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odniesione do osi O x  i O y p od  kątem 0, będą pierwiastkam i równania

(5) R2 A ^  +  C j - g d o s e ) ^ ___ ______ AW 9
'  (A C — B 2)- (A G —  B2)3.wst2.0

571. Dyskussya równania na kwadraty ze średnic.

1° W  przypadku elipsy, B2 —  A C < 0 ;  pierwiastki równania (5) są oba dodatne albo od jem n ei 
dodatne jeżeli elipsa jest rzeczyw istą; od jem n e, jeżeli elipsa jest urojoną.

Szukajmy warunku aby dw ie średnice były  rów n em i; wyrażając że równanie (5) ma dw a pierwiastki 
rów ne, znajduje się

(6 ) w s W  =  - AaA ,1 .
W  (A  +  C —  2Bdos0)2

Ten związek wyznaczy kąt 0' dw óch  średnic sprzężonych rów n ych ; sprawdzi się bez trudności, ze
ta rów n ość jest mniejszą od jedności.

2° W  przypadku h iperboli, B2 —  AG >  0 ; wynika ztąd że wartości algebraiczne kw adratów  z d łu 
gości d w óch  średnic sprzężonych są znaków przeciw nych .

Przypuśćm y że pierwiastek dodatny jest (—)— a'2), i że pierwiastek od jem ny jest (— b'2) ;  pierwiastki 

kw adratowe tych ilości są a' i b'\j— 1 ; a ’ jest d ługość średnicy rzeczyw istej; b', albo spółczynnik 

na \/— 1 jest przez określenie, długość średnicy urojonej.

Szukajmy warunku aby d ługości geom elryczne dw óch  średnic sprzężonych były rów n e ; to jest ż e b y :

a'2 =  b '2, albo a'2 —  b '2 =  0.

Lecz a '2 i (— b'2) są pierwiastkami równania (5 ); summa tych pierw iastków  musi w ięc być  zerem , 
ma się tym sposobem  warunek

(7) A  +  C —  2B dos0 =  O;

jestto także warunek znaleziony ner (503), aby h iperbola była rów noram ienną.

Związek (7) jest niezależnym od  kąta 0' średnic sprzężonych.

W ię c , KIEDY DWIE ŚREDNICE SPRZĘŻONE, SKOŃCZONE HIPERBOLI SĄ RÓWNE, WSZYSTKIE ŚREDNICE SPRZĘ
ŻONE SĄ RÓWNE. A lbo jeszcze, w  HIPERBOLI RÓWNORAMIENNEJ, WSZYSTKIE średnice sprzężone SĄ RÓWNE.

,V. B . Różnica m iędzy tym w nioskiem  i w nioskiem  do którego byliśmy przywiedzeni w  przypadku 
elipsy, pochodzi zląd, że określenie geom etryczne długości nie jest temże samem w  obu  razach.

V° R ó w n a n ie  dwóch  średnic sprzężonych czyniących  k ą t  d a n y .

572. N iech będą m i m! spółczynniki kątowe dw óch  średnic sprzężonych ; one muszą ncr (56ó) 
sprawdzać związek

(1) A  -f-  B(m - j -  m') -f- Cm.m! —  0.

Niech będzie w kąt dw óch  średnic sprzężonych i 0 kąt osi spółrzędnych, otrzyma się

(m' —  m )wsl 0
(2 )  s l ,

1 - \ -  [m - ( -  m ') d o s 0  - f - »



W yciągnijm y ze związku (2) w artość na m', i podstaw m y tę w artość w  związku (1 ), znajduje się 
uporządkow aw szy w zględem  m :

(3) m2[G(wst0 - j-  dosGsi w — Bstu] - j -m [ (u —  A)st&> -)-2B w st6 ]-j-A (w st0  —  dos0sto>)-}-B sta>=O ;

rów nanie które m oże się napisać jeszcze :

(3 bis) wst[A  - j -  2Bm -j-  Cm-2] - j -  st&>[m2(Cdos0 —  B) -|- w(G —  A) -f-  B —  A  dosG] =  0 ;

T A K I M  J E S T  Z W I Ą Z E K ,  K T Ó R Y  D A J E  S P Ó Ł C Z Y N N I K I  K Ą T O W E  D W Ó C H  Ś R E D N I C  S P R Z Ę Ż O N Y C H ,  C Z Y N I Ą C Y C H  K Ą T  w ;  

6  J E S T  K Ą T E M  O S I  S P Ó Ł R Z Ę D N Y C I I  D O  K T Ó R Y C H  J E S T  O D N I E S I O N Ą  K R Z Y W A .

A by otrzym ać rów nanie d w óch  średnic, oznaczmy przez x ,  y , spólrzędne jakiegokolw iek punktu 
położonego na średnicy odpow iadającej c ięciw om , których spółczynnikiem  kątowym  jest m, rów na
nie tej średnicy będzie

f 'x  - f-  mf'v =  0, zkąd m =  —  —A.
/  v

L ecz związek (3) daje także, jeśli chcem y, spółczynniki c ięciw  w zględnie sprzężonych dw óch  
średnic czyniących kąt « ,  ponieważ cięciw y  sprzężone jednej z tych średnic są rów noległem i d o  
drugiej.

Zastępując m przez w artość pow yższą w  równaniu (3) albo (3 bis), otrzym a się związek m iędzy 
spólrzędnem i jak iegokolw iek  punktu położon ego  na którejkolw iek ze średnic, to jest rów nanie dw óch  
średnic. Ma się tym sposobem

(U) / ,'*[C(wst0-(-dos0st6>)— B stw ]— f'xf'y[(C—  A )st«-| -2B w st0]-| -/, |[A(wst0— d o s 9 s t « ) - } -B s tw ]= 0 .

Jeżeli przypuści się że środek krzywej jest w  początku dość będzie zastąpić wtedy m przez 

w  równaniu (3 bis), znajduje się w  tym przypadku :

(U bis)  w st0 [A r* -j-2B ;n / -}- Cy2]+ sta> [(B  —  A d o s S )^  - f  (G —  k )x y  +  (C dosG —  B ) / / ] = 0 ;

T A K I E M  J E S T  R Ó W N A N I E  D W Ó C H  Ś R E D N I C  S P R Z Ę Ż O N Y C H  C Z Y N I Ą C Y C H  K Ą T  w ,  J E Ż E L I  S I Ę  P R Z Y P U Ś C I  Ś R O D E K  
W  P O C Z Ą T K U  S P Ó Ł R Z Ę D N Y C I I .

Uważymy że spółczynnik na wstG jest pierw szą stroną równania kw adratow ego assym ptot; sp ó ł- 
czynnik na stw jest pierwszą stroną, jak to zobaczym y poniżej, równania kw adratow ego osi.

fN . B . K iedy przypuści się środek w początku, to jest D i E zeram i, wyrażenie —  ó_f nie jest rów -
f  V

nem lecz zastępując m przez — w związku (1), znajduje się dla ni w artość T o spostrze-
X  J y ' X

żenie dow odzi nam zgody równań (4) i (4 bis), chociaż do nich przybyliśm y różnem i drogam i.

§ IV. OSIE.

1° O k r e ś l e n i e . T w i e r d z e n i a .

5 7 3 . O s i a m i  j a k i e j k o l w i e k  k r z y w e j  s ą  ś r e d n i c e  p r o s t o l i n i j n e  p r o s t o p a d ł e  d o  c i ę c i w ,  k t ó r e " d z i e l ą  
N A  D W I E  C Z Ę Ś C I  R Ó W N E .

Poszukiwanie osi będzie można w ykonać jak to by ło  wskazanem w  num erze (551).
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T  o poszukiw anie op iera  się na jed nem  lub drugiem  z tw ierdzeń następujących :

1° Jeżeli osie spółrzędnych są prostokątnem i i gdy rów nanie nie zawiera w sobie jak tylko potęgi 
parzyste na y ,  oś odcię tych  jest osią krzywej ; jeżeli on o nie zawiera w  sobie jak tylko potęgi na x ,  
oś rzędnych jest osią krzyw ej. Mówi się jeszcze, że krzywa jest sym etryczny w zględem  osi od cię ty ch , 
w  pierwszym  przypadku; w zględem  osi rzędnych, w  drugim .

2° Jeżeli rów nanie jak iejkolw iek  krzywej jest sym etrycznem  w zględem  x  i y, dw ójsieczna kąta 
spółrzędnych jest osią krzyw ej.

Rów nanie zow ie się sym etrycznem  w zględem  zm iennych x  i y , kiedy ono nie zm ienia się prze
mianą tych d w óch  liter, to jest że jeżeli [x  —  a, y  —  g) jest rozwiązaniem  tego równania ( x = G ,  y = a )  
będzie] j e g o ’ drugiem  rozwiązaniem . T o  założywszy, niech będzie M punkt krzywej przedstaw ione 
przez rów nanie dane, i x  =  01 ' =  « ,  y —  MP =  ę, jej spółrzędne; w eźm y punkt M\ symetryczny 
c o d o  M w zględem  dw ój siecznej O A ; tak że M' A  =  AM ; spółrzędnem i punktu M 'b ę d ą

v' =  U 'P' —  ê ; y  =  O P = « .

5 8 2  RO ZD ZIAŁ V I.

W idzim y to bezpośrednio przez przystawanie d w óch  figur OPMA i OP'M 'A, obracając pierwszą 
ok o ło  OA aby ją od b ić  na drugiej. Spółrzędne punktu M' sprawdzają w ięc rów nanie k rzyw ej; a tern 
samem krzywa jest sym etryczną w zględem  dw ójsiecznej OA.

Jeżeli, zm ieniwszy x  na — x ,  rów nanie krzywej stałoby się sym etrycznem  w zględem  x  i y ,  d w ó j
sieczna OA' kąta yOx' spółzzędnych byłaby osią krzyw ej.

57ó. Jeśli jakakolwiek krzywa ma dwie osie czyniące kąt 0 różny od kąta prostego, ta krzywa będzie 
miała liczbę ograniczoną osi, gdy  0 i cztery proste mają miarę wspólną ;  ona otrzyma niezliczoną liczbę 
osi gdy  0 i cztery proste nie mają miary wspólnej.

N iech będą OA i OB dw ie osie krzywej, i M jakikolw iek z je j pu nk tów ; wtedy, ponieważ OA 
i OB są dw iem a osiam i, punkta M ', M", M "\ sym etryczne co  do M w zględem  tych osi, należą także 
do krzyw ej. Otóż, niech będzie c środek  odcinka sprawdzim y że OC jest prostopadłą

d o  i że kąt BOC jest rów nym  kątowi 0. W  rzeczy sam ej, obróćm y figurę ok oło  OB,
i odb ijm y  ją  na figurze te dw ie figury zbiegną się z sobą w e wszystkich ich częściach,



punkt M" padnie na M ', punkt M "  na M, i środek c odcinka M "M "' zejdzie się ze środkiem  a 
odcinka MM'; a tem sam em , prosta OC zbiegnie się z prostą O A.

W idzim y w ięc że OC jest osią krzyw ej. Powtarzając toż samo rozum ow anie, otrzyma się szereg 
osi po  sob ie  następujących czyn iących  kąt 0.

Niech będzie w tedy  0 miarę ;kąta AOB, na kole prom ienia je d e n ; cztery  proste otrzymają, za
0 ( 

m iarę 2ir. Jeśli stosunek jest liczbą w ym ierną " ,  pow tórzyw szy 0 liczbę razy oznaczoną przez q y
2 TC C1

w ykona się p  razy obrot okręgu koła, poniew aż

—  p .2 ir,

i p ow róci się do punktu w yjścia ; krzywa otrzym a w ięc liczbę ograniczoną osi która jest rów ną q. 

Przypuszcza się ułam ek -  nieprzywiedlnym  (irreductible)  (*).

P r z y k ł a d  : Krzywa, p = k - \ -  d o s  5 « ;  ma p i ę ć  o s i .

0Jeżeli stosunek —  jest niew ym iernym , krzywa przypuszcza niezliczone m nóstw o osi, poniew aż,

pow tarzając kąt 0, nie znajdzie się nigdy liczby dokładnej okręgów  koła, a tem  samem nie natrafi się 
nigdy na jed n ę  z osi ju ż otrzym anych.

W  tym ostatnim przypadku krzywa jest kołem . Gdyż kreśląc kolejno osie kala 0 i obracając je  
nieograniczenie około  bieguna, otrzyma się szereg nieograniczony prostych  tw orzących  prom ienie 
coraz bardziej do  siebie zbliżone lecz nigdy z sobą zlać sic nie m ogące, poniew aż żadna z osi tym 
sposobem  w ykreślonych nie m oże przysłać z jedną z tych , które już przedtem figurow ały. Otóż k o ło  
jest jed yn ą krzywą którą można pojąć jako sym etryczną jednocześn ie w zględem  wszystkich tych 
prostych w  liczbie nieskończonej i n ieskończenie do siebie zbliżonych.

585. Jeżeli jakakalwiel: krzywa ma dwie osie równoległe, ma ona niezliczone mnóstwo osi równoległych  
i  równooddalonych

M ożna uważać to twierdzenie jak o przypadek szczególny poprzedzającego. D ow iedźm y je  w p ro st: 
niech będą AA' i BB' dw ie osie jakiejkolw iek krzywej i M jakikolw iek z je j pu nk tów ; punkta 
M ', M ", M '" , sym etryczne co  do M w zględem  d w óch  osi AA' i B B ', należą także do krzywej. 
W zięło się

aM' =  aM, bM "' =  bM, bM " =  bM'.
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c M

ML c

B W
B'

A
M

A'

Przez punkt c, środek odcinka poprow adźm y CG' rów noległą do A A ';  otrzyma się
cb —  ba. W  rzeczy samej, jeśli się odb ije  część wyższą figury na część niższą, obracając ją  ok o ło  B B ', 
punkt M " padnie na M', punkt M "' na M, i punkt c n a « ; a  tem samem be =  ba.

Krzywa posiada w ięc trzecią oś CG' rów noległą d o  dw óch  innych i w tejże samej od leg łości.
Przedłużając to rozum ow anie, wykazałoby się że krzywa przypuszcza niezliczone m nóstw o osi 

rów n oleg łych  i rów nooddalonych.

(*) G. A. I I r e c z y n a , znakomity nauczyciel Matematyki w Lycenm Wołyńskiem, pierwszy trafnie nazwał i do 
początków swej Algebry szczęśliwie wprowadził wyrażenie ułamku nieprzywiedlnego (irreductible).



5 8 / i ROZD ZIAŁ V I.

P r z y k ł a d .  Krzywa y  =  w s tz  przypuszcza niezliczone m nóstw o osi rów noległych .

Krzywa która przypuszcza niezliczone m nóstw o osi rów n oleg łych  jest w idocznie krzywy przestępny. 
Gdyż k: :ywa otrzyma liczbę nieskończony punktów  na prostopadłej w  kierunku osi. W ię c ...

I I 0 W y z n a c z e n i e  o s i  w  k r z y w y c h  d r u g i e g o  r z ę d u .

5 7 6 .  W idzieliśm y n°r (564) że jeżeli m jest spółczynnikiem  kytowym jakiejkolw iek średnicy, i m' 
spółczynnik cięciw  które ona dzieli na dw ie części rów ne, ma się zwiyzek

(1) A -|- B(m - j -  m1)  -)-  Gmin' —  0.

Otóż osie krzywej sy średnicam i prostopadłem i do ich c ię c iw ; m a się w ięc, oznaczyw szy przez 0
kyt osi spółrzędnych

1 - f -  (m - j -  w ')dos0  -f -  mm1 =  0.

W yciygajyc ztyd wartość na ml i podstaw iajyc w  zwiyzku (1), znajduje się że spółczynniki kytow e 
osi jakiejkolw iek krzywej drugiego rzędu sy danym i przez rów nanie

(2) (B —  C dos0)m 2 - j-  (A  —  G)m - j -  (A d os0  —  B) =  0 ;

albo, jeżeli się przypuści 0 —  90" .

(2 bis) Bm2 - j -  (A —  G)m ■—  B =  0.

Sy w ięc dw ie osie w  krzyw ych drugiego rzędu; te dw ie osie sy prostopadłe m iędzy sob y ; gdyż
iloczyn ich spółczynników  kytow ych  (2 bis) jest rów nym  —  1.

Dwie osie jakiejkolw iek krzywej drugiego rzędu sy dw iem a średnicam i sprzężonem i prosto- 
kytnem i, gdyż ich spółczynniki kytowe sprawdzajy zwiyzek (1) istniejycy m iędzy dw om a kierun
kami sprzężonym i.

5 7 7 . W  ellipsie i h iperboli, te dw ie osie znajdujy się w  od leg łości skoń czonej; otrzyma się ich 
równania, zastępujyc w  rów naniu  ogólnem  średnic

(3) x (A  +  Jbn) - j-  y (B  - f -  Cm) - f  (D - f  Em)z =  0,

m przez w artości w yciygnięte z równania (2) albo (2 bis).

W  przypadku paraboli, gdzie B2 —  AC =  0, rów nanie (2 .bis) daje

(4) (osie) ml =  —

spółczynniki kytow e cięciw  odpow iadajycych  będy, w edług zwiyzku mml —  —  i :

( 5 )  (cięciwy) m\ —  —  ? ,  =

Zastępujyc w równaniu (3) m przez wartości m\ i m'o, otrzyma się na równania d w óch  osi 
w  paraboli :

oś m» =  — — : a-(A2-j-  B2) - j-  B(A - j-  C)y  -J- (AD -j-  BE)z =  0, albo A a ;- j-B i/- j—  —  0;
' A  -j— (j

oś mi =  g :  z(CD —  B E ) =  0.
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T y m  s p o s o b e m  j e d n a  z  o s i  j e s t  w  o d l e g ł o ś c i  s k o ń c z o n e j ,  j e j  s p ó ł c z y n n i k  k ą t o w y  j e s t  ( —

a l b o  ( —  ? - j ;  d r u g a  j e s t  w  n i e s k o ń c z o n o ś c i ,  je j s p ó ł c z y n n i k i e m  k ą t o w y m  j e s t  jś

III” R ó w n a n i e  d w ó c h  o s i .

578. Można w yciągnąć rów nanie szukane z równania średnic sprzężonych ner (572), poniew aż osie 
jak iejkolw iek  krzywej drugiego stopnia są dw iem a średnicam i sprzężonemi prostokątnemi.

Można także traktować w prost tę kwestyą.

Spółczynniki kątowe dw óch  osi sprawdzają ner (576) związek

(2) (B —  Cdos6)m 2- f  (A —  C)»i +  (AdosG  —  B ) =  0.

Jeśii się przypuści krzywą odniesioną do je j środka, i gdy x ,  y , będą spółrzędnem i jakiegokolw iek 
punktu jednej z osi, otrzyma się

y.m —  - ;  
x

równanie dw óch  osi będzie w ięc

(6) (A d o s0  —  B)a;2 4 -  (A  —  G)x y  - f  (B —  C d os0 )y ‘2 =  0 ,

albo, jeśli osie spólrzędnych  są prostokątnem i 0 =  90° :

(6 bis) —  B#2 - j -  (A —  G)x y  -f-  By"- =  0 ;

przypuszcza się że początek jest środkiem  krzywej.

Kiedy środek krzywej nie jest w początku spólrzędnych, uważymy że równaniem  jakiejkolw iek 

średnicy albo jakiejkolw iek osi jest

f 'x  +  m fy  =  0, zkąd m =  —  ,
i V

m jest spółczynnikiem  kątowym  cięciw y  sprzężonej. L ecz równanie (2) może być  uważane także jako 
dające spółczynniki kątowe c ięciw  w zględnie sprzężonych dw óch  o s i; w ięc zastępując w n iem  m 
przez w artość pow yższą, otrzymam y na równanie dw óch  osi

(6 ter) (B -  C d o s 0 ) f  * =  (A -  C +  Bf *  =  0 ;

0 będąc kątem osi spólrzędnych ; albo jeśli 0 =  90°,

(6 guater) B —  (A  —  C) f rf t +  Bf '$  =  0 ;

początek spółrzędnycli nic jest w ięcej środkiem  krzyw ej.
579. Rów nanie (6 bis) pozw oli napisać bezpośrednio rów nanie dw óch  dw ójsiecznych  kątów utw o

rzonych przez dw ie proste

(7) A #2 - f -  2B xy  - j -  Cy2 =  0.
7 h



M o ż e m y ,  w  r z e c z y  s a m e j ,  u w a ż a ć  u k ła d  t y c h  d w ó c h  p r o s t y c h  j a k o  t w o r z ą c y  j a k ą k o l w i e k  k r z y w ą  

d r u g i e g o  s t o p n i a ;  d w ó j s i e c z n e  s ą  w ł a ś n i e  o s ia m i  t e j  k r z y w e j ;  r ó w n a n i e  (6 ) a l b o  (6  bis) b ę d z i e  r ó w n a 

n ie m  t y c h  d w ó c h  d w ó j s i e c z n y c h .

N . B . Przestaniemy na w ysłow ieniu  w łasności następującej, której dow odzen ie jest niezm iernie 
łatwem .

B i e g u n o w a  j a k i e g o k o l w i e k  p u n k t u  p o ł o ż o n e g o  n a  o s i  j a k i e j k o l w i e k  k r z y w e j  d r u g i e g o  r z ę d u  j e s t

P R O S T O P A D Ł Ą  D O  T E J  O S I )  I  O D W R O T N I E ,  W S Z E L K A  Ś R E D N I C A  P O S I A D A J Ą C A  T Ę  W Ł A S N O Ś Ć  J E S T  O S I Ą .

Można skopzystać z tego podania dla wyznaczenia osi.
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IY° R ó w n a n i e  n a  k w a d r a t y  z  d ł u g o ś c i  o s i .

580. T o równanie w yciąga się z równania (5) na kwadraty z długości dw óch  średnic sprzężonych 
num er (570), przypuszczając dw ie średnice sprzężone prostokątnem i; znajduje się tym sposobem

m  i A(A -|- C —  2B d os0 ) n , A% st-0 
+  (A C — B*)2 ' (AG —  B2) 3

0 jest kątem osi spółrzędnych ; jeś li 0 =  90°, ma się

(8 bis) R 2 +  _ A ( A _ + G ) _ _______ Aj____
’  (AC —  B-)- (AC —  B2) 3

Pierwiastkami tego równania są w artości algebraiczne kwadratów z osi krzywej ■

Aa?2 - f  2Bx y  - f  Cy'2 +  2 Da? - f  2 %  - f  P =  0.

Jeśli rów nanie krzywej jest dane pod  kształtem

Aa?2 - f  2Bx y  - f  G f  =  H,

rów nanie na kwadrat z d ługości osi będzie ncl (570) (1)

(n] R4 H(A +  G — 2B dos0) , H2wst20
7 AC — B2 ' (AC —  B2) ’

albo jeśli 0 =  90"

,9 t e )

W  elipsie, B2 —  AC <  0 ;  dwa pierwiastki tego równania są oba dodatne, lub oba odjem ne. Dwie 
osie są rzeczyw iste, jeśli elipsa jest rzeczyw istą; dw ie osie są urojone, jeś li elipsa jest urojoną.

W  h iperboli, B2 —  AG >  0 ; pierwiastki są zawsze znaków przeciw nych , jedna z osi krzywej jest 
rzeczywistą, druga urojoną.

W  paraboli, dw ie osie są n ieskończone.

581. L i c z b a  w a r u n k ó w  k t ó r e  p o c i a g a  z a  s o b a  r ó w n o ś ć  o s i .



E l i p s a .

A by dw ie osie były rów ne, potrzeba aby rów nanie (8) zawierało w  sobie dw a je g o  pierwiastki 
ró w n e , co  daje

(10) (A 4 -  C —  2B dos0 )‘2 =  U(AG —  B‘2)wst20.

Jeżeli się przypuści 0 = 9 0 ° ,  związek (9) staje się

(A — C)2 =  Zi(AG —  B2), albo (A —  C)2- f  4B2 =  0 ; 

związek który nie m oże m ieć m iejsca, dla w artości rzeczywistych na A, B, C, chyba żeby było razem

(11) A =  C, B =  0.

Jeśli się przypuści 9 rożnem  od 90°, związek (9) będzie można napisać

[A —  G - j-  2(B —  Ados0)dos0]'3 -(-  A(B —  A dos0)2Wst20 = ;  0 ; 

związek który pociąga za sobą następujące :

(10 bis) A = C  5 =  dos0.
A

T y m  srosoB E M  r ó w n o ś ć  o s i  w  e l i p s i e  p o c i ą g a  z a  s o b ą  d w a  w a r u n k i ;  k r z y w a  s p r o w a d z a  s i ę  w t e d y

d o  K O Ł A .

Te w nioski wynikają bezpośrednio z równania uproszczonego
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gdzie a i b są wyraźnie długościam i osi.

H i p e r b o l a .

Kiedy się przypuści d ługości geom etryczne osi rów ne, to w ychodzi na jedno pow iedzieć o2 —  =  0, 
albo że sum m a pierwiastków równania (8) jest zerem ; ma się w ięc jedyny warunek

(12) A - (-  C —  2B d os0  =  0, albo A - f - C  =  0, jeżeli 0 = 9 0 ° .

T y m  s p o s o b e m  r ó w n o ś ć  o s i  w  h ip e r b o l i  w y m a g a  j e d y n e g o  w a r u n k u ; h ip e r b o l a  j e s t  w t e d y  

r ó w n o r a m i e n n ą .

582. O s ie  j a k i e j k o l w i e k  k r z y w e j  d r u g ie g o  s t o p n i a  s ą  p r o m ie n ia m i  k ó ł  s p ó ł ś r o d k o w y c h  d o  k r z y w e j  

I p o d w ó jn i e  s t y c z n e m i  d o  t e j  k r z y w e j .

W  rzeczy sam ej, przypuśćm y krzywą odniesioną do je j środka, i n iech będzie

kx'- - j -  2Bj;// - j -  C;y1 =  H, 

jej rów nanie; rów nanie jakiegokolw iek koła spółśrodkow ego będzie

X 1 - j-  2x y d o s 0 - j-  y ’- —  p 1.

T o k o ło  przetnie pierwszą krzywą w  czterech punktach położonych  na dw óch  prostych które 
otrzym uje się odejm ując stronami równania poprzedzające, w zględnie pom nożone przez p2 i H, to jest

(A p i _  II)j;2 - f .  2(Bp- —  IIdos0).x'p +  (Cp2 —  H) =  0.



W yraziwszy że te dw ie prosie zbiegają się z sobą, koło  przetnie wtedy krzywą w e czterech punk
tach, tw orzących dw ie pary punktów  zbiegających się z sobą, to jest że on o będzie podw ójn ie 
stycznem  do krzyw ej. Otóż, aby te dw ie proste zbiegały się z sobą, potrzeba żeby było

' (By/2 —  H dos 0)2 =  (Af  —  H)(C/>2 —  H ) ;

zkąd w nosim y, rozwinąwszy :

(13) p \K C .  —  B4) —  H(A +  C —  2Bdos6).p2_l_ H % s t -0 =  0.

Otóż, porów naw szy to rów nanie z równaniem  (9) nm (580), w idzim y że on o daje kwadraty z dłu
gości osi. W ię c . . .

Podanie, które dop iero cośm y dow iedli przez rachunek, wynika także z uwag następujących :

Jeżeli koło, spółśrodkowe do jakiejkolw iek konicznej, je s t  stycznem do tej konicznej, styczna wspólna 
będzie prostopadłą do średnicy konicznej;  a tem samem, ta średnica będzie osią ner (579).

V °  U w a g a  n a d  k ie r u n k ie m  o s i .

583. Trójkąt utworzony przez środek jakiejkolw iek krzyw ej drugiego rzędu i przez punkta w nieskoń
czoności na j e j  osiach je s t  sprzężonym  n '1' (ti55) razem względem konicznej i względem jakiegokolwiek  
koła spółśrodkowego z koniczną; i odwrotnie.

Podanie to jest w idocznem , gdyż biegunow ą środka jest prosta w  nieskończoności; biegunow a 
w zględem  konicznej punktu w  n ieskończoności na jak iejkolw iek  osi przechodzi przez środek i jest 
prostopadłą do tej osi, poniew aż ona z nią jest sprzężoną; lecz to ma rów nież m iejsce dla koła, 
gdyż biegunow a jakiegokolw iek punktu kota jest prostopadłą do średnicy która przechodzi przez 
ten punkt.

Odwrotnie :  je ż e l i  trójkąt, którego jednym  z boków jest  prosta w nieskończoności, je s t  sprzężonym razem  
względem jakiejkolw iek krzyw ej drugiego stopnia i jakiegokolwiek koła, dwa boki trójkąta są osiami 
konicznej.

Biegun prostej w  nieskończoności jest środkiem  krzyw ej; w ięc koniczna i k o ło  mają za środek 
w spólny w ierzch ołek  trójkąta w  od leg łości skończonej.

N iechbędą

(1) A x2 - f  2Bx y  - f  Cif  —  Hz2,

(2) x'- 4 -  “2xy  dosG 4  y ‘i =

rów nania konicznej i koła, odniesione do dw óch  bok ów  trójkąta.
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Punkt w  nieskończoności na O# ma za biegunow ą w  konicznej O?/, w ięc Oy  jest sprzężoną z 
równanie (1) nie będzie zawierać w  sobie iloczynu x y ,  w ięc B = 0 .  Punkt w  nieskończoności na Ox,



ma z a  biegunow y w  kole 0 y ;  w ięc 0 y  jest prostopadły d o  O a ; a tem samem 0 =  90°. Dwa boki 
trójkyta w  odległości skończonej będy w ięc osiami krzywej.

580. Ślady dwóch osi jakiejkolwiek krzyw ej drugiego rzędu na prostej w nieskończoności tworzą układ 
harmoniczny, ju ż  to z dwoma punktami przecięcia prostej w nieskończoności z krzyw ą, ju ż  to z dwoma 
punktami przecięcia z kołem.

A lbo jeszcze; jeżeli &> i w, oznaczajy punkta bieżyce po kole w  n ieskończoności; jeżeli y i yi 
sy przecięciam i prostej w  nieskończoności z krzywy drugiego rzędu; jeżeli nakoniec PA i PA, sy 
kierunkami o s i; dwa pęki

(P , AA, MW,) , (P> A A ,y y ,) ;

będy harm onicznym i (P jest jakikolw iek punkt płaszczyzny); to jest że się otrzyma ner(167) i (169)

(1) mA ,w,A _ _  ^  yA .yiA __ |
w A | co|A, yA, y,A,

Zwiyzki (1) pozw oly  w yznaczyć dw a kierunki PA i P A ,.

A by  dow ieść tego podania, niech będy

(2) Aa;2 -|- '2Bxy - f -  Cy2 =  H :2,

(3) x 1 -f-  2x y  dos 0 -|- ?/2 =  P2z2'<

równania krzywej drugiego rzędu odniesionej do  jej środka i do jakiegokolw iek koła, które można 
przypuścić spółśrodkow em  z koniczny. Oznaczywszy przez P poczytek spółrzędnych , prosie P ,, P n 
olrzym ajy się szukajyc przecięć prostej w  nieskończoności z krzywy drugiego rzędu (2), ma się tym 
sposobem

(0) PT, P T, : Aa-2 +  2 l ix y  +  Cy2 =  0.

Proste Pco, P<o,, otrzym ujy się szukajyc przecięć prostej w nieskończoności z ko łem , ma się

(5 ) Pw, P «, : a’2 +  2zz/dos 0 -\ -y 2 =  0.

Szukajmy tei’az układu prostych PA, P A ,, który tworzy parę sprzężony harm onicznie bydź to 
w zględem  pary (0), bydź to  w zględem  pary (5 ) ; przedstawim y przez

(6) A 'a 2 - j -  ‘2B 'xy  +  C y  =  0,

o g ó ł dw óch  prostych szukanych. Jeżeli za p om ocy  w zoru n™ (177), w yrazim y że para (6) tworzy 
z pary (4), potem  z pary (5 ), układ h arm on iczny ; otrzym uje się dwa zwiyzki
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(7)
AG' +  A'C =  2BB' 

C' 4 -  A ' =  2B 'dos0.

A1 C
Jeśli z równań (7) wyciygniem y w artości na ^ , pj7’ ’ *e vvs,aw‘n|y w równanie (6 ), znaj

duje się
x 2 x y  y ‘l 

G -  B A 

1  — dos0 1



590 R O Z D Z I A Ł  V I .

albo rozwijając

(8) jr2(A d os0  —  H) +  x y {A —  C) +  y 2(B -  CdosO) =  0 ;

takiem jest rów nanie dw óch  prostych  zadość czyniących w arunkom  położonym . 

Rozpoznaje się w  niem  równanie kwadratowe osi ncr (378).

§ Y . _  SPÓŁRZĘDNE TRZYLINTJNE.

I ” Ś r e d n i c e .  O s i e .  ( K r z y w a  d r u g i e c o  r z ę d u . )

585. R ów nanie średnicy sprzężonej jakiejkolw iek prostej danej otrzyma się szukając m egunową 
punktu przecięcia tej prostej z prostą w  nieskończoności.

Kierunki osi otrzymają się przez zastosowanie w łasności w ysłow ionych  w numerze (58.'i). Umie się 
wyznaczyć środek ; w ierzchołkam i będą przecięcia krzywej z prostem i poprow adzonem i, rów nolegle 
do osi, przez środek tej krzyw ej.

Tym  sposobem , m ożna w ięc, pozostając w  układzie spółrzędnych trzyiinijnych wyznaczyć w  ten 
sposób osie i w ierzchołk i.

Jak to jużeśm y zauważyli użycie spółrzędnych trzyiinijnych jest nadewszystko korzystnem  w  bada
niu w łasności op isow ych , one dają się użyć daleko mniej w  poszukiwaniu w łasności m etrycznych.

W szelako, damy wyrażenie z d ługości osi jak iejkolw iek  konicznej w  układzie spółrzędnych trzy- 
lin ijn ych ; te w zory raz uzasadnione prowadzą do dow odzeń  prostych i eleganckich w ielu  własności 
ważnych.

I I 0 D ł u g o ś c i  o s i  j a k i e j k o l w i e k  k r z y w e j  d r u g i e g o  r z ę d u ,

586. Niech będzie równanie ogólne w  spółrzędnych trzyiinijnych jakiejkolw iek krzywej drugiego 
rzędu

(1) f (X ,  Y, Z) =  A uX 2 - f  A ^  +  A a ^ - f  2A 12X Y  +  2A 13X Z + 2 A 23Y Z = 0 ; ,

jeśli się przypuści krzywą odniesioną do dw óch  osi prostokątnych, je j rów nanie będzie kształtu

(2) Aa;2 - f  2Bx y  +  C if  +  2Dxz  - f  2Eyz  - f -  Pz2 =  0 ; 

tak że otrzyma się tożsam ość, m ając w zgląd na w zory przekształcenia :

(3) A ^ - f  A 22Y2+ A 33Z2-|-2A 12X Y + 2 A 13XZ +  2A23Y Z = A a :2+ 2 B ;z y -| -C y 2- f2 D ;c z - j -2 E ! /z - f  Fz2; 

wzoram i przekształcenia są tu ner (91), (93 ):

X  =  &iX - j -  B<iy - j -  a3z, albo [ X  =  l(p  —  a d o s a — i/w sta ),

W 'T =  M+b* + l*  pararetoy“ £e„ia (» «*) Y =  l * - » m l ® ,
\ Z =  C jjr-j- c^y -(-  c3z, ż, u., v \ Z =  v(r  —  a d o sy  —  y  wsty).
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Otóż, jeżeli a1 i b'1 sę wartościam i algebraicznem i kwadratów z długości osi krzywej, ma się 
num er (180)

( 5) a2 - f  b 2 =  — A  —  G
(AC —  li2)2

( 6) a2 2 ;

A B n

B C E

U li F

A B 1 )

B C E

D E F
( A C  +  B ‘2)3

P o tr z e b a  w ię c  o b lic zy ć  w  iu n k c y i A ,.» ,  ilości

3

,  ( A  +  C ) ,  ( A C - B 2) .  

O z n a c z m y  p r z e z  A  d y s k ry m in a n t ró w n a n ia  ( 1 )  tak a b y

A B D

B C E

D E F

A u A 12 A 13

(7 ) A  = A *21 A m A -23

A 3i A 32 a 33

5 8 7 . R ó żn ic zk u ją c  tożsa m o ść (3) w zg lę d e m  x, y ,  z ;  u w a ża ję c  X ,  Y ,  Z  ja k o  fu n k c y e  x, y, z ,  
o kre ś lo n e  p r z e z  z w ię zk i ( 4 ) , o trzy m a  się

A x  B y  - j -  O z  == ( A i , X  - j -  A 12Y - j -  A i ;jZ )a i  - j -  (A.2i X  - j -  A 22Y  - ( -  A .23Z ) b t (A 3JX  - j -  A 32Y - ( -  A 33Z ) c i ;

B x  C y  - [ -  E z  =  ( A j , X  4  A i 2Y  4  A l3Z )a 2 4  ( A 2i X  4  A 22Y  4  A 23Z ) b 2 4  ( A 3i X  4  A 32Y  4  A 33Z ) c 2 ;

l)x 4  E y  4  E z  - ( A n X  4  A ) 2Y  4  A i 3Z )a 3 4  ( 4 i X  4  A 22Y  4  A 23Z ) b 3 4  ( A 3i X  4  A 32Y  4  A 33Z ) c 3 ;

a lb o , je że li się za ło ży

. M n  —  A n a , 4  A 2ib | 4  4 i C i j  M o, =  A n a.2 4  4 4 »  4  A 3ic2ł M 31 =  A n a 3 4  4 4 i  4  A 3łc3,

(8 )  ̂ M 12— A 12a[ 4  A-)'>i* 1 4  A 32c 1,  M 22 =  A j.2a2 4  A 22b 2 4  A 32c2,  M 32 — A i 2a3 4  A 22b3 4  A 32c3,

M 13 =  A 13a , 4  A 23b ( 4  A.33c ij M 23 =  A 13a2 4  A 23b2 4  A 33c2; M 33 =  A 13a3 4  Ao3b3 4  A 33c 3;

z w ię zk i p o w y żs ze  n a p is zę  się :

A ^  4  B y  4  D z  =  M „ X  4  M 12Y  4  M 13Z ,

B./; 4  C y  4  E z  =  M 21X  4  M 2, Y  4  M.23Z ,

Y)x 4  E y  4  E z  .M31X  4  M 32Y  4  M 33Z .

«
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Różniczkując jeszcze te ostatnie związki względem x, y i z, znajduje się

' A  =  a ,M u - j -  b j M 12 - | -  c ,M ,3l R  —  a iM-2i - j -  b ,M 22 - j -  C1M .13,  D  =  aiM 3i - j -  b iM 32 - j -  C iM 33,

(9 ) ■ B  =  a.^Mn - f -  b.2M l2 ~)~ c2M i3, G  =  a2M 2r -j- b2M 22 - j -  c.2Mo3,  E =  a2M 31 -j— b 2M 32 —j- c2M 33,

\ D  =  a3Mu - j -  b 3M i2 - j -  c3M 13; E —  a3M 2i - ) - l ) 3M .22 - j -  c3Mg3; F —  a3M 3[ - j -  b3M 32- f -  c3M 33;

M, >
<

Otóż, w edłu g  twierdzenia na m nożenie w yznaczników, w yciąga się ze zw iązków  (9)

A B D a l b, Ci M n M „ M,3

R G E = a2 b 2 C2 M>22 m 23

D E F a3 b3 c3 M31 M « . M33

związki (8 ) dają, w edług tegoż sam ego twierdzenia :

M n M « m 13 ai . b i Ci A n A i  2 A  13

M a M2-2 m , 3 = a 2 b-2 C‘2 A 2i A -22 A  23

M „ M 32 M 33 a3 b3 c 3 A 31 A 32 a 33
ztąd w yp a d a : 

(10 )

A B D Au A 12 A ]3 a, bi Cl

B C E = A 21 A 22 A 23 a2 b2 C2

D E F A 3i A 32 A 33 a 3 1)3 Cs

Lecz jeśli się w prowadzi param etry odniesienia, biorąc wzory przekształcenia pod  kształtem [U bis), 

znajduje się bez trudności, m ając wzgląd na związki ( i )  i (6 ) numeru (94)

a l b , C ) d 0 Sa dosS d 0 S y

a 2 b 2 C ‘2 =  ).,uv W S t a wstS wst).

a 3 !>3 C 3 P Q r

zkąd, m ając wzgląd na związki przytoczone

a i b , C l

( 1 1 ) a 2 b>2 c 2

a  3 1>3 c3

—  db K

Ma się w ięc ostatecznie 

( 12)

A B D Au A 12 A 13

B C E =  ' W g A 21 A 22 A 23

D E F A31 A 32 A 33



588. Związki (8 )  nam daję naprzód

A  =  a ,M w - f -  - j r  c-j M |3 ;  C  —  - j -  boM'2> - J -

B  =  a ,M .2| -jr biM ^ - j -  CjM.23 =  a.JVl,, - j -  b o M ^  - j-  CoM,.,; 

zk ę d  się w y p r o w a d za

A G — B ł= ( a 1M 1i - j - b 1M i 2 - j - c 1!\fi3)(a.>M'.2|-j-b.2M.22-j-c.2Ml>3)^— i-j-Iw M ^ -j-c -jA łia ) • 

Rozwinąwszy i uprościw szy, w ypadnie :

AC—Bi=(b.2Ci — — M^M^J-j-^ai— c1a.2)[M1|M-23— M2iMt3]-|-(a2bi — a,b.2)jMl2M.2i MuMi2].

Jeśli teraz zastępi się Mw przez w artości (8 ) ,  i gdy się założy :

b2Cj —  bjC2 =  a', 

c 2a! —  c ,a 2 =  b' 

a2bj —  ajb -2 —  c  ^
znajduje s i ę :

/ -j- a'[a'(A-(2A'33 —  Ajj3i -j- b '(A 1;)A'3.2 —  A13A33) -}- c A12A23 — ■ A jjA ĵ)]̂

A C  —  B2 —  \ - ) -  b 'ja '(A .23A 3l —  A 21A 33) - j -  b ( A n A 33 A j 3) -j— c ( A ,3A .2i A u  A.23)] j 

\ - j -  c, [a '(A .2| A 32 —  A 31A 22) -j-  b '(A -,2A 31 —  A 3.2A , | ) - | -  c '( A j  1A 22 —  A j s)] 2 

P o d  ty m  o s ta tn im  k s zta łte m , w id z im y  b e zp o ś re d n io  że

TE0RYA ŚMtfiJWC. 5 9 3

(14) B2 —  AC :

Au A ,2 A 13 a'

A -21 A -22 A23 b'

A31 A 32 a 33 c'

a' b' c' 0
Otóż jeśli się zauważy że

t a, =  —  ż d o s « , b ( =  —  fidosS, Cj = —  v dosy ,
(15)

( a2 =  —  Xwsta; b .2 =  —  ^w stS; c .2 —  —  » w s ly ;

m ajęc względ n azw ięzki (5) num eru (95), w artościam i (13) na a', b, c ', będę

a' =  A.pywsfA, b =  /c.XvwstB, c' =±= /f.żpw stc.

Podstaw iw szy te wartości w  wyrażeniu (IW), podzieliwszy przez W który jest rów nym  jed n ości 
num er (95), i kładęc X2p2»2 na czynnik, znajduje się ostatecznie

w stA
X

wsi B
M

-J,W.
wstC

( 1 6 ) B 2 —  A C  —

A . , Ai2 A 13

A » A;2 2 ' A 03

A 31 A 32 A 33

w stA wstB wstC



(17)
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589. Związki (8 ) i ( 9 ) nam dają łatw o :

=  A „ a 2 a ‘221}? +  A 33Ci +  2 A 12a1b I - f  2 A 13a1c1 - j -  2 A 23b ,c 1,

( C  =  A  i (a? - j -  A jjb g  - f -  A 33Cj - | -  2 A ,2a2b2 - ) -  2A I3a.2c2 - j -  2 A 23b 2c2.

D odając i mając wzgląd na związki (15) i związki (4) numeru (94) otrzym a się :

(18) A  - j -  G  =  X2A i | - j - f i 2A 2-2- ( -  v9A 33 -— 2pvA-23dos A  —  2 X v A ,3d o s B  —  2 X u A l2d o s C .

590. Podstaw iw szy w e w zorach (5) i (6 ), wartości dostarczone przez związki (12), (16) i (18) 
dojdzie się do związków zasadniczych, służących do wyznaczenia osi a i b krzywej (1 ) ,  to jest

(I) a'2—(- b2-
S2 (A2A lł—j—fA2A 2.2—j—v2A 33— 2 p A 23dosA — 2XvA,3dosB — 2X(AvAi2dosC).-

A u A 12 A i3

A 2i A22 A23

A31 A32 A33

Au A 12 A l3

A 2l A22 A 23

A31 A 32 A 33

wst A w stR wstC

wst A
).

w slB

t4
wstG

(II) a2b 2 S4
ł W Ą A 1 ’

A „ A 12 A 13 •2

As, A 22 A 23

A 3i A 32 A 33

Ai, A 12 Al3
w stA

X

A-2i A 22 A 23
wstB

P

A 31 A 32 A 33
wst C

V

wst A wst B wst G
0

X V- V

Parametrami odniesienia są X, p, v; i równaniem  krzywej jest

(III) A „ X 2 +  A 22Y 2 4- A 33Z 2 4- 2A12XY 4- 2A13XZ 4- 2 A23YZ =  0;

A, B, C, R , S oznaczają kąty, pow ierzch n ię  i prom ień koła opisanego w e w łaściwym  trójkącie 
odniesienia.
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D yskussya w z o r ó w  ( I)  i ( I I )  n ru (5 9 0 ).

5 9 1 . K r z y w a  s p ro w a d za  się d o  d w ó c h  p ro s ty c h  rze c z y w is ty c h  a lb o  u ro jo n y c h  je że li

4 A l i Ą m A i 3

A*2i A ‘22 A ‘23 =  0

A 31 Ą 32 a 33

g d y ż d w ie  osie k r z y w e j s§ w te d y  ze ra m i.

K r z y w a  je s t hiperbolą równoramienną, je że li

'2 )  ‘/ 2A i[ —j— ■}— v‘łA g3 —  2pvA23d o sA  —  2).vĄ13d o sB  —  2Xu.Aj-2d osC  —  0,

g d y ż  w te d y  s u m m a  a lg e b ra ic zn a  k w a d r a tó w  z  osi je s t z e r e m .

K r z y w a  je s t parabolą je że li

A a A j 2 A 13
w s t  A

A l i A oo A  03 w s t B

A 31 A 32 A33

y .

w s t C

w s t  A w s t B w s t  G

V

0
1 f* V

osie sę. w  rze c z y  sam ej n ie s k o ń c zo n e m i; ten  z w ię z e k  w y ra ża  je szcze  że  k r z y w a  je st s ty c zn ę  d o  prostej 
w  n ie s k o ń c zo n o ś c i

wst A ^  _j_ w st 13 y  _|_ wstC z 0
\ [l. V

M o ż n a b y  b y ło  w y c ię g n ^ ć  z  ty c h ż e  sa m yc h  w z o r ó w  d w a  w a r u n k i , a b y  k r z y w a  s p ro w a d za ła  się do 
ja k ie g o k o lw ie k  k o ła . R a c h u n e k  p rze d s ta w ia  tr u d n o ś c i, je ś li c h c e m y  u w id o c z n ić  d w a  w a r u n k i ; 
nie za jm ie m y  się ty m  p r z e d m io te m .

IY° Zastosow anie do konicznych sprzężonych względem ja k ieg ok o lw iek  t r ó jk ą ta .

59 2. R ó w n a n ie  o g ó ln e  k o n ic zn y c h  w zg lę d e m  ja k ie g o k o lw ie k  tró jkę ta  je st n u m e r (456)

(1 )  m X 2 +  « Y 2 +  p Z 2 =  0 ;

jeśli się w y b ie rze  tr ó jk ę t za  tr ó jk ę t o dn ie sie n ia. P r z y p u ś c im y , w e  w s z y s tk ie m  co n a s tę p u je , p a r a 
m e try  o d n ie sie n ia  p , v , r ó w n y m i je d n o ś c i.

O z n a c z m y  p r z e z  a i b długości osi k r z y w e j ( 1 ) ,  o t r z y m a m y  w e d łu g  w z o r ó w  n u m e r u  (590) :

(24 a2 i b2_  S 2 ( m - j - f t - f - p )
W-mnp i w st2Ą  , w s t2B  w s t2C \ 2

V m n »  /
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S p ó łrzę d n e  ś ro d k a  ( X 0,  Y 0, Z 0) m a jy  za  w artości n u m e r ó w  (5 4 4 ) , (9 6 ), (9 3 ):

(4) ?wXo _ _  w Y o > Z <' ^  S 1
w s t A  w s t B  w s t C  R'/wst2A , w ś t 2B  ' w s W f i '/ w s t 2A  . w s t 2B  . 

V TO H 'to ri ' p
Bów nanie (1) przedstaw i:

H ip erb o lę  równoram ienną, jeżeli

(5) m  - j -  n  4 -  p —  0 ;

parabolę, jeżeli
wst2A , w st2B , wsi AJ __

' 2 to n p

Jeśli się wyrazi że' osie a i b sy rów n e, znajduje się że  rów nanie w arunkow e m oże się poiożyć 
pod  kształtem

(to -f-  wdos2G -f- ¿odos2B )2 —(— (wwst2C - j- / iw s t2 B )2=  0;

zkyd w ypada że rów nanie (1 ) przedstawi jakiekolw iek k oło , jeżeli

(7) m  —  71 =  P  ■
w st2A wst2B wst2u ’

zwiyzki już znane num er (275).

593. Potęga P* środka (X0, Y 0, Z0) (4), w zględem  koła opisanego n a tró jk y cie  odniesienia

Y Z w s t A  +  X Z w s t B  +  X Y w s t G  =  0 ,
je s t n u m e r (259)

—  2 3 -  ( Y 0Z 0w s t A  +  Z « X 0w s t B  +  X 0Y „ w s t C ) .

W p r o w a d z a jy c  w a rto ś c i ( 4 ) , to  w y ra że n ie  daje

/ q\ P2 =  _ ® !   (TO - f  n 4 -  p)
0 H.2' / w s t2A  | w s t2B  w s t*G

mnp I -----------( - ---------------f-
P

P o r ó w n y  w a jyc  z w i y z k i  (8) i ( 2 ) , z ty d  ła tw o  się w y p r o w a d z a  :

( I)  pi =  aJ 4 *  b 2,

to jest że p o tęga  środka ja k ie jk o lw iek  kon iczn e j, w zględ em  kola opisanego na 'jakimkolwiek trójkącie  
sp rzężon ym , je s t  równa sum m ie kw adratów  z osi. ( T w ierdzenie dane p rzez  p .  F a u r e , N ow e B oczn iki, 

r o k  1 8 0 1 .)

59 4. M a jy c  w z g ly d  n a  w a rto ś c i (4) i n a z w iy z e k  (3 ), o tr z y m u je  się

(II)  J t X 0Y 0Z 0 =  a «b i,

to  je st że iloczyn  z odległości środka od boków jakiegokolw iek  trójką ta  spzzężonego p rzez  prom ień  koła  
opisanego no. tym  trójkącie j e s t  rów n y kw adratow i iloczyn u  z osi, ( T w ierdzenie dane przez  p .  F a u r e , 

N ow e R oczn ik i  1 8 6 1 , s tr. 5 5 .)
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595. Je ś li się p rzy p u ś c i że k o n ic zn e  (t) są h ip e rb o la m i r ó w n o r a m ie n n e m i, zn a jd u je  się w y r u 
g o w a w s zy  m , n , p  m ię d z y  z w ią z k a m i (4) i (5) :

(III) 4 . _  o, albo Y Z w stA  - j-  X Z w stB  - j -  X Y w stG  =  0 ;
X  i  Z

to  je st kiedy hiperbole rów noram ienne są sprzęion em i w zględem  trójkąta sta łego, ich środki kreślą  koło 

opisane na trójką cie.

T o podanie jest w nioskiem  bezpośrednim  numeru (593).

§ V I. —  RÓWNANIA STYGZNECZKOWE.

1° O b w in ię c ia  ś r e d n i c .

596. Zwiem y obw in ięciem  średnicy klassy p  biegunow ą klassy p  prostej w n ieskończoności.

Dało się ner (462) i (464) rów nania b iegunow ych  jakiejkolw iek p roste j; łatwo jest z tego w y p ro 
w adzić równania obw in ięć  średnic różnych  klass.

Obw inięciem  średnicy pierwszej klassy jest punkt, jestto punkt biegunow y prostej w  n iesk oń czo
ności. W  przypadku krzywych drugiej klassy, ten punkt jest środkiem  krzywej, gdyż jestto biegun 
prostej w n ieskończoności.

ID  Ś r e d n ic e  w  k r z y w y c h  d r u g ie j  k l a s s y .

597. W  krzywych drugiej klassy, otrzymamy spółrzędne średnicy sprzężonej w  kierunku danym, 
szukając spółrzędnych prostej której punkt biegunow y jest w n ieskończoności w  kierunku danym 
num er (462), (463), (467), (560).

Niech będzie na przykład, m spółczynnik kątowy w  kierunku cięciw , spółrzędne punktu w nie
skończoności w  tym kierunku będą

*u =  0 , y 0 =  m xa,  

i równaniem  styczneczkow em  tego punktu będzie

(t) x „ u - j -  g 0v  =  0,  albo u - j -  m v  —  0 .

Spółrzędne prostej, m ające (1) za punkt biegunow y w zględem  krzywej

(2) f[u , v, w ) =  Am*-}- 2Bzzzr—|— Oa2 —f-2Dmu —(— 2Eyzz> - j -  F w * —  0 , 

będą określone przez równania

C l ^ C i - C z . -  
1 1 o ?

albo

(3) m f ', ,—  —  f

takiemi s ą  równania średnicy sprzężonej c ięciw , których spótczynnikiem  kątowym  jest m.

W  przypadku  spółrzędnych  trzy lin ijn ych , punkt w  n ie sk o ń czo n o śc i będzie ok re ś lo n y m  przez s p ó l-



r zę d n e  X, p, v prostej w  n ie s k o ń c zo n o ś c i i p rze z  s p ó łrzę d n e  U 0,  V 0,  W 0 prostej ró w n o le g łe j w  k ie 
r u n k u  c ię c iw ; o trzy m a  się w ię c  n a  ró w n a n ie  p u n k tu  w  n ie s k o ń c zo n o ś c i

5 9 8  ROZDZIAŁ V I.

U V w

Uo V „ W o

X f* V

A tern sam em , spółrzędne średnicy będą wyznaczone przez związki

f i l  f ' v  f u ,

Y 0v —  W oii =  W 0X —  U„v =  U „fi —  V 0X '

598. W arunki aby jedna z osi spółrzędnych była średnicą sprzężoną cięciw  rów n oleg łych  do 
drugiej osi.

Szukajmy, na przykład, w arunków  aby oś odciętych  była sprzężoną cięciw  rów n oleg łych  do  osi Oy.

Punkt w  n ieskończoności na Oy(;ro — 0, z0 —  0) ma na rów nanie ner (116)

v =  0 ;
równaniam i średnicy odpow iadającej będą :

f u =  0 , f v —  0 , a lb o  A  u - f -  C u  - f -  D w  =  0 , Dm E y  F w  =  0.

Aby ta średnica zbiegała się z 0 .r, potrzeba aby spółrzędne osi odciętych , to jest u —  0, w —  0 
num er (116), sprawdzały równania poprzedzające, zkąd się w nosi

B =  0, E =  0 ; 

i rów nanie (2 ) krzywej sprowadza się do

(4) Am2 - j -  C r 2 - | -  2D u  - f  F  =  0 .

W ię c  aby oś odciętych była średnicą sprzężoną środkóiu cięciw rów noległych do osi rzędnych, potrzeba 

aby równanie krzyw ej nie zawierało w sobie ja k  tylko potęgi parzyste zm iennej v.

Zobaczym y tak samo że aby oś rzędnych była średnicą sprzężoną cięciw  rów n oleg łych  do O x, 

potrzeba aby równanie nie zawierało w  sobie jak tylko potęgi parzyste zm iennej u .

Rów nanie styczneczkow e jakiejkolw iek krzywej drugiej klassy, dla której osie spółrzędnych są 
dw ie średnice sprzężone, jest w ięc kształtu

(5) A a 2 +Ct>2 =  H.

Odsvrotne podania które dopiero cośm y  w ysłow ili są łatwe do dow odzen ia , bądź to przez rachu
nek, bądź to przez rozum ow anie w prost, opierające się na w łasnościach  średn ic.

599. W a r u n e k  a b y  k i e r u n k i  d w ó c h  p r o s t i c h  ( m 0 , v0, w j), ( w , .  vlt wj] b y ł y  s p r z ę ż o n y m i .
Na dow odzenie tego potrzeba i d ość  jest aby jedna z nich była rów noległą do średnicy sprzężonej 

drugiej.
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Punkt w n ieskończoności, po łożon y  na pierwszej prostej, otrzyma na równanie

-  —  albo uv o —  vu0 —  0 .
u0 v0

Średnica, odpow iadająca temu punktow i, jest określony przez

C li =  - £ l -  =  (-Z.;  albo f ' w —  0 , u0f ' a - f  v0f'v =  0 , 
vu —  w0 9

to  jest w edług równania ( 2 ) :

(6) [Dw - j -  Em - ( -  Yw =  0,  (Am 0Bm0)m +  (Bw0 - f -  C u0)t> - f  ( D « 0+  Ei>0)w  =  0 ].

Potrzeba aby prosta ( 6) była rów noległy  do prostej (ut, vh  w ,), to jest aby równania ( 6 ) były 

sprawdzone przez w artości na ~  i proporcyonalne d o  —  num er (116), czyli takie

jak > — , — . Podstawiwszy te w artości i w yrugow aw szy l ,  znajduje się
W  |

(7) (A F  —  D*)«, » ! +  (E F  —  ED) (m0m, - j-  u1o0) 4 -  (CF -  E2)y0M, =  0 ;

takim jest zw iązek, który muszą sprawdzać spółrzędne dw óch  prostych (w0, v0) (ut, i',), których 
kierunki są sprzężonym i num er (563).

I I I0 O s i e  w  k r z y w y c h  d r u g i e j  k l a s s y .

600. Jeśli się przypuści osie spółrzędnych prostokątne, dow odzi się jak w  numerze (598), że aby 
oś odciętych  była osią krzyw ej, potrzeba i dość aby rów nanie nie zawierało w  sobie jak tylko potęgi 
parzyste zm iennej v ; i oś rzędnych  będzie osią krzyw ej, jeżeli równanie nie zawiera w  sobie jak 
tylko potęgi parzyste zm iennej w.

W yznaczym y przez różne m etody kierunek osi.

P ier w sza  m etod a . Można wyrazić w  związku (7) żc dw ie proste (u0, i>„), ( « ,,  v{) są prostokątne, 
to jest że w edług num eru (131)

( 8) MqM, -|— V()vi =  0.

Związki (7) i (8 ) w yznaczą dw ie proste rów n oleg łe  do osi.

Lub jeszcze, zastępując w  związku (7), -  przez —  — , i znosząc wskaźnik 0, znajduje się
Vi

(9) (w 2 —  r 2) (BF —  ED) +  uu[(C —  A)E  +  D2 —  E2] =  0 ;

jestto równanie dw óch  punktów  w  n ieskończoności w  kierunku osi.

D r u g a  m e t o d a . Można użyć w zorów  przekształcenia num eru (356), i w yznaczyć stałe, przypuszczając 
n ow e osie prostokątne w  ten sposób aby now e rów nanie nie zawierało w  sobie jak tylko kwadraty 
z now ych  zm iennych.

Nie rozw iniem y tych rachunków .

T r z e c i a  m e t o d a . Oprzemy się n a  własności w ysłow ionej w num erze ( 5 8 4 ) .



Niech będą u , Ul, punktami bieżącym i po kole w  nieskończoności ; y i y , punkta w  nieskończo
ności na krzyw ej; A i Ai punkta w  nieskończoności w  kierunku o s i ; musi się m ieć jednocześnie

( (<oto,AA,) =  —  l
0 °)

'  (yyiAA,) =  —  1 .

Rów naniem  punktów  bieżących  po kole w  nieskończoności jest, przypuszczając osie prostokąt- 
nem i, num er (284)

(1 °) (o>, Wl) : 0.

R ów nanie punktów  y, y „  w  n ieskończoności na krzyw ej, będzie danem przez równanie (7) 
num eru (416), rob ią c  w  niem «  == 0, 6 = 0  (spółrzędne prostej w  n ieskończoności); ma się

(2°) (y , y .)  : ( A F  —  D V  - f  2 ( B F  —  E D )uv +  ( C F  —  E 2)y2 =  0.

Niech będzie nakoniec rów nanie punktów  w  n ieskończoności w kierunkach osi .

(3°) (A , A , ) : A V - f  2 B W  - f  C u 2 —  0 .

Przez zastosowania prawidła num eru (117), związki (10), m ając wzgląd na rów nania poprzedzające, 
nam dają A ' - f -  G' =  0,

A'(CF —  E2) -(-  G '(AF —  D2) =  2B '(BF —  ED).

A' C'P o d s ta w iw s z y , w  ró w n a n iu  (3°) w a rto ści na ,  — ,  d o sta rc zo n e  p r z e z  ró w n a n ia  z n a jd u je  się

(C —  A)F 4 -  D2 —  E 2 4 A
(11) “ -+ -----------B F = E D --------- '~  V =  ° -

Znajdziem y tym sposobem  rów nanie (9). Stosunek -  w yznaczy kierunek osi.

601. D ł u g o ś ć  o s i  w  k r z y w y c h  d r u g i e j  k l a s s y .

Przypuśćmy krzywą odniesioną do je j środka, co  będzie m ożna zawsze w ykonać za pom ocą  w zo
rów  przekształcenia num eru (356); niech będzie w tedy

(12) Au2 4 "  2Bmu - j -  G,

równanie krzyw ej. Oprzemy się, dla wyznaczenia długości, na w łasności num eru (582).

Jeżeli 0 jest kątem osi spółrzęduych , równanie styczneczkow e jakiegokolw iek koła m ającego za 
środek początek jest num er (279)

(13) — 2 d o s 0 .«y -j^ u 2=  WSl ® 

p  będąc prom ieniem  tego koła.

6 0 0  TE O R YA ŚREDNIC.

---i---’P2

G d y  się o d e jm ie  ró w n a n ia  (12 ) i (13 ), p o m n o ż y w s z y  p ie rw s ze  p rze z d ru g ie  p r z e z  G ,  w y p a d n ie
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T o równanie wyznaczy dwa punkta w nieskończoności, przez które przechodzą dw ie pary stycznych 
w spólnych do dw óch  krzywych spółśrodkow ych  (12) i (13). Jeżeli dw ie krzywe o  których m ow a, są 
styczne podw ójn e , dwa kierunki stycznych w spólnych  zbiegają się z sobą, albo dwa w  nieskończo
ności zlewają się. W yraźm y w ięc  że rów nanie (U) m a swe dwa pierwiastki rów ne, otrzymuje się 
rów nanie n astęp u jące :

(15) p*G2 -  G (A - f  C —  2B d os0 ) .p2 - f  (AG — B2)wst20 =  0.

Pierwiastki tego równania będę kwadratami z osi krzywej

(16) A u 2 - j -  2 B mi> - ) -  C i>2 =  G.

Jeżeli AC —  B2 >  0, ma się elipsę rzeczywisty albo u ro jon y ;
Jeżeli AC —  B2 <  0, ma się h ip erbo lę ;
Jeżeli A  -) -  C —  2B dos0  =  0, ma się h iperbolę  rów noram ienny;

Jeżeli A =  G i -  =  dos0 ma się jakiekolw iek k olo  [przypuszczając równanie pod  kształtem 

szczególnym  (16 )].

Te rezultaty chociaż przedstawiające się pod  kształtem różnym , są wszelako zgodne z wypadkam i, 
które były otrzym ane w  num erze (363).

W ed łu g  m etody wskazanej znajdzie się w  przypadku równania ogólnego

(17) AM2 4 - 2 B r a - f G t ) 2 4 -2 D M 4 -2 E y 4 -F  =  ();

że kwadraty z długości osi są dane przez równania następujące :

(18) F 3.p4 — F(D 2 4 -  E2—  (A -f-  C)F - f  2(ED - f  B F ) d o s 0 j p 2- f  A w s t 20 =  0,

A B D

gdzie A = B C E

D E F

7 6



R O Z D Z I A Ł  V I I .

J E  1 )  \  O K Ł  A  D A  O Ś Ć .

§ I. —  WIADOMOŚCI OGÓLNE.

1° O k r e śle n ia .

002. <( Niech będzie układ punktów  A , B , C ,. .  .p o łożon ych  na płaszczyźnie, w eźm y punkt O płasz- 
» czyzny i złączm y go z różnym i punktam i u k ładu ; potem  w eźm y na tych prom ieniach  w odzących , 
» punkta A ', B ', C ', tak żeby było

—  0 R _ 0 C _  _
OA —  015 —  OC “  ~  ‘

» dwa układy A B C D .. .  i A 'B 'C 'D '. . .  są nazwane podobnym i i pod ob n ie  ustawionym i, albo jeszcze  
» jednokładnym i. »

Punkt O jest środkiem  w spólnym  jed nokład ności albo środkiem  podobieństw a ;  stała li jest stosunkiem  
podobieństwa.

Punkta, takie jak  A i A 1; położone na tymże samym prom ieniu  w odzącym  są nazwane punktami 
odpow iadającym i a lbo od p ow ied n ym i ; d łu gości takie jak  AB i A 'B ', są nazwane w ym iaram i od p o - 
w iednym i.

« Zam iast -wziąć punkta A ', B\ C', . . . na prom ieniach OA, OB, OC, . . . m ożnaby w ziąć na 
» przedłużeniach prom ien i'w  A " , B ", C ", . . .  na przykład, tak żeby b y ło

OA" _  OB" _  OC" _
OA —  OB —  OC ’

» dw ie figury A B C D .. .  i A " B " C " D " . . .  są nazwane podobnem i i odw rotnie ustaw ionem i, albo jeszcze 
» jed nokład nem i o d w ro tn em i ; punkt O jest środkiem  jednokładności od w rotnej. »

Można sprow adzić przez obrot na 180°, figurę jednokładną płaską od w rotn ą 'd o  przystawania z jed ną 
z figur jednokładnych  odw rotnych.
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J e d n o k ł a d n o ś ć  j e s t  p r z y p a d k i e m  s z c z e g ó l n y m  o d p o w i e d n o ś c i ; j e s t t o  p r z y p a d e k  w  k t ó r y m  o ś  o d p o -  

w i e d n o ś c i  z n a jd u j e  s ię  p r z e n i e s i o n ą  w  n i e s k o ń c z o n o ś ć .

6J3. Przypuśćm y że się w eźm ie jak ikolw iek  punki S na płaszczyźnie i że się go  łączy z punktami 
A , B, C, D , . . potem,  że przez punkta odpow iedn e A ', B ', C', D ' , . . .  prowadzi się rów n oleg łe  d o  
prostych SA, SB, SC, . . . ; t e  rów noleg łe  zbiegną się w  jed nym  punkcie S'. Dwa punkta S i S' są 
nazwane punktam i odpow iadającym i. Dwa punkta S i S' są w  linii prostej z punktem O. Można 
będzie przypuścić że jedna z figur, S 'A 'B 'C '. . .  na przykład, była przeniesioną rów nolegle do siebie 
samej, punkt S' ślizgając się po prostej S '0 , aż się zbiegnie z punktem S ; dw ie figury będą jeszcze 
jednok ładne, i punkt S będzie w tedy środkiem  wspólnym jednokładności.

Tym sposobem , mając dane dw ie fig u ry  jednokładne, można zawsze przenieść jedną z nich równolegle 
do niejże sam ej, tak aby jakikolw iek punkt, dowolnie wzięty był środkiem wspólnym podobieństwa.

Dwie figury są nazwane p od ob n e , kiedy można sprow adzić jed n ą  z n ich  aby przystawała względem  
jednej z figur jednokładnych  drugiej.

I I 0 R ó w n a n i e  o g ó l n e  k r z y w y c h  j e d n o k ł a d n y c h  j a k i e j k o l w i e k  k r z y w e j  d a n e j .

60J. Jeżeli równanie krzywej jest danem  w  spółrzędnych biegu now ych , będzie

(1) /(p , w) =  0 ,

i jeśli się przypuści że biegun jest środkiem wspólnym podobieństwa, rów naniem  ogólnem  krzywych 

iednokładnych krzywej danej będzie
(2 ) f(kp > u ) —  0 .

W  rzeczy sam ej, jeś li w eźm iem y jak ikolw iek  punkt M' na prom ieniu  w odzącym  odpow iedn ym  
kątowi w, i jeśli się oznaczy przez p i p' od leg łości PM i PM ', ma się

— =  y , albo p =  kp ' ;p te
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p o n ie w a ż k ą t w za c h o w u je  te ż sam ą w a rto ś ć , ró w n a n ie  (1 ) stanie się

f(kp', w )  —  0 ;

je s tto  z w ią z e k  m ię d zy  s p ó łrzę d n e m i «  i p' ja k ie g o k o lw ie k  p u n k tu  k r zy w e j je d n o k ła d n e j. Z n o s zą c  
w s k a źn ik  zn a jd u je  się ró w n a n ie  ( 2) .  W i ę c . . .

6 05. N ie c h  b ę d zie  te raz ró w n a n ie , w  s p ó łrzę d n y c h  p r o s to lin ijn y c h , ja k ie jk o lw ie k  k r z y w e j

(1) flx > V) =  o.

IJ w a ż m y  p o c zą te k  O  ja k o  s ta n o w ią c y  część u k ła d u  u tw o r zo n e g o  p rze z  k r z y w ą  d a n ą , i o zn a c zm y  
p r z e z  x0 i y0 s p ó łrzę d n e  p rze z  O ' o d p o w ie d n e g o  p u n k to w i O  i sta n o w ią c e g o  część u k ła d u , u t w o 
rzo n e g o  p r z e z  je d n ą  z  k r z y w y c h  je d n o k ła d n y c h  k r z y w e j ( 1 ) .

N ie c h  b ę d zie  M(ar, y) j a k ik o lw ie k  p u n k t  k r zy w e j danej i y') p u n k t o d p o w ie d n y  k r z y w e j je d n o 
kła d n e j u w a ż a n e j; je że li się złą c zy  O M  i 0 'M ' ,  pro ste  O M  i 0 'M ' m u s zą  b y ć  r ó w n o le g łe , i m u si się
m ie ć , ja k im k o lw ie k  b y  nie b y ły  p u n k t  M  i je g o  o d p o w ie d n y  M ',

( 2)  * ! = * •

Je ś li się odbije  lin ie  O M  i 0 'M ' na oś Ox, r z u t y  są w  ty m że  s a m y m  s to s u n k u  ja k  d łu g o ś c i tyc h  
p r o s ty c h , m a  się w ię c

a.- O M  _ k
x '  —  x 0 O  'M  

O t r z y m a  się tak s a m o , rzu c a ją c  n a oś O y

y _  o m  ,
y' —  //o ' 0 'M ' 1

W y c ią g a  się z  tyc h  ró w n o ś c i

x —  k{x' —  x0) y =  % '  —  y0).

O t ó ż  x  i y, k tó re  są s p ó łrzę d n e m i ja k ie g o k o lw ie k  p u n k tu  k r zy w e j d a n e j, p o w in n y  sp ra w d za ć  r ó w 
n an ie  tej k r z y w e j ; m a  się w ię c

f(k(x' —  x „ ) ,  K y'— y o)) =  6,
albo zn o szą c w s k a źn ik i :

(3) f(k(x —  Z o ), %  —  Vo)) =  0?

R ó w n a n ie  (3) je st z w ią zk ie m  m ię d z y  s p ó łrzę d n e m i ja k ie g o k o lw ie k  p u n k t u  ja k ie jk o lw ie k  k r zy w e j 
je d n o k ła d n e j k r z y w e j d a n e j ; je stto  w ię c  ró w n a n ie  o g ó ln e  k r z y w y c h  je d n o k ła d n y c h  k r z y w e j (1 ).

D la  o trzy m a n ia  środka wspólnego jednokładności k r z y w y c h  (1) i ( 3 ) , dość p o s zu k a ć  p u n k t  zb ie g u



dwóch promieni wodzących, takich jak MM' i NN', przechodzących przez dwie pary punktów od- 

powiednych.

Kiedy się przypuści, że początek spółrzędnych jest środkiem wspólnym jednokładności, potrzeba 

zrobić x 0 =  0, ?/0 =  0, i równanie ogólne krzywych jednokładnych krzywej (1) weźm ie kształt 

prostszy

(4) f{kx, ky) —  0.

U waga . Jeśli chcemy szukać warunków aby dwie krzywe dane

(i0) f[x, y) =  o,

(2°) F (x , y) =  0 ;

były jednokładnem i, weźm ie się równanie ogólne krzywych jednokładnych krzywej (2°) na przykład, 

która będzie

(3°) F (k(x —  x0), k{y —  tJ o j )  —  0,

i wyrazi się że krzywa (3°) zbiega się z krzywą (1°).

Wnosi się że krzywe f  i F powinny być tegoż samego rzędu, i m ieć też same kierunki assympto- 

tyczne.

Te warunki są konieczne, lecz ogólnie nie są wcale dostateczne, kiedy rzęd krzywej jest wyższym 

od dwóch.

6 0 6 . Przypadek w którym równanie nie zawiera m sobie ja k  tylko jeden parametr Unijny.

«  Kiedy równanie jakiejkolwiek krzywej nie zawiera w sobie jak tylko jeden parametr Iinijny, i 

» gdy żadna z linii figury nie była wziętą za jedność; wszelkie krzywe przedstawione przez to 

» równanie są jednokładnemi, i początek jest środkiem wspólnym podobieństwa.

Niech będzie równanie tych krzywych

(C ) f{x , y , a) =  0,

gdzie a przedstawia miarę, odniesioną do jakiejkolw iek jedności dowolnej, pewnej linii A. Po

nieważ żadna linia figury nie była wziętą za jedność, funkcya f  jest jednorodną względem x, y , i a ; 

tak że

(1) f[lx, ly ,  ).a) =  }.”•/■(£, y, a).

Uważmy jedną z tych krzywych, która odpowiada wartości szczególnej a0 parametru a ; jej rów 

nanie będzie

(C0) f(x, y ,  a0) =  0 .

Równanie ogólne krzywych jednokładnych krzywej C0, początek będąc środkiem wspólnym po 

dobieristwa, jest
(C ')  f(kx, ky, a0) =  0.

Otóż au będąc wybranym, można zawsze założyć
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a 0 —  kit i ;



« ,  b ę d zie  w y zn a c zo n e m  je że li się daje k, albo o d w ro tn ie  k b ę d zie  w y ą n a c zo n e m  je że li się daje at. 
U ó w n a n ie  k r z y w e j (C ') staje się w te d y

f(kx, ky,  /taj) —  0,
a lb o , w e d łu g  to żsa m o śc i (1 ) :

(G ) f{ x ,y ,a l) =  0.

O t ó ż  to ró w n a n ie  je st d o k ła d n ie  ró w n a n ie m  ja k ie jk o lw ie k  z k r zy w y c h  G , o trzy m a n e j p rzy p is u ją c  
d la  a w a rto ś ć  s zc ze g ó ln y  at. Je śli k jest d o w o ln e m , at b ę d zie  d o w o ln e m ; to  jest że  k r z y w e  są je d n o - 
k ła d n e m i je d n e j z  n ic h  ; a lb o  co w y c h o d z i  n a je d n o , one  są je d n o k ła d n e m i.

6 0 7 . O g ó ln ie , p r z y p u ś ć m y  że p o trze b a  n p a ra m e tr ó w  U n ijn y c h  d la  o k re ś le n ia  w s z e lk ic h  k r z y w y c h  
te g o ż sa m e go  r o d z a j u , u s u n ą w s zy  ich p o ło że n ie  na p ła s z c z y ź n ie ; o zn a c z m y  p rze z  a, b, c, . . . m ia ry  
ty c h  p a ra m e tr ó w  za  p o m o c ą  ja k ie jk o lw ie k  je d n o ś c i d o w o ln e j. P r z y p u ś ć m y  że się p r z y w ię d ł o  r ó w 
n an ie  tyc h  k r z y w y c h  a b y w ięcej nie za le ża ło  ja k  ty lk o  od tyc h  p a r a m e tr ó w , ta k  że  to ró w n a n ie  jest 
k s zta łtu

(C ) f(x, y, a , b ,  c , . . . )  =  0 ;

o n o  b ę d zie  je d n o r o d n e m  w zg lę d e m  x, y ,a , b, c , . . . ;  to je st że

( 1 ) f(Xx, Xy, >.a, X b , \c,'. . .)  =  Xm(x, y , a , b , c , . . . ) .

U w a ż m y  je d n ą  z  tyc h  k r z y w y c h  o d p o w ia d a ją c ą  w a rto ś c io m  s zc ze g ó ln y m  a0, ba, c0, . . . p a r a m e tr ó w , 
je j r ó w n a n ie  b ę d zie

(G 0) f{x, y, a0, b0, c0, . . .)  =  0.

R ó w n a n ie m  o g ó ln e m  k r z y w y c h  je d n o k ła d n y c h  k r z y w e j G 0, p o c zą te k  bę dą c ś ro d k ie m  p o d o 
b ie ń s tw a , jest

(G'> f(kx, ky, a0, b 0,  c0, . . .)  =  0.

O t ó ż , «o , ó0, c0, . . . b ę d ą c  w y b r a n e , m o ż n a  za ło ży ć

(2) a o =  k;i „  b 0 =  kht, c0 =  kct, . . .;

ró w n a n ie  k r z y w y c h  C ' stanie się, m ając w zg lą d  na to żsa m o ść (1) :

(G ') f(x > y . a , ,  b „  c „  . .  .) —  0.

O t ó ż je s t t o  w y r a ź n ie  ró w n a n ie  ja k ie jk o lw ie k  z  k r z y w y c h  (C ') , o trzy m a n e j p rzy p is u ją c  d la  « ,  b, c , . 
w a rto ś c i szc ze g óln e  a{, bt, c „  . . . .

« W ię c  k ie d y  ró w n a n ie  ja k ie jk o lw ie k  k r z y w e j je s t p r z y w ie d z io n e  a b y  w ięcej n ie  za le ża ło  ja k  t y lk o  
a od p a ra m e tr ó w  U n ijn y c h , k tó re  o kre ś la ją  zu p e łn ie  ro d za j k r z y w e j, w s z e lk ie  k r z y w e  p rze d s ta w io n e  
)> p r z e z  to ró w n a n ie  są je d n o k ła d n e m i i m a ją  za ś ro d e k  w s p ó ln y  p o d o b ie ń s tw a  p o c zą te k , jeśli się 
» zm ie n i p ro p o rc y o n a ln ie  w s zy s tk ie  p a ra m e try  U n ijn e . »

608. Kiedy dwie krzywe są jednokładne, styczne w punktach odpowiednych są równolegle.

«  W  rze c zy  s a m e j, je że li M  i M ',  N  i N ' ,  są d w ie  p a ry  p u n k t ó w  o d p o w ie d n y c h , pro ste  M N  i M 'N '
» są ró w n o le g łe . O t ó ż  je że li p u n k t  N  zb liża  się n ie o g ra n ic ze n ie  d o  M , p u n k t  o d p o w ie d n y  N '  z b liż y  
» się ta k że  n ie o g ra n ic ze n ie  do M ' ; p o n ie w a ż p ro m ie n ie  w o d zą c e  są stale r ó w n o le g ł y m i; pro ste  M N  
» i M 'N '  p o zo s ta n ą  ró w n ie ż r ó w n o le g łe m i; w ię c  k ie d y  M N  stanie się s ty c zn ą , M 'N ' stanie się ta k że  
»  s ty c zn ą  w  M ' ;  i ró w n o le g ło ś ć  b ę d zie  je s zc ze  m ia ła  m ie jsce  w  g ra n ic y . »

0 0  (i RO ZD ZIAŁ V II .
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I I I 0 R ów n a n ie  o g ó l n e  k r z y w y c h  p o d o b n y c h  d o  j a k i e j k o l w i e k  k r z y w e j  d a n e j .

609. D w ie  k r z y w e  są p o d o b n e  k ie d y  je d n a  z  n ich  m o że  b y ć  p rzy w ie d zio n a  d o  p rzy s ta w a n ia  z  je d n ą  
z  je d n o k ła d n y c h  d ru g ie j.

N ie c h  b ę d zie  k r z y w a  C , któ re j ró w n a n ie  jest

(1 ) (C ) f(x, y) —  0,

a C ' k r z y w a  p o d o b n a . W e d ł u g  o k re ś le n ia  k r z y w y c h  p o d o b n y c h , k r z y w a  C ' m o że  b y ć  p r z y w ie d z io n ą  
d o  złą c ze n ia  się z  je d n ą  z  k r z y w y c h  je d n o k ła d n y c h  k r zy w e j C i o d w ro tn ie  k r z y w ą  C m o żn a  p rzy w ie ś ć  
d o  zla n ia  się z  je d n ą  z  je d n o k ła d n y c h  C '.  M o ż n a  za w s ze  p rzy p u ś c ić  że n ie ro złą c zn ie  z k r z y w ą  C p r z e 
n os i się osie Ox i O y ró w n o le g le  do ich p ie rw o tn e g o  p o ło że n ia  a ż p u n k t O  zn a jd z ie  się w  p e w n y m  
p u n k c ie  O ' ;  i że  w te d y  o b ra c a  się osie o k o ło  O ' a ż k r z y w a  G  p r zy jm ie  p o ło że n ie  C u  na je d n e j 
z  k r z y w y c h  je d n o k ła d n y c h  k r z y w e j C ' ;  ta k  że  C i je st je d n o k ła d n ą  C ' ró w n ą  G i że  O ' jest w s p ó ln y m  
ś ro d k ie m  p o d o b ie ń s tw a  d w ó c h  k r z y w y c h  C x i G '.

P rzy p u ś c iliś m y  że  n ie ro złą c zn ie  z  o siam i p rze n ie sio n o  k r z y w ą  C , ró w n a n ie  k r z y w e j C , w zg lę d e m  
n o w y c h  osi b ę d zie  w ię c  je szcze

(C i) fix ’, y') =  0,

cecha f  zo stając tą ż s a m ą , x' i y' p rze d s ta w ia ją  sp ó łrzę d n e  p u n k tu  M i w zg lę d e m  n o w y c h  osi 
0'x', 0'y' ;  osie są w zg lę d n ie  ró w n e  s p ó łrzę d n y m  x  i y p u n k tu  M  w zg lę d e m  osi 0 « ,  Oy.

M o ż e m y  te ra z u w a ża ć  k r z y w ą  C ' ja k o  je d n ą  z k r z y w y c h  je d n o k ła d n y c h  C 4,  n o w y  p o c zą te k  b ę d ą c  
śro d k ie m  w s p ó ln y m  p o d o b ie ń s tw a ; ta k  że  ró w n a n ie  C ', w zg lę d e m  n o w y c h  osi, b ę d zie  n u m e r  (6 0 5).

(2 ) (C ) f(kx\ ky') —  0 ,

x' i y' o zn a c za ją c  s p ó łrzę d n e  p u n k t u  M \  o d p o w ie d n e g o  M u  T o  ró w n a n ie  p rze d s ta w ia  w ię c  
k r z y w ą  G ' o dn ie s io n ą  do n o w y c h  osi 0'x', 0'y', c zy n ią c y c h  k ą t 0 r ó w n y  k ą to w i osi p ie r w o t
n y c h  O .r , Oy.

D la  od n ie sie n ia  tej k r zy w e j d o  osi p ie r w o tn y c h , o zn a c z m y  p rze z  a i ? k ą ty  O V ,  0'y', z  Ox, i p rze z 
x0; i/,,, sp ó łrzę d n e  9' w zg lę d e m  Ox i Oy, w zo r a m i p rze k szta łc e n ia  są

(3)

| x  .—  x0 - f -

i y —  yo +

x 'w s t(9  —■ a) - f  - y 'w s t(9  — S)
W S t 0

a.-'wsta - f -  )/'wst g
w si 0

ze zw ią zk ie m  § — «  =  0.
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O t ó ż  k r z y w a  (2) b ę d y c  o d n ie s io n y  d o  n o w y c h  o s i, w in n iś m y  prze jść z  n o w y c h  osi do d a w n y c h , to  
je st za s ty p ić  x' i y' p rze z  ich w a ito ś c i w  fu n k c y i x  i y. Z e  w z o r ó w  (3) w y c iy g a  się

_  ( x  —  x 0)w s tS  -  ( ?/ —  y0) wst(9 —  6) 
w stO  ’

„/ _  —  ix  —  *o )w S ł a - f -  (u —  ?/o)wst(0 —  a)
\ ’  W St0

z  w a r u n k ie m  g —  *  =  0.

P o d s ta w iw s z y  te w a rto ś c i w  ró w n a n iu  (2 ), w n o s im y  że  r ó w n a n ie m  o g ó ln e m  k r z y w y c h  p o d o b n y c h  
d o  k r zy w e j da ne j (1 ) je st

(5 ) f
k (x  — x 0)w st(8 - fo t )  -\ -y — y (i)w stg k —  {x  — x 0)w s t« -| -(? /— y 0)w st(8 —  a

\VSt0 ’ w st0
=  0 .

W  tern r ó w n a n iu  w c h o d z y  c zte ry  n ie o zn a c zo n e , k, xa, y 0, a.

6 1 0 . Kiedy krzywa jest określoną geometrycznie (nie zważając na je j  położenie na płaszczyźnie) przez 
jeden parametr Unijny ; albo, co wychodzi na jedno, kiedy równanie tej krzywej może być przywiedzońem, 
niezależnie od jej położenia na płaszczyźnie, aby więcej nie zawierało w sobie jak tylko jeden parametr 
Unijny, wszystkie krzywe tegoż samego rodzaju sąkrzywemi podobnemi

G d y ż  ja k a k o lw ie k  z  ty c h  k r z y w y c h  m o że  b y ć  p r z y w ie d z io n y  d o  zla n ia  się z  je d n y  z  jej je d n o k ła d -  
n y c h , n u m e r (6 0 6). T y m  sp o so b e m  k o ło  je s t o k re ś lo n e  p rze z je g o  p r o m i e ń ; a lb o  jego ró w n a n ie  m o że  
b y ć  p r zy w ie d zio n e m  do k s zta łtu

x i + y -  —  R * = 0 ;
w s zy s tk ie  k o ła  sy p o d o b n e .

P a ra b o la  je st o k re ś lo n y  p r z e z  je j p a r a m e tr ; a lb o , je j ró w n a n ie  m o że  b y ć  p r z y w ie d z io n e m  do k s zta łtu

p 2 —  2p x  —  0 ;

w s zy s tk ie  p a ra b o le  sy p o d o b n e .

K ie d y  k r z y w a  jest o k re ś lo n y  g e o m e try c zn ie  (nie zw a ża jy c  na je j p o ło że n ie  n a p ła s zc zy źn ie ) p rze z n 
p a ra m e tr ó w  l in ij n y c h ; a lb o  co w y c h o d zi n a je d n o , k ie d y  ró w n a n ie  tej k r z y w e j m o że  b y ć  p r z y w ie 
d zio n e m , n ie za le żn ie  o d  je j p o ło że n ia  n a p ła s zc zy źn ie , a b y  n ie  za w ie ra ło  w  sobie ja k  ty lk o  n para
m e t r ó w  l in ij n y c h ; w s zy s tk ie  k r z y w e  te g o ż sam e go  ro d za ju  b ę d y  p o d o b n e , k ie d y  się p rzy p is z e  dla  n 
p a ra m e tr ó w  w a rto ś c i p ro p o rc y o n a in e .

T y m  s p o s o b e m , elipsa jest o k re ś lo n y  co d o  w ie lk o ś c i p r z e z  dłu g o ści je j o s i; albo jej ró w n a n ie  
m o że  b y ć  p r z y w ie d z io n e m  d o  k s zta łtu

a2 +  b 2 —  ’

w ię c  w s zy s tk ie  e lip sy sy p o d o b n e , k ie d y  ich osie sy p ro p o rc y o n a in e .

W n io s ło b y  się p o d o b n ie ż że h ip e rb o le  sy p o d o b n e  k ie d y  ic h  osie sy p ro p o rc y o n a in e .
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§ IF . —  Z A S T O S O W A N I E  D O  K R Z Y W Y C H  D R U G I E O O  R Z Ę D U .

W a r u n k i  j e d n o k ł a d n o ś c i .

6 1 1 .  N ie c h  b ę d ą  ró w n a n ia  d w ó c h  k r z y w y c h  d ru g ie g o  rzę d u

( 1 )  K x >- - ) -  2 B a .y  - f -  t y 2 4 ""  4 ~  4 ~  F  =  d.>

(2 ) A ,x -2 +  2 B p c y  +  C ,y 2- | -  2 D ia; +  2 E , y  +  F ,  =  0.

D la  o tr z y m a n ia  w a r u n k ó w  je d n o k ła d n o ś c i ty c h  d w ó c h  k r z y w y c h , w e źm ie m y  ró w n a n ie  o g ó ln e  
k r z y w y c h  je d n o k ła d n y c h  je d n e j z  n ic '1,  i w y r a z im y  że  o n a  p rze d s ta w ia  tę ż sam ą k r z y w e  ja k  d ru g a .

U w a ż m y  p o c zą te k  O  ja k o  n a le żą c y  d o  u k ła d u  u tw o r zo n e g o  p rze z  k r z y w ą  ( 1 ) ,  i niech  bę dą  O'(a.‘0) y0) 
p u n k t  o d p o w ie d n y  w  u k ła d zie  u tw o r z o n y m  p rze z  ie d n ą  z  je j je d n o k ła d n y c h , ró w n a n ie  o gó ln e  k r z y 
w y c h  je d n o k ła d n y c h  (1) bę dzie  w te d y  n u m e r  (6 0 5 ):

/c2A  (x —  x0) 4 -  2/,'2B (.r  —  x0){y —  y0) - j -  k-C{y —  y0)- +  2D/c(x —  .r 0) -\- 2 E k(y —  y0) 4 -  F  =  0 ,
a lb o
( 3 ) A x 2+ 2 B x y + C //2- 2 x f A x o- f B y o_ L V 2 y f B ^ + C y 0- 5 \ + A ^ - { - 2 B . r oy o 4 - G y ? - - 2 1̂ + i ^ + ^ = 0 .k)  , — o . ------ «w» . -aro k I ki

W y r a z i m y  że ró w n a n ie  (3 ) p rze d s ta w ia  tę ż sam ą k r z y w ą  j a k  ró w n a n ie  ( 2 ) , o tr z y m a  się

A B C  A-x o 4 ~ % o — jc C x 0 4 ~  C y 0 —  ^  Aa?0- j - 2 B x 0i/0- j - C j / '  2 " i — ilĄ __

W  T 1 =  B 1 =  ( T i =  ~ \J t =  =  y i

M a  się t y m  sp o so b e m  p ię ć  z w ią z k ó w  m ię d z y  tr z e m a  n ie o zn a c zo n e m i x0, y0, Ic; t r z y  pie rw sze  sto 
s u n ki n ie  za w ie ra ją  ża d n e j z  ty c h  n ie o zn a c zo n y c h ; m u si się w ię c  m ie ć n a p r zó d

(5) A  =
W  A j  B , C ,

T e  w a ru n k i są k o n ie c z n e ; one  są ta k że  d o s ta te c zn e , g d y ż p rzy p u s zc za ją c  je  s p e łn io n y m i, po zo staje  
tr z y  z w ią zk i m ię d zy  tr ze m a  n ie o zn a c zo n e m i x0, y0, I;-, b ę d zie  m o żn a  za w s ze  je  w y zn a c z y ć  w  ten  sp o 
sób a b y z w ią z k i  b y ły  s p r a w d z o n e . W ię c  •

Aby dwie krzywe drugiego stopnia były jednokładnemi, potrzeba i dość jest aby spółczynniki wyrazów 
drugiego stopnia były proporcyonalne.

M o ż n a  p o w ie d zie ć  je s zc ze  -.potrzeba i dość aby kierunki assymptotyczne były też same, n u m e r  (5 3 0 ).

U w a g a  I .  —  Kiedy dwie krzywe ( 1 )  i (2 ) są dwa kola, związki (5) są zawsze sprawdzone; więc dwa 
jakiekolwiek koła są zawsze jednokładnemi.

U w a g a  I I .  —  Dwie krzywe jednokładne są zawsze tegoż samego rodzaju, to  je s t albo dwie elipsy, albo 
dwie hiperbole albo dwie parabole; lecz, chociaż należące do tegoż samego rodzaju, one mogą być różnemi.

M a się , w  rze c z y  sa m e j,
—  =  — =  —  =  ■>.- 

B i C i
z k ą d  w y p a d a

B 2 —  A G  =  Ż2(B * — A , C i ) ;

to  je st że  ilości ( B 2 —  A C )  i ( B * —  A j C j )  są je d n o c ze ś n ie  d o d a tn e m i, o d je m n e m i, a lb o  ze ra m i.
7 7



U w aga  III. Aby dwie parabole, były jednokładne, potrzeba i dość jest aby ich osie były równoległe. 

W  rzeczy sa m ej, k rzy w e ( 1 ) i ( 2) b ę d ą c  p arabolam i, m a się

B 2—  A C  =  0 , B *— A 1C1 =  0 ; zkąd ® =  2 ,  ? * • = & ,  (1°)-
A  JL> A i  JL»!

O t ó ż  je śli się p rzy p u ś c i osie r ó w n o le g łe , to je s t n u m e r ( 5 7 7 )

a lbo -  —  —1 ( 2°)
B  V  B  B ,  1

6 1 0  RO ZD ZIAŁ V II.

z w ią z k i (5) b ę d ą  s p r a w d z o n e . G d y ż  m a ją c  w z g lą d  n a ró w n o ś ć  ( 2 ) , z w ią z k i (1 °) dają

C  _  C i .  . .  A ^ B _ C .
B  B /  A ,  B ,  C , ’

c. b .  d . d .
6 1 2 . P o w r ó ć m y  te ra z d o  r a c h u n k u  n ie o zn a c zo n y c h  x0, y0 i k. P r z y p u ś ć m y  że  się o tr z y m a ło  z w ią z k i

m i Ą  B  _  _
A ,  B j  C i

r ó w n a n ia  (4) k tó re  s łu żą  d o  w y z n a c z e n ia  x0, y0 i k bę dą  m o g ły  się napisać

i A.ar0 - j -  B//o— ^ - | - / D 1 =  0,
u

(7 ) > B x 0 -|- C y0 —  z  żEi —  0 ,
fi

A * J  - f  2 B x0y0 +  C y =  2 £  ) F  - 0 .
li li“

D r u g ie  z  t y c h  r ó w n a ń  m o ż e  się u p ro ś c ić  o b ra c h o w u ją c  d w a  p i e r w s z e ; o d e jm ijm y  o d  trze c ie g o  
s u m m ę  d w ó c h  p ie rw s zy c h  w z g lę d n ie  p o m n o ż o n y c h  p r z e z  x0 i y 0, za s tą p im y  u k ła d  ( 7 )  p rze z  nastę
p u ją c y  :

- f -  Bi/o —  — -|-),D 1 =  0, •

( 8) j - ) -  Cy0 —  — - ) -  ż E j  —  0,

r “ f-  ^ D .W o  - - j - Ż E ,  W  —  / F ,  —  0 .

P rze s ta n ie m y  n a w y zn a c z e n iu  stosunku podobieństwa k ;  w  t y m  celu  w y s ta r c z y  w y r u g o w a ć  x 0 i y 0 
m ię d z y  trze m a  ró w n a n ia m i (8) ;  w y p a d k ie m  z  ru g o w a n ia  b ę d zie
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T e n  w yzn aczn ik  m o że  się r o z ł o ż y ć  w  ten sposób na s u m m ę  d w ó c h  w y z n a c z n ik ó w  :

6 1 1

A B D , A B D

X B C E , 1 B C E
=  (

° + XD, - j -  X E ,
li F i

k

?  +  > ° i I  + )E l
F
k

ro zk ła d a ją c je szcze  k a ż d y z  ty c h  w y z n a c z n ik ó w , w y p adnie

A B D , A  B D i A B D A B

X LI C E , B  C E ,
1
k B C E

X
—  k B G

X U , A E , F , D  E 0 D E F D , E

D

E

E ,  0

=  0 .

D r u g i  i c z w a r ty  w y z n a c z n ik i  zn o s zę  się i p o zo s ta je

( 10)

A  B  D , A B D

X B  C E ,
_ 1

" “ /i2 B C E

X D , X E ,  F , D E F

w  p ie rw s ze j s tro n ie  A , B ,  C ,  p r z e z  X A , X B ,

A , B i D ,

B , C u

D , E , . F ,
A B D

B C E

D E F

laka jest w artość stosunku pod obieństw a ;  można zawsze u czyn ić  tok  a b y  X było  dodatnem .

6 1 3 . J u ż  za u w a ży liś m y  że  d w ie  k r z y w e  je d n o k ła d n e  d ru g ie g o  s to p n ia , n a le żę  do te g o ż sam ego 
ro d za ju  n u m e r (3 1 5 ); w a rto ś ć  (1 0 ) n a m  p o k a zu je  że je że li k r z y w e  n a le żę  do je d n a k ie g o  r o d za ju  
sto su n e k podobieństw a^ k  je st za w s ze  r z e c z y w is ty m ; jeśli k r z y w e  n a le żę  d o  r o d z a jó w  r ó ż n y c h , 
sto su ne k p o d o b ie ń s tw a  m o że  b y ć  ze re m  a lb o  u r o jo n y m , g d y ż  w te d y  d y s k r y m in a n ty  A  i A ,  sę z n a 
k ó w  p r ze c iw n y c h  n u m e r  (3 15 ).

W  p r z y p a d k u  p a ra b o li, w a rto ś ć  (1 0 ) k  b ie rze  k s zta łt p ro s ts zy .

M a  się, w  rz e c z y  s a m e j,
A .  A  =  ( A C  —  B 2) ( A F  —  D 2) —  ( A E  — B D ) 2,

A j . A ,  =  ( A , C , —  B * ) ( A , F ,  —  D ;)  —  ( A , E , —  B , D , ) 2;

o tó ż A C  —  B2 =  0 ,f A j C i  —  B f —  0 ;  m a  się w ię c

1  -3 A  ( A , E , — B i D ,) 2 .
k- ’ A , ‘  ( A E — B D )2 ’
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a lb o  m ając w zg lą d  n a z w ią z k i (6)
( H i  1  +  ) 2 A i E i —  B , D , .
v '  h ~  A E  —  B D  ’

sto su n e k je d n o k ła d n o ś c i je st w t e d y  r z e c z y w is ty m .

11° P r z y p a d k i  s z c z e g ó l n e .

6 1 4 .  R o z b ie r z m y  r ó ż n e  p r z y p a d k i g d zie  s to su n e k p o d o b ie ń s tw a  m o że  b y ć  ze re m  a lb o  u r o jo n y m . 

U w a ż m y  d w ie  k r z y w e
xl - y l  - i  =  o ,
a2 b 2

S - P + 1 - 0 -

T e  d w a  r ó w n a n ia , m a jąc te ż sam e w y r a z y  d ru g ie g o  s to p n ia , p rze d s ta w ia ją  d w ie  k r z y w e  je d n o - 
k la d n e , p o c zą te k  je st ś ro d k ie m  w s p ó ln y m  p o d o b ie ń s tw a ; lecz s to su n e k p o d o b ie ń s tw a  je s t u r o jo n y m . 
T e  d w a  ró w n a n ia  p rze d s ta w ia ją , w  rz e c z y  s a m e j, d w ie  hiperbole sprzężone; o n e  m a ją  te ż sam e a s s y m - 
p t o t y ; le cz k r z y w e  n ie  są p o ło żo n e  w  ty m  s a m y m  ką cie  a s s y m p to t. Je ś li O M  je s t p ro m ie ń  w o d zą c y  
o d p o w ie d n y  ja k ie m u k o lw ie k  p u n k t o w i rze c z y w is te m u  p ie rw s ze j h ip e r b o li, ten p ro m ie ń  sp o tk a  d ru g ą  

h ip e rb o lę  w  j a k im k o lw ie k  p u n k c ie  u r o jo n y m  M ',  ta k  że  sto su n e k ^ 7  je st za w s ze  u r o jo n y m .
6 1 5 .  U w a ż m y  d w a  ró w n a n ia

2l _ - v : _ i  =  o
a2 b 2

0 .
a2 b *

T e  d w a  r ó w n a n ia , m a ją c  te ż sam e w y r a z y  d ru g ie g o  sto p n ia  p rze d s ta w ia ją  d w ie  k r z y w e  je d n o k ła d n e ; 
p o c zą te k  je st ś ro d k ie m  w s p ó ln y m  p o d o b ie ń s tw a , lecz sto su ne k p o d o b ie ń s tw a  je s t n ie s k o ń c zo n y m .

D la  w y tłu m a c ze n ia  tego w y p a d k u , u w a ż m y  że  p ie rw s ze  ró w n a n ie  p rze d s ta w ia  h ip e r b o lę , a d ru g ie , 
d w ie  pro ste  k tó re  są a s s y m p to ta m i tej h ip e r b o li. Je ś li się u w a ża  p ro m ie ń  w o d zą c y  O M , on p rze c in a

a s s y m p to ty  w  ja k im k o lw ie k  p u n k c ie  M ' zle w a ją c y m  się z  p u n k ie m  O ,  la k  że  s to s u n e k  j jest 

n ie s k o ń c zo n y m ; p o c zą te k  O  je s t w ię c] p u n k te m  o d p o w ie d n y m  w s zy s tk ic h  p u n k t ó w  h ip e rb o li p o ło 

żo n y c h  w  o dległości s k o ń c zo n e j. K ie d y  p u n k t  h ip e rb o li jest w  n ie s k o ń c zo n o ś c i, n ie c h  b ę d zie  ten
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01 30
p u n k t , ja k ik o lw ie k  p u n k t  N  a s s y m p to ty  o d p o w ia d a ją c e j da — =  —  = = « ;  to  je st że  w szystk ie

p u n k ta  ja k ie jk o lw ie k  a s s y m p to ty  są w t e d y  p u n k ta m i o d p o w ie d n y m i p u n k tu  h ip e rb o li p o ło żo n e g o  
w  n ie s k o ń c zo n o ś c i na tej a ssy m p to c ie .

6 1 6 . U w a ż m y  d w a  ró w n a n ia

(1) y2 =  Zpx,
(2) y°- =  a2;

te d w a  r ó w n a n ia , m a jąc le ż sam e w y r a z y  d ru g ie g o  s to p n ia , p rze d s ta w ia ją  d w ie  k r z y w e  je d n o k ła d n e . 

W i d z i m y  że p ie rw s za  jest p a ra b o lą , a d ru g a  u k ła d e m  d w ó c h  p ro s ty c h  ró w n o le g ły c h  do osi p a ra b o li.

U w a ż m y  p u n k t O  ja k o  n a le żą c y  d o  u k ła d u  u tw o rzo n e g o  p r z e z  p a ra b o lę , i n iech  bę dzie  O '( x 0, y0)
p u n k t  o d p o w ie d n y  w  u k ła d zie  u t w o r z o n y m  p rze z d w ie  pro ste  ró w n o le g łe . N ie c h  b ę d zie  M  p u n k t
p a ra b o li, M ' p u n k t o d p o w ie d n y  na u k ła d zie  d w ó c h  p ro s ty c h , i niech b ę d zie  n a k o n ie c

(3 ) 0*^   /,.
( 0 'M '

w y z n a c z m y  w a rto ś c i stałe x0, y,„ k.

M a  się —— ------ =  k\ —  =  k, ta k  że ró w n a n ie  k r z y w y c h  je d n o k ła d n y c h  k r z y w e j ( 1 )  je s t,
x  — xo y — Vo

zn o szą c  w s k a źn ik i

(,y yoY X°Y y2,— ~j?x ~~ ŷ°y - ł-  y* -t-  x° ~  o .

A b y  to ró w n a n ie  p rze d s ta w ia ło  k r z y w ą  (2 ) p o trze b a  że b y  b y ło

2 Y)
( i )  y o =  0, k = o o ,  gr.-i-x0 —  —  a2,  a t e m s a m e m  x0 =  oo.

K

P u n k t  O 1 je st w ię c  w  n ie s k o ń c zo n o ś c i na Ox, i sto su n e k p o d o b ie ń s tw a  jest n ie s k o ń c zo n y m .
O MD la  s p ra w d ze n ia  te g o  w y p a d k u , o c e ń m y  w p ro s t sto su ne k . P u n k t  O ' jest w y z n a c z o n y m  p rze z 

ró w n a n ia  y =  O , z  =  0;  ró w n a n ie  ja k ie jk o lw ie k  p ro s te j, p rze c h o d zą c e j p rze z  p u n k t b ę d zie  w ię c

y —  Xz;

tó ż  je śli się s zu k a  prze cię cia  tej p ro ste j z  k r z y w ą  (2) ,  zn a jd u je  się

()2 — a V = 0 .
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P u n k t  O r w  n ie s k o ń c zo n o ś c i jeSt w ię c  p u n k ie m  p o d w ó jn y m  k r z y w e j ( 2 ) , to jest że w s ze lk a  pro sta  
p rze c h o d zą c a  p r z e z  te n  p u n k t , s p o ty k a  k r z y w ą  w  d w ó c h  p u n k ta c h  zb ie g a ją c y c h  się z  s o b ą ; a tem  
sam em  0 'M ' je st z e r e m ; w i d z i m y  t y m  sp o so b e m  d la  czego s to s u n e k  je st n ie s k o ń c zo n y m .

I I I 0 W a r u n k i  p o d o b i e ń s t w a .

6 1 7 . P o n ie w a ż w s zy s tk ie  p a ra b o le  są p o d o b n e , p rze to  za jm ie m y  się w y łą c zn ie  k r z y w e m i m a ją c e m i 
ś ro d k i. W r ó c im y  tu  do tej k w e s ty i j u ż  tra k to w a n e j w  n u m e rze  (6 1 0 ) .

M o ż e m y  p rzy p u ś c ić  je d n ą  z  k r z y w y c h  o d n ie s io n ą  do je j o s i, tak że  je j ró w n a n ie  je st

(S)

N ie c h  b ę d zie  S ' d ru g a  k r z y w a ; je śli o n a  je s t p o d o b n ą  d o  p ie rw s z e j, p o w in n o  się m ó d z ją  zlać 
z  je d n ą  z  je d n .o k ła d n y c h  tej p ie rw s ze j. O t ó ż  m o ż e m y  n u m e r (603) w z ią ć , za  ś ro d e k  w s p ó ln y  p o d o 
b ie ń s tw a , śro d e k  O  k r zy w e j S ;  ró w n a n ie m  o g ó ln e m  k r z y w y c h  je d n o k ła d n y c h  S  b ę d zie  w te d y

ta k ie m  b ę d zie  ta k że  ró w n a n ie  k r z y w e j S ' ,  k ie d y  się j ą  p r z y w ie d z ie  do zla n ia  się z  je d n ą  z  j e d n o 
k ła d n y c h  k r z y w e j S , w z ią w s z y  ś ro d e k  O  za środ ek w s p ó ln y  ie d n o k ła d n o ś c i. L e c z  p rze z to p rze n ie 
sienie k s zta łt  k r z y w e j S ' nie z m ie n i się , i je j osie są w te d y .

zk ą d  w y p a d a  

0 )

a * =  /c'2 a-2,  

a

b * =  Jc-b-;

a2 b 2

W ię c  aby dwie krzywe drugiego stopnia, tegoż samego rodzaju, były podobne, potrzeba i dość jest aby 
osie były proporcyonalne.

6 1 8 . M o ż e m y  w y c ią g n ą ć  ztą d  z w ią z e k , k tó r y  m u s i istn ie ć  m ię d z y  s p ó łc zy n n ik a m i r ó w n a ń  o g ó ln y c h  
d w ó c h  k r z y w y c h  d ru g ie g o  r z ę d u , a b y  d w ie  k r z y w e  b y ły  p o d o b n e .

P r z y p u ś ć m y , co je st za w s ze  p o z w o lo n e m , d w ie  k r z y w e  o d n ie s io n e  do śro d k a  w s p ó ln e g o , i niech  
bę d ą  ró w n a n ia

(1 )

( 2 )

A x 2 4 -  2 B xy +  C y2 =  H ,  

2Btxy  —j— —■ H j .



A b y  te  d w ie  k r z y w e  b y ły  p o d o b n e , p o trze b a  i dość że b y  b y ło
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(3)
a_ _  b  _  1
!!i b, k1

a, b; o , ,  będąc d łu g o ś c ia m i ic h  osi.

L e c z  ró w n a n ia  k w a d r a tó w  z  osi k r z y w y c h  (1 ) i (2) są n u m e r (580) :

(1)
( A G  —  B 2) . R 2 —  I I ( A  +  G —  2 B d o s 0 ) .R  +  H 2w s t29 =  0, 

( A j G j —  B J ) .R 2 —  +  —  2 B 1d o s O ) .R - f - H 2w s l20 =  0,

0 będąc k ą te m  o s i. Z  ty c h  r ó w n a ń  w y c ią g a  się, m a jąc w zg lą d  na z w i ą z k i  (3 ) :

(5)

(6) ( A  - f  C  —  2 B d o s 6 )2 _  ( A ,  - f  G , — 2 B ,d o s 9 )2 .
A G  —  B -

ta k im  jest w a ru n e k  a b y  d w ie  proste d ru g ie g o  rzę d u  b y ł y  p o d o b n e .

S p ra w d za  się n a ty c h m ia s t że z w ią z e k  ( 6) s p ro w a d za  się do to żsa m o śc i w  p rzy p a d k a c h  n a s tę p u ją 
c y c h , g d zie  d w ie  k r z y w e  są :

1 °  D w ie  p a ra b o le  : w ię c  w s zy s tk ie  p a ra b o le  są p o d o b n e ;

2° D w ie  h ip e rb o le  ró w n o ra m ie n n e  : w s zy s tk ie  h ip e rb o le  ró w n o ra m ie n n e  są p o d o b n e ;

3° D w ie  h ip e rb o le  k tó r y c h  k ą t a s s y m p to t je st te n że  s a m .

W r e s zc ie  zw ią ze k  ( 6) w y r a ża  isto tn ie  że  s ty c zn a  try g o n o m e try c zn a  k ą ta  d w ó c h  k ie r u n k ó w  assym - 
p to ly c z n y c h  m a  tę ż  sam ą w a rto ś ć  dla d w ó c h  k r z y w y c h  ( 1 ) i (2) .

6 19 . U w a ż m y  n a p r zó d  ż e , jeśli się daje ró w n a n ia  s ty c zn e c zk o w e  d w ó c h  k r z y w y c h , m o żn a  będzie 
ro zp o zn a ć  p rze z u w a g i następujące c z y  te k r z y w e  są je d n o k ła d n e .

»  D la  ja k ie jk o lw ie k  sty c zn e j p ie rw s ze j k r z y w e j, m u si o d p o w ia d a ć  dla  d ru g ie j k r zy w e j sty c zn a  
« r ó w n o le g ła ; i n a d to  pro ste  p rze c h o d zą c e  p rze z p u n k ta  s ty c zn o ś c i o d p o w ie d n e , m u szą  w s zy s tk ie  
» zb ie g a ć się w  je d n y m  p u n k c ie ; te n  p u n k t b ę d zie  ś ro d k ie m  w s p ó ln y m  je d n o k ła d n o ś c i n u m e r  (6 0 8 ).»

M o ż e m y , w e d łu g  te g o , zn a le źć  ró w n a n ie  o g ó ln e  s ty c zn e c zk o w e  k r z y w y c h  je d n o k ła d n y c h  ja k ie j
k o lw ie k  k r z y w e j danej

N ie cli b ę d ą  x0, y0, s p ó łrzę d n e  ka rte zya riskie  ś ro d k a  w sp ó ln e g o  O ' p o d o b ie ń s tw a  k r z y w e j ( 1 ) 
z je d n ą  z  je j je d n o k ła d n y c h , p rze n ie ś m y  osie ró w n o le g le  do ich p ie rw o tn e g o  p o ło że n ia  w  ten  p u n k t .

§ I I I .  —  R Ó W N A N I E  S T Y C Z N E C Z K O W E .

(4 f(u, v) =  0.



W e d łu g  w z o r ó w  n u m e r u  (356 ), m a  się 

/ . u
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m
\ ux0 vya 1 u —

r vl v '= — --------- 1
\ ux0 - f  vy0 —  1

zk a d
u'x0 - ) -  v'y0 —  1

i/
u'xo - ( -  v'yo —  1 ’

u, v, b ę d ą c s p ó łrzę d n e m i p ie r w o tn e m i, a u' ,  v', b ę d ą c n o w e m i s p ó łrzę d n e m i te jże  samej p ro s te j. 

R ó w n a n ie  k r zy w e j ( 1 ) ,  w zg lę d e m  n o w y c h  o s i, b ę d zie

(3) x0 4 -  v'y0 - J - 1 5 u x o 4 -  v'yo +  1
=  0.

O t ó ż  jeśli u , v', są s p ó łrzę d n e m i ja k ie jk o lw ie k  s ty c zn e j d o  k r zy w e j (3 ), s p ó łrzę d n e m i stycznej o d - 
p o w ie d n e j d la  je d n e j z  je j je d n o k ła d n y c h  b ę d ą

ku1, kv',

k b ę d ą c s to s u n k ie m  p o d o b ie ń s tw a ; g d y ż  je śli M  i M ' są p u n k ta m i s ty c zn o ś c i, m a  się

O b   O a   Q 'M    .
O b j Oa^ 0 'M ' 6 C " '

W ię c  r ó w n a n ie m  o g ó ln e m  k r z y w y c h  je d n o k ła d n y c h  k r z y w e j ( 3 ) , b ę d zie

ku' kv'
(ó) f \k(u'xo 4 - »'y0)-\- 1 k(u'x0 4 -  v!yo) 4 -  1

ta k r z y w a  zn a jd u je  się o d n ie s io n ą  do n o w y c h  osi.

—  0 ;

J e ś l i , za  p o m o c ą  w z o r ó w  ( 2 ) , o d n ie s ie m y  d o  d a w n y c h  o s i, s p r a w d z im y  że  :

Równaniem ogólnem krzywych jednokładnych krzywej ( 1 ) jest

n  /_________ ku_________   kv_________ \ _ 0
\(A —  \){ux0-\-vy0)-\-\ ’ [k —  l)[ux0 j-v y 0)-\-lJ

k je s t sto s u n k ie m  podobieństwa; x0, y0, są spółrzędnemi kar tezy ańskiemi środka wspólnego podobieństwa.

6 20. Z a s to s u jm y  tę m e to d ę  d o  p o s zu k iw a n ia  w a r u n k ó w  a b y d w ie  k r z y w e  d ru g ie j klassy

(1 ) A m2 4 -  Baw 4 “  “ l”  4 ”  2Eu 4 “ ^  =

(•2) A , « 2 4 -  B ,« y  4 -  C,v- 2 D ,w  4 -  2 E ,y  4-  F ,  =  0,

b y ł y  je d n o k ła d n e .
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W e d łu g  tego co p o p rze d za , ró w n a n ie  o g ó ln e  k r z y w y c h  je d n o k ła d n y c h  k r z y w e j (1) jest

/c2[ A h 2 —j- 2 B uv — Cu2] -j— 2A [D u  —(- E u ]  [(A — l)(uxa —[- vy j] - j - 1] -j— F [ ( A  —  1 1 \ uxo - j -  vy0) - j -  1 ]"  =  0 .

T o  ró w n a n ie  r o z w in ię te  staje się

/ +  [ A /¿2 +  2k(k —  1 ) D *0 +  (k -  1 J * F * J l u *  4 -  2 [ * D '4 -  (k —  l ) F x 0]u

(3) + 2 [ B / c 24  k(k —  l ) ( D y 0 +  E s 0) - | - ( A — l ) * F a r 0y 0) M o 4 - 2 [ * E  +  (A —  l ) F / / 0]u j =  0.

!  4 -  [CA’2 4 -  2A (A -  l ) E y 0 4 -  (k -  1 ) 2F ^ ] u *  +  F

W y r a ź m y  że ró w n a n ia  (2) i (3) p rze d s ta w ia ją  te ż sam ą k r z y w ą , m a  się

F  _  A E  4 -  (k -  i ) F y 0 _  A D  +  (A -  l ) F . r 0 _  G A2 +  2A(A —  l ) E ,y „  +  (A —  l ) 2E y 0 
{ )  F ,  E ,  D ,  C ,

_  B A 2 4 -  k[k —  l ) ( D //0 4 -  E x 0) 4 -  (A —  ł ) 2F x 0,y0 A A 2 4 - 2A(A —  1 ) D *0 4 -  (A —  l ) 2F x „
~  B , A ,

P r z e z  w y r u g o w a n ie  ilości x0 i y0, w y c ią g a  się pięć z w ią z k ó w  ( 4 ) :

F » A , F ,  -  D? _ C , F ,  — E j  _  B . F .  —  ^ E , .
W  F 2 '  _  A F  —  D2 ’  G F  —  E 2 B F  —  D E

to są diva warunki konieczne i dostateczne aby dwie ltrzyme ( 1 ) i ( 2)  były jednokładne.

K i e d y  d w ie  k r z y w e  o dn ie s io n e  są d o  ic h  ś r o d k a , te w a r u n k i p r z y w io d ą  się do

'(■ A ,  B i  Ci
(6 ' A - - B - Ć -

78



ROZDZIAŁ VIII

DOWODZENIE NIEKTÓRYCH TWIERDZEŃ OGÓLNYCH O KRZYWYCH ALGEBRAICZNYCH

1° L iczba punktów  koniecznych dla  w yzn aczen ia  jak iejk o lw iek  k r zy w e j .

621. Przez punktów  można ogólnie przeprow adzić jakąkolw iek krzywą algebraiczną

rzędu m , i jed n ę tylko.

W idzieliśm y w  rzeczy samej num er (36) że rów nanie ogólne stopnia m  zawiera w  sobie
7YI 1 1 f 771 I )
■ - ' — ^ ' —  ~ w yrazów , a tern samem tęż samą liczbę spółczynników  A , B ,  C , . . .  Otóż to rów 

nanie przedstawia tę samą krzywą, jeśli się je  pom noży  lub podzieli przez stałą A ', na przykład;
B  Gprzeto krzywa będzie w yznaczoną, jeśli się zna stosunki - , ...........; liczba tych stosunków  jest
A  A

równą —  1 °  . L e c z  w y r a zić  że  k r z y w a  p rze c h o d zi p rze z ja k ik o l-_ albo m(m +  3l
2

wiek punkt, jestto napisać że je j rów nanie jest sprawdzonem  przez spółrzędne tego punktu ; dać
B C

jakikolw iek punkt rów now aży w ięc dać jakikolw iek związek le° stopnia m iędzy stosunkami — , - , . . .
A  A

W ięc jeśli się wyrazi że krzywa przechodzi przez 111 — punktów , otrzyma się -ł>
2 -

B C •równań \s° stopnia m iędzy taż samę liczbę, ilości nieznanych — , — . Przeto, zagadnienie otrzyma
A  A

ogólnie jed n o  tylko rozwiązanie.

Uw a g a . Przypuściliśm y że układ linijny, który wyznaczy spółczynniki równania jakiejkolw iek
77h (7?2 3 ) rkrzywej przecłiodzącej przez - A— punkt ó w dow oln ie  w ybranych miał ogólnie jed n o  tylko

rozwiązanie. Ten w niosek byłby słusznym jeś lib y  spółczynniki układu były zupełnie d o w o ln y m i; 
lecz rzecz się ma inaczej, gdy spółczynniki jak iegokolw iek  z tych równań będą



O t ó ż , p o n ie w a ż ilości x0,  y0, są d o w o ln e , s p ó łc zy n n ik i ró w n a n ia  maję. m ię d zy  sobą sto su nki 
w id o c zn e . Je s t w ię c  k o n ie c zn e m  uzasadnić w  sposób ścisły to  w a żn e  p o d a n ie . O t o  d o w o d ze n ie  k tó re  
p rze d s ta w im y .

D o w ie d z ie m y  że  je ś li p o d a n ie  je st p r a w d z iw e m  dla ja k ie jk o lw ie k  k r zy w e j rzę d u  (m —  1 ) ,  o n o  jest 
k o n ie c zn ie  p ra w d ziw e m  dla ja k ie jk o lw ie k  k r z y w e j rzę d u  m.

R ó w n a n ie  o g ó ln e  ja k ie jk o lw ie k  k r z y w e j rzę d u  m m o że  się napisać
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( 1 ) F  =  f m{x, y) - j -  f  -i{%, y) - f  ! / ) + • • • +  n (x > y) +  1 —  °>

p rzy p u s zc za ją c  o statn i w y r a z  r ó w n y  je d n o ś c i, to jest p rzy p u s zc za ją c  że  k r z y w a  p rze c h o d zi p r z e z  
p o c zą te k . O g ó ł w y r a z ó w  n a s tę p u ją c y c h  po fu n k c y i y) jest p ie rw s z ą  s tro n ą  ró w n a n ia  o g ó ln e g o
ja k ie jk o lw ie k  k r zy w e j rzę d u  (m —  1 ) .

(m 4 -  \)(m 2)  . mim- {— 3) . . .  ^  ,  .
N ie c h  b ę d zie  M  =  i  1 2 — —  —  == ' 2 —  w y r a ź m y  ze  k r z y w a  F  p rze c h o d zi p r z e z  M

p u n k tó w  d a n y c h , o t r z y m a m y  M  r ó w n a ń  k s zta łtu  :

(2 ) ¡/i) “ f" G j —  0 , 2 =  1 ,  2 , . . . ,  M .

F u n k c y e  G ; za w ie ra ją  w  sobie

M l a lb o ] . ( ^ . - J ) ( > »  +  2)
“ 2

sta łych k tó re  n a le ży  w y z n a c z y ć ; stałe p o zo s ta łe , k tó ry c h  liczb a  jest

Mo a lb o m(m —j— 3) (»2 —  1 ){m - j -  2)
2  2

, a lb o  ( w z - j - l ) ,

bę d ą  stałe k tó re  w c h o d zą  w  fu n k c y ę  om( x ,  y) .  T o  z a ło ż y w s z y , w e ź m y  M , p ie rw s zy c h  r ó w n a ń  ( 2 ) , 
o tr zy m a  się u k ła d

(3) G j  - ( -  ' / i ) =  ń , 0-2 - j -  yi)— Q, . . . ,  G  Ml —(— ,  i/M,)  —  9 >

o tó ż ten u k ła d  p rzy p u ś c i je d n o  ro z w ią z a n ie 's k o ń c z o n e  i w y z n a c z o n e . W  rze c z y  s a m e j, v y y zn a c zn ik  
u k ła d u

G, =  0, Gs, . . . ,  GMj =  O,

nie je st z e r e m ; g d y ż  to są ró w n a n ia  służące d o  w y zn a c ze n ia  k r z y w e j G j rzę d u  m —  i ,  p rze c h o d zą c e j 
p rze z M , p u n k t ó w  d a n y c h , i w e d łu g  za ło że n ia  p rzy ję te g o , ten u k ła d  m a  je d n o  ro zw ią za n ie  s k o ń c zo n e  
i w y zn a c z o n e .

W ię c  w y z n a c z n ik  u k ła d u  (3) je s t r ó ż n y m  od ze ra .

T y m  sposobem  w a rto ś c i n a M t p ie rw s zy c h  sta łych  b ę d ą  w y zn a c z o n e  i s k o ń c zo n e .

P o d s ta w iw s zy  te ra z w a rto ś c i ty m  sposobem  o trzy m a n e  w  (m —J— 1 ) o sta tn ic h  ró w n a n ia c h  (2) ,  p r z y 
pu śc iw szy

fm(x, y) =  A0xm +  AiXm~iy - f -  A ^ - h /  -j +  A mym,
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otrzyma się (m - f - 1 ) rów nań kształtu następującego :

( i )  A0(a;f - j -  « i) - }“  &i[x™ ly¡ -f-  6¡) - f-  A^ąc"-2 )/2-)-  y¡) - j -  . . ,  -J- Km[y’’‘ -}-  >.¡) - j -  Ir¡ =  0 ,

* =  M , - } - 2 , . . . ,  M ;

A 0, A¡ , .  . .  A„( są (m  -f- 1) stałych, które pozostają do w yznaczen ia ; <x¡, 6 , . . .  li, h ,  są ilości znane, 
skończone, które zależą od  spółrzędnych na ¡VÍ, pierw szych punktów , lecz które są zupełnie n ieza
leżne od spółrzędnych na (rn - ) -  1 ) ostatnich punktów , które to spółrzędne są jedynem i w ehodząeem  
w yraźnie w  układ (m  -|- 1) równań (A). Otóż w yznacznik układu (A), to jest

x7 ~\~ ai xTVi • y? Ą~ h-

nie jest zerem ; gdyż ten wyznacznik rozkłada się na sum m ę w ielu  w yznaczników , takich jak

x™~xy ¡ . . . + y: +

Pierwszy w yznacznik nie jest zerem , poniew aż on jest rów n ym , w edłu g  wzoru V andermonda i lo 
czynow i z różnic (Xiyk— x ky f ) ; co  się tyczy innych, dających zera albo nie zera, one niedają się przy
w ieść do p ierw szego poniew aż ilości at, . .  .nie zależą bynajm niej od  spółrzędnych, które figurują 
w pierwszym w yznaczniku.

W ięc podanie w ysłow ione jest dow iedzionem .

D ow iedziem y że układ o którym  m ow a przyjm uje ogólnie jed n o  rozwiązanie skończone i wyzna
czone, jeśli znajdziemy jed en  przypadek dla którego to  ma m iejsce.

Otóż, dajm y sobie (m -f -1 )  innych  punktów  na trzeciej prostej D3; i tak następnie ; i nakoniee dwa 
punkta na mieJ prostej Dm. Damy sobie  tym sposobem

(m  -f- 1  )(m -|- 2 )
[ni \ ) m (m —  1  ) - albo —  1

punktów ; wreszcie układ m  prostych D ,, D2, . . . ,  Dm, stanowi układ m tee° rzędu (albo krzywą z ło -
m [m - j -  3 ) 

"2 ji.eczżoną mtis° rzędu) przechodzący przez wszystkie punkta dane których  liczba jest

układ tych  m  prostych jest przedstawiony przez jakiekolw iek równanie m us° stopnia, którego 
wszystkie spółczynniki są skończone i w yznaczone, gdyż można napisać bezpośrednio to rów nanie. 
Otóż rów nanie ogóln e  mus° rzędu będzie m ożna w idocznie zidentyfikow ać z tym  rów naniem  szcze- 
gólnem , i ztąd się w yprow adza dla spółczynników  w artości skończone i w yznaczone. W ięc  układ

TYL ( YYl  1  31
ogólny o którym  m ow a przyjm ie, dla   ~

zanie skończone i w yznaczone.

punktów  które dopierośm y w ybrali, je d n o  rozwią-

A fortiori, będzie toż samo m iało m iejsce gdy te
m (m  - j -  3)

punktów  pozostaną zupełnie dow olne.



6 22. K w e s ty a  m o że  p rze d s ta w ia ć  niepododieństwo, w  ra zie  k ie d y  nie m o żn a  p r z e p r o w a d z ić  k rzy w e j
yyi( yyi —i— 3)

w ła ś c iw ie  zw a n e j mte&° rzę d u  p r z e z  —-—0 ■ p u n k tó w  d a n y c h . N a z w ie m y  krzywą właściwie nazwaną

mus° r z ę d u , k r z y w y  k tó re jr  ó w n a n ie  nie je st ro zk ła d a ln e m  n a c z y n n ik iw y m ie r n e .

P r zy p u s z c za m y  tw ie r d ze n ie  n astępu jące k tó re  je st w n io s k ie m  b e zp ro ś re d n im  p o d a ń  u za s a d n io n y c h  
w  te o r y i ru g o w a n ia  :

Dwie krzywe stopni względnych m  i n przecinają się w m n  punktach, rzeczywistych albo urojonych, 
w odległości skończonej albo w nieskończoności.

T o  z a ło ż y w s z y  w y s ło w im y  p o d a n ia  n astępujgce :

Pomiędzy —^ 1—— punktami danymi aby wyznaczyć krzywą rzędu m , nie powinno się mieć więcej

od n ip  na krzywej r-zędu p .

Aby można b 

było więcej jak
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Aby można było przeprowadzić krzywą n i"s °  rzędu przez .̂ m  — punktów danych, potrzeba żeby

[p —  l)(p —  2 )
mp

na krzywej p ws° rzędu ( p < m ) .

P ie rw s ze  p o d a n ie  je s t w i d o c z n e m ,g d y ż  je s t rze c z n ie p o d o b n a  a b y  d w ie  k r z y w e  mtes° i pitego sto pn ia
J Y ly f i l —|  3)

m ia ły  w ię ce j ja k  mp p u n k t ó w  w s p ó ln y c h . J e ś li , p o m i ę d z y —  p u n k ta m i d a n y m i, je st w ię c e j

o d  mp na k r zy w e j rzę d u  p, je d y n y  u k ła d  mtes° s to p n ia , k tó r y  b ę d zie  m o ż n a  p rze p r o w a d zić  p rze z 
w s zy s tk ie  p u h k ta  d a n e , składa się z  k r zy w e j ptes° sto p n ia  o k tó re j m o w a , i z ja k ie jk o lw ie k  k r zy w e j 
(ot —  p)t!s° sto p n ia  p rze c h o d zą c e j p rze z  p u n k ta  p o zo sta łe . T a  o statn ia  k r z y w a  b ę d zie  m o g ła  b y ć  n ie 
o z n a c z o n y , jeśli liczb a  p u n k t ó w  p o zo s ta ły c h  je st n iż s z y  o d  lic zb y  p u n k t ó w  k t ó r y  p o trze b a  m ie ć , a b y 
w y zn a c z y ć  k r z y w y  (m~p)cntes° r z ę d u ; co w ła ś n ie  m a  m ie jsc e , k ie d y  p je s tr ó w n e m  albo w y ż s z e m o d  3.

A b y  do w ie ść d ru g ie g o  p o d a n ia , p r z y p u ś ć m y  że  n a k r z y w e j r z ę d u  p, jest je d en  p u n k t  w ięcej ja k
(p— l ) ( p — 2)1 . / (p —  1 )[p —  2 \

mp —  -  y    t .  j .  [mp —   ------- y ~ — • -f- 1 ) p u n k tó w .

L ic z b a  p u n t ó w  p o zo s ta ły c h  b ę d zie

rm jn ± _ 3) _  (p  -  4 )(p  -  2) _  ^  a , bo (m - p ) (m  -  p +  3)_
2 2 j  2

O t ó ż , p r z e z  te o statn ie  p u n k t a , b ę d zie  m o żn a  p rze p r o w a d zić  k r z y w y  albo u k ła d  (m— p)tee° r z ę d u , 
p o n ie w a ż je stto  w y r a ź n ie  lic zb a  p u n k tó w  w y zn a c za ją c a  k r z y w y  tego rz ę d u .

T a  k r z y w a  (:m— p)tes° r z ę d u  tw o rzy  z  k r z y w y  pus° rzę d u  o któ re j m o w a , u k ła d  m“s° r z ę d u , p rze -
m[m 4 - 3 )  , ,  . ,

c h o d zą c y  p rze z  w s zy s tk ie  p u n k ta  d a n e . A  p o n i e w a ż  T  p u n k tó w  w y zn a c za ją  o g o lm e  j e d y n y

u k ła d  mies° r z ę d u , w i d z i m y , że je śli n ie  je st n ie o zn a c zo n o ś ć , b ę d zie  m o żn a  p rze p r o w a d zić  k r z y w y
TYL i 7Yt j ^ \

w ła ś c iw ie  zw a n y  ot1'«'0 r z ę d u  p r z e z  — ——  p u n k t ó w  d a n y c h .

6 23 . N a k o n ie c , k w e s ty a  d a n a  m o że  p rze d s ta w ia ć  nieoznaczoność ; g d y ż  ró w n a n ia  p ie rw s ze g o  sto p n ia  
k tó re  m a  się d o  r o zw ią za n ia  m o g ą  t w o r z y ć  u k ła d  n ie o zn a c zo n y . T w ie r d z e n ie  następujące daje zn a 
czenie g e o m e try c zn e  te go  w y p a d k u .



r m[m - ( - 3 )  i ,
P r z e z  j —— --------------1 p u n k t ó w  d a n y c h  m o żn a  p r z e p r o w a d z ić  n ie zlic zo n e  m n ó s tw o  k r z y w y c h

m“e» r z ę d u ; w s zy s tk ie  k r z y w e  m“s° r z ę d u , p rze c h o d zą c e  p rze z te —  l l  p u n k tó w  s ta ły c h ,
(ni —  1 ) (m  —  2) . 

p rze c h o d zą  ta k że  p r z e z  ------------ ^-----------  in n y c h  p u n k t ó w  s ta ły c h .

P r z y p u ś ć m y  że się daje lic zb a  p u n k t ó w  m n ie js za  o je d n o ść  ja k  liczb a  k tó rą  p o trze b a  m ie ć  d la  w y  
zn a c ze n ia  k r zy w e j rzę d u  m, to je s t

K =  >” (>”  + 3 )  ,

P r z e z  N  p u n k t ó w  d a n y c h  p rze c h o d zi n ie zlic zo n e  m n ó s tw o  k r z y w y c h  m,eg° r z ę d u ; n ie c h  bę dą

f =  0,  ¥ =  0,

ró w n a n ia  d w ó c h  ty c h  k r z y w y c h  s zc ze g ó ln y c h ; ró w n a n ie

(1) F  =  /■ —J— =  0 ,

g d zie  X je st stałą d o w o ln ą , b ę d zie  ró w n a n ie m  o g ó ln e m  k r z y w y c h  mtes° rz ę d u  p rze c h o d zą c y c h  p r z e z  
N  p u n k t ó w  d a n y c h . W  rz e c z y  s a m e j, ja k a k o lw ie k  k r z y w a  mtes° r z ę d u , p rze c h o d zą c a  p rze z  te N  
p u n k t ó w  b ę d zie  zu p e łn ie  w y zn a c z o n ą  k ie d y  się j ą  p r ze p r o w a d zi p rze z p u n k t d o w o ln ie  w y b r a n y ; 
o tó ż b ę d zie  m o żn a  r o zp o rz ą d zić  stałą )>, w  sposób a b y  k r z y w a  p rze d s ta w io n a  p rze z  r ó w n a n ie  (1 ) 
p rze c h o d ziła  p rze z p u n k t  w y b r a n y ; w ię c  ró w n a n ie  ( 1 ) m o że  p rze d s ta w ia ć  w s zy s tk ie  k r z y w e  mtet° r z ę d u , 
p rze c h o d zą c e  p rze z  N  p u n k tó w  d a n y c h . O t ó ż , k s zta łt ró w n a n ia  (1) n a m  p o k a zu je  że  ja k ą k o lw ie k  b y  
nie b y ła  w a rto ś ć  n i k rzy w ra F  p rze c h o d zi p rze z  m2 p u n k tó w  p rze cię ć sta łych  /' —  O , <¡> =  0 . T a
k r z y w a  p rze c h o d zi w ię c  n a p rzó d  p rze z  N  p n n k tó w  d a n y c h  i n a d to  p rze z

6 2 2  r o z d z i a ł  v i i i .

pn(»< +  3 )
- !  — i  1 a lb o

in n y c h  p u n k t ó w  s ta ły c h , w s p ó ln y c h  ta k że  d la  k r z y w y c h  f  i y.

S zere g k r z y w y c h  p rze c h o d zą c y c h  p rze z  N  p u n k t ó w  d a n y c h  t w o r z y  co się zo w ie  p ę k ie m ; ni2 p u n k 
tó w  w s p ó ln y c h  dla w s zy s tk ic h  ty c h  k r z y w y c h  sta n o w ią  podstawę pęku.

U waga I .  W i d z im y  p r z e z  to  ja k im  spo so be m  nieoznaczoność b ę d zie  m o g ła  się p rze d s ta w ić  g d y  się da 

męrn - f -  3) p U n ] ^ (; vv (p a w y zn a c ze n ia  k r zy w e j r z ę d u .

W y s t a w m y  s o b ie , w  rz e c z y  s a m e j, że  p r z e z  ^  —  i  J ty c h  p u n k t ó w , p rze p r o w a d za  się

d w ie  k r z y w e  m̂ g” r z ę d u , f  i y ; te d w ie  k r z y w e  p rze tn ą  się w  ------ - y —-------— in n y c h  p u n k t a c h ;

o t ó ż , o tr zy m a  się n ie o zn a c zo n o ś ć , je śli o statn i z  p u n k tó w  d a n y c h  je st ja k im k o lw ie k  z  ty c h
(m —• i  ){m —  2 ,  ,
--------------------- —  p u n k t ó w .

U w a g a  I I .  D w ie  k r z y w e  mie« u rzę d u  p rze c in a ją  się w  ni1 p u n k t a c h ;;  le cz m 2 p u n k t ó w  d o w o ln ie

w y b r a n y c h , nie b ę d ą  prze cię cia m i d w ó c h  k r z y w y c h  m“s° rz ę d u . G d y ż  jeśli w e ź m ie m y  —  |  j
L   ̂ _j

p u n k t ó w , p o m ię d zy  p u n k ta m i d a n y m i, w s zys tk ie  k r z y w e  muso rzę d u  p rze c h o d zą c e  p r z e z  p u n k ta



w y b r a n e , o trzy m a ją  w s p ó ln ie  —   — p u n k t ó w  zu p e łn ie  w y z n a c z o n y c h ; te ~
-  2

p u n k ta  n ie zb ie g n ą  się w ię c  w ca le  z  p u n k ta m i p o zo s ta ły m i i w z ię ty m i d o w o ln ie .

6 24. Z  t w ie r d z e n ia  p o p r z e d z a j ą c e g o ,  w y c i ą g n i e m y  to  in n e  p o d a n i e  :
Jeśli pomiędzy m 2 punktami przecięć dwóch krzywych m tcB° rzędu, m p  z  tych punktów są na krzywej 

pentego rZędu [p b ę d ą c m n ie js ze m  ja k  w ) , m (m  — p) pozostałych będą na krzywej (m  —  plutego rzędu. 
„ .  . {m-— p)(m— » 4 - 3 )
W  rze c z y  s a m e j, m[m — p) >      ;  w ię c , p o m ię d z y  p u n k ta m i p o zo s ta ły m i, m o że m y

. , (m— p)(m —  » 4 - 3 )
ich w zią ć      ,  i p rze p r o w a d zić  k r z y w y  [m— py»“g° rzę d u  p rze z  te p u n k ta  w y b r a n e  ;

ta o statn ia k r z y w a , łącznie  z  k r z y w ą  pmUe° rzę d u  o k tó re j m o w a , t w o r z y  u k ła d  m ,es° r z ę d u ; ten u k ła d  
p rze c h o d zi p rze z

\mp-1 -  1OT p)(m̂  /; 4 ~ 3)j  a lb Q  p ( m  +  3) _  < +  0 L h * X p  -  2 ) j

p u n k t ó w ; o tó ż ta o statn ia lic zb a  je s t w y żs zą  a lb o  p rzy n a jm n ie j r ó w n ą  . 1 ) .—  ^  . w jęC u it {a(j

u tw o r z o n y  p rze jd zie  p rze z w s zy s tk ie  in n e  p u n k t a , to je st że  o n  za w r ze  w  sobie m2 p u n k t ó w  p rze c ię ć . 
I  p o n ie w a ż k r z y w a  p n ie  m o że  p rze c in a ć  k r zy w e j rzę d u  m w  w ię ce j o d  mp p u n k t ó w , m(m— p) 
in n y c h  p rze c ię ć  u k ła d u  z  je d n ą  z  k r z y w y c h  r z ę d u  m zn a jd ą  się n a k r z y w e j rz ę d u  (m  —  p).

N. B. P o d a n ie  n u m e r ó w  (6 2 3 ), (624) d a d zą  się za stosow ać d o  p r z y p a d k ó w  w  k tó r y c h  k r z y w e  
mtes0 rzę d u  n ie  są k r z y w e m i w ła ś c iw ie  z w a n e m i ; g d y ż  d o w o d ze n ie  nie p rzy p u s zc z a  nic o kształcie 
fu n k c y i f  i ?.

625. J a k o  za sto so w a n ie  tw ie r d ze n ia  p o p rze d za ją c e g o , d a m y  p o d a n ie  n astę pu jące  :

Jeśli wielokąt o 2 m  bokach jest wpisany w koniczną, m (m  — 2) punktów, w których każdy bok nie
parzysty przecina boki parzyste nieprzy ległe, będą na jakiejkolwiek krzywej (m  —- 2) ies° rzędu,

B o k i n ie p a rzy s te , z  jednej s tro n y , i b o k i p a rzy ste  z  d r u g ie j, m o g ą  b y ć  u w a ża n e  ja k o  tw o rzą c e  d w a  
u k ł a d y  m“s° r z ę d u , k a żd y  u k ła d  je st z ło ż o n y  z  m p r o s ty c h . T e  d w a  u k ła d y  p rze c in a ją  się w  m2 p u n k 
ta c h , g d y ż  k a ż d y  b o k  n ie p a rzy s ty  m a  d w a  b o k i p a rzyste  p rzy le g łe  i [m —  2) n ie p r zy le g ły c h . T e  ni1 
p u n k tó w  za w ie ra ją  w  s o b ie , n a p r zó d  w ie rzc h o łk i w ie lo k ą ta , p o te m  m[m —  1 ) p u n k t ó w , k tó re  są 
p rze d m io te m  tw ie r d ze n ia . L e c z ,p o n i e w a ż  2m w ie r z c h o łk ó w  są na ja k ie jk o lw ie k  k o n ic z n e j, mim-—  2) 
in n y c h  p u n k t ó w  b ę d ą , w e d łu g  tw ie r d ze n ia  p o p rze d za ją c e g o , na ja k ie jk o lw ie k  k r z y w e j (m —  2) “ «° 
r z ę d u .

T y m  s p o s o b e m ,  k i e d y  s ię  u w a ż a  s z e ś c i o k ą t  w p i s a n y  w  j a k ą k o l w i e k  k o n i c z n ą ,  p u n k t a  p r z e c i ę c i a  s ię  

b o k ó w  p r z e c i w l e g ł y c h  są  w  l in i i  p r o s t e j  ( Twierdzenie P a s c a l a ) .
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11° L iczba stycznych koniecznych dla w y zn a c zen ia  jak iejk o lw iek  k r zy w e j .

6 26 . U w a g i ro zw in ię te  w  n u m e ra c h  p o p rze d n ic h  dają się za sto so w a ć  do p rzy p a d k u  w  k tó 
r y m  się w y z n a c z y  ja k ą k o lw ie k  k r z y w ą  p r z e z  je j ró w n a n ie  s ty c zn e c zk o w e , to je s t z w ią z e k  m ię d zy  
s p ó łrzę d n y m i ja k ie jk o lw ie k  z  je j s ty c zn y c h . P r zy p u ś ć m y  że  ró w n a n ie  je st sto pn ia  n, to je st że k r z y w a  
je s t n‘‘j  k la s s y ; ro zu m o w a n ia  p o w y żs ze  m o g ą  się p o w tó rzy ć  s ło w o  w  s ło w o  p o d sta w ia ją c  proste za 
p u n k t a ; co p o m in ie m v , w y s ła w ia ją c  ty lk o  tw ie r d ze n ia  d o  k tó ry c h  zo sta je  się p r z y w ie d z io n y m .



1° M ając da ne  - L- ;̂ 1 p ro s ty c h , m o ż n a  w y k re ś lić  o g ó ln ie  k r z y w ą  n“J klassy i je d n ą  t y l k o , d o -

i • • , n ( n  3) . ,łyk a ją c ą  się tyc h  ——~ — -  p ro s ty c h .

2" D w ie  k r z y w e , k tó ry c h  lilassam i w zg lę d n e m i są m i « ,  m a ją  mn s ty c zn y c h  w s p ó ln y c h .

3" P o m ię d z y  — s l y cz nemi  d a n e m i d la  w y zn a c ze n ia  k r z y w e j ntci  kla ssy, nie p o w in n o  się m ieć 

w ięcej ja k  nq d o ty k a ją c y c h  się k r z y w e j kla ssy q.

71 (t). ~|— 3)
4° A b y  m o żn a  b y ło  w y k re ś lić  k r z y w ą  n“J klassy d o t y k a ją c ą  J   p ro s ty c h  d a n y c h , n ie  p o trze b a

że b y  b y ło  w ię ce j ja k
(ę — 1 )(? _ 2)

nq —     -------

d o ty k a ją c y c h  się k r z y w e j q,ei  kla ssy (q <  n).

5" M a ją c  d a n y c h  p ro s ty c h , m o żn a  w y k re ś lić  n ie zlic zo n e  m n ó s tw o  k r z y w y c h

n,cJ k la s s y , d o ty k a ją c y c h  się w s zy s tk ic h  p ro s ty c h  d a n y c h  ; w s zy s tk ie  k r z y w e  ntei  k la s s y , d o ty k a ją c e  się
71(71 I 3) (71 —  \ ̂  (71 —  \ \
— w -—-  —  1 p ro s ty c h  d a n y c h , d o ty k a ją  się je d n o cze śn ie  ■— — —~------------ in n y c h  p ro s ty c h2 1 1

stały c .

6” J e ś li , p o m ię d zy  n2 s ty c zn e m i w s p ó ln e m i d w ó c h  k r z y w y c h  n,ei  k la s s y , je s t nq d o ty k a ją c y c h  się 
k r z y w e j qteJ klassy (q b ę d ą c  m n ie js ze m  ja k  n) ; n[n —  q) s ty c zn y c h  p o zo s ta ły c h  d o tk n ą  się k rzy w e j

klassy nq.

7° Je ś li w ie lo k ą t o ‘In w ie rzc h o łk a c h  jest o p is a n y m  na k r zy w e j d ru g ie j klassy (albo k o n ic z n e j) ; 
n(n— 2)  p r o s ty c h , łą c zą c y c h  k a ż d y  w ie rzc h o łe k  n ie p a rzy s ty  z w ie rzc h o łk a m i p a r z y s ty m i n ie p r z y -  
le g łe m i, d o ty k a ją  się krzyw iej [n —  2)suJ kla ssy.

T y m  s p o s o b e m , k ie d y  sze ściokąt je s t o p is a n y m  n a  ja k ie jk o lw ie k  k o n ic z n e j, t r z y  p rze k ą tn ie  łączące 
w ie rzc h o łk i p rze c iw le g łe  ( 1 ,  2 ), (2 , 4 ), ( 3 , 6) ,  s p o ty k a ją  się w  je d n y m  p u n k c ie . (Twierdzenie 
B r i a n c h o n a . )

I I P  T w i e r d z e n i e  N e w t o n a .

(527. Jeśli, przez jakikolwiek punkt O ,  poprowadzi się dwie cięciwy przecinające krzywą m les° rzędu 
w punktach R , ,  R 2, . . .  R „ , ; S , ,  S-2, . .  . S m ; stosunek

O R ,  . O R 2 . . . .  0 R m

6 2 4  '  K 0ZD Z1A Ł V III .

0 3 , . 0 S 2 . . . .  ÓS m ’

pozostanie stałym, jakiem!) 1/ nie było położenie punktu O ,  byleby kierunki linii O R ,  O S , pozostały 
też same.

( N e w t o n  : Enumeratio linearum tertii ordinis, anno 1 7 0 6 .)
N ie c h  b ę d zie  rów m anie k r z y w e j

(1 )  / ( # >  y )  - f -  <pm(x, y )  - ( -  y) - j -  . . .  =  ( ) ;
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o z n a c z m y  p r z e z  x  i y s p ó łrzę d n e  ja k ie g o k o lw ie k  p u n k tu  M  na O R ;  p rze z p o d le g ło ść O M ;  p rze z 
x0, y0, s p ó łrzę d n e  p u n k tu  0  ;  o tr zy m a  się w te d y  n u m e r (4 0 ), 5° :

(2 )
X  - - - - - - - - - - - - | — X p ,

y  =  y «  ,u i° >

X i ¡i za le żą  je d y n ie  od k ie ru n k u  O R ;  t y m  sp o so b e m  w  p r z y p a d k u  osi p ro s to k ą tn y c h  o trzy m a  się 
X =  dos « ,  f  —  w s t to, b ę d ą c  k ą t e m  O It  z  O x .

R

/

Z a s tą p iw s zy  x  i y p rze z w a rto śc i (2) w  ró w n a n iu  ( 1 ) , m a  się

( 3 )  f(x 0 - j -  Xp, y0 - j -  f ? )  —  ?m(x0 - j -  żp, i/o 4  pp) 4 ~  - ) -  Xp, 4 “  M>) 4 ~  • • • = 0 ;

albo r o z w in ą w s z y  p rze z w zó r  Taylora

( 4 )  p " > b ( X ,  u .)  - j -  P » - ' [ a r 0  f )  4 ”  2A> y f V [ X ,  f * ) ]  4 “  • • • 4 “  / ’(•r o> J/o) =  0 ;

g d y ż w i d z i m y , p rze z  p ie rw szą  stro n ę  ró w n a n ia  (3 ), że  w y ra ze m  n ie za le żn y m  o d  p je s t /'(x0, Jo)- 

W y p a d a  ztą d

( 1 °) O R , . 0 R 2  ORm  =  ± IV 0. ffo)
^p/n(X, p )

O z n a c zy w s z y  p rze z >/, p ,  w artości sta łych  1, p, d la  k ie r u n k u  O S , o tr z y m a  się p o d o b n ie ż

f (■>:„,yt])
(2») O S , .  O S . ,  O S » = ±

D zie lą c  s tro n a m i te ró w n o ś c i, w y p a d n ie

O R , . O R 2 . .
(5)

O  Ru
O S , . O S .2  O S „

'fmU  ,  F  !

O t ó ż  d ru g a  s tro n a  je st sta łą , p o n ie w a ż ona je s t n ie za le żn ą  o d  xo i y0, k tó re  są ilo ś cia m i zm ie n - 
n e m i. Je ś li się p rze d s ta w ia  p r z e z  f[x, y, z) p ie rw s z ą  stro n ę  r ó w n a n ia , zw ią z e k  p o p rze d za ją c y  b ę d zie  
m ó g ł się napisać

O R , .  O R -2 O R  __ /(Xf,p .' ,0 )(5 bis)
O S ,  .  O S 2 . OS,« f[k, f ,  0)

628. Jeśli przez dwa punkta O  i O r poprowadzi się dwie jakiekolwiek linie równolegle, przecinające 
krzywą m les° rzędu w punktach R , ,  R . , , . . .  R ,„ ;  R ' , ,  R '2, . . . , R ' m ;  stosunek iloczynów to jest

O R , . O R .2  O R „ ,
0 ' R ' , . 0 ' R '2.......... o ' r ' , , 4

pozostanie stałym, jakimkolwiekby nie był kierunek wspólny dwóch cięciw.
( N e w t o n ,  idem). 
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N ie c h  b ę d zie  za w s ze
W  ffat y)  ?m(X; y)-\-(f m _ i(x, ? / ) - ) - . . .  =  0,

ró w n a n ie  k r z y w e j . O z n a c z y w s z y  p rze z  x0, y 0; x'0, y'0 s p ó łrzę d n e  p u n k t ó w  O  i O ' ;  X i V  w a rto ś c i 
sta łych  k tó re  w y zn a c za ją  k ie ru n e k  p ro s ty c h  O R  i 0 ' R ' ;  jeśli x  i y są s p ó łrzę d n e m i ja k ie g o k o lw ie k  
p u n k tu  M  na O R ,  i jeśli O M  =  p, o t r z y m a  się n u m e r  (40 ), 5° :
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(2)
/

x  =  x0 - j -

y —  y<> 4 *  w 3-

P o d s ta w iw s zy  te w a rto ś c i w  r ó w n a n iu  ( 1 ) ,  zn a jd zie  się ja k  p o p rze d n io

(3 ) fi) - j -  Pm -1 [ . - f -  f[xo, Z/oi =  0.

W y p a d a  z  tego ró w n a n ia

(1°) O R , .  O R , . . . 011,„ =  ±
fi)

7  >
/

/  ^
/  °  ^

W y k o n y w a ją c  te n że  sam  ra c h u n e k  d la  prostej 0 'R ' ,  zn a jd z ie  się

(2°) 0 'R ',.0 'R '2. . .  0'R'„, =  ±  .
?>«(>■» r-!

D zie lą c  s tro n a m i te d w ie  r ó w n o ś c i, w y p a d n ie

, O R , .  O R -2. . .  O  Roj  f(x„ , t/o)
0 ' R x. 0 ' R ' , . . . 0 'R ',„  -  / W « , //'(J; ‘

O t ó ż  d ru g a  stro n a  jest sta łą , p o n ie w a ż p u n k ta  O  i O ' są stałe i że k ie ru n e k  (>., j] d w ó c h  p ro sty c h  
O R ,  0 'R '  jest sam  z m ie n n y .

W i ę c ............

W  Łem  tw ie r d ze n iu  i p o p rze d za ją c e m , o d c in k i O R , ,  O R , , . . .  są p rze d s ta w io n e  co d o  w ie lk o ś c i 
i zn a k u  p rze z p ie rw ia s tk i ró w n a n ia  (3 ); p o w in n o  się tern s a m e m  u w a ża ć  je  za d o d a tn e  lu b  o d je m n e  
w e d łu g  te go  ja k  p o c zy n a ją c  od p u n k tu  O ,  o n e  są p rze b ie żo n e  w  p e w n y m  k ie r u n k u  a lk o  w  k ie ru n k u  
p r z e c iw n y m .

I Y °  T w i e r d z e n i e  o  p o p r z e c z n y c h .

6 2 9 . Przecina się krzywą algebraiczną przez wielokąt A B C   Jeśli przebiegając ten wielokąt
iv pewnym kierunku, wykona się iloczyn odcinków zawartych między wierzchołkami po sobie następni-



jącymi i krzywej.; potem, jeśli się wykona ten sam iloczyn, przebiegając wielokąt w kierunku przeciwnym, 
iloczyny tym sposobem otrzymane są równe.

(Carnot, Geometrya położenia.)

N ie c h  będą A ) ,  B , ,  C , . . . ,  K ,  H ,  w ie r zc h o łk i w ie lo k ą ta ; ah o.2,...a„ , m p u n k tó w  prze cię cia  się
b o k u  A B  z  k r z y w ą ; bu b-2,  bm, p rze c ię c ia  się b o k u  B C ;  c „  c2,  cm, prze cię cia  b o k u  C D ;
K, k-2,  km, p rze cię cia  się b o k u  K B , i n a k o n ie c  A „  hit  h„„ p rze cię cia  się b o k u  H A .

O z n a c zy w s z y  p r z e z  x « , y„; xi,, Xh, yi,; sp ó łrzę d n e  w ie r z c h o łk ó w  w ie lo k ą t a , za s to s u jm y
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A

D

k o le jn o  z w ią ze k  (8 bis) n u m e r u  (/i3 5 ), « w ią z e k  w re szcie  b ę d ą c y  w n io s k ie m  b e zp o ś re d n im  tw ie r d ze n ia  
Newtona n u m e r (6 2 8 ). M a się

A a , .A a 2. . .  A a , „  f{x„, ,?/„).
B a , •B a 2. . . Ba,„ f(Xb, yi.)

B b , . B b 2. . . B b », _ yt.) ,
C b ,. . C b 2. . . C b „, f(xc,. yc)

U h , .Hh2.. . llh,„ _  f(x i„ y,,)
A h , . A h 2. . .  A h ,, ,  f{Xa, ya)

M n ó ż m y  te ró w n o ści s tro n a m i, w y p r o w a d z a  się ztą d  tw ie rd ze n ie  w y s ło w io n e  : 

A a ,.  A a 2. . .  A a ,„  X  B b ,.B b .2. . .  B b m x  H h , . H h 2. . .  H li„
1 ) : +  l ;A h , . A h 2. . .  A h m X  1 I/,’ , . 1 1 I i X . . .  B a , . B a 2. . .  Ba ,,,

m u si się za w s ze  m ie ć w zg lą d  n a u m o w ę  p rzy ję tą  w zg lę d e m  zn a k u  o d c in k ó w , zn a k  m u s zą c  zm ie n ia ć  się 
z  k ie ru n k ie m  p r z e b ie g u ; p u n k ta  w y jś c ia  a lb o  p o c zą tk i są za w sze  w ie rzc h o łk a m i w ie lo k ą ta .

(1) J a k o  za sto so w a nie  le g o  tw ie r d z e n ia , d o w ie d ź m y  p o d a n ie  n a s tę p u ją ce .

Jeśli krzywa trzeciego rzędu ma trzy punkta rzeczywiste przegięcia, te trzy punkta są w linii prostej.

N ie c h  bę d ą  a, b, c; te t r z y  p u n k t a , i B C , C A ,  A B ,  s t y c z n e ; za s to s o w a w s zy  d o  tró jk ą ta  A B C  t w i e r 
d ze n ie  Carnota, m a się

A a , . A a 2 . A a 3 . B b , . B b 2 . B b ^ . C c , . C c2 • CC3  
A c , . A c 2. A c3 . C b j .  C b 2 . Cb'3 . B a , . B a .,. Ba3 1



O t ó ż  trzy  p u n k ta  alt a±, a3, zle w a ją  się z  c , na p r z y k ł a d ; bh b.2, 63, zle w a ją  się z a; ct) c2,  z lc '  
w a ją  się z  b ; w y p a d n ie  w ię c

(1) (A c  • B a . C b )3 =  ( A b  . G a . B c )3,

zk ą d  w y p a d a

( 2) A c  .B a  . C b  —  ( A b .  C a . B c ) x  ( 1 ,  e, a lb o  e2)

1 ,  i, t2 będąc p ie rw ia s tk a m i s ze ś c ie n n y m i je d n o ś c i.

Je śli t r z y  p u n k ta  a, b, c, są rze c z y w is te , t r ó jk ą t  A B C  je st rze c zy w is ty  ja k  o d c in k i A c , B a ,  ,  i
p o tró jn y  z w ią z e k  (2 ) pociąga za  s o b ą , ja k o  w n io s e k  k o n ie c zn y  i j e d y n y , n a s tę p u ją c y  :

( 3) A c .  B a  .  C b  =  - | -  A b .  C a . B c .

O tó ż  te n  ostatni z w ią z e k  w y r a ż a  n u m e r (5 7) że t r z y  p u n k ta  a , b, c są w  lin ii p ro s te j, g d y ż  u m o w y
w zg lę d e m  z n a k ó w  o d c in k ó w  są te ż sa m e .

L e c z  je śli p u n k ta  a, b, c, są u ro jo n e , nie m o żn a  w ięcej tw ie r d z ić  że  z w ią z e k  (3) w y n ik a  k o n ie c zn ie  
z  ró w n o ś c i (1 ), a n i w n o sić  p r z e to , że  tr z y  p u n k ta  a, b, c, są w  lin ii p r o s te j.

W s ze la k o  za sto so w a n ie  tw ie rd ze n ia  o p o p rze c zn y c h  nas p r z y w o d z i tu  d o  tego w n io s k u  w a ż n e g o ,  
to  je s t że  :  Krzywa trzeciego rzędu nie ma więcej jak trzy punkta przegięcia rzeczywiste.

G d y ż  je ś lib y  się m ia ło  c z w a r ty  p u n k t  rze c zy w is ty  d, d o w io d ło b y  się , j a k  to  j u ż  b y ło  w s k a za n e m , że 
t r z y  p u n k ta  b, c, d, są w  lin ii prostej ;  pro sta  a, b, c, d, s p o ty k a ła b y  w te d y  k r z y w ą  trze c ie g o  rzę d u  
w  c zte re ch  p u n k ta c h , co je st n ie p o d o b n e m .

U w a g a . P .  Mannheim w y c ią g n ą ł z  tw ie rd ze n ia  Carnota w łasn o ść n a s tę p u ją c ą , tyc ząc ą  się k r z y 
w y c h  trze c ie g o  r z ę d u .

Kiedy krzywa trzeciego rzędu jest razem wpisaną i-opisaną na trójkącie A B C ,  iloczyn z promieni 
krzywości odpowiadających wierzchołkom A ,  B ,  C , jest równym sześcianowi promienia koła opisanego na 
trójkącie A B C .

(Zastosowanie Analizy i Geometryi, przez P. P o n c e l e t ’ a ,  stronnica 1 6 5 .)

V"

6 3 1 . Jeśli się przecina krzywą rzędu m  przez jakąkolwiek poprzeczną, która ją spotyka w A i ,  A-2, . . . A m ;  
ta poprzeczna przecina m  assymptot w m  innych punktach ax,  a2, . . .  a » * ; te dwa układy punktów mają 
tenże sam środek średnich odległości.

( N e w t o n ,  Enumeratio anno 1 7 0 6 .)

R ó w n a n ie  k r zy w e j ¡r ó w n a n ie  m a ssy m p to t m a ją  te ż sam e w y r a z y  mus° rzę d u  i (m —  1 )*»<*«» sto p n ia  
n u m e r  (526), ró w n a n ie  ś r e d n ic y , o d p o w ia d a ją c e j k ie r u n k o w i a, b ę d zie  d la  k r z y w e j i u k ła d u  m 
a s s y m p to t n u m e r (5 48 )

x  ,^ ',« (1 ,  a) y 9ęp'm(l, a) - f -  ?m_ ( ( 1 ,  a) =  0,

śred nica  je s t w ię c  tą ż sam ą d la  k r z y w e j i a s s y m p to t.

Q t ó ż  p u n k t  M , w  k tó r y m  p o p rze c zn a  p rze c in a  tę śre d n ic ę , je st ś ro d k ie m  śre d n ic h  o dle gło ści p u n k 
tó w  A j ,  A .2j . . .  A ,„ ,  i ś ro d k ie m  p u n k t ó w  a¡ ,  a2, ••• am ; w i ę c .. . .

AV k r z y w y c h  d ru g ie g o  r z ę d u , na p r z y k ła d , p o p rze c zn a  M N  p rze c in a  k r z y w ą  w  d w ó c h  p u n k ta c h
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M  i N  k tó ry c h  ś ro d k ie m  śre d n ic h  o dległości je s t śro d e k I ,  i a s s y m p to ty  w  P  i Q ;  I  b ę d zie  ś ro d 
kie m  P Q ;  ztę d  w y p a d a

M P  =  N Q .
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V I"

632. Jeśli 'przez punkt stały,  iczięty na ptaszczyzme jakiejkolwiek krzywej rzędu m , prowadzi się 
poprzeczną; i styczne w punktach w których ta poprzeczna spotyka krzywą; jakakolwiek sieczna popro
wadzona przez punkt stały, spotka krzywą w m  punktach i układ stycznych w m  innych punktach ; środek 
harmoniczny tych dwóch układów punktów,  będzie tenże sam.

( M a c l a u r i n ,  1 7 1 9 .)

Z n a jd u je  s ię , ja k o  p rzy p a d e k  s zc ze g ó ln y , tw ie rd ze n ie  p o p rze d za ją c e  da ne  p rze z  Newtona, p r zy p u s z
czając że p o p rze c zn a  je s t p ro s ty  w  n ie s k o ń c zo n o ś c i.

N ie c h  b ę d zie  O  p u n k t  sp o tk a n ia  p o p rze c zn e j O L  z sie czn y O S  ; n ie c h  b ę d ę  A i T lt A 2T 2 ) . . .  styczn e  
w  p u n k ta c h  A „  A 2, . . . A m ,  w  k tó ry c h  p o p rze c zn a  sp o ty k a  k r z y w y ;  s z u k a jm y  b ie g u n o w e j P P ' 
p u n k tu  O  w zg lę d e m  k r z y w e j, p o te m  w zg lę d e m  u k ła d u  s ty c zn y c h . P u n k t  M  tej b ie g n n o w e j na 
prostej O L  b ę d zie  o k re ś lo n y m  p rze z z w ię z e k  n u m e r (429)

W y s t a w m y  sobie p rze z  p u n k t  O  sie czn y O L ' ,  i niech będę A ' , ,  A '.2,  . . . A ' , „  jej p u n k ta  p rze c ię c ia  się 
z  k r z y w ę ; o trzy m a  się d ru g i p u n k t  M ',  b ie g u n o w e j p u n k t u  O  w zg lę d e m  k r z y w e j, za do ść c zyn ię c  
z w ię z k o w i p o d o b n e m u ; pro sta  M M ' jest w ię c  b ie g u n o w ę  p u n k tu  O  w zg lę d e m  k r z y w e j.

W y z n a c z m y  te raz b ie g u n o w ę  te g o ż sam ego p u n k tu  O  w zg lę d e m  u k ła d u  s ty c z n y c h .
P u n k ta  A , ,  A 2, . . . A „ „  n a le żę  d o  ty c h  s ty c zn y c h , p u n k t M  n ale że ć b ę d zie  ta k że  d o  b ie g u n o w e j 

s z u k a n e j; k ie d y  sieczna O L '  obra ca ć się b ę d zie  o k o ło  p u n k tu  O  w  sposób a b y  p rzy s zła  zla ć się z  O L ,  
p u n k t M ' o p isze  b ie g u n o w ę  w zg lę d n ę  d la  k r z y w e j ; le cz k ie d y  ta sie czn a  p rze jd zie  p rze z p u n k ta  n ie 
s k o ń c z e n ie  sęsiednie A d  A  2,  . . . A m ,  te p u n k ta  b ę d ę  na k r zy w e j i na s ty c z n y c h ; w te d y  p u n k t M ' n a 
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le że ć  b ę d zie  d o  b ie g u n o w e j w zg lę d n e j co do s ty c zn y c h . W ię c  p u n k t  O  m a  tę ż sam ą b ie g u n o w ą , b ą d ź 
to  w zg lę d e m  k r z y w e j, b ą d ź to w zg lę d e m  u k ła d u  s ty c zn y c h .

T e r a z  n ie c h  bę dą  aly a2, . ..a m p u n k ta  w  k tó ry c h  sieczna O S  sp o ty k a  k r z y w ą ; i tu p u n k tu
w  k tó r y c h  o n a  s p o ty k a  s ty c z n e ; śro d ki h a rm o n ic zn e  w zg lę d e m  p u n k tu  O  tyc h  d w ó c h  u k ła d ó w  
p u n k t ó w  n u m e r (029) m u s zą  się zn a le źć  na b ie g u n o w y c h  p u n k tu  O ;  o tó ż  te d w ie  b ie g u n o w e  zle w a ją  
się, d zie je  się w ię c  p o d o b n ie ż ze ś r o d k a m i h a r m o n ic z n y m i ; i m a  się z w ią z e k

1 1  l l l  1
^  (Ja , O a 2 O u ,„ O l ,  O t2 Ou,i

«  T y m  sposobem  d w a  u k ła d y  p u n k t ó w , w y zn a c z o n e  na k r zy w e j i n a u k ła d zie  s t y c z n y c h , m a ją  
» te n że  sam  środ ek h a r m o n ic zn y  w zg lę d e m  p rze c ię c ia  się siecznej O S  z p o p rze c zn ą  stałą O L .  »

6 33. P r z y d a m y  p o d a n ie  n astę pu jące  :

Przez punkt stały P  poprowadźmy styczne do jakiejkolwiek krzywej klassy n ;  niech będą t , ,  t2, . . . b ,  
punkta styczności;  punkt biegunowy jakiejkolwiek prostej P I ,  przechodzącej przez punkt P ,  będzie tenże 
sam, bądź to względem krzywej, bądź to względem układu n  punktów t , ,  t2, . . .  t„ .

N ie c h  b ę d zie  P 0 p u n k t  b ie g u n o w y  prostej P I  w zg lę d e m  k r z y w e j da ne j (C ), P ż „  P ż 2, . . .  P ż„  będąc 
s ly c zn e m i p o p ro w a d zo n e m i d o  k r zy w e j p r z e z  p u n k t  P ,  p ro sta  P P 0 za d o ść u c z y n i z w i ą z k o w i  
n u m e r  (ó60)

n 1 , 1
( 1 ) ' 7 ^ +

sty P 0P 1 sty Z, P I sty ż2P I

p o d o b n ie ż , jeśli I ż 1, ,  \C2 . . .  I d » ,  są styczn e  p o p ro w a d zo n e  d o  k r zy w e j (C) p rze z p u n k t  I ,  m u s i się 
m ie ć n u m e r (460)

n 1 , 1 ,
(2) ~  H --------—  + • • •

sty P 01P sty ż ' ,1 P  s ty i'.2IP

W y z n a c z m y  teraz p u n k t  b ie g u n o w y  te jże  sam ej pro ste j I P  w zg lę d e m  u k ła d u  (C') n p u n k tó w  
( ż „  t.2,...tn). P ro s te  P  tu P i - , , . . .  są styczn e  p o p ro w a d zo n e  z  p u n k tu  P  d o  tego u k ł a d u , i pro sta  łącząca 
p u n k t  P  z  p u n k te m  b ie g u n o w y m  s zu k a n y m  P '0 m u s i za do ść u c zy n ić  z w ią z k o w i ( 1 ) ;  a tern s a m e m , 
p u n k t P '0 je s t p o ło ż o n y  na prostej P P 0. P ro s te  I ż , ,  Iż2, . . . .  są ró w n ie ż  s ty c zn e  p o p ro w a d zo n e  z  p u n k tu  I 
d o  u k ła d u  (C ') , i pro sta  I P '0 m u si s p ra w d za ć  z w ią z e k

(3 ) — ^ = — L _ + — -1 ^ -  +  . . .
sty P '0I P  sty ż ,l P  sty ż2I P  

O tó ż  jeśli p r z y p u ś c im y  że p u n k t  I  z b liż a  się n ie o g ra n ic ze n ie  do p u n k t u  P ,  po zo sta ją c na
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prostej P I ,  styczn e  w  u k ła d zie  (G') p rzy jd ą  zla ć  się ze s ty c zn e m i k r zy w e j p ie rw o tn e j ( C ) , to  jest że 
p u n k ta  t\, t'2, . . .  d ą żą  złą c zy ć  się z  t2...

W y n i k a  w te d y  z  p o ró w n y w a n ia  z w ią z k ó w  (2) i (3 ) że p ro s te , p rze c h o d zą c e  w zg lę d n ie  p r z e z  P 0 
i P '0 i n ies ko ń cze n ie  sąsiednie pro ste j P P 0, zle w a ją  się z  so b ą . W ię c  p u n k t  P '°  zb ie g a  się z  P 0 
W i ę c . . .

634. Gdy przecina się krzywą rzędu m przez jakąkolwiek prostą i gdy sic z ni punktów przecięcia 
poprowadzi styczne do krzywej, inne punkta przecięcia się tych stycznych z krzywą są na krzywej 
rzędu (m  — 2).

N ie c h  bę dzie  S =  0 ró w n a n ie  siecznej d a n e j, ró w n a n ie  k r zy w e j b ę d zie  się m o g ło  p o ło ży ć  p o d  
k s zta łte m

T j ,  T-2, . . .  T m b ę d ą c fu n k c y a m i lin ijn e m i; X je st stałą i j x ,  y) ja k ą k o lw ie k  fu n k c y ą  sto pn ia  (m —  2 ) .  
J a k o ż  to  ró w n a n ie  za w ie ra  w  sobie

stałych d o w o ln y c h  lic zb ę  d o s ta te c zn ą  a b y  m ó d z zid e n ty fik o w zć  ró w n a n ie  (1 ) z  ró w n a n ie m  k r zy w e j 
d a n e j.

D la  s p ra w d ze n ia  że się m a  rze c zyw iś c ie  tę lic zb ę  sta łych  u w a ż m y , że  się b ę d zie  m o g ło  p o d zie lić

sta łych  d o w o ln y c h ; w  ilo c zy n ie  fu n k c y i U n ijn y c h , b ę d zie  się m o g ło  r o zło ży ć  na c zy n n ik i s p ó ło zy n n ik i 
je d n e j ze  z m ie n n y c h , y na p r z y k ł a d ; k a żd a  fu n k c y a  U n ijn a  b ę d zie  w te d y  k s zta łtu  (y - j -  ax - j -  A) i 
za w r ze  w  sobie d w ie  stałe d o w o ln e ; m a  się w ię c  lic zb ę  c a łk o w itą  w s k a za n ą .

T o  za ło ży w s zy  w id z im y  że  pro ste  ! ' ,  =  (), T 2= 0 , . . . ,  T m= 0 ,  są sty c zn e  d o  k r z y w e j w  p u n k ta c h  
w  k tó ry c h  one są p rze c ię te  p r z e z  sieczną S =  0 ; m (m —  2) in n y c h  p u n k t ó w  p rze c ię c ia  się tyc h  
k r z y w y c h  z  k r z y w ą  F ( x ,  y) =  0 są w id o c zn ie  p o ło żo n e  na k r zy w e j f(x, y) = 0 ;  w ię c

W n i o s e k .  Je śli się p rzy p u ś c i że  p ro sta  S =  0 jest w  n ie s k o ń c zo n o ś c i, w y p r o w a d z a  się ztą d  t w i e r 
d ze n ie  następujęce j u ż  d o w ie d z io n e , n u m e r  (5 2 7 ) :

m ( m — 2) punktów w których krzywa rzędu m  jest przeciętą przez m  assymptot są na krzywej 
rzędu (m — 2).

635. Punkta przegięcia krzywej trzeciego rzędu są trójkami w linii prostej.
N ie c h  bę dą  A  i JB d w a  p u n k ta  p rze g ię cia  k r z y w e j , i G  trze c i p u n k t  w  k t ó r y m  ta pro sta  s p o ty k a  

k r z y w ą ; p o p r o w a d ź m y  s ty c zn e  w  A ,  B  i C ;  t r z y  in n e  p u n k ta  w  k tó r y c h  te s ty c zn e  s p o ty k a ją  k r z y w ą

VII»

(O f[x, y) —  X . T „  To . . .  T m - j -  S2 <p[x, y) =  0,

p rze z  ja k ik o lw ie k  ze  s p ó lc zy n n ik ó w  <p[x, y), i <f(x,y) za w rze  w  sobie w te d y
(m —  2 )[m —  2 + 3 )  

2

są w  linii prostej w e d łu g  tw ie r d ze n ia  p o p rze d za ją c e g o . O t ó ż  s ty c zn e  w  A  i B  będąc s ty c zn e m i p r z e 
g ię c ia , p u n k ta  w  k tó ry c h  o n e  p rze c in a ją  je s zc ze  k r z y w ą  są w zg lę d n ie  w  A  i B ;  w ię c  trze c i p u n k t
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w  k t ó r y m  s ty c zn a  w  C p rze c in a  k r z y w y  m u s i się zn a jd o w a ć  na A B ;  o n  zb ie g a  się w i ę c z  p u n k te m  G ;  
to jest że styczn a  w  G p rze c in a  k r z y w ą  w  trze c h  p u n k ta c h  zla n y c h  z  p u n k te m  C ;  p u n k t  G  jest 
p rze to  p u n k te m  p rze g ię c ia .

6 36 . Jeśli przez punkt stały S ,  poprowadzi się styczne do krzywej n ‘m ktassy, i gdy T , ,  T 2, . . . T „  będą 
punktami styczności tych n stycznych; n ln  2) innych stycznych które będzie się mogło poprowadzić do 
krzywej przez te n punktów, dotkną się krzywej klassy (n —  2 ).

W  r z e c z y  sa m e j, o z n a c z y w s z y  p rze z  S , T „  T.2 . . .  T „  fu n k e y e  lin ijn e  na u i v, ró w n a n ie  o g ó ln e  
k r zy w e j n“J k la ss y  b ę d zie  m o g ło  się p o ło ż y ć  p o d  k s zta łte m

( 1 )  f i u ,  v , )  =  - A . T / l ,  . . .  T „  - j - S 2 < p ( w ,  V )  =  0 ;

d o w o d ze n ie  je s t to ż sa m o  ja k  w  n u m e rze  (623). O tó ż  prosta łącząca  p u n k ta  S =  0 , T 4 =  0 , d o ty k a  się 
k r zy w e j w  p u n k c ie  T t = 0 ;  g d y ż  o n a  je st s ty c zn ą , p o n ie w a ż s p ó łrzę d n e  prostej p rze ch o d zą ce j p rze z 
te d w a  p u n k ta  sp ra w d za ją  ró w n a n ie  k r z y w e j . W re s zc ie  ró w n a n ie  p u n k t u  s ty c zn o ś c i jest

Uf"u0+ Vf ,va+ Wf'w0= (>’ 

o zn a c za ją c  p rze z  u0, v0, w0 w a rto ś c i na u, v, w, zn o szą ce  fu n k e y e  S i T , .  O t o ż , jeśli się p rzy p u ś c i

T i  =  aw - j -  ho - j -  cw, 

zn a jd u je  się, p o d s ta w ia ją c , że ró w n a n ie m  p u n k tu  s ty c zn o ś c i je st

au-\-hv-\- cio =  0.

T y m  spo so be m  pro ste  S T „  S T 2, . . .  S T „  d o ty k a ją  się k r zy w e j w  p u n k ta c h  T lt T 2,  T „ .
L e c z  p rze z p u n k t T lt m o żn a  p o p ro w a d zić  ( n — 2) s ty c zn yc h  ró żn y c h  od T ,S  ; ic h  s p ó łrzę d n e  m u s z 

s p ra w d za ć  ró w r.a n ia
T i  — 0,  y (u ,v )=  0 ;

b ę d zie  tak sam o dla in n y c h  p u n k t ó w . W ię c , n(n— 2) s ty c zn y c h  k tó re  m o żn a  p o p r o w a d z ić  do 
k r z y w e j f(u, v) =  0 p rze z p u n k ta  T „  T .> ,. . .  T „ ,  d o ty k a ją  się ? (m, ł>) =  0 , k tó ra  je s t klassy (n —  2 ).

K ie d y  p u n k t  S jest w  n ie s k o ń c zo n o ś c i, sty c zn e  T , S ,  T 2S , . . .  stają się r ó w n o le g łe m i.

(636 bis). Styczne zwrotu krzywej trzeciej klassy przechodzą trójkami przez tenże sam punkt.

N ie c h  będą A  i B d w a  p u n k ta  z w r o t u , S A  i S B  styczn e  z w r o tu . S ty c zn e  z w r o t u  będąc n u m e r  (ii85)

¡3

s ty c zn e m i p ro s te m i, m o żn a  p rze p r o w a d zić  p rze z  S , k tó r y  je s t r ó ż n y m  o d  p u n k tu  z w r o t u , trze c ią
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sty c zn y  S C ;  S G  b ę d zie  w te d y  s ty c zn y  pros tg, p o n ie w a ż p rze z je d e n  p u n k t nie m o żn a  p o p ro w a d zić
j a k  tr z y  sty c zn e . T r z y  s tyc zn e  p o p ro w a d zo n e  w  A ,  B , C , i ić żn e  od A S ,  B S , G S , p o w in n y  przejść
p r z e z  te n że  sam  p u n k t , w e d łu g  tw ie rd ze n ia  p o p rze d za ją c e g o .

O t ó ż  p u n k t A  b ę d ą c  p u n k te m  z w r o t u , trzy  sty c zn e  p o p ro w a d zo n e  do k r zy w e j p rze z  p u n k t  A  z le 
w a ją  się z  A S  n u m e r ( 4 9 1 ) ;  p o d o b n ie ż sty c zn e  p o p ro w a d zo n e  p rze z  p u n k t B  zle w a ją  się z  B S  ; 
p r z e to , trze c ia  s ty c zn a  p o p ro w a d zo n a  p rze z  p u n k t  G ,  k tó ra  m u si p rze c h o d zić  p rze z te n że  sam  p u n k t , 
zle w a  się z  G S . W ię c , t r z y  s ty c zn e , p o p ro w a d zo n e  p rze z  p u n k t  C ,  zle w a j?  się z  s o b ą ; w re szc ie
s ty c zn a  C S  je st sty c zn ą  p ro s tą ; p rze to  p u n k t  G  jest p u n k te m  z w r o t u .

V III»

6 3 7 . Kiedy (n  —|— 1 ) bokóui jakiegokolwiek wielokąta formy zmiennej obracają się około ( n - j - 1 )  punktów 
stałych, pod czas gdy n wierzchołków opisują n krzywych rzędów : m 1( m 2, . . .  m „ , (n —j— 1 )enlr wierz
chołek opisuje krzywą rzędu 2m „  m 2, . . . m n.

Newton d a ł p rzy p a d e k  n a d e r s zc ze g ó ln y  te go  tw ie rd ze n ia  ;  a Maclaurinowi za w d zię c za  się w y s ło 
w ie n ie  o gó ln e  [Transactionsphilosophiques, 1 7 2 5 ) .

A b y  w y zn a c z y ć  rzę d  k rzy w e j o p is a n e j, p o s zu k a jm y  ile je s t p u n k t ó w  tej k r zy w e j na te jże  samej 
p ro s te j, m a jąc w zg lą d  na rzę d  m n o g o śc i p u n k t ó w .

W e ź m y , dla w y ja ś n ie n ia  r z e c z y , w ie lo k ą t o c zte re c h  bo ka ch ; niech będą P , ,  P 2,  P 3, P 4 c zte ry  p u n k ta  
s ta łe ; i S 1; S 2 S 3,  t r z y  k r z y w e  stałe. P o s z u k a m y  w  ilu  p u n k ta c h  k r z y w a  je s t sp o tka n ą  p r z e z  p ro stą  p r z e 
c h o d zą c ą  p rze z  p u n k t P 4. T a  pro sta  s p o tyka  k r z y w ą  S „  rzę d u  m{, w  mt p u n k ta c h  ( a i,  « 2, . . .  ami) ;  łącząc 
te p u n k ta  z p u n k te m  P ,  o tr z y m a  się p ę k m , p ro s ty c h . K a ż d a  z tyc h  p ro s ty c h  sp o ty k a  k r z y w ą  S 2, 
rzę d u  m2, w  rn2 p u n k ta c h  (6t ,  6>, • •• , 6«a) ;  łącząc w s zy s tk ie  te p u n k ta  z  p u n k te m  P 2, o tr zy m a  się p ę k

/
/'o

z  ilo c z y n u  m 1m2 p ro s ty c h . K a ż d a  z  p ro s ty c h  tego d ru g ie g o  p ę k u  sp o tyka  k r z y w ą  S 2, rzę d u  m3, w  ms 
p u n k ta c h  ( y „  y.2> yms) 5 łąc zą c  w s zy s tk ie  te p u n k ta  z  p u n k te m  s ta łym  P 3, o trzy m a  się trze c i pęk 
z ło ż o n y  z  m (m2m3 p ro s ty c h . K a ż d a  z  p ro sty c h  te go  o statn ie g o  p ę k u  sp o tka  pro stą  w y b r a n ą , w  je d n y m  
p u n k c ie ; te p u n k ta  są c zw a rte  w ie r zc h o łk i t y lu ż  w ie lo k ą tó w  zadość c zy n ią c y c h  k w e s ty i. O t ó ż  p ę k 
z  mxm2m3 p ro sty c h  spo tka  pro stą  P 4D  w  mpn̂ rn̂  p u n k t a c h ; m a m y  w ię c j u ż  na lej pro ste j mpn.2» i3 
p u n k t ó w  m ie jsca .

T o  b ę d ą  w id o c zn ie  je d y n e  p u n k ta  ró żn e  o d  P 4 ;  p o zo sta je  w ie d zie ć  c zy  p u n k t  P 4 s ta n o w i część 
m ie jsc a , i ja k im  je st je g o  rzę d  m n o g o ś c i. Z r ó b m y  w y k re ś le n ie  w  k ie ru n k u  o d w r o t n y m , to je st z łą c z m y  
I V ; ta pro sta  spo tka  k r z y w ą  S 3 w  m3 p u n k ta c h ; łącząc te  p u n k t a  z p u n k te m  P 2,  o tr z y m a  się p ę k

80
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0 m3 p ro s ty c h . T e n  p ę k  sp o tk a  k r z y w ą  S 2 w  » j2m3 p u n k t a c h ;  łę c zy c  te p u n k ta  z  p u n k te m  P 4, o trzy m a  
się p ę k  z  m 2m 3 p r o s t y c h ; k tó r y  sp o tka  k r z y w y  S , w  męm.m,. p u n k ta c h . Ł ą c zą c  te o s ta tn ie  p u n k ta  
z  p u n k te m  P 4, o tr z y m a  się w s zy s tk ie  w ie lo k ą ty  za do ść c zy n ią c e  k w e s ty i i k t ó r y c h  w ie rzc h o łe k  
je st P 4. w i,w 2OT3 o statn ie  p ro s te  sp o tk a ją  w ię c  prostą P 4D  w  p u n k ta c h  zla n y c h  z  P 4 ; la k  
w ię c  p u n k t  P 4 jest p u n k te m  w ie lo k r o tn y m  rzę d u

P r z e l o ,  je st o state czn ie  na pro ste j l ’ , ! ) .  p u n k tó w  m ie js c a ; rzę d  k r z y w e j, m iejsce c z w a r 
te g o  w ie r z c h o łk a , je s t w ię c

O g ó ln ie , m iejsce w ie rzc h o łk a  b ę d zie  rz ę d u  '2mimim3

U waga I. K iedy punkta stałe albo bieguny są w linii prostej, krzywa, miejsce wierzchołka wolnego, 

jest stopnia w,®.»,

G d y ż , w  t y m  p - z y p a d k u , p ę k  d a n y  p r z e z  d ru g ie  w y k re ś le n ie  s p ro w a d za  się do sa m e jże  prostej P 4D ,
1 n ie  d o s ta rc zy  w ięcej w ie lo k ą tó w  za d o ść c zy n ią c y c h  k w e s ty i.

U waga I I .  K ie d y  k r z y w e  k ie ro w n ic e  są lin ie  pro ste  m a  się w te d y  tw ie r d ze n ie  n a s tę p u ją ce  :

Jeśli (n  —j— 1 ) boków jakiegokolwiek wielokąta, formy zmiennej, obracają się około (n —|— 1 ) punktów 
stałych, podczas gdy n wierzchołków ślizgają się po n prostych stałych; wierzchołek wolny opisuje krzywą 
drugiego rzędu.

Kiedy ( n — 1 )  punktów stałych są iv linii prostej, wierzchołek wolny opisuje linią prostą.

638. Z a s to s u je m y  ro z u m o w a n ie  p o d o b n e  do d o w o d ze n ia  tw ie rd ze n ia  n astę pu jące go  :

Kiedy (n  -f-  1 ) wierzchołków wielokąta formy zmiennej opisują (n  - j -  1 )  prostych stałych, i gdy 
n boków dotykają się n krzywych stałych których klassami względnemi są m , ,  m 2, . . . m „ ;  bok wolny 
obwija krzywą klassy 2 m 1m s. . .  m n.

D la  w y zn a c z e n ia  kla ssy k r z y w e j o b w in ię te j, p o s zu k a m y  iie m o żn a  d o  niej p o p r o w a d zić  s ty c zn y c h  
p r z e z  p u n k t  d o w o ln ie  w y b r a n y , o b ra c lio w u ją c  sty c zn e  w ie lo k ro tn e .

W e ź m y , d la  w y ja ś n ie n ia  r z e c z y , w ie lo k ą t o c zte re c h  w ie r z c h o łk a c h ; n ie c h  b ę d ą  P 1; P 2, P 3, P 4, 
c z te r y  pro ste  s ta łe ; i S , ,  S 2, S 3, t r z y  k r z y w e  sta łe . P o s z u k a m y  ile m o ż n a  p o p r o w a d z ić  s ty c zn y c h  
d o  k r z y w e j u w a ż a n e j, p r z e z  p u n k t  D  w zię ty  na pro ste j P 4.

P r z e z  p u n k t D ,  m o ż n a  p o p r o w a d zić  m, s ty c zn y c h  do k i’zy w e j S 4,  klassy m,; niech b ę d ą  on, a2, .  
p u n k ta  w  k tó r y c h  te sty c zn e  s p o ty k a ją  pro stą  P , .  P r z e z  k a ż d y  z p u n k tó w  w, m o żn a  p o p ro w a d zić

d o  k r z y w e j S 2,  klassy rn.>, nu s t y c z n y c h ; o tr zy m a  się ca łk ie m  »?4w 2 s t y c z n y c h ; niech b ę d ą  fi2, .
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p u n k ta  w  k tó ry c h  one s p o ty k a ją  p ro stą  P 2. P r z e z  k a żd y  z  p u n k tó w  6», b ę d zie  się m o g ło  p o p r o 
w a d zić  m$ s ty c zn y c h  d o  k r z y w e j S 3, klassy m3;  o tr zy m a  się c a łk ie m  mym2w 3 s ty c z n y c h ; niech 
b ę d ą  y¡, y.2, . . .  p u n k ta  w  k tó r y c h  te sty c zn e  s p o ty k a ją  prostą P 3. Ł ą c z ą c  te mpn.pn̂  p u n k tó w  z  p u n k 
te m  D ,  o tr z y m a  się ty le ż  b o k ó w  w ie lo k ą ta  za d o ść c zy n ią c y c h  k w e s ty i; w s zy s tk ie  le b‘ o ki d o ty k a ją  
się k r z y w e j s z u k a n e j; one  p rze c h o d zą  n a d to  p r z e z  p u n k t  D .  W ię c  z  p u n k t u  D  m o żn a  ju ż  p o p r o 
w a d zić  mlmirns s ty c zn y c h  do k r zy w e j o b w in ię c ia .

T o  b ę d ą  w id o c zn ie  je d y n e  s ty c zn e  ró żn e  od pro ste j P 4 ; p o zo sta je  w ie d zie ć  c zy  ta prosta P 4 n a le ży  
do s ty c zn yc h  i ja k im  je s t je j rzę d  m n o g o ś c i. Z r ó b m y  w y k re ś le n ie  w  k ie r u n k u  o d w r o t n y m ; to  je st 
w e ź m y  przecięcie się I ,  prostej P 4 z  p ro s tą  P 3; p rze z p u n k t  I p o p r o w a d ź m y  styczn e  d o  S 3; o tr zy m a  
się m3 s ty c zn y c h  k tó re  p rze tn ą  p ro stą  P 2 w  m3 p u n k ta c h . P r z e z  k a żd y  z  tyc h  p u n k t ó w , p o p ro 
w a d ź m y  styczn e  d o  k r z y w e j S 2; o trzy m a  się m3nu s ty c zn y c h  k tó re  p rze tn ą  p ro stą  1 \  w  m 3m2 p u n k 
ta c h . P r z e z  k a ż d y  z  ty c h  p u n k t ó w  p o p r o w a d ź m y  s ty c zn e  do k r zy w e j S 4; o tr z y m a  się mpnpn, sty c z
n y c h  p rze c in a ją c y c h  p ro stą  P 4 w  m3m2m, p u n k t a c h ; te p u n k ta  złą c zo n e  z  p u n k te m  I ,  d a d zą  o statn ie  
b o k i t y lu ż  w ie lo k ą tó w  za d o ść c zy n ią c y c h  k w e s ty i. O t ó ż  w s zy s tk ie  te b o k i zle w a ją  się z D I  i p rze c h o d zą  
p r z e z  p u n k t . D ;  w ię c  p r z e z  p u n k t  D  p rze c h o d zą  m,mym3 s ty c zn y c h  zla n y c h  z  P 4 ; pro sta  P 4 jest 
s ty c zn ą  w ie lo k r o tn ą  rzę d u  P r z e to  je s t o state czn ie  2 m 1m2w?3 s ty c zn y c h  p rze c h o d zą c y c h  p rze z
p u n k t  D ;  klassa k r z y w e j, o b w in ię c ie  c zw a rte g o  b o k u  je s t w ię c r ó w n ą  clmpmpn3.

O g ó ln ie , o b w in ię c ie  (n - j -  1 ) <?° b o k u  w o ln e g o  b ę d zie  klassy 2m¡m.2m3... m„.

U w a g a  I .  K ie d y  proste stałe są zb ie g a ją ce m i s ię , o b w in ię c ie  b o k u  w o ln e g o  je s t klassy m ,m s» i3

G d y ż  w  t y m  p rzy p a d k u  w ie r zc h o łk i da ne  p r z e z  d ru g ie  w y k re ś le n ie  zle w a ją  się w s zy s tk ie  z  p u n k 
tem  I ,  i to  w y k re ś le n ie  n ie  do sta rcza  w ię ce j w ie lo k ą tó w  za d o ść c zy n ią c y c h  w y s ło w ie n iu .

U w a g a  I I .  K ie d y  k r z y w e  k ie ro w n ic e  s p ro w a d zą  się d o  p u n k t ó w , m a  się tw ie r d ze n ie  n astępujące :

Jeśli (n  —)— 1 ) wierzchołków jakiegokolwiek wielokąta formy zmiennej opisują (n  —j— 1 )  prostych stałych, 
iv czasie gdy n boków obracają się około n punktów stałych, bok wolny obwija krzywą drugiej klassy.

Kiedy (n  - j -  1 )  prostych stałych są zbiegającemi się, bok wolny obraca się około jakiegokolwiek 
punktu stałego.

I X o P erspektywa krzywych trzeciego rzędu.

639. N e w t o n  w y s ło w ił b e z d o w o d z e n ia  (Enumerado...) tw ie r d ze n ie  n a s tę p u ją c e :

I o Pięć parabol rozchodzących się w różnych kierunkach (d ive rg e n te s ) dają przez ich cień wszystkie 
krzywe trzeciego rzędu.

P . Giiasles wskazał początek tej w łasności dając jej dow odzenie i przydał to inne podanie (Rys 
historyczny, slronica 14 6 ) :

2° Pomiędzy wszystkiemi krzywemi trzeciego rzędu, jest ich pięć które mają środek, i te pięć krzywych 
przez ich cień rzucony na płaszczyznę, dają początek wszystkim innym.

P r z y t o c z y m y  d o w o d ze n ie  P .  C h a s l e s ’ a .

6 40 . S p r a w d z im y  n a p r zó d  w łasno ść n as tę p u jącą  :

Jeśli przez punkt przegięcia O  jakiejkolwiek krzywej trzeciego rzędu, poprowadzi się promienie 
wodzące, te promienie wodzące spotykają krzywą w dwóch punktach A  i  B ;  miejsce środków harmo
nicznych na A  i  B  względem U ,  to  je s t miejsce punktów M  takich że

2 _  1 , 1 
O M  O A  O B ’

iest jakakolwiek prosta; ta prosta jest zwana biegunową harmoniczną punktu przegięcia. ( M a c l a u r i n . )



636 R O Z D Z I A Ł  V I I I .

W e ź m y  p u n k t p rze g ię c ia  za  p o c zą te k  i styczn ą  p rze g ię c ia  za oś o d c ię ty c h ; ró w n a n ie  k r zy w e j 
trze cie g o  rzę d u  b ę d zie  w te d y  k s zta łtu

(1 ) .  a r 3- f -  +  cx,J2-lr  d’J3 - f -  ap/2 -} - btx y - | -  y —  0.

S p ó łr zę d n e  ja k ie g o k o lw ie k  p u n k tu  p o ło żo n e g o  na siecznej O A  b ę d ą

(2) x  —  p d o s w , y  =  pwsło>;

odle gło ści o d  p o c zą tk u  p u n k tó w  p rze cię cia się z  k r z y w ą  b ę d ą  dane p rze z  r ó w n a n ie

4 (a d o s 3«  -j-  b dos-M w si &> —f— c d o s w  wsi -{— d w st3&>) 4 ~ p w s tw (U iw s t&> —j— b id o s A ) -j— w stw  o .

Y

O z n a c z y w s z y  p r z e z  i p2 p ie rw ia s tk i tego r ó w n a n ia , p r z e z  p o d le g ło ść p u n k tu  M  za do ść c z y n ią 
cego z w i ą z k o w i  d a n e m u , m a  się

2 1 1(3 ) — —  — — — —  —  (ajWstco —j— b ,d o s w ).
P pl P i

R u g u ją c  dos&> i w s t «  m ię d z y  r ó w n a n ia m i ( 2) i (3 ), zn a jd u je  się na ró w n a n ie  m iejsca :

(a ) a ,y  4 - btx - j -  2 =  0 ;

taką  je st biegunowa harmoniczna p u n k tu  p rze g ię c ia  O .

Uwaga I. Prosie łączące końce dw óch  prom ieni poprow adzonych przez punkt przegięcia, prze
cinają się na biegunow ej harm onicznej.

Uwaga I I .  S ty c z n e  p o p r o w a d zo n e  z  k o ń c ó w  ja k ie g o k o lw ie k  p ro m ie n ia  w o d zą c e g o , p rze c h o d zą c  
p r z e z  p u n k t  p rze g ię c ia , p rze c in a ją  się n a b ie g u n o w e j h a r m o n ic zn e j.

6 4 1 . J a k a k o lw ie k  k r z y w a  trze c ie g o  rzę d u  m a p rzy n a jm n ie j je d e n  p u n k t  p rze g ię c ia  r z e c z y w is t y ; 
niech b ę d zie  I te n  p u n k t , I T  styczn a  p rze g ię c ia  i P P ' b ie g u n o w a  h a rm o n ic zn a  p u n k tu  p rze g ię c ia  I

B ie g u n o w a  h a r m o n ic zn a  p rze c in a  k a ż d y  p ro m ie ń  w o d zą c y  w  p u n k c ie  M , ta k im  że  ( A  i B  
będąc p rze cię cia  się k r z y w e j z  ty m  p ro m ie n ie m  w o d zą c y m )

te n  z w ią z e k  m o że  się napisać

—  —  L  4 -  1 
JM  ~  U  ^  H f

M A  , M B  ,
TT +  TTT =  "•

Je ś li p u n k t I  o d d a la  się w  n ie s k o ń c zo n o ś ć , m a się g r - j g  —  g r . —  ^ ^  =  1 ; w ię c  M A  =  M B ;

to je s t że  p u n k t M  je st w te d y  ś ro d k ie m  o d c in k a  A B .

T o  z a ło ż y w s z y , z r ó b m y  p e rs p e k ty w ę  k r z y w e j, rzu ca ją c w  n ie s k o ń c zo n o ś ć  p u n k t p rze g ię c ia  1



i s ty c zn ą  p rze g ię c ia ; w y s ta rc zy  je śli S jest p u n k t  w id o k u , rzu c ić  n a p ła s zc zy zn ę  ró w n o le g łą  do 
p ła s zc zy zn y  S I T .

P u n k t  I  będąc r z u c o n y m  w  n ie s k o ń c zo n o ś ć  w  i, w s zys tk ie  p ro m ie n ie  w o d zą c e  rzu c o n e  b ę d ą  
ró w n o le g le , i p e rs p e k ty w a  prostej b ie g u n o w e j d zie li o d c in k i ab na d w ie  części r ó w n e . T a k  że je śli się

DOW ODZENIE NIEKTÓRYCH  TW IERD ZEŃ  OGÓLNYCH O K RZYW YCH  ALGEBRAICZNYCH. 6 3  7

w e źm ie  na p ła s zc zy źn ie  r z u t u  p e rsp e k tyw ę  b ie g u n o w e j h a rm o n ic zn e j za oś o d cię tych  i za  oś r z ę d 
n yc h  ró w n o le g łą  do c ię c iw  i ab; oś o d c ię ty c h  d zie li na d w ie  części ró w n e  cię c iw y  ró w n o le g łe  do 
osi r zę d n y c h .

R ó w n a n ie  r z u t u  m u si w ię c  za w ie ra ć  w  sobie ty lk o  p o tę g i p a rzy s te  na y i b ę d zie  ks zta łtu

A a .-3 - f -  B .r//2 - j -  Gx- - ) -  D y 2 —(— E j f  —(— F  =  0 .

L e c z  s ty c zn a  p rze g ię cia  b y ła  ta k że  rzu c o n ą  w  n ie s k o ń c zo n o ś ć , to  je s t że  pro sta  w  n ie s ko ń czo n o śc i 
jest sty c zn ą  p rze g ię c ia ; p r z e t o , z r o b iw s z y  ró w n a n ie  je d n o r o d n e m , jeśli się u c z y n i z =  0,  w y ra zy  
po zo sta łe  w in n y  t w o r z y ć  sześcian z u p e łn y ; co w y m a g a  że n y  b y ło  B  =  0 .

R ó w n a n ie  r z u t u  m a  w ię c  k s zta łt  o s ta te c zn y

( !)  =  a a3 - f -  b a '2 - f -  cx  -J -  d ;

co d o w o d z i p ie rw s ze  p o d a n ie  n u m e r u  (6 3 9 ); g d y ż s p r a w d z im y  za ra z że  ró w n a n ie  O  za w ie ra  w  so bie  
pię ć k r z y w y c h  r ó ż n y c h .

6 4 2 . Z a m ia s t rzu c a ć  p u n k t  p rze g ię c ia  I  w  n ie s k o ń c zo n o ś ć , rz u ć m y  je g o  b ie g u n o w ą  h a r m o n ic zn ą  P  ; 
w y s ta rc zy  n a to  w zią ć  p ła s zc zy zn ę  S P P ' za  p ła s zc zy zn ę  p e rs p e k ty w y . P u n k t  M  b ę d ą c w  n ie s k o ń c zo 
n o ś c i, z w ią z e k

2 __ 1 , 1 
IM ~  l A  IB  ’

da I A  = —  I B ;  to  je s t że p u n k t  I  stanie się ś ro d k ie m  o d c in k ó w  A B .

T a k  w ię c  r z u t  i  p u n k tu  p rze g ię cia  d zie li na d w ie  części ró w n e  c ię c iw y  p rze c h o d zą c e  p rze z te n  
p u n k t , to  je st że  ten  p u n k t bę dzie  ś ro d k ie m  r z u t u  k r z y w e j. P r z e t o , je ś li się w e ź m ie  za p o c zą te k  
ś ro d e k  r z u t u  i za  oś o d c ię tyc h  s ty c zn ą  p rze g ię c ia , ró w n a n ie  r z u tu  b ę d zie  k s zta łtu

(II)  aa.-3- j -  bx'ly - j -  cxy1 - j -  d//3- j -y  —  0 ;

co d o w o d zi d ru g ie  p o d a n ie  n u m e r u  (6 3 9 ), g d y ż  z o b a c z y m y  że  to ró w n a n ie  za w ie ra  w  sobie pięć 
ro zm a ito ś c i k r z y w e j .

6 43 . D y s k u s s y a  r ó w n a n i a .
(I) y"- —  ax3 - j-  bx 2 - j -  cx - j -  d.



T e  k r z y w e  nie m a ją  a s s y m p to l w  odległości s k o ń c z o n e j; p ro s ta  w  n ie s k o ń c zo n o śc i je st styczn ą  
p rze g ię c ia ; oś o d c ię ty c h  je s t śre d n icą  c ię c iw  ró w n o le g ły c h  d o  osi r zę d n y c h . T a  k r z y w a  b ę d ą c  trze 
ciego r z ę d u , b ę d zie  o g ó ln ie  szóstej kla ss y,

O trzym am y w ię c  d o  rozróżn ien ia  trzy przyp ad k i n astępu jące n u m er (4 8 6 ) :

Krzywe szóstej klassy, nie m a jąc e  p u n k tu  p o d w ó jn e g o ;

Krzywe czwartej klassy, m ające p u n k t  p o d w ó j n y ;

Krzywe trzeciej klassy, m ające p u n k t  z w r o t u .

P r z y p o m n ijm y  sobie że  s p ó łrzę d n e  p u n k t ó w  p o d w ó jn y c h  m u s zą  s p ra w d za ć  z w i ą z k i

t \ x ,y ) =  0, f'x  =  0,  f „  =  0.

T o  p rzy p u ś c iw s z y , ró w n a n ie  p o p rze d za ją c e  m o że  się za w s ze  napisać

( 1 ) y1 —  a(x —  <z){x —  g ) ( x  —  y)

1° Krzywe szóstej klassy, ilości « ,  g, y ,  są r ó ż n e .

P i e r w s z y  r o d z a j  : <*, g ,  y ,  są ilości r z e c z y w is te ; k r z y w a  m a  k s zta łt ( 1 ) ;  jest t r z y  p u n k ta  r z e c z y 
w is te  p rze g ię c ia , z  k tó ry c h  je d e n  w  n ie s k o ń c zo n o ś c i.

6 3 8  RO ZD ZIAŁ V III .

D rugi r o d z a j  : « ,  g, u r o jo n e ; krzyw a m a kształt ( 2 ) ;  je s t  tam  jeszcze  trzy punkta  rzeczyw iste  
p rzeg ięcia , z k tórych  je d e n  w  n ie sk o ń cz o n o ś c i.

2° Krzywe czwartej klassy, d w ie  z  ilości a ,  g, y są r ó w n e ; ró w n a n ie  je st

?/2 =  a (x _ a) 2(x _ e ) ;

k r zy w a  m a  p u n k t  p o d w ó j n y .

P i e r w s z y  r o d z a j  : je ś li a  <  g ;  p u n k t p o d w ó jn y  je st o d o s o b n io n y ; je s t ta m  je szc ze  t r z y  p u n k ta  
p rze g ię c ia  r z e c z y w is te ; m a  k s zta łt (3 ) .
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D rugi rodzaj : je ś li a >  G, m a się pu nk t p o d w ó jn y ; is tn ie je  je d y n y  pu nk t p rzeg ięcia  rzeczyw isty , 
k tóry je s t  w  n ie sk o ń cz o n o śc i, k rzyw a p rzed staw ia  kształt (4 ) .

U)

- - e >

3° Krzywe trzeciej klassy, trzy ilo śc i a , 6, y, są r ó w n e ;  ró w n a n ie  jest

y2 =  a ( x  —  a )3;

k rzyw a posiada  pu n k t z w ro tu ; jest je d y n y  pu n k t p rzeg ięcia  rzeczyw isty  b ęd ą cy  w  n ie sk o ń cz o n o śc i; 

krzyw a ma kształt (5 ).

\
\

Równanie ( I)  przedstawia więc pięć rodzajów krzywych.
644 . Dyskussya r ó w n an ia

(II) a« 3 - f -  bx^y - j -  cxif- - f -  dy* - j -  y =  0.

R o zm a ito ś c i tej k r zy w e j o d ró żn ia ją  się p rze z n atu rę  p u n k t ó w  w  n ie s k o ń c zo n o ś c i, i je szc ze  p rze z 
kla ssę. N ie  m a  p u n k tu  p o d w ó jn e g o  w  odle gło ści s k o ń c z o n e j; le cz m o ż e  się o n  p rze d s ta w ić  w  n ie 
s k o ń c zo n o ś c i.

R ó w n a n ie  ( I I )  m o że  się napisać
(2 ) a(?y -  *x)[y — Sx)[y -yx)-\r y —  0.

1 ° Krzyiae szóstej klassy, ilości « ,  G, y, są r ó ż n e , nie m a  p u n k tu  p o d w ó jn e g o .
P i e r w s z y  r o d z a j . Je ś li « ,  G , y, są r z e c z y w i s t e ;  je st t r z y  a s s y m p to ty  r ze c z y w is te , k tó re  p r z e 

c h o d zą  p rze z ś r o d e k ; o n e  m a ją  z k r z y w ą  s ty c zn o ś ć  p ie rw s ze g o  r z ę d u ; śro d e k  je st p u n k ie m  p rze g ię c ia  ; 
są d w a  inne p u n k ta  p rze g ię cia  rze c z y w is te  ta k że  w  o d le g ło ści s k o ń c z o n e j; k r z y w a  m a  k s zta łt  ( 1 ) .

D rugi rodzaj. Ilo śc i a i G są u r o jo n e ; jest tam  je d y n a  a ssy m p to ta  r z e c z y w is ta ; zn a jd u je  się je s zc ze  
t r z y  p u n k ta  prze g ię cia  w  odle gło ści s k o ń c z o n e j; k r z y w a  m a  k s z t a ł t  (2).



T  Krzywe czwartej'/classy, d w ie  ilości a i ę są r ó w n e ; je st p u n k t  p o d w ó jn y  w  n ie s k o ń c zo n o ś c i; 
ró w n a n ie  je s t k s zta łtu

a [y — a.x)-[y —  ta ) 4 -y  —  0.

P i e r w s z y  r o d z a j .  P u n k t  p o d w ó jn y  w  n ie s ko ń c zo n o śc i je st o d o s o b n io n y m ; k ie ru n e k  a s s y m p to - 
ty c z n y  o d p o w ia d a ją c y  p u n k t o w i p o d w ó jn e m u  jest y — a r = 0 ; p u n k t p o d w ó jn y  je s t o d o s o b n io n y  
jeśli « >  6,  p rzy p u s zc za ją c  że a je s t d o d a tn e m . Je s t tr z y  p u n k ta  rze c z y w is te  p rze g ię c ia  w  odległość 
s k o ń c z o n e j. K r z y w a  m a k s zta łt (3).

6 4 0  ROZDZIAŁ VIII.

f  il

D r u g i  r o d z a j . M a się w  n ie s ko ń c zo n o śc i p u n k t  p o d w ó jn y  z w y c z a jn y  ; zn a jd u je  się ta m  je d y n y  p u n k t  
p rze g ię c ia  r ze c z y w is ty , b ę d ą c y  ś r o d k ie m . K r z y w a  m a  k s zta łt (4).

3° Krzywe trzeciej klassy, trzy  ilości a 5. y, są r ó w n e ; jest p u n k t z w r o t u  w  n ie s k o ń c zo n o ś c i; r ó w 
n an ie  je st k s zta łtu

% - « f )3+ y = 0'

K  ży w a  posiada ty lk o  je d y n y  p u n k t r z e c z y w is ty  p rz e g ię c ia ; o na  je s t k s zta łtu  (5 ).

S ty c z n a  z w r o t u  je st prosta w  n ie s k o ń c zo n o ś c i.

Równanie (II) przedstawia więc także pici rodzajów krzywych.



ROZDZIAŁ IX

POSZUKIWANIE nÓWNAN WIELU KHZYWYCII OKliEŚLONYCII GEÓMETIiYCZME

1° E lipsa ; Hypkiusola ; Parabola,

6 45. Elipsa jest miejsce punktów takich że summa ich odległości od dwóch pnnktów stałych jest stałą. 

Hyperbola jest miejsce punktów takich że różnica ich odległości od dwóch punktów stałych jest stałą.

N ie c h  bę dą  F  i F '  d w a  p u n k ta  stałe i M(ar, y) ja k ik o lw ie k  p u n k t  m ie js c a ; w e ź m y  F F '  za oś 
o d c ię ty c h ; za  p o c zą te k śro d e k O  odle gło ści F F ' ;  i za oś rzę d n y c h  p ro s to p a d łą  do F F '  p rze z  
p u n k t  O  p r z e p r o w a d z o n ą .

W i d z i m y , a priori, że k r z y w a  je st s y m e try c zn ą  w zg lę d e m  tyc h  d w ó c h  p ro s ty c h .

N ie c h  b ę d zie  O F  =  c ;  w e d łu g  o kre ś le ń  d a n y c h , m a  się

d la  elip sy : M F  - f -  M F '  =  2a ,

dla h y p e ib o li : IM F ' —  IM F =  2a.

Y

——

rX \
\ ry ' o \ i  *

\  /

X .

W  elipsie m a  s:ę a j>c; g d y ż  w  tró jk ą c ie  M F F '  s u m m a  d w ó c h  b o k ó w  je st w ię k s zą  od trzeciego 
b o k u ,  to je st .M ł —[~ M 1 2 c ; albo a > c .

W  h y p e r b o li m a  się a <  c ; g d y ż b o k  F F '  m u si b y ć  w ię k s zy m  ja k  ró żn ic a  d w ó c h  in n y c h  
M F '  i M F .



T o  z a ł o ż y w s z y , x  i y b ę d ą c  s p ó łrze d n e m i p u n k tu  M , m a się

6 4 2  ROZDZIAŁ IX .

M F  =  \/(x -  c)'2 +  r ,  M F '  =  \j(x +  o, - +  y* ; 

ró w n a n ia m i d w ó c h  k r z y w y c h  b ę d ę  w ię c

d la  liy p e rb o li.
(1) \J{x - f -  c)2 - f  y* ±  V(ar —  c)'2 - f -  y'2 =.  2a j

D la  u c zy n ie n ia  ró w n a n ia  ( 1 )  w y m ie r n e m , z a ło ż y m y
v - j - ,  dla e l i p s y ,.

y^(a;-|-c)2-j-?/2 —  a -j-  t , 

[ ±  \J(x—c)2- \ -y 2— a — t;

do da ją c i o d e jm u ją c  k w a d r a ty  z ty c h  d w ó c h  z w i ą z k ó w , w y p a d n ie

x i -{-y1 - f -  c2 =  a2 - f -  t'2,

cx —  at;

o t r z y m a m y  ró w n a n ie  m iejsca w y r u g o w a w s z y  t m ię d z y  te m i r ó w n a n ia m i.

Z n a jd u je  się t y m  s p o s o b e m , p o rzą d k u ją c  i d zie lą c  p rze z « 2(a2 —  c j  :

( 2) £  +  -JH  i
W  a2 ^  a‘2 —  c2 ~

T o  ró w n a n ie  jest w s p ó ln e m  d la  elipsy i d la  l iy p e r b o li ; z  tern o d ró żn ie n ie m  że  w  elipsie a >  c;
a w  h y p e r b o li  a <  c.

W  p ie r w s z y m  p r z y p a d k u  b ę d zie m y  m o g li z a ło ży ć

(3) a2 —  c2 =  b 2,

i ró w n a n ie  e lip sy  b ę d zie

(3 4*)

w  d r u g im  p r z y p a d k u  z a ło ż y m y  

(li) c2 —  a2 =  b 2,

i ró w n a n ie  h y p e r b o li  b ę d zie

(Ubis)
a2 b 2

6 46 . Parabola jest miejscem punktów równo oddalonych od jakiegokolwiek punktu stałego i od jakiej
kolwiek prostej stałej.

N ie c h  b ę d ą  F  p u n k t stały i D H  pro sta  s ta ła ; z  p u n k tu  F  s p u ś ć m y  p ro sto p a d łą  na D H ;  i w e ź m y  
j ą  z a  oś o d c ię ty c h  ; p ro s to p a d ła  w y n ie s io n a  ze ś ro d k a  0  d o  D F ,  b ę d zie  osią r z ę d n y c h ;  z a łó ż m y  D F  = p .

Je ś li M  je st ja k im k o lw ie k  p u n k te m  m ie jsc a , m a  się w e d łu g  o k re ś le n ia  g e o m e tryc zn e g o  k r z y w e j

M F  =  M P :
o tó ż

M P  = *  +  ? ,  M F = | / y2;
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zn a jd zie  się, ró w n a ją c  te w a rto ś c i i u c zy n iw s zy  je  w y m ie r n e m i

(5) 2px;

a k ie m  je st ró w n a n ie  paraboli.

h  y t

6 4 7 . T r z y  k r z y w e  d o p ie ro  co zn a le zio n e , k t ó r y m  daje się n a zw is k o  k o n ic z n y c li , m o g ą  b y ć  za w a rte  
w  o k re ś le n iu  w s p ó ln e m  :

Jakako Iw ick kon icznajest miejscem punktów, których stosunek odległości od jakiegokolwiek punktu stałego 
i od jakiejkolwiek prostej stałej jest stałym.

N ie c li b ę d ą  F  p u n k t  stały i D H  p ro sta  sta ła ; z  p u n k tu  F  s p u ś ć m y  na tę p ro s tą  p ro s to p a d łą  F D ,  
k tó rą  w y b ie r z e m y  za  oś o d c ię ty c h ; za  oś r zę d n y c h  w e ź m ie m y  p ro s to p a d łą  w  p e w n y m  p u n k c ie  O , 
zo s ta w ia ją c  n ie o zn a e zo n e m  p o ło że n ie  tego p u n k tu  O ;  o z n a c z y m y  p r z e z  X o dle gło ść F O ,  X będąc 
u w a ż a n e m  za  d o d a tn e  lu b  o d je m n e  w e d łu g  te g o  ja k  O  je s t po p ra w e j a lb o  po le w e j stro n ie  p u n k t u  F .

Je ś li M  je s t ja k ik o lw ie k  p u n k t  m ie js c a , z łą c z m y  M F  i s p u ść m y  M P  p ro s to p a d łą  n a p ro s tą , 
o t r z y m a  się w e d łu g  o kre ś le n ia



644 R O Z D Z I A Ł  I X .

k b ę d ą c stałą d o d a tn ą . L e c z  jeśli x  i y są s p ó łrzę d n e m i p u n k tu  M , m a  się

M F  —  \J(x - j -  X)2- j - iy 4 ; M P  — X - f -  X - | ~ i 3;

ró w n a n ie  m iejsca b ę d zie  w ię c , p o d s ta w iw s zy  te w a rto ś c i w  ró w n o ś c i (1 ) ,  p o te m  p o d n o s zą c  do 
k w a d r a tu  i p o rzą d k u ją c  :

( 2 )  y -  - f -  x \ l  —  k 2)  - f  2 X x ( l  —  li1)  —  2 p k ’- x  +  X2( 1  _  JP )  _  np j l p  —  p W  =  0 .

K ie d y  się p rzy p u ś c i lt —  1 ,  w y p a d n ie

y1 —  2px —  p(2i —(- />) =  0 ;
w z ią w s z y  na X w a rto ś ć

x  =  - 5 ,
2

to  je st w z ią w s z y  za p o czą tek p u n k t  p o ło żo n y  po lew ej stro n ie  F  i r ó w n o  o d d a lo n y  o d  D  i od F ,  
ró w n a n ie  s p ro w a d za  się do

;/2 —  2 px —  0 ;

z n a jd u je  się ty m  sp o so b e m  ró w n a n ie  p a ra b o li.
P r z y p u ś ć m y  te ra z k ro żn e m  o d  je d n o ś c i; s k o rzy s ta m y  z  n ie o zn a c zo n o ś c i X a b y zr ó w n a ć  z  ze re m  

s p ó łc zy n n ik  na x, to  je st że  z a ło ż y m y

(3 ) X(1 —  k*)—  p k \ =  0 , zk ą d  X =  • r)hi
1 —  H1

Je śli się za stąp i X p r z e z  tę w a rto ś ć , r ó w n a n ie  (2) staje się

( 4) =

Je ś li k <  1 ,  o tr z y m u je m y  ró w n a n ie  e lip s y , i b ę d zie m y  m o g li w y b ra ć  ilości p i li w  sposób ta k i 
a b y  się d a ło  u w id o c zn ić  osie a i b tej e lip s y .

Je ś li k >  1 ,  m a się ró w n a n ie  h y p e r b o li ; b ę d zie  się m o g ło  ta k że  w y b ra ć  p i k w  sposób ta k i a b y  się 
d a ło  u w id o c z n ić  osie a i b tej b y p e rb o li.

11° O p i s a n i e  o r g a n i c z n e  i c o n i c z n y c i i .

648. Jeśli wystawimy sobie dwa kąty wielkości wyznaczonej, obracające się około ich wierzchołków 
względnych i jeśli dwa z ich boków przecinają się na prostej stałej; przecięcie się dwóch innych bolców 
opisze jakąkolwiek konie zna.\

T o  opisanie Iro n ic zn yc h  b y ło  d a n e m  p iz e z  Neictona.

N ie c h  bę d ą  A  i A ,  w ie rzc h o łk i d w ó c h  k ą t ó w ; w e ź m ie m y  p ro s tą  sla lą  za  oś rzę d n y c h  i pro stą  A A ,  
za oś o d c ię ty c h ; niech  będą L  p u n k t p rze cię cia  s ię , na O//, d w ó c h  b o k ó w  k ą tó w  d a n y c h , i M  p u n k t  
przecięcia się d w ó c h  in n y c h  b o k ó w . Z a ł ó ż m y

O L  =  X ; O  A  —  a , O A ,  =  3, ;  L A M  =  A ,  i A ^ i  =  A , ;

X je s t n ie o zn a c zo n ą ; a, A ,  A , ,  i kąt 0 o s i, są ilości zn a n e .
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W y z n a c z m y  ró w n a n ie  pro ste j A M  p rze z w a r u n e k  a b y  c zy n iła  z  prostą A L  kąt. r ó w n y  A .  N ie c h  będzie

y = p { x  —  a ) ,

ró w n a n ie  prostej A M ;  je j s p ó łc zy n n ik  k ą to w y  je st u , s p ó łc zy n n ik  pro ste j A L  je s t — mus i  się 

w ię c  m ie ć

sty A
—  a —  P -jw s lG

Z a s tą p m y  w  tej ró w n o ś c i fi p rze z o tr z y m a  się ró w n a n ie  szu k a n e  pro ste j A M ;  zn a jd u je  się

o d o so b n ia jąc w y r a z y  w  X :

y \vst(0 - j -  A ) - j — (.-r —  a ) w s t A  =  - [ y  w s t A  - j -  ( x —  a ) w s t ( A  —  0 )].
cl

W y p a d a  z  te g o ż sam ego ra c h u n k u  ró w n a n ie  prostej A (M  :
X

Z a ło ż y m y  :

CO

y w'st(9 - f -  A , ) - ) - ( £  —  a ,) w s t  A ]  =  -  [y w st A ,  - | -  (x —  a ) w s t ( A , — 0)].
a i '

/

W S l ( r r  —  A )  
\VSl[0 —  (tt —  A )  |

WSt A

  W S t ( i r  —  A j )
, — w s t|0 — ( t t — A , ) ] ’

I wst  A |i w,  = ------------- .
W S t (9  ---- A j )w s l(0 —  A)

R ó w n a n ia  dwróch p ro s ty c h  A M  i A , M  n apiszą  się w te d y

(A M ) y —  m(x —  a) =  ~  [(# —  a) —  ny\,

(A ,M ) y —  m ,(.x -  a,) =  [[x  —  a ,) —  n{y).

R ó w n a n ie  m iejsca o tr z y m a  się ru g u ją c  X m ię d zy  te ni d w o m a  ró w n a n ia m i; zn a jd u je  się ty m  
spo so be m

( 2)  [y —  m{x —  a ) j[{x —  a) —  n ,y ]  =  ^  [y —  ? n ,(r  —  a ,)]  [ ( x  —  a) —  ny] ;
//ipl

łakiem jest równanie jakiejkolwiek krzywej druyieyo rzędu.

T a  k r z y w a  je s t o pisaną n a c z w o r o b o k u  u tw o r z o n y m  p r z e z  c zte ry  proste



pro ste  M  i M , p rze c h o d zą  w zg lę d n ie  p rze z  p u n k ta  A  i A , ;  i c zy n ią  z  osią O z ; ,  p ie rw s za  k ą t (tt —  A  , 
d ru g a  k ą t (n —  A ,) .  P ro s te  N  i N t p rze c h o d zą  także  p rze z  p u n k ta  A  i A t ; i c zy n ią  z osią O y 
p ie rw s za  kąt A ;  d ru g a  k ą t A , .

K r z y w a  (2) p r z e c h o d z i p rze z p u n k ta  A  i A , ;  p o te m  p r z e z  p rze cię cia  się M  z  N ,  i M , z  N j .

C z w o r o b o k  staje się ró w n o le g ło b o k ie m  jeśli A j  =  A  - j -  kn.

646  ROZDZIAŁ IX .

111°  C y s s o t d a  D i o k l e s ’ a .

669. Mając danem koto stałe i punkt A  wzięty na tem kole; przez punkt A ,  prowadzi się sieczną 
przecinającą koło w H ,  i styczną na końcu średnicy A B  przez G ;  począicszy od punktu A ,  b ie rze  się 
d łu g o ś ć  A M  równą H G ; miejsce punktów M  jest cyssoiclą.

( Diokles,  ży ją c y  o k o ło  500 r o k u  p rze d  C h r . ,  w y s ta w ił sobie tę k r z y w ą  d la  ro zw ią za n ia  za g a d n ie n ia  
d w ó c h  ś re d n ic h  p ro p o rc y o n a ln y c h ).

O z n a c z m y  p r z e z  11 p ro m ie ń  k o ł a ; w e ź m y  za  p o c zą te k  p u n k t A ,  i za oś o d c ię ty c h  śre d n icę  A B  
p rze c h o d zą c ą  p rze z  te n  p u n k t ;  n ie c h  b ę d zie  M  ja k ik o lw ie k  p u n k t  m ie jsc a , A P  i P M  je g o  o d c in e k  
i je g o  r zę d n a . M a  się p rze z  za ło że n ie  A M  =  H G ;  zk ą d  w y n ik a  A P  =  D B .  W  tró jk ą c ie  p ro s to 
k ą tn y m  A H B ,  m a  się

H D S= A D . D B = ; z ( 2 1 t  —  « ) .

T r ó jk ą ty  p o d o b n e  A M P  i A H D  d a ją  n a d to  :

H D
M P

A D
A P ’

U D  211 —  x  a lb o  —  =  — ---------

Za s tę p u ją c  H D  p rze z tę w a rto ść  w  ró w n o ś c i p o p rze d za ją c e j w y p a d n ie

( 1 ) (2R  —  x)y,2 —  ,,.3.

lakiem jest równanie cyssoidy.

Równanie cyssoidy w spółrzędnych biegunowych.

W e ź m y  p u n k t A  za  b ie g u n , i pro stą  A B  z a  oś b ie g u n o w ą ; o zn a c zm y  p rz s z  p o d le g ło ść A M ;  
p r z e z  w k ą t M A P ;  p i w są s p ó łrzę d n e m i b ie g u n o w e m i p u n k tu  M .

T r ó j k ą t  p ro s to k ą tn y  A M P  daje
A P  =  p d o s w ;



P O S Z U K I W A N I E  R Ó W N A Ń  W I E L U  K R Z Y W Y C H  O K R E Ś L O N Y C H  G E O M E T R Y C Z N I E ,  

le cz m a  się w  tró jk ą c ie  A B H  :

H B ~ =  2 R .D B  =  2 R . A P ,  p o n ie w a ż A P  =  B D ;
m a się ta k że

H B  =  2 R w s f &>; A P  =  2 R  w s lA o ; 

ró w n a n ie  k r z y w e j w  s p ó łrzę d n y c h  b ie g u n o w y c h  b ę d zie  w ię c

(2)

6  fi 7

2 R  w sl*w
dosw

650. B ę d zie  m o g ła  się w y k r e ś lić  cyssoida b ą d ź to  za  p o m o c ą  ró w n a n ia  (1 )  ro zw ią za n e g o  w z g lę 
d e m  y, b ą d ź to za p o m o c ą  ró w n a n ia  (2).

W r ó ć m y  do ró w n a n ia  w  s p ó łrzę d n y c h  p ro s to lin ijn y c h

(1) (2R —  x ) i /  —  x 3,

a lb o
( 2) ¿3 _|_ XIJ<i _  —  0.

K r z y w a  jest s y m e try c zn ą  w z g lę d e m  osi o d c ię ty c h . P o c zą te k  je s t p u n k te m  z w r o tu  p ie rw s ze g o  
r o d z a ju ; cyssoida je st w ię c  k r z y w ą  trze c ie g o  rzę d u  i trze cie j klassy.

K ie r u n k a m i a s s y m p to ty c zn y m i są
_j_ ,J2 — o , x  —  0 ;

jest w ię c  je d y n a  g a łę ź n ie s k o ń c zo n a  rze c z y w is ta , k tó re j a ssym p to tą  jest prosta x  —■ 2 R  = =  0 . K r z y w a
p rze c h o d zi p rze z p u n k ta  k o ło w e  w  n ie s k o ń c zo n o ś c i; o n a  je st n a d to  p o d w ó jn ie  sty c zn ą  w  ty c h  
p u n k ta c h  d o  ko ła

a;2 +  y 2 4 -  2H x =  0 ; 

co w id z im y  je s zc ze , z a u w a ż y w s z y  że  ró w n a n ie  m o że  się napisać

(3) (a? +  y1 +  21U -) a' —  2 R ( a *  +  z/2) =  0.

T e n  ostatn i zw ią ze k  m o że  się tłu m a c zy ć  g e o m e try c zn ie  i daje n a m  w łasno ść następującą cysso id y :

(4)  2 R .M A *  =  M T 8. M P ;

M  je s t ja k ik o lw ie k  p u n k t  c y s s o id y ; M T  je st s ty c zn ą  d o  k o ła  x'2 -{ -  y1 - f -  2 R #  =  0 ; M P  je st o dle gło ść 
od styczn e j w sp ó ln e j do d w ó c h  k ó ł ;  M A  je s t od le g ło ść od p u n k tu  z w r o t u .
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6 5 1 . N e w t o n  d a ł n astępn e o p isa n ie  m e ch a n iczn e  c ysso id y :

Niech będzie punkt stały A  i prosta stała D l } ' ;  z ¡mulitu. A  spuśćmy prostopadłą A D  ua prostą stała; 
potem wystawmy sobie kąt. prosty którego jeden z boków przechodzi przez punkt A  i którego koniec dru
giego boku, przypuszczonego równym A l ) ,  opiera się na prostej stałej; jeśli G jest wierzchołkiem kąta 
prostego i H  końcem tego boku, punkt środkowy M  boku G H  opisze cyssoidę.

W  rze c z y  s a m e j, w e ź m y  śro d e k  O  o d c in k a  A D  i z  p u n k tu  D  ja k o  śro d ka  z  D O  za  p ro m ie ń  o p is zm y  
k o ł o ; p o te m  złą c zm y  A H  i O M , M  będąc ś ro d k ie m  I1 G . P ro s te  A H  i O M  są r ó w n o le g łe ; g d y ż  d w a

tró jk ą ty  p ro s to k ą tn e  A G H  i A D I I  są r ó w n e , p o n ie w a ż A H  jest b o k ie m  w s p ó ln y m  i że G H  =  A D ,  
w e d łu g  w y s ło w ie n ia . A  tern sa m e m  A G  —  H D ;  i p o n ie w a ż d w a  k ą ty  A R G  i H R D  są ró w n e , w y n ik a
ztą d  że  d w a  tr ó jk ą ty  p ro s to k ą tn e  A R G  i H R D  są r ó w n e . W ię c

G R  —  R D ;  zk ą d  O R  =  R M , p o n ie w a ż O D  =  G M .

W r e s zc ie  O A  =  H M ;  p rze to  p ro ste  O M  i A H  są ró w n o le g łe .

P o n ie w a ż p u n k t  O  je s t ś r o d k ie m  A D ,  w y p ł y w a  z  ró w n o le g ło ś c i ty c h  p ro s ty c h  że  O M  p rze cin a  H D  
w  p u n k c ie  I  ś ro d k u  1 I D .

D w a  tró jk ą ty  H I.M  i D I N  są r ó w n e ; g d y ż  H M  =  1 )0  =  D N ; k ą ty  w  1 są r ó w n e ; co w ięcej

k ą t ^ D M = = M ^  =  H A D  =  A H G  =  H m T ;  w ię c

1M  =  I N ;  a le n i sam O M  =  N K  g d y ż  w id o c zn ie  0 1 =  1 K ;

to  je st że p u n k t  M  t w o r z y  cyssoidę m a jącą za k o to  k ie ru ją c e  k o ło  za k re ś lo n e  na fig u r ze .

Z o s ta w im y  d o w o d ze n ie  a n a lity c zn e g o  te go  p o d a n ia .

I V 0 K o n c i i o i d a  N i k o m e d a .

652. Niech będzie punkt stały F  i prosta stała D D ';  pi owadtmy przez punkt stały jakąkolwiek sieczną, 
która przecina prostą stałą w H ,  począwszy od punktu 1 1 , wei ny na tej siecznej długość stałą H M  =  b ; 
miejsce punktów M  tym sposobem oh zginanych jest konchoidg.



« Nikomed (ży ją c y  o k o ło  15 0  ro k u  p rze d  G h r .)  w y s ta w ił solne tę k r z y w ą  dla r o zw ią za n ia  sposobem  
» m e c h a n ic zn y m  za g a d n ie n ia  d w ó c h  śre d n ic h  p ro p o rc y o n a ln y c h  i za g a d n ie n ia  p o d zia łu  k ą ta  na tr z y  
»  k ą ty  r ó w n e . Newton u ż y w a ł tej k r zy w e j d o  w y k re ś la n ia  ró w n a ń  trze cie g o  s to p n ia . »

W e ź m y  za oś o d c ię ty c h  p ro s to p a d łą  sp u szc zo n ą  z  p u n k tu  F  na pro stą  D ;  za  po czą tek p u n k t  F ;  
i za oś rzę d n y c h  p ro s to p a d łą  do F z .

R ó w n o le g ło ś ć  p ro s ty c h  M P  i H D  daje
F H  _  F T )  .
HM' IIP' ’

z k ą d  o zn a c za ją c  p r z e z  p d łu g o ś ć F D

i\o\ y/.x~ —j- y1 — b —  p
( ’  b x  —  p'

a lb o  c zy n ią c  to  ró w n a n ie  w y m ie r n e m  :

(1 )
taktem jest równanie konchoidy.
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( * *  +  * * ) ( *  — />)* =  b * x *

Stała b w c h o d zi je d y n ie  d o  k w a d r a t u ; w i d z im y  w te d y  w e d łu g  ró w n o ś c i p o d o b n e j do ( 1 ° ) , że  
r ó w n a n ie  ( 1 ) p rze d s ta w i m iejsce p u n k tó w  o tr z y m a n y c h , o d n o s zą c  p o  p ra w e j i p o  lewej stronie 
p u n k tu  H  d ługo ść ró w n ą  b.

R ó w n a n ie  k o n c h o id y  w  s p ó łrzę d n y c h  b ie g u n o w y c h  o t r z y m a  się n a d e r ła tw o .

P u n k t  F  b ę d ą c b ie g u n e m  i F #  osią b ie g u n o w ą ; p i w będąc s p ó łrzę d n e m i p u n k tu  M , m a  się

F P '  =  pdos&>; F P ' = / ?  +  D P ' ;  D P ' = b d o s u ;

zk ą d  w y p a d a  równanie w spółrzędnych biegunowych

(2 ) V
doso

6 5 3 . W r ó ć m y  do ró w n a n ia  w  s p ó łrzę d n y c h  k a rte zy a ris k ic h

( i )  . (^ 2H - y 2) ( ^  —  p f —  bW ;

z k ą d  się w y c ią g a , ro zw ią zu ją c  w zg lę d e m  y :

Cl bis) ,.-2 =  .^ [ .r  +  h —  p] [ b  +  p —  x]
[ x — pY

R ó w n a n ie  ( 1 )  ro zw in ię te  i u p o r zą d k o w a n e  daje

(1 ter) (¿c2 - f -  y'3)a.‘2 —  1px(x- - j -  ?/-) -\-p-y2 - j -  (p2— b 2)#2 =  0.

K r z y w a  je st c zw a rte g o  r z ę d u ; p o c zą te k  je st p u n k te m  p o d w ó jn y m  : o d o s o b n io n y m  je śli b < p
82



z w y c z a j n y m , je śli b^>p\ z w r o t u , jeśli b — p. K r z y w a  p rze c h o d zi p rze z p u n k ta  k o ło w e  w  n ie s k o ń 
c zo n o ś c i; pro sta  w  n ie s k o ń c zo n o ś c i je s t s ty c zn y  p o d w ó jn ą , je j p u n k ta  styczn o ści są p u n k ta m i k o ło 
w y m i w  n ie s k o ń c zo n o ś c i. In n e  k ie ru n k i a s s y m p to tyc zn e  zle w a ją  się z  osią r z ę d n y c h ; p u n k t  w  n ie
s k o ń c zo n o ś c i n a osi rzę d n y c h  je st p u n k te m  p o d w ó jn y m  z w r o t u , styc zn o ść  je st d ru g ie g o  r z ę d u ; a lb o  
raczej m a  się d w ie  ga łę zie  k r z y w e j d o ty k a ją c e  się w  n ie s k o ń c zo n o ś c i.

S to s u ją c tu  w z o r y  n u m e r u  ( 4 9 7 ) , z n a jd u je  się dla k o n c h o id y  :

R zę d  4 ;  klassa 7 ;  lic zb a  p u n k t ó w  p rze g ię c ia  10 ;  lic zb a  s ty c zn yc h  p o d w ó jn y c h  4 ; g d y ż  s p r a w d z i
liś m y  istn ie n ie  ja k ie g o k o lw ie k  p u n k tu  p o d w ó jn e g o  i ja k ie g o k o lw ie k  p u n k tu  z w r o t u ; to są je d y n e  
p u n k ta  p o d w ó jn e . P ie rw s za  b ie g u n o w a  ja k ie g o k o lw ie k  p u n k t u  d o ty k a  się k r zy w e j w  jej p u n k c ie  
z w r o t u  i m a  z  k r z y w ą  s tyc zn o ść  p ie rw s ze g o  r z ę d u ; p u n k t  z w r o t u  n ie  zm n ie js za  w ię c  k la ss y  ja k  
o 3 je d n o ś c i.

W  p r z y p a d k u , w  k t ó r y m  b =  p, k r z y w a  je st szóstej k la s s y ; liczba p u n k tó w  p rze g ię c ia  je st 8 ; 
lic zb a  s ty c zn y c h  p o d w ó jn y c h  je st 1 .

6 54. P o w ie d z m y  s ło w o  o za g a d n ie n iu , k tó re  p r z y w io d ło  g e o m e tr ó w  s ta r o ży tn y c h  d o  w y n a le zie n ia  
c ysso id y i k o n c h o id y .

Szło o podwojenie sześcianu, lu b  o gó ln ie j o wykreślenie sześcianu, któryby był do drugiego sześcianu 
tu stosunku danym.

N ie c h  b ę d zie  a b o k  sześcianu d a n e g o , x  b o k  sześcianu s zu k a n e g o  i rn sto su ne k d a n y ; o trzy m a  się

( 1 ) x 3 = m .  a3.

Je śli b je s t lin ią  ta k ą  że b =  m a ; r ó w n a n ie  p o p rze d za ją c e  stanie się

('2) a.-3 =  a2b , a lb o  a '  =  a2b a .

O t ó ż  jeśli się za ło ży
X1 —  a-y, o tr z y m a  się y- —  b a .

K w e s ty a  je st w ię c  p r z y w ie d z io n ą  d o  k w e s ty i , k tó rą  tłu m a c zą  ró w n o ś c i następujące :

(3 )
x  y b

to  je st znaleźć dwie średnie proporcyonalne między dwiema Uniami danemi a i b.

O t o  w  ja k i sposób cyssoida n u m e r  (649)

w  y =  n->u - ( 'y a ( 2 R  —  x)

y
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A

/ I
0.

/ /
CM x  

\ K  \
I V1 / X

i V u
\ /

Ił

p o z w o li ro zw ią za ć  k w e s ty ą . N a z w a w s z y  z  r z ę d n ą  ja k ie g o k o lw ie k  p u n k tu  k o la  któ re g o  odcięta je st x, 
m a  się

(5) z2 =  a ( 2 R  —  x ) .



Porów nyw ajyc ten  związek z poprzedzającym  wypada y z = x - \  zkgd

/CN 2 R —  x  z x(6)  =  -  =  -  .
z x  y

Przeto jeśliby (2R —  x )  by ło  rów nem  a, a y  ilości b, z i x  rozwiązałyby zagadnienie.

M nóżm y przez ^ wszystkie wyrazy tych stosunków , wypadnie
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(2R —  x )h bz b x

V _  v  _ y

bz bx b

y 7 "

cyssoidzie taki że

(?)

(8) —  a, (równanie jak iejkolw iek  prostej)

ilości — , —  będa znane, m aięc wzgląd na w artość (5 ) ;  bedzie m og ło  się je  w ykreślić, i to będę
y  y

(lwie średnie proporcyonalne szukane m iędzy  a i b.

Dla wyznaczenia punktu szukanego, przypuściwszy cyssoidę w ykreślony, w eźm y BD =  « ;  potem  
na prostopadłej DR =  b ; prosta BK przetnie cyssoidę w  punkcie szukanym M. W tedy  AP = • x } 
MP =  y ,  QP =  z.

Y° Ś l i m a k  P a s c a l ’ a  a l b o  k o n c i i o i d a  k o ł o w a .

655. Przypuśćm y okręg koła stały i  punkt A uizięty na tym okręgu kola', przez punkt A poprowadim y  
jakąkolwiek sieczną, która przecina okręg koła w H ; począwszy od tego punktu H toeimij długość stałą 
HM —  b] miejsce punktów M jest ślimak Pascal’a albo konchoida kołowa.

W eźm y za poczylek punkt A ;  za oś odciętych  średnicę przechodzący przez pnnkt A ; za oś rzęd
nych styczny w  A. Spółrzędnem i punktu M sy AP =  x ,  MP =  ?/; oznaczym y przez R prom ień 
koła kierującego.

T ,

M

\ s
r  G

1Vv /

W  trójkącie AMP, ma się

(1°) (AH —  b)2 —  a;2 - f -  ?/2;

otóż jeśli IIG jest prostopadły spuszczony z punktu H na Oz;, ma się kolejno

A I I  AH — b
AH —  2R. AG;

AG x



zkąd wypada

(2°) AH(AH — b ) = 2 R f f .

Rugowanie AH m iędzy (t°) i (2") przyw iedzie nas do rów nania konchoidy  kołow ej, to je st

(1) y 2)2 — ¿ilia7(zz.2 -f-  ¡y2) - f -  a?2(4R 2 —  b2) —  b 2z/2 =  0.

, R ów nanie w spółrzędnych biegunow ych  otrzym a się nader łatw o. Niech będą A biegun, A.r oś 
biegunowa, p i &> spółrzędnem i punktu M ; ma się

AH =  1) =  p, A li =  2Rdosw; 

zkąd wypada równanie w spółrzędnych biegunowych

(2) o =  2R (losw  —  b.

G dyby się m iało punkt M od n ies:onym  po prawej stronie H, znalazłoby się na rów nanie w  spół
rzędnych biegunow ych

(2 bis) p —  2R dosw  -(-  h.

Można w ykreślić krzywą bądź to za pom ocą  równania (1), bądź to za pom ocą  równania (2).

Uwaga I. —  Równanie (1) nie zawiera w sobie stałej b jak tylko w kwadracie; ono daje miejsce 
punktów otrzymanych odnosząc długość b bądź to po lewej, bądź to po prawej stronie punktu H.

Uwaga II. Równanie (2) i (2 bis) przedstawiają tęż samą krzywą, jeśli się ma wzgląd na umowę 
zrobioną o promieniach wodzących odjemnych numer (5).

W  rzeczy sam ej, niech będą p i M spółrzędne jak iegokolw iek  punktu należącego d o  krzywej (2 ) ; 
zastąpmy w  równaniu (2) w przez 'n  - f -  w), wypadnie

*— p 211 d o so) —{— b ;

jeś li się przypuści że (w, p) dają punkt M ; (ir - j -  w, —  p) dadzą punkt M ', to jest punkt należący 
do krzywej (2 bis).

656. W ed łu g  równania (I ), w idzim y że konchoida k ołow a jest krzywą czwartego rzę d u ; punkta 
kołow e w  n ieskończoności są punktami p od w ó jn y m i; początek jest również punktem  podw ójn ym .

Jeśli b >  211, początek jest punktem podw ójnym  odosobn ion ym ;

Jeśli b <  2R, początek jest punktem podw ójn ym  zw yczajnym .

W  tych dw óch  przypadkach krzywa jest szóstej klassy; ona posiada 6 punktów przegięcia i 4 styczne 
o o d w ó jn e ; prosta w  nieskończoności jest styczną podw ójn ą ; num er (497).

Jeżeli 6 =  211, początek jest punktem zw rotu ; krzywa nosi w tedy nazwisko k on ch oidy ; jej ró w - 
nanie w spółrzędnych biegunow ych  jest

(3) p = 4 R d o s 5 | .

K onchoida jest piątej klassy; ona posiada cztery punkta przegięcia i dw ie styczne podw ójn e  
num er (497).

657. Konchoida kołowa je s t  obwinięciem kuł przechodzących przez punkt stały i której środek porusza 
się na kole stałem.

Niech będzie A punkt stały, M i M' dwa punkta sąsiędnie wzięte na kole stałem ; dwa okręgi k ó ł

6 5 2  ROZDZIAŁ IX .
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m ających ich środki w  M i M' i przechodzących przez punkt A przetną się W jakim kolw iek drugim  
punkcie, który się otrzym a spuszczając prostopadłą z punktu A na MM' i przedłużając ją  o jakąkol
wiek ilość I K = I A ,  to jest biorąc punkt sym etryczny punktu A  w zględem  MM'. To wykreślenie będzie 
zawsze m ieć m iejsce, kiedy punkt M' przybliża się nieograniczenie do punktu M ; kiedy punkt M'

przybliży się nieograniczenie do punktu M, sieczna staje sic styczną w M ; i położenie granicy punktu 
przecięcia się dw óch  okręgów  kół nieskończenie sąsiednich otrzym a się jeszcze biorąc punkt symetryczny 
punktu A w zględem  stycznej w M. Niech będzie P ten punkt sym etryczny; m iejsce punktów  P będzie 
m iejscem  przecięć po sobie następujących okręgów  k ó ł ; otóż tern m iejscem  jest konchoida kołowa.

Aby dow ieść podanie, mając dane koło  stałe Ol i punkt stały A , nakreślimy koło  spółśrodkow e 
pierwszem u prom ieniem  O A ; w jakim kolw iek punkcie I pierw szego koła prowadźm y styczną; potem  
z punktu A spuśćm y prostopadłą AP na tę styczną i przedłużm y ją  na długość PM =  AP, m iejsce 
punktów  M będzie m iejscem  przecięć po sobie następujących okręgów  kół, m ających ich środek na

kole 01 i przechodzących przez punkt A . Przedłużmy prostopadłą AP aż do je j spotkania się w N 
z kołem  O A ; i niech będzie OH prostopadła spuszczona z punktu 0  na A N : otrzyma się HN =  IIA, 
i PH =  R, R jest prom ieniem  koła 01. Lecz A H =  AP -|- R ; zkąd

2AH —  2AP -f- 2R, albo AN =  AM - j-  2H ;
albo nakoniec

AM =  AN —  2R.

A tem samem punkt M otrzym uje się odnosząc począw szy od  N, długość rów ną 2R ; punkt 
M tworzy w ięc k onchoidę kołow ą; koło  kierujące jest OA, i ma się tu b =  2R.

Ta konchoida posiada punkt podw ójn y  zw yczajny, kiedy punkt A jest zewnętrzny kołu Ot. Zna-
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lazłoby się punkt podw ójn y  od osobn iony , przypuszczając punkt A wewnętrzny kołu  Ol. O trzym ałoby 
się nakoriiec konchoidę, kładęc punkt A na kole Ol.

Yl° O w a le  D e s c a r t e s ’ a .

658 M iejsce punktów takich że summa ich odległości od dwóch punktów stałych iczylędnie pomnożonych 
przez liczby stałe jest stałą, je s t  owalem Descartes a.

Niech będ ę  F i Fj dwa punkta stałe i M jakikolw iek punkt m ie jsca ; oznaczywszy przez p i P
od leg łości MF i MFi, równanie krzywej będzie, w  spółrzędnych dwubiegunowych, w edług określenia 
samegoż

(1) tnp - f -  mtpt —  2 a ;

m, mi, i a będ ęc  stałemi.

Til
Ta krzywa staje się elipsę albo hyperbolę  kiedy się przypuści —  =  +  1.

Jeśli się w eźm ie prostę FFj za oś odciętych , środek FFi za poczętek ; ma się, oznaczywszy przez 2c
od leg łość FF1; przez x  i y  spółrzędne jak iegokolw iek  punktu M m iejsca,

p =  \J(x — cyĄ -y1-, pl — }j(x-\-c)'i -\-y'1',

rów nanie krzywej będzie w ięc

(2) m \l(x —  c)'2 - (-  y 2 - j -  Wj \J(x - f -  c)'z - j -  y  —  2a.

\y

Uczyniwszy to równanie w ym iernem , znajduje się krzyw ę czw artego rzędu i najw ięcej ósm ej klassy, 
gdyż pudkta kołow e w  nieskończoności sę punktami podw ójn ym i.

659. Zobaczym y poniżej że jeśli

(1 °) F(f>> pi) =  0 >

jest rów naniem  jakiejkolw iek krzywej w spółrzędnych d w ubiegun ow ych ; jeś li V i V , sę kętami stycz
nej w  jakim kolw iek punkcie M ,  z dw om a prom ieniam i w odzęcym i MF i M F „  ma się

m  d o sY  _  F ' PI

y 1 d osY , F ' f

Zastosujm y ten w zór do ow alów  (1 ), ma się

, . d osV   ___
'  d osY ! m ’
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to jest że styczna w jakim kolwiek punkcie dzieli kąt dwóch promieni wodzących na dwie części których

dostawa sa w stosunku —•—i.  
J '  m

'  T

660. P. C hasles dał tw orzenie się następne ow ali (Rys historyczny, strona 351).

Uważmy dwa koła stałe O i O, i punkt stały  P wzięty na lin ii środków; je ś l i  przez punkt P popro
wadzi się jakąkolwiek sieczną spotykającą koła w punktach A i A, na przykład; gdy się złączy środki 
O i Oj z punktami względnie położonym i na tych kołach ; przecięcie się prostych takich ja k  O A i C^Ai 
opisze owal Dcscartes’a.

Oznaczmy przez lt i IV prom ienie dw óch  k ó ł, załóżm y

(1) OP =  c, OP1 =  c1, c —j— cx =  0 0 ,  =  z/; 0 M = ?, OtM =  pi

Prosta A A i jest poprzeczną w zględem  0 M 0 ( ; zastosujmy do tego przypadku tw ierdzenie poprzecz
nych, ma się

OA.MA i< o]p =  OP. o |a ,.MA;

albo, zastępując te linie przez ich wartości (1) :

R(pi “I- hi)*c — cRilp — R) j 
zkąd się wyciąga podzieliwszy przez RRi :

R r R , !( 2) C __  Cl   .
p —  d Pi —  d ,

co  jest samemże określeniem  ow alu.

P. Chasles jeszcze oznaczył w łasność następującą :

Styczna w M przechodzi przez punkt spotkania stycznych kół w A  i A ,.



Niech będą, w rzeczy samej, I punkt spotkania stycznych w  A  i A ,, oznaczm y przez V' i V'

kąty AMI i A M 1 ; trójkąty prostokątne MAI i M AJ dają

AM' =  M I.d o sY ', A,M  =  M l.dos V ', ;

zkąd w ypada, zastępując AM i A,M przez ich wartości

p —  11 dosV '
¿ T + R i ^ d o s Y 7; 5

równanie (2) krzywej nam daje także, zastąpiwszy d przez (c -j-  c,).

p ■—  R __c ,R .
pi “ f" Ri cdi

zkąd wypada

(3> i S r - r f ; -  t ' + v , = o m o , = « .

Lecz jeśli V i V , są kątami stycznej w M, z prom ieniam i MO i MO,, i jeśli się zastosuje do rów 
nania (2) wzór (2°) num eru (659), ma się

W  s S r r t i  V +  V , =  O M ^ M .

Porów nanie wartości (3) i (ii) prow adzi do rów ności

d osV   dosV '
^  dos V, ~~ d o sY 7, '
Otóż ta rów ność m oże się napisać

dos Y dos(M  —  V ') =  dos V 'dos(M  —  V ) ;

zkąd się wyciąga rozwinąwszy :

d osY w stV ' —  w stV d os  V ' =  0, albo w s t (V '— Y ) =  0 : 

to jest V ' =  V , a tem samem V ', =  V , ; gdyż m ożna zawsze przypuścić kąty V niższe od x .

Podanie jest w ięc dow iedzionem .

YII° N a s z y j n i k  k o ł a  ( Podaire du cercie).

661. Nazywa się naszyjnikiem punktu stałego A , w zględem  jakiejkolwiek krzyw ej, m iejsce rzutów 
tego punktu na styczne do krzywej.

Naszyjnik punktu odnoszący się do koła je st jakąkolw iek konchoidą kołow ą.

Niech będzie, w rzeczy samej, koło  O i punkt stały A, i AM prostopadła spuszczona z punktu A 
na styczną IM. Na OA nakreślmy koło  przecinające AM w  H; OH będzie prostopadłą do AM ; 
Ol i IIM są zarówno rów n oleg łe ; a tem samem HM =  Ol =  R ; w ięc

65ó ROZDZIAŁ IX .

to jest że m iejsce punktu M  jest konchodą.

AM =  AH - f  R;



Szukajmy wprost równania m iejsca określonego.
W eźm iem y prostą OA za oś odciętych  i punkt A za p oczątek ; niech będzie M jakikolw iek punkt

m iejsca; x  i y  jeg o  spółrzędne.

POSZUKIW ANIE RÓWNAŃ W IE LU  KRZYW YCH OKREŚLONYCH GEOM ETRYCZNIE. 6 5 7

M

Rzućm y na 01 obw ód  OAMI; oznaczając przez a kąt IO x, zauważywszy że AM =  \x'1 - j -  y 1 jest 
rów noległą do 01 i że MI jest prostopadłą do 01, ma się

( 1 ) R =  a dos a - f  \ x -  - f -  t f ;

R jest prom ieniem  koła, a oznacza od leg łość OA.

Z drugiej strony ma się

(2) s ty «  =  s ly M A # =  . X

Otrzymamy równanie m iejsca w yrugow aw szy «  m iędzy związkami (1) i (2). W yciąga się naprzód 
z ostatniej rów ności

d 0 S a =  — »
v ^ 2+ y 2

otrzyma się, tern sam em , na równanie m iejsca czyniąc je  w ym iernem

' (3) (x2 +  f - f - f- 2ax(jc2 +  i/2) +  (a2 -  lt2)x 2 -  R 'V  =  0.

Punkt A będzie punktem podw ójnym  odosobn ionym , jeśli się znajduje na wewnątrz k o ła ; p o d 
w ójn ym  zw yczajnym , kiedy jest na zew nątrz; a kiedy on będzie na kole, otrzyma się punkt zwrotu i 
krzywa będzie w tedy kardyoidą.

VIII0 S t r o e o i d a  a l b o  l o g o c y k l i k a .

662. Mając dane prostą stałą Oy i punkt stały  A , prowadzi się prostopadłą AU do D y; przez punkt A 
prowadzi się jakąkolwiek sieczną AH, i z każdej strony punktu II, weźmie się HM =  HN =  H D ; miejsce 
punktów M i N jes t  logocyklika albo strofoiclą.
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Niech będą A D = :a ,  1)11 =  X, a będąc stałą, l  n ieoznaczoną; ma się a,- i y  będąc spólrzędnem i 
punktu M :

w ypadnie w ięc
HM =  H D = = H M  =  \Jx* +  (y  —  V f ; 

a a +  y * - 2 ^  +  l * = 0 .

Trójkąty p odobn e AHD i AMP dają

™  =  “ J ,  albo ^ = - 4 - .AD AP a x  - j -  a

Zastępując >. przez tę w artość w  rów n ości poprzedzającej, znajduje się na rów nanie strofoidy

(1) '  x y i - f  X* +  a (a;2 —  y 1) =  0.

Ta krzywa jest trzeciego rzęd u ; ona przechodzi przez punkta k ołow e w  n iesk oń czoności; początek 
jest punktem  podw ójn ym , którego styczne są prostokątne; ta krzywa jest czwartej klassy; ona ma 
punkt przegięcia w  n ieskończoności.

Przytoczym y w łasności następujące łatwe do dow odzenia :

«Jeśli przez w ierzchołek A prowadzi się jakąkolw iek sieczną, spotykającą krzywą w  M i N ; kąt MDN 
» jest prosty i iloczyn  AM .AN jest stałym i rów nym  a2. A tern samem, jeśli się nakreśli jakiekolw iek 
» koło  styczne w  D na osi AD, dwa punkta przecięcia się (różne od  punktu D i od punktów  w  nie- 
» skoń czon ości) tego koła z krzyw ą, będą  w  linii prostej z punktem A. »

U w a g a .  Z ow ie się L l ś c i e m  D e s c a r t e s ’ a  krzywa przedstawiona przez rów nanie

(3) x 3 _j__ y 'i —  3 b,/;y =  0 .

Ta krzywa ma w iele podobieństw a z poprzedzającą, przecież ona nie jest identyczną ze strofoidą. 
A by  je  porów nać, odnieśm y tę ostatnią krzywą do dw óch  dw ójsiecznych , to jest załóżmy

x' ~  y' x ' 4 -  >/'
  y -  ^  •

V 2 V 2

t



I
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rów nanie (2) sfaje się po zniesieniu znaków

( 3 )  as3 - f  Z x y l — y  ( x 2 —  y “1)  =  0 .

Ta ostatnia krzyw a ma zarów no punkt podw ójn y  w  początku, którego styczne są prostokątne; 
jed en  punkt przegięcia w n ieskoń czoności; lecz ona nie przechodzi przez punkta kołow e w  n ieskoń
czoności, co  stanowi różnice charakterystyczne krzywych (1) i (2).

«63 . S lrofoida m oże być określoną w sposób następujący :

Strofoida jest miejsce rzutów spodka kierownicy jakiejkolw iek paraboli na styczne do paraboli; jestto  
naszyjnik spodka kierownicy.

Niech będzie D spodek kierow nicy i M jed en  z punktów  m iejsca ; H będąc przecięciem  się AM 
z k ierow nicą, dow iedźm y że

HM =  DH.

Przypuśćm y jako znaną tę w łasność paraboli :

« Jeśli z ogniska spuści się prostopadłą FP na jakąkolw iek styczną, spodek P tej prostopadłej 
» znajduje się na stycznej w  w ierzchołku A. »

W ed łu g  tego, jeś li A l jest jakąkolw iek prostopadłą na styczną, dw a trójkąty MAI i 1AP są 
ró w n e ; gdyż

D A = A F  zkąd MI =  IP ; nadto A l jest bokiem  w spólnym .

W ynika zląd

P A f = I A M ;  otóż P M  =  HMD i LAM —  HMD,

trójkąt MHD jest w ięc rów noram iennym ; a tern samem HM =  HI).

Strofoida je s t  także obwinięciem kół przechodzących przez spodek kierownicy, mających ich środki 
na paraboli.

Punkt przecięcia się dw óch  kół nieskończenie sąsiednich będzie sym etrycznym  punktu D w zglę
dem  stycznej w  punkcie, w  którym  zlewają się z sobą środki dw óch  kół num er (657).

Niech będzie F ognisko, TI jakakolw iek styczna, D spodek k ierow nicy  i L sym etryczny punktu F 
względem  stycznej T I; punkt Ł znajduje się na k ierow nicy, poniew aż spodek P prostej znajduje się 
na stycznej w w ierzchołku i że AD =  AF.

Z łączm y LT, trójkąt LTF jest rów noram iennym , ponieważ P F = P L ;  w ięc TF  =  T L ; przeto 
sym etryczny M punktu D, w zględem  stycznej TI znajdzie się na LT.
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Trapez MDFL jest rów noram ienny i przekątnie MF i DL przecinają się na prostej TP łączącej 
środki bok ów  rów noległych , niech będzie II punkt zbiegu tycli trzech prostych . Trapez MDFL będąc

li

rów noram iennym , wynika ztąd HM =  HD ; to jest że m iejsce punktu M jest strofoida. Spodek kie
row nicy jest punktem podw ójn ym , a F w ierzchołk iem .

IX0 O w a l e  C a s s i n i ’ e g o .

666. Zow ie się Owalem Cassini’ego krzywą będącą miejscem punktów takich że iloczyn z odległości każdego 
s nich od dioóch punktów stałych je s t  stałym.

Niech będą F i F, dwa punkta stałe, rów nanie krzywej w spółrzędnych dw ubiegunow ych  będzie

(1)

Szukajmy równania w spółrzędnych biegunowych, b iorąc prostą FF, za oś biegunow ą i środek O 
za biegun.

Niech będą w tedy 

i trzyma się
F F , = 2  c, MO ==p, MOF

o2 - j-  <- —  2 cp dos t«> />2+

y

M

/\(o \
Fa o F x

w edłu g  określenia równanie krzywej będzie

{ y  - ( -  cp-do( t>)(p'2 - j -  c2 - j -  2cpdos&>) =  k‘ ,
albo rozwinąwszy :

(2) p4 —  2rp’-dos"o> - f  c4 —  A4 =  0 ;

tokiem jest równanie owalu Cassindego w spółrzędnych biegunowych.
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Otrzymamy łatw o równanie w  spółrzędnych prostolin ijnych, biorąc O za początek, OP za oś 
odciętych , ma się

Ta krzywa m oże się w ykreślić bądź to za pom ocy  równania (2 ), bądź to za pom ocą  równania (3) 
rozwiązalnego w zględem  jednej ze zm iennych.

Przestaniemy na streszczeniu dyskussyi.

Naprzód punkta kołow e w n ieskończoności są punktami p od w ó jn jm i krzyw ej i styczre mają 
styczność drugiego rzędu ; krzywa jest najw ięcej ósm ej klassy.

a ;= p d o s M , y  =  o wsi co; 

znajduje się wtedy w spółrzędnych prostolinijnych,

(3)

K <  c c VS> TC > fi

4
K =c K>cVa

Otrzymamy do rozróżnienia przypadki następujące:

1° k <  c, krzywa składa się z dw óch  ow ali od osobn ion ych ;

W  tym trzecim  przypadku krzywa nosi nazwisko Lemniskaty Ber m ili' ego albo BernouiW ego. 

Lemniskata jest krzywą szóstej klassy; je j równanie jest w  spółrzędnych prostolin ijnych :

( x 2 4 -  i/)1 - j -  2 c\y2 — x 2) =  0  ;

O 2e2dos2&>.

1° U o g ó l n i e n i e  k r z y w y c h  p o p r z e d z a j ą c y c h .

665. Z n aliić  miejsce punktów których iloczyn z odległości od wierzchołków jakiegokolwiek wielokąta 
foremnego o m bokach jest  stałym.



Niech będą A0, A j , A , , , . !  m w ierzchołków  jakiegokolw iek wielokąta forem nego, w eźm y OA0 za 

oś b iegu now ą ; niech będzie M jakikolw iek punkt m ie jsca : OM =  0, M0OA0 =  m.

W idziało się w  trygonom etryi że

MAo M A?.M A5 .. . M l L i =  p-m4 - I l - m- - 2 R " ‘p“ dos)rtW.

Dochodzi sic do tego związku rozkładając na czynniki drugiego stopnia równanie dostarczające 
drugą stronę równą zeru i uważając w niej o jako nieznaną; sprawdza się w tedy że te czynniki dru
g iego stopnia są dokładnie kwadratami z od leg łości M A0, M A,, etc.

Jeśli się wyrazi że iloczyn z odległości jest stałym i rów nym  am, otrzym a się bezpośrednio na 
rów nanie m iejsca

(1 ) p2m —  2Kmp”*dosn?M -f- R >  —  a2’" =  0.

Szukajmy teraz m iejsca punktów których iloczyn z od leg łości od w ierzchołków  jakiegokolw iek 
w ielokąta forem nego o m bokach jest proporcyonalnym  potędze m“j  z od leg łości tego punktu od 
środka wielokąta.

Rów nanie m iejsca będzie
R'2m —  2ROTpmdos»?M =  kp2m.

I l2m
Można założyć k —  — ten związek wyznaczy a kiedy się daje k;  rów nanie poprzedzające staje 

<1
się w tedy

nim
(2) rpm - f  R2m —  2R "'p '"dos»i« =  -2—•102m.

cl

6G i  ROZDZIAŁ IX .

Otóż to rów nanie (2) wyciąga się z rów n ości (1) przypuszczając m od jem n em ; w  rzeczy samej, 
uw idoczniając to założenie, równanie (1) staje się

znajduje się równanie (2) m nożąc dw ie strony przez R -utp-m.

666. Przytoczym y przypadki szczególne następujące dostarczone przez równanie (1).

1° m —  2, ma się elipsę albo ow al Gassini’eg o ;

2° a =  R, m —  1, ma się jakikolw iek okręg koła ;

3° a =  R, m —  — 1, ma się jakąkolw iek prostą ;

k° a =  R, m =  2, ma się jakąkolw iek lemniskatę B ernouilPego;

5° a =  R , m —  — 2, ma się jakąkolw iek h iperbolę równoram ienną

6° a =  R, IIg ma się jakąkolw iek kardyoidę;

7° a =  R, m ~  —
1

ma się jakąkolw iek parabolę

i
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IX 0 C h r a b ą s z c z  (Scarabee).

667. Prosta  AB długości stałej 21 porusza się na dwóch prostych prostokątnych OX i O Y ; z ja k ieg o 
kolwiek punktu P w ziętego na dwój siecznej kąta XOY spuści się prostopadłą na prostą A B ; miejsce 
spodka M te j prostopadłej je s t  chrabąszczem.

Niech będę a i 6 spólrzędne od  początku prostej A B , ma się

( 1 °) a 1 e

na równanie tej p roste j; nadto ma się związek

(2°) cP-\r t? =  UP.

Oznaczywszy przez a od leg łość  PO, spółrzędne punktu P będą obie rów ne — ; równanie prosto

padłej spuszczonej z punktu P na AB będzie w tedy

(3°)
a a / a

Otrzyma się równanie m iejsca w yrugow aw szy a i S między trzema równaniam i (1°), (2°), (3°). 

Odnieśmy osie do punktu P, to jest załóżmy

_  a i / a i ,
x  — +  x  > y — + 2/;

trzy równania stają się po zniesieniu znaków7:

o? - f -  V —  Uli,

, a , a 
x  -j— p  ■ y  -j— p  =  I :

\/2 , ^ W 2
   1"   z---------

ax —  Zy.

Rugowanie a i 6 wykona się bez trudności, znajduje się na równanie krzywej

a
w +  y 2+ - 7= (*  +  y ) ] \ ^ + y l) = h r-u-Y-.

Będzie lepiej dla wykreślenia odnieść krzywą do d w óch  dw ójsiecznych, wzorami przekształ
cenia są

x ' —• ?/ x'~\-  y'
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Rów nanie krzywej w eźm ie po tem podstawieniu kształt następujący

+  !/'2ax’W .Ć* —j- y '2) =

Z kształtu równania (1) m ożna łatwo zauważyć że :

Jeśli ¡VI je st jakim kolw iek punktem  krzyw ej; MP je j od leg łość  od  punktu P ;  MT długość stycznej 
poprow adzonej do koła nakreślonego na OP jak o średn icy; MtJ i MG je j od leg łości od prostych 
Px i Py  w zględnie rów noległych  do OX i O Y; ma się

668. Krzywa (2) posiada punkt poczw órn y  w  początku ; klassa będzie w ięc zm niejszoną o 12 jedności 
num er (467); zm niejszenie w yrów nyw a wartością zm niejszeniu które by łob y  sprawionem  przez 6 punk
tów  p odw ójn ych . Krzywa przechodzi przez punkta kołow e w  n ieskończoności, które są punktami 
p od w ójn y m i; klassa jest jeszcze zm niejszoną o 2 razy 2 je d n o śc i; krzywa posiada dwa inne punkta 
podw ójne położone na prostych O x  i 0 y ;  c o  daje now e zm niejszenie o 4 jedności. Te ostatnie punkta 
podw ójn e  mają za spółrzędne w układzie równania (1)

Krzywa będąc szóstego rzędu klassa jest ogólnie 30 ; zm niejszenie będąc tutaj o  20 jed n ości; chra
bąszcz jest jakąkolwiek krzywą szóstego rzędu i dziesiątej klassy.

y

T y

Zm niejszenie zrządzone przez punkta wielokrotne jest rów nej w artości ze zm niejszeniem które 
w ynikłoby z istnienia dziesięciu punktów  podw ójn ych



W ed łu g  tego sprawdzi się za pom ocą  w zorów  num eru (697), że krzywa ma dw anaście punktów 
przegięcia i 24 stycznych podw ćjn ych . Prosta w  nieskończoności jest styczny podw ójn y .

Krzywa przedstawia kształt tu załączony.

Dla wykreślenia tej krzywej m ożna zrob ić  użytek z jakiejkolw iek zmiennej pom ocniczej i założyć 
na przykład :

y  = t x ' ;

i za pom ocą  równania (2) wyrazi się bezpośrednio x' i y' w  funkcyi t.

Można jeszcze użyć równania w  spółrzędnych b iegu now ych .

Jeśli założymy
x' =  pdoSw, y ' — p wstw,

równanie (2) daje
—  a d o s »  ±  / d o s 2 » .

Będziem y m ogli w ybrać jed n o  albo drugie z tych rów nań dla przedstawienia krzywej. W  rzeczy 
sam ej, jeś li p i w są spółrzędnem i jakiegokolw iek punktu M należącego do krzywej

p =  —  adosw -j- /dos2(o,

spółrzędne ( - p i  ( jr - j- » ) )  wyznaczą tenże sam punkt M ; otóż podstaw iając te wartości w p ierw - 

szem równaniu, znajdujemy drugie
p —  —  a d o s » —  /d o s  2(o.

Tym sposobem  równanie chrabąszcza w spółrzędnych  biegunow ych , będzie

(3 ) p = / d o s  2w —  a d o s » ;

dw ójsieczna  jest osią b iegu n ow ą ; punkt P jest biegunem .

Można otrzym ać, w prost to równanie. Niech będą OA i OB dw ie proste prostokątne; OP d w ó j
sieczna, wzięta za oś b iegunow ą; P punkt stały, wzięty za b iegu n ; AB jakiekolw iek położenie

DOWODZENIE NIEKTÓ RYCH TW IERD ZEŃ  OGÓLNYCH O KRZYW YCH ALGEBRAICZNYCH . 665

prostej ru ch om ej; PM prostopadła, spuszczona z punktu P  i M punkt m ie jsca ; tak że

P M = p ,  M Rr = »  0 ? = a ,  AB =  2/.
8 4

i
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Jeśli I jest środek AB, ma się
Ol =  IA =  IB =  /. (1»)

Niech będzie OH prostopadłą do AB, ma się

HO.z - - 1 10A =  IAO; JAG B =  B O H ;

otóż prosta 0 x  jest dw ójsieczną kąta BOA; w ięc

H 0 x = 1 0 x ;  zkąd HOI =  2<o. (2°)

zkąd wynika bezprośredn io równanie w  spółrzędnych biegunow ych  krzywej

p —  Mos 2 co — a dos co.

XII“ K O N C H O I D Y  X V  O G Ó L N O Ś Ć ' .

669. Mając daną krzywą stałą i punkt stały  A ;  je ś li  się złączy punkt A  z różnym i punktami krzyw ej 
i gdy się przedłuży prom ienie luodzące, począwszy od krzyw ej, o jakąkolioiek długość stałą 1; miejsce 
punktów tym sposobem otrzymanych je s t  konchoidą względem krzyw ej danej.

W eźm y punkt stały za początek albo b iegu n ; jeśli rów n an ie  krzywej danej w  spółrzędnych b iegu 
now ych  jest

( 1 )  f ( p ,  t o )  =  0 ,

równanie kon ch oidy  szukanej będzie w idoczn ie

( 2 )  _ f ( p  - f  / ,  w )  = =  0 ,

dajm y rów nanie krzyw ej w  spółrzędnych prostolin ijnych :

(3) f ( x , y )  =  0.

Niech będzie H jakikolw iek punkt tej krzyw ej, i x ,  y  je j spółrzędne,) przedłużmy AH o ilość 
HM =  /, i niech będą x ', y 1, spółrzędne punktu M.

Ma się oczyw iście 

zkąd się wyciąga

(A)

lx '
X  =  X

y =  y

y/^-2 _ f_  y'Ć

h i
\/x '2 +  y"2'
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Równanie konchoidy  będzie w ięc po zniesieniu znaków :

lx  ly

667

(5) f [ x  —
\Jx* - f y 2 ’ y \'x2 - f  y2!

Uważm y że jeśli się uczyni to  rów nanie w ym iernem , będzie ono zawierać w  sobie tylko kwadrat 
na ł, poniew aż l w eń w chodzi jako jego  stosunek z pierwiastkiem \/x2 - j -  y'1', a tern sam em , 
rów nanie określi punkta M i M' otrzymane odnosząc począw szy od  H, w  jednym  i drugim  kie
runku, d ługości HM i HM' rów ne l.

Rów nanie (5) rozwiązuje w ięc tę kwestyą :

Znaleźć równanie jakiejkolw iek krzywej takiej, aby wszystkie c ięciw y, przechodzące przez punkt dany A , 
były  równe ilości danej.

W szystkie cięciw y , zawarte m iędzy gałęziami krzywej (5 ) i przechodzące przez punkt A, będ ą  
w rzeczy samej rów ne 2/.

Jeśli rów nanie krzyw ej (3) jest
y  —  k x  =  0,

równanie kon ch oidy  będzie
(y — kx){\Jxl -)-y -  — /) =  0;

to jest prosta dana jest jak im kolw iek  kołem . Jest łatw o zdać sobie rachunek, a priori, z tego p o d w ó j
nego rezultatu.

X I I I ' ’ R o z w i n i ę t e .

670. Jeżeli się przypuści nić okręconą około jakiejkolw iek krzyw ej, kiedy się j ą  przetnie w pewnym  
punkcie, i gdy począwszy od tego punktu ją  się rozwinie mając na baczeniu aby była stale skierowaną 
podług stycznej do krzy iu ej; koniec wolny nici opisze rozwiniętą krzyw ej danej.

Szukajmy rozwiniętej koła. W eźm iem y za oś odciętych  średnicę przechodzącą przez punkt w któ
rym się przypuści nić przeciętą ; niech będzie IM jakiekolw iek położenie stycznej; M będzie punktem

=  0.

rozwiniętej, i otrzyma się IM =  łukA I. Niech będą MP i OP spółrzędne x  i y  punktu M ; rzućm y 
obw od  OPMI na w ypadkow ą Ol, otrzyma się

(1) R  =  xdos<* y  w sta,

oznaczyw szy przez a kąt IOx, i przez Ii prom ień koła.



Otóż
IA =  R «, zkąd IM =  Ra.

Spółrzędne punktu I są
R d o s a , R w sta ;

otrzym a się w ięc

(2) IM albo R2a2 =  (R d o sa  —  a;)2 - j -  (Rw sta —  y )2.

Otrzyma się równanie miejsca rugując a między dw om a równaniam i ( i )  i (2). Z w racając uwagę na 
związek (1), rów nanie (2) stanie się

R V  =  R- +  if- -f-  —  2R2 =  x 2 4 -  i f  —  R 2.

Napiszemy w ięc na rów nanie m iejsca, w yciągnąw szy ztąd a i podstawiwszy w  rów nanie (1)

(3) R =  gd0Sv/g8+ - y 2~  H'  4 -  yw st. ^ + y 2 ~  113;
R R

ta/ciem je s t  równanie rozw iniętej koła.

Będzie prościej w prow adzić spółrzędne biegunow e ; załóżmy

x  =  o dos w, y  =  p w stw ;
rów nanie (3) staje się

5  =  dos w dos |/ / j  —  1 4 -  wst w w si M ' 2 —  1;

albo

11
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- » / ( ¡ i
dos w — 1 /  I ŁY  - - 1

P
albo riakoniec

(1) to =  łu k d os-^  i  1 ’

rów nanie znajduje się tym sposobem  roow iązanem  względem  jednej ze spółrzędnych.

XIV0 C y k l o i d a .

670. Cykloida nazywam y krzywą utw orzoną przez punkt okręgu koła, toczącego się bez ślizgania po 
prostej stałej.

Nazwiemy punktem  opisującym  punkt tw orzący cyk loidę, a prom ieniem  opisującym  prom ień koła 
przechodzącego przez ten punkt.

W eźm y za początek punkt O prostej stałej w  którym prom ień  opisujący jest prostopadłym  do tej 
prostej, jednocześn ie jak  punkt opisujący znajduje się z prostą z tej samej strony w zględem  środka.

W ybierzm y tę prostą stałą za oś odcię tych ; oznaczym y przez R prom ień koła ruchom ego, i przez d 
od leg łość punktu opisującego od  środka. Uważmy jakiekolw iek położenie Cl koła ru ch om eg o ; pro
mień opisujący padnie na GB, tak że

01 =  ł u k l G B ;

punkt A padnie w tedy na M. Niech będą OP i MP spółrzędne x  i y  punktu M ; i oznaczm y przez a«BHP ' _ ;
k§t BCI prom ienia op isu jącego z prom ieniem  przechodzącym  przez punkt styczności koła z prosty
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stałą, ten kąt będąc policzonym  w  kierunku strzały, to jest idąc od lewej ku prawej sironie począwszy 

od  CI, ma sie
x - —  Ol —  CH, y  —  C I  - f  H M ; 

otóż ^
TT

 ̂ 2 łOl =  łuk BI =  B a; CI =  R ;  MCII =

CH =  CH .dosM CH  =  d d o s (a  —  '*1H =  CM wstM CH  =  rfwst

zkąd wypada

(1 )

X  =  Ra —  rfsilla, 

y  =  R —  z/dos a.

Otrzyma się równanie m iejsca w yrugow aw szy a m iędzy dw om a równaniam i (1) lecz lepiej jest 
określić krzywą za pom ocą tych dw óch  rów n ań ; równania (1) będą równaniam i krzywej szukanej.

Kiedy d ^  R , krzywa nosi nazwisko trochoidy, a lbo cyk loidy  podłużnej albo skróconej.

Kiedy d =  R, ma się cyk loidę w łaściw ie nazw aną; równania cykloidy są więc

x  =  Ił(a —  WStot)

y  —  R (1 —  dosct).

Dowiedzie się łatw o, za pom ocą  tych równań, różne w łasności cykloidy.

(2 )

1° Normalna w  jak im kolw iek  punkcie przechodzi przez punkt styczności koła tw orzącego z prostą 
stałą.

2° Powierzchnia cykloidy jest równa trzy razy wziętej pow ierzchni koła tw orzącego.
3° Prom ień krzywości jest podw ójn ym  norm alnej. 
h° Rozwinięta cykloidy jest jakąkolw iek cyk lo idą je j równą.

NV° E p i c y k l o i d y .

671. Jeśli krzyiua ruchoma toczy się bez ślizgania po krzyw ej sta łej;  jakikolwiek puukt krzyw ej ruchomej 
opisuje krzywą noszącą nazwisko epicykloidy.

Pierwsze odkrycie epicykloid  odnosi się do D e s a r g u e s ’a  (ok o ło  1600).

Szukajmy równania epicykloid w przypadku w którym krzywe są kołam i.

W eźm iem y za oś odciętych położenie linii środków  d w óch  kół, kiedy punkt opisujący jest na linii 
środk ów ; w ybierzem y za początek środek koła stałego albo koła k ierującego. Niech będą R prom ień



koła stałego; r  prom ień  koła ru ch om ego ; d od leg łość  punktu op isu jącego od  środka koła ru ch o 
m ego. M oże się zdarzyć że na osi odcin ków  punkt opisujący jest po lew ej a lbo praw ej stronie środka 
koła ru ch om ego ; pow iem y że położenie początkow e punktu op isu jącego jest po lew ej albo po 
prawej stronie środka koła ruchom ego. Będziem y szukać w  tych d w óch  przypadkach rów nań epi- 
cyk loidy.

Przypuśćm y naprzód koło  ruchom e styczne zewnętrznie d o  koła kierującego.

Uważmy jakiekolw iek położenie koła ruchom ego; niech będzie I punkt styczności, C środek, i M 
położenie punktu opisującego, przypuściw szy położenie początkow e M0 p o  lewej stronie środka koła 
ruchom ego. Poniew aż koło  C toczy się bez ślizgania, d ługości łu k ów  położonych  jedne na drugich 
muszą być  rów n e; punkt styczności początkowej A0 padnie na A , ta k że

łuk LA' =  łuk IA0.

Oznaczymy przez a kąt linii środków  z osią dodatną od c ię ty ch ; przez g, kąt prom ienia opisującego 
z linią środków , ten kąt będąc liczonym  w  kierunku ruchu prom ienia opisującego.

Z punktów  M i C spuśćm y prostopadłe MP i GH na O x ; potem , przez punkt G poprow adźm y 
rów noległą do O x, n iech będzie K punkt w którym  ona spotyka MP. Ma się

x  =  OP =  OH - f  CK,

y  =  M P =  CH —  MK;

6 7 0  ROZDZIAŁ IX

lecz jest w idocznem  że

KOM =  Ir —  a —  £;

OH =  (Ił - j -  r )dosa , CK =  z/dos(ir —  a —  £),

CH ~ (ił — r)w sta ; M K =  wst(7r —  a —  6);

z drugiej strony rów n ość łu k ów  IA i IA0 daje
Ra =  rZ.

Kiedy punkt opisujący nie jest na kole ruchom em , i gdy  koło  ruchom e jest styczne zew nętrznie, 
daje się dla krzywej nazwisko epitrochoidy. W ed łu g  rachunków  które poprzedzają, w idzim y że :
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Równania epitrochoidy, kiecly położenie początkowe punktu opisującego je s t  po lewej stronie środka kola 
ruchomego są

/ x  =  (R  -J- r )(losa  —  i/dos(a  -)-  6),
(1) !5<x =  rS.

( y  -— (R —j— r)w sta ~ d w st(a - j -  ;

Równania epitrochoidy, kiedy położenie początkowe punktu opisującego je s t  po prawej stronie środka koła 
ruchomego są

t x  =  (114- ?’)dosa  +  d dos(a 4 -  6)>
(II) Ra =  rS.

[ y  =  (R - j -  r) wst a 4 “  ̂  WSt(a 4 "  >

Gdyż w tym drugim  przypadku, punkt opisujący znajdzie się w  M' (figura p oprzed za jąca ); jest
wtedy w idocznem  że

x =  OH —  CK, y  =  CII 4~ MK.

Przypuśćmy pow tóre kolo ruchom e styczne w ew nętrznie, i zachow ajm y wykreślenia i znakowania 
poprzedzające. Punkt opisujący przyjdzie w  51, jeśli położenie początkow e M„ jest po  lew ej stronie 
środka ruchom ego. Ma się

a —  IOA0, S =  IA ,A ; łu k IA ,A  =  łukIA0; 

x  =  OP =  OH 4~ CK; 

y  —  MP =  GH 4 - M K;

MCK =  ICK —  IGM =  «  —  6 +

OH =  (R —  r )d o s a ; CK =  i/dos(jr 4~ ® —  6).

CH =  (R —  »•) wst a ; MK =  cfwst(ir - j -  a —  S).

Kiedy punkt opisujący jest na kole ru ch om em , i gdy koło ruchom e jest styczne w ewnętrznie 
krzywa nosi nazwisko hypotrochoidy.

Z rachunków  poprzedzających w nosim y w ięc że

Równania hypotrochoidy, kiedy położenie początkowe punktu opisującego jes t  po lew ej stronie środka 
koła ruchomego, są

( x  =  (R  —  r)dosa  —• d dos(a —  6),
(III) R «  =  »S.

( y  =  (R —  r)w sta  —  r/w sl(a —  *)



Równanie hypotrochoidy, luedy położenie początkowe punktu opisującego jest po praw ej stronie środka 
koła ruchomego, są

( x  —  (R —  r )dosa  -|- d dos(a — g),
(l v ) Ra =  rS.

{ y  —  (R  —  r) wst a -j- d  wst(a —  g) ;

Gdyż, w  tym drugim  przypadku punkt opisujący znajduje się w  M '; ilości CK i MK m uszę być 
odjęte, to jest że drugie wyrazy zm ienię znak.

W  poszukiwaniu które poprzedza, przypuściło się r <  R ;  przekona się bez trudności że rów 
nania (III) i (IV) daję zię zastosować do przypadku w  którym  r  >  R. Stała d jest dodatnę.

Uwaga. Równania hypotrochoidy wycięgaję się z równań epitrochoidy przez zmianę r na —  r 
i 6 na —  g.

672. Kiedy punkt opisujęcy jest na kole ruchom em , krzywa jest zwanę ep icykloidę albo by p o- 
cyk loidę, w edłu g  tego jak koło  ruchom e jest styczne zewnętrznie albo w ew nętrznie.

Rów nania tych  ostatnich krzyw ych w ycięgnę się z poprzedzajęcych rob ięc w  nich d —  r ;  w edług 
(ego otrzymam y :

Epicyleloida, położenie początkowe punktu opisującego je s t  po lewej stronie środka kola kierującego.

/ x  =  (R - ( -  r )d o so  —  rdos(a  - f  g)
(I bis) ] , 11« =  rg.

' y  =  (R  - j -  r )w st«  —  rw st(a  -}-  g)

E picyk lo id a , położenie początkowe punktu opisującego jest po praw ej stronie środka koła kierującego.

6 7 2  r o z d z i a ł  i x .

 ̂ x  =  (R  r)dos a -f -  )’ dos(a -f -  g) 

( y  =  (R  -) -  r) wst a —j— r wst(a - j-  6)
(II bis) | , H« =  rg.

H ypocykloida , położenie początkowe punktu opisującego jes t  po  lewej stronie środka koła kierującego.

t x  =  (R  —  r )d o s «  —  r d o s («  —  g)
(III bis) Ra =  rg.

( y . =  (R. —  r)w sta —  r  wst(a —  g)

Hypocykloida, położenie początkowe punktu opisującego je s t  po prawej stronie środka koła kierującego.

[ u =  (R —  r)d osa  4 -  rdos(a  —  g)
(IV bis) Ra =  rg.

[ y  =  (R  — r)wsl a - f - r  wst(a —  S)

U w a g a .  Rów nanie h ypocykloidy  w ycięga stę z  rów nania epicykloidy zm ieniajęc r  na —  r 
i § na —  g; lecz w tedy położenia początkow e sę odw rotne.

Załóżm y

R -| - r  =  » i r ,  gdzie R = ( m -  1 ) r ;  zkęd g — (m— t ) « ;
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równania epitrochoid w ezm ą w tedy k szta łt:

x  =  m rdosa  —  ddosm a,
0 ')

(II')

y  =  mr w sta —  d w stm a; I 
E pitrochoidy  ̂ ’ ) R  + r  =  mr.

' x  =  m rd osa  - j -  d d o sm a , l

y  =  m rw sta -) -  cl w stm a ;

x  =  mr dosa  —  d dosma,

y  —  wir wsta - f  d wstma; / 
Hypotroclioidy | R  —  r  =  mr.

,r =  mrdosa -]- ddosma, l

(III') 

(IV') . y  =  mr w sta —  d  w stm a; / 

Dla E picykloid  i hypocyk loid  otrzym am y rów nania :

E picykloidy  R 4 -  ?’ =  mr.

i x  == r[m dosa  —  dosma],
(I bis)'

( y  = r [ m  wsta — wstma].

( x  =  r  [md os a -f -  dosm a],
(II bis)'

[ y  =  r[m w sta - j -  wstma.

H ypocykloidy  R  —  r =  mr.

x  =  r [m dosa  -—• dosm a],
(III bis)'

y  =  r[m WSt a  - j -  wstm a].

I x  =  r[m dos a dośm a],
(IV  bis)'

( y  =  r [m w s ta - t wstm a],

67h. Dowiedziem y niektórych własności epicykloid.

Rozpoczniem y od szukania równań stycznej i normalnej w  jakim kolw iek punkcie (a będzie pa
rametrem kątowym tego punktu).

W ed łu g  uw agi zrobionej w  num erze (368), spółczynnik kątowy stycznej dla krzywej (I bis)', na 
przykład, będzie

. m 4 -  1 , m  4 -  1
,  W S t - - - - - - - (- - - - - a W S t  - - - - - - J - - - - - a

 y \   d o s « —  dosm a   . 2 2
t i - r ł  . .  I u r o i  /> v i. .x'a. — w sta - j -  wstm a , m —  1 , m 4 -  1 ’WSt ----------, ad os    a

T  2

tyin sposobem  ma się na spółczynnik  kątowy stycznej
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Rów nanie stycznej w  punkcie uważanym będzie w ięc

,m  - f - 1 w st — J o
y  —  r(m w st« —  wst??ia) = ---------- ~ —  [x  —  r (m d o s « — dos ma)];

ring ~T~ _

d ° s  2  a

i otrzyma się na rów nanie norm alnej

dos. m - f - 1
2

y  —  ?'(mwsta —  wstma) = -------------- — -—  [x  —  r(mdosa—  dosm«)].
, rn -4 -1  wst-  1

Znosząc m ianowniki i upraszczając znajduje się na :

Styczną i normalną w jakimkolwiek punkcie krzyw ej (I bis) ' :

m —  1(1) styczna x w st — a — y  d o s m =  r(m - f -  l)w st

(1 bis) normalna a;dos a - j - y w s t — - «  = r [ m  —  l )w s t?/i 1 a.

Znajdzie się przez rachunek p od ob n y  na :

Styczną i normalną w jakim kolwiek punkcie krzyw ej (II bis)' :

(2) styczna x dos  ̂ 1 a -)-  y  wst — «  =  r{m  - j -  l ) d o s w ~  1 a,

(2 bis) norm alna x w s t — 1 a —  ydos a =  r (m — l)w s t -   ̂  ̂<

Nie wskażemy tych w zorów  jak  ty lko dla epicykloid, w nioski jakie z nich w yciągniem y dadzą się 
w idocznie zastosować dla hypocykloid.

675. ISormalna w jakim kolw iek punkcie przechodzi przez punkt styczności odpowiedni koła kierującego.

W  rzeczy sam ej, dla punktu odpow iedn iego parametrowi a ,  spółrzędne punktu styczności koła kieru
ją ceg o  są

X„ =  Ił dos a, Z/o = :  R w sta,

a lbo , poniew aż R - j-  r —  m r, a lbo R =  (m —  t ) r :

x 0—  (m —  1 )r  dos a  j=  (w  —  1 )r wst a .

Otóż rów nanie norm alnej, (t bis) na przykład, jest sprawdzonem  przez spółrzędne tego punktu, 
gdyż w ypadnie po podstawieniu

, . m —1— 1 , , , m —f— 1 . m —  1
d O S a  d O S   2 —  a  - f -  W S t  a  W S t  2 —  a  —  d o s  — :  a ;

2 2 2
co  jest tożsam ością.

676. Rozwinięta jakiejkolw iek krzyw ej jest obw in ięciem  norm alnych do tej krzywej. Rozwinięta 
epicykloidy je s t  epicykloida.



U ważm y, na przykład, ep icykloidę (I bis)', jej normalna (I bis) ma za równanie

, m - 1-1 , j n - 1-1 . . . .  m -—- l  . . .(1°) x d o s — i— a -j— y  wst— a— a =  r ( m  —  l)dos— - — a, gdzie R-|- r  —  m r .
A A A

Otóż w ystaw m y sobie ep icykloidę której r' jest prom ień  koła kierującego, i R ' prom ień  koła sta
łego, i dla której położenie początkow e punktu op isu jącego jest po prawej stronie środka koła kieru
ją ce g o ; równanie stycznej do tej krzywej będzie, w edług wzoru (2) numer (674) :

rOSZUKIW ANIĘ RÓWNAŃ W IELU  KRZYW YCH OKREŚLONYCH GEOM ETRYCZNIE. 675

/oo\ , m' - ( -  1 | m ' i  m' —  i
(2°) x d o s — - ! — a  - j -  y w s t — - ! — a  = r  ( m - f -  l )d o s2 -  , ,y 2 "  • V -  . 2

gdzie się założyło

(3°) R' - f -  r' =  m 'r'.

Otóż norm alna (1°) zbiegnie się ze styczną (2°), jeśli ma się razem

(4°) m! = z m , r'(m  - ) -  1) =  r(m  —  1).

Związki (3°) i (5°) wyznaczą IV i r' i ma się

m  i p   ^ „ i   -kad ^  ^
(3) 11 -  i r + 2 ^ » ? - f r + 2 7 ’ zk§d —

« Tym sposobem  rozwinięta ep icykloidy , dla której R i r są prom ieniam i koła stałego i koła 
» ruchom ego, będzie inną epicykloidą dla której prom ienie IV i r' koła stałego i koła ruchom ego 
» otrzymają wartości (3).

» Położenie początkow e punktu opisującego będzie na tejże samej średnicy dla d w óch  k rzyw ych ; 
» lecz dla jednej on się znajdzie po lewej stronie środka koła ruchom ego, dla drugiej po prawej 
» stronie. »

677. Średnica koła ruchomego obwija epicykloidę.

Średnica ciągnięta przez koło  będzie wyznaczoną przez punkt który będziem y m ogli uważać za 
punkt op isu jący; n iech będzie GM ta średnica. R ów nanie średnicy CM, przechodzącej przez dwa 
punkta

{ =  (R  -f-  r )d osa  =  ? »r d o s « , ( =  r (w d o s a  —  dosm «)
Cl i M ] wzory (1 bis) ' ;

( y ,  —  (R -f -  r )w sta  =  W?r w sta , ( y-2 —  r(m  WSta —  w st Dla.)

będzie

(4) x  w st »ia — y d o sw a  =  >nrwst(m —  l)a .

Należy znaleźć obw in ięcie prostej (4). Oznaczywszy przez R' i r  prom ienie kół w^yznaczających 
pew m ąepicykloidę, styczną do tej krzywej będzie [równanie (1) num er (674)]

/ - /  . » ¡ ' - 1 - 1  , m '- j - 1 - . , , ,  —  1 , , ,
(5 ) x  w st— J— a —  y  d o s — ^ «  —  1)wst-— —  « ;  gdzie R' r  =  rn f'.

Otóż prosta (4) zbiegnie się z prostą (5), w e w szystkich je j położeniach , jeśli się założy



Z rów ności (1°) i (2°) w yciąga się, w iedząc że rn =  ^  ~j~ 1

(7) r' =  r- ,  R' =  R.

« Średnica obw ija w ięc  ep icykloidę, której kolo kierujące ma za prom ień  R , i której kolo  

» ruchom e ma za prom ień

678. Miejsce wierzchołków kątów wielkości stałej, opisanych na epicykloidzie, je s t  epitrochoida.

Niech będą dw ie styczne do ep icykloidy  [równanie (1) num er (674)]

. rn —)- 1 . m —I— 1 , . ni —  1
( 1 ) arwst — j — a —  y d o s — 2— ■ «  =  r{m  l)w st  — - — «,

/t,\ . 'ca —|— 1 , * m —j— 1 , ■. , ni —  t ,
( ł )  a-w st— J— o —  i /d o s — J— « —  r[m  - f -  1 )w st— - — a .

Kąty tycli stycznych z osią odciętych  są w zględnie

m 1 m -f- 1 ,

tak że jeśli 0 jest kątem stałym danym , musi się m ieć

m +  1 , m — 10 =  —  1 — a;

zkąd

rai ' -  ' 29(o) ar —  i
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m -\- 1

Zasląpm y « ' przez tę w artość w  równaniu (2 ), i załóżm y i 

, , ,  m 4 -  \ . m —  1
(6 — ś —  «  =  >■' ------2 m 1

równania dw óch  stycznych napiszą się

( xw stX  —  ?/dos), —  r(m  - ) -  l)wslwX,
(a)

( a ;w st(),- ) -0 )  — i/d o s ().- j-  0) —  r{m  -|- l)w st(«X  - j -  nb).

Równania (5) rozwiązane w zględem  x  i y  dają

!
x  =  1 (OT‘+ -1- ) [dosXwst(nX -f -  nQ) —  dos(X - j -  0)wstwX], 

y  [wstX wst(nX - f -  »0) —  wst(X -f -  0)wst nX].

Związki (6) wyznaczą spółrzędne x  i y  jakiegokolw iek punktu m iejsca w ierzchołków  kąta sta
łego  0 opisanego na ep icykloidzie ; X jest nieoznaczoną.

Dla rozpoznania w  tych rów naniach, rów nań jak iejkolw iek  ep itrochoidy, przekształcimy ilości m iędzy 
nawiasami.



Zastąpmy naprzód iloczyny linii trygonom etrycznych przez su m m y; potem w eźm y wyrazy zaw iera
jące  tenże sam wielokrotnik na X, i zastąpimy różnice linii trygonom etrycznych przez iloczyn y , 
znajduje się tym  sposobem  że w artości (6) m ogą się napisać
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I rjrn _+ _1)
i wslO

(7)
f _  r(m - f  !•) 
\ wslO

Otóż załóżmy

w s l ^ - t J  0 dos^(n —  1 )). -j- —1 6 j - f -  wst n  ̂ ^ O d o s^ (n -f-l)X -| -^ -i-^  9 j

—  w s i "  9 wst ^(n —  l)X -f- - 4 — 9^ +  wst - y —-9

(1 —  n)^x -)- - j  —  y; zkąd (X -)- n)|x -f- -  j 1 ^  w? 5 

otrzyma się, m ając wzgląd na wartość (4) tyczącą się ?i :

2 wi —j- 1  2 m - f -  1

Spótrzędne jak iegokolw iek  m iejsca punktu będą w ięc

r[m — 1 ) r  , 1 1 6 j  1=  —------- !— • w s t ------ ;—  . dos o —  w st  — .dosm y ,
wst 0 L r n - f  1 T m 4 - 1  r j ’

r(m 4 -  1 )T , »1 0 , 9 , 1—  A   A w st------ i—  . wst® —  wst   — -.WStWiu .
wsto m - f  1 r m -\- 1 rJ

(8)

y

Otóż te równania przedstawiają e p itro ch o id ę ; w  rzeczy sam ej, jeśli R ', r', d! , są elem entam i jak ie j
kolw iek epitrochoidy, jej równania będą (I)' num er (673) :

( x  =  m V -dosy —  d' dosm 'y,
(9) i gdzie R - j - r  =  m V .

( y  —  m V  wsty —  d' wst m'«>;

y będąc nieoznaczoną. Rów nania (8) i (9) przedstawiają tąż samą krzyw ą, jeśli się ma 

m' =  WV  =  . wst ; d! = ± L ± ^ 1 . wst 9
wstO rn - p  i ’ w st0 ’ m - | - 1

Te ostatnie związki m ogą być spraw dzone, i z nich się wyciąga

r(ll +  2r) (R +  r ) 0 .
(tt +  rjw s 0 R - j - 2 r 7

(.10 i ip _  R (R  +  %r ) . ,  x (R  - j -  ^ 19 .
j ( R  - J -  r ) w s t  0 ‘ 11 - ) -  ' i r  ’

f ^ - R +  ^ .W S t  ' H
\\st0 R +  - r

« Tym  sposobem  m iejsce w ierzchołków  kątów opisanych jest jakakolw iek ep itroch oida , które 
a elem enta R ', r ’ , d! , są w yznaczone przez rów n ości (10). »
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N- O. To podanie by ło  w ysłow ioncm  przez P. Chades'a (Rys h istoryczny); lecz dow odzen ie tego 
twierdzenia przez rachunek w prost zawdzięczamy P. Painvin ’owi.

679. Epicykloidy kołowe są krzywe algebraiczne, kiedy stosunek — je s t  spółmierny ; krzywe przestępne,

jeśli stosunek -  je s t  n m półm iem y. 
r

Pom iędzy krzyw em i, w  liczbie nieskończonej, tworzącem i się za p om ocy  kół przez ruch ep icy - 
kloidalny, przytoczym y następujące.

I o Epicykloida o trzech zwrotach; ona jest utw orzona przez punkt ja k ie g o k o lw ie k  koła ruchom ego 
toczącego się w ew nętrznie po kole stałem, którego prom ień jest p otró jn y m  prom ienia koła ru ch o 
m ego. Jestto krzywa czw artego rzędu i trzeciej klassy; ona posiada wielką liczbę w łasności ważnych 
(Zobacz badanie znakom ite o tej krzywej przez P. C í i é m o n ’ a. Journal de Crelle, to m e  LX1V.)

2° K iedy dwa kolasą równe, krzyw i utworzona je s t  konchoidą kołową, albo kardy oidą, icedług tego ja k  
promień opisujący nie j e s t  albo je s t  na okręgu kola ruchomego.

Niech będzie, w rzecy sam ej, CI położenie koła ruchom ego, i CA średnica przechodząca przez 
punkt opisujący, ma się naprzód

łukIA 0 =  łu k lA ;

prosta A 0A będzie rów noległą do linii środków  OC. P oprow adźm y przez punkt op isu jący  M , rów n o
ległą do CO; ta rów noległa spotka średnicę stałą A 0 0 w  punkcie D który pozostanie stałym podczas 
ruchu, ponieważ OD =  CM =  d.

Jeśli się nakreśli OH rów noległą do CM aż do jej spotkania z M D, otrzym a się OH =  CM =  OD. 
W ię c  prosta MD spotyka koło stałe prom ienia OD w drugim  punkcie H ; i ma się

D H -f-D M  == 2R ;
albo

DM =  DH —  2R ;

to jest że m iejsce punktu jest konchoidą której kołem  kierującem  jest k o ło  OD prom ienia d, 
num er (655). Otrzyma się w idocznie kardyoidę kiedy punkt opisujący będzie na okręgu koła ru 
chom ego.

3° K ied y okręg ruchomy, wewnętrzny względem koła stałego, ma za promień połowę promiena koła sta
łego, jakikolwiek punkt okręgu koła ruchomego opisze średnicę koła stałego.

Przypuśćm y że punkt A jest punktem styczności dw óch  k ół, kiedy punkt opisujący zbiega się 
z punktem styczności.



Niech będzie CI położenie koła ruchom ego, i M przecięcie się jeg o  okręgu z średnicę O A ; punkt M 
będzie położeniem  punktu opisującego, to jest że się ma

łuk kM =  łuk U .
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W  rzeczy sam ej, C będąc środkiem  koła ruchom ego, złączm y CM i uważiny dwa kąty

COM =  « , ICM =  6; 

ma się 6 =  2*, poniew aż 5 jest kątem zewnętrznym  trójkąta rów noram iennego COM. Otóż,

łuk IA =  It « , łuk fM =  rS =  5  6 =  R a;

W ięc  e t c ..........
U° K iedy okręg ruchomy, wewnętrzny kołu stałemu, ma za promień połow ę promienia koła stałego, 

jakikolwiek punkt płaszczyzny koła ruchomego opisze elipsę.

Niech będzie OA położenie początkow e koła ruchom ego C i M jakikolwiek punkt płaszczyzny 
k oła ; złączm y MC, i niech będą P i Q punkta w  których prosta MC spotyka k oło  ruchom e w  jego  
położeniu  początkow em . Kiedy k oło  ruchom e w praw i się w  ruch , punkta P i Q pozostaną w zględ
nie (3°) na prostych stałych Ox  i Oy ,  i od leg łość PQ będzie stałą, gdyż koło  ruchom e obejm ie

zawsze tenże sam kąt prostych Ox  i O y; cięciw a P'Q' podpasująca łuk który mierzy ten kąt zachowa 
długość n ieodm ienną. Tym  sp osobem , jeśli się przypuści prosta PQ nierozłącznie zespoloną z kołem  
ruchom em  i w ciągniętą w  jeg o  ruch, punkta P i Q, stałe na tej prostej, opiszą w zględnie proste O x  
i O ;/; w ięc punkt M opisze, elipsę num er (357).

680. Podania które poprzedzają pozw olą  rozwiązać kwestyę następującą :

Gdy dwa punkta P i Q jakiejkolw iek płaszczyzny ruchomej ślizgają się na dwóch prostych  O A i OB 
położonych na płaszczyźnie stałej, jakikolwiek punkt płaszczyzny ruchomej opisze elipsę.
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Z punktów  P  i Q wynieśm y prostopadłe do prostych OA i OB. niech będzie I punkt spotkania 
tych prostopadłych , i 0 kąt dw óch  stałych O A i OB. C zw orobok  OPIQ jest wpisany. Otóż koło  
opisane na tym czw orobok u  będzie m iało zawsze tenże sam prom ień jak iem kolw iekby  było p o ło 
żenie punktów  P i Q.

W  rzeczy samej, punkla P i Q będąc stałe na płaszczyźnie ruchom ej, od leg łość  PQ jest n ie o d 
m ienną; lecz, jeśli R jest prom ień koła opisanego na trójkącie OPQ a tern sam em  na czw oro 
boku  OPIQ, ma się

=  211, zkąd 211 =  stałe j.
W'St0

T ym  sposobem , kiedy się przeprow adzi jak iekolw iek  k o ło  przez punkt O i przez dwa punkta 
ruchom e P i Q, prom ień tego koła, również ruchom y, zachow a też samą w ielkość. Teraz, Ol jest 
średnicą tego koła, pon iew aż kąty P i Q są proste ; w ięc jeśli z punktu Ó, ja k o  środka, z 2R za 
prom ień  zakreśli się jakiekolw iek k oło , to ostatnie koło będzie stałem ; koło ruchom e w ciągnięte 
w  ruch posuw aniem  się płaszczyzny, będzie stale styczne i w ewnętrzne w zględem  koła stałego; 
wreszcie prom ień  koła ruchom ego jest połow ą prom ienia koła stałego; w ięc [¿i° num er (679)], jak i
kolw iek punkt płaszczyzny ruchom ej opisze elipsę.

Uwaga. Ta ostatnia kwestya może jeszcze być rozwiązaną w sposób następujący, niezależnie od 
teoryi epicykloid. Zagadnienie wychodzi na to :

Znaleźć miejsce zakreślone przez jakikolw iek punkt M nieodmiennie przywiązany do jakiejkolw iek  
prostej PO ślizgającej się na dwóch prostych stałych  Oz- i Oy .

Z łączm y PM i poprow adźm y przez punkt Q prostą QI czyniącą z PM kąt QIP spełniający 

kąta xO y, potem  nakreślm y linią Ol. C zw orobok OPIQ będ ąc wpisany, kąt QOI =  Q P 1; w ięc

kąt Q01 jest n ieodm iennym , poniew aż prosta MP jest nieodm iennie przywiązaną do linii rucho
m ej PQ. L ecz trójkąt POI jest w tedy kształtu n ieodm ien n ego ; przeto linia 1P ma długość stałą; a 
poniew aż je j końce zakreślają dw ie proste stałe Ox i Oy , w ypada ztąd num er (337) że punkt M 
zakreśli elipsę.
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ĆWICZENIA.

I "  K r z y w e  d o  w y k r e ś l e n i a .

681. W  ogóle  dobrze jest rozpocząć od badania kierunków  assym ptotycznych; wyznaczy się nastę
pnie assymptoty i położenie gałęzi parabolicznych, które m ają ich assymptoty w  n ieskończoności. 
Zajm ie się potem  nakreśleniem krzyw ej; w  tym celu będzie potrzeba albo rozwiązać je j równanie 
w zględem  jednej ze zm iennych, albo w prow adzić zm ienną p o m o cn iczą ; najczęściej w przykładach 
wskazanycli wystarczy w prow adzić zm ienną określoną przez związek y  =  t e ; lecz to są przypadki 
nader szczególne.

Kiedy wykreślenie krzywej będzie w ykonanem , zajmie się badaniem  w łaściw ości krzywej jak o : 
punkta w ielokrotne, punkta przegięcia, klassa, styczne pod w ójn e , i t. d ____

K rzyw e algebraiczne.

x 3 —  x y - \ - y - \ - l = 0 :  

x 2y  —  x 3 - f-  y — 1 =  0 ; 

( » - * ) *  +  ( * - a)» =  0 ;  

x y i —  x l — 1 =  0 ;

,,.3 - j -  y 3 —  6 x y  —j— 1 =  0 ;

y 3[x-\- 2) —  ( x —  l ) ( x 2 - j - 1) =  0 ; 

x h y + y 3 - 2 x y - \ - \ = 0 - ,

(Zx°- —  2 x - f  S)y —  a-2 - f  1 =  0 ; 

2 x -y — x 3- j - y = i ) ;  

x y 8— x — y  =  0 ; 

y (a — x ) — zc2(a —(— zc) =  0 ;

] f - x — x 3 - \ - 2 x - - \ - x — 2 = 0 ;

( y —  2 x  —  l) '2(ie —  1) —  x 3 —  0 ; 

y (x  —  1 ) (x  —  2) — X1 =  0 ; 

y (x  —  l ) 2 —  x3 —  0 ;  

y x 3-\ -x3—  2 =  0 ;  

( s ? 4 - l ) ( y — 2 x - | - l ) 2 —  a?-)-1 =  0 ;

3x*y  —  x 3 y  -|- x  =  0 ;

[x  - f -  ,y)(x2 - f -  i f Ą -  ax  -|- a,y) —  & xy= Q \  

y -x  —  x 3 -\-2x‘i -\ -x  —  2 =  0 ;

3 x -y  —  x 3 +  Zx —  y —  0 ; 

y ( x 3— 2x) —  x 3—  1 = 0 ;  

y (x 3— 2 x )— x 3 — 1 = 0 ;  

y - — a;3-|-3:c — 2 =  0.

[ y — x — l ) 2(a;—  l ) ( x — 2 ) —  a d = 0 ;

y2 5 =  0 ;

(a y —  x 3) 3— c [ x —  b)3=  0 ; 

SOOz/2— 30*3-j-ic4= 0 ;  

2/2 _ _ a.4 _ j_ 2 x 3— 2 ^ 2= 0 ;

(y 3— x ) 2— x 4— 1 = 0 ;

x ‘ _  y * — x a— y 2 = 0 ;

xA~l~yi— h a x y = 0

y 3-\~xi —  ai/x3= 0

y 4— x 4-j-2aa.’2y = 0  
86



6 8 2

( r  —  a,

ROZDZIAŁ IX .

(y2—  1 )2— a,-4 -4- '2ax~— a = 0 ; (y2-f-a ,2)s - j-2 e 2(y2— a 2) =  0

y 4 _ | _ _  2ay3— 2bx2y = 0  ; (y iJ[ - x - f  —  6a xy"- —  2aa;3 —)— 2a2=

• —  l ) ^ r — | ) —  2[y2-f-a .(.z—  2 )]2± a = 0 ; y 4 —  1 6 «4-)-A'2y — 0 ;

y 4— 96 a-z/2 100 a2ze2— zc4= 0 ; y 4 —  x t> -f-  (y  —  2 a ) t y  =  U;

8 ® y - ( x + y ) » = 0 ; y 4= 4 y 9a,2-j-A 4;

(x 2- f y > 2— /ix3+ 1  =  0; (x 2— y 2)2— x 2— y2= 0 ;

ary4— 2;ry9 — a.,2-|-2 =  0 ; .̂2y3 _j_a-3---y ‘2 _ _  0 .

y4 —)— 6 o?2?/2 —  2z/‘2—J—£C4—)—2zt?2= 0 ; * y — a *_J-a;y— y * = 0 ;

2 x y 3— y 3—  x = Q \ {x i - y ^ — x = 0;

( a * _ y ^ « _ j _ 2 * y - l = 0 ; X i — y 2- [ ~ x =  0 ;

.z?/3— y 4— a:2— y 2— 1 = 0 ; 4 A,2y 2— 4 a?2- ) - 1 =  0 ;

a 4- j - y ł —  2ay3— 2ba;2y = 0 . y s( z 2 — 1) —  x = 0.

y 5 - j-  hxi-\- 3 x Ay  —  3 a 2ai2y =  0 ; (y2 — « ) 2(a;— 1 ) — £ 5= 0  ;

x i -\ -y i — x i — y i =  0 ; a y - 2 * * y  +  a * = 0 ;

y  =  x 5 —  20x3 -J- 9 6 x ; # 4(a.'-j-b) = a 3y 2;

x 3( y — x ) i = x ' 1—  2x  +  2 ; a;5 —  aa;2y -| -y 3 =  0 ;

x 3y'2 - f  a:4 —  y 4 =  0 ; y 5 —  A5- ) - a 2y 2= r0 ;

y 5-J-4a,6 - j-  3a,4y  — 3a9a 2y =  0. ze5—f- ?/4 —[—zł3 —{-¿/2 —|—¿ e = 0 .

y 3— a 7=  0 ; y ip+ix 3q+ l= 0 ;

# 4y 4 +  (a 2 —  4 )(y  —  x )4= 0 ; (y 5- - A 3)2 — a 4= 0 ;

y 2( l  +  x 4) =  a;; y 9( 1 + * 9)3 =  1;

y6— a 6-| -(y —  ax) 2(y —  ba;)2=  0 ; yo. - a c- j - ( y — aA')8(y — b x ) =

f  ~  ¿'T+  { y — *x )\ y  —  b A ) 2= 0 ; [y2(x — 2 ) — x Y = x i -\ -2 ;

4 > + » ’ - p + 2 ( * i ' - 4 ) = 0 ' y 8- f - a 7 4 - y °  =  0.
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y  =

. 3 ~1 —  |7 x  .
'] =t \Jx

y  =  X +  1 4 -  ( / _______  . .
— V  ( x —  !)(*— 2)’

y  -  -  d = \ l  X  +  V i6 '4  ~ f ~  ^

y = p / x ± | / - 4 i r

7̂
?/ —  #3 +  (tf —  1 )2. =\/x -f-  v a.3 —  1.

W ykreślić i porów nać.

f  —  x 3 =  O ; 

x 3 - j -  ?/3 -f -  i  =  O ; 

x 3 - f -  y 3 - f -  %xy =  o ; 

x y 3 +  x 2 - ] -  y  —  0.

Y 2Z  —  X 3 =  O ;

X 3 +  Y 3 +  Z 3 =  O ; 

X 3 +  Y 3 - f  3 X Y Z  =  O ; 

X - Z  +  Y"2X  - | -  Z 2Y  —  O

W ykreślić krzyw e podane przez ich równania styczneczkowe :  

v'2 —  u3 =  O; uv2 — u —  v =  O;

V3 - ) -  W3 - ( -  1  —  O ;  m 5 —  W5 - f -  v ?v 2 —  O ;

w3 - j -  u3 - j-  3iw =  0. (a —  u)v2 —  u3 =  0.

Krzyw e przestępne.

y  —  ex )

y  =  e* —  e~ x ;

1
loga- r  l o g ( a — x ) ’

y  —  x  —  a* ;

1 - f -  <?*

y  =  x  * ;

y  =  >°g -  ••

y  —  a* —  b*. x 2 +  y2=  a2e2łuk-s‘y
V-»'2 +
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,  1
// =  w s t - ; • . y = x w s t x ;

, ,   x  . w s tx
w stx  ’ W x

x sty x
y  sty x 5 y  x

1 1
ij =  x  wst y ---- x  łuksty
■' x  x

\x 1
y  1 -J- lx  5 y  l  _|_ e stJ x ’

y x - - xv ; y 3 —  x  w s t-x ;

2 i wst x  ,
V ~  x   x ~  ’  U =  x  —  dos x ;

y  —  x  —  sty x ; wst a? -f -  wst y  =  m ;

b =  łu k . sty — ^  łuksty  — y—  ; a =  log  l / ■1'L ~b. ('j' H~ v ;
J x  —  c  J X  - f  c V  (x  —  c )3 - j -  y 1

y  =  1. x  —  1 x  - f -  1 ; H —  x  —  log  x ;

i
e* —  ex

y  a, -J_gstya;’ ^ i
e® - f

wst?/ =  a w st x . // w s tx  —  a3.

N . D . Największa część krzyw ych , które podajem y d o  wykreślenia jako ćw iczenie, są wzięte 
z kwestyj exam inów .

I I 0 T w i e r d z e n i a .

682. — 1° Jeśli z jakiegokolw iek punktu prow adzi się sześć stycznych do jakiejkolw iek krzywej 
trzeciego rzędu, sześć punktów  styczności są na jednej k o n icz n e j; a sześć punktów  pozostałych 
w których te styczne spotykają krzywą są na drugiej konicznej. T e dw ie koniczne są podw ójn ie  
stycznem i.

2° W szelka krzywa czw artego rzędu, m ająca dwa punkta kołow e w  nieskończoności za punktu 
zw rotu , jest ow alem  Descartes’a.

3° Jeśli przez cztery punkta wzięte na krzywej trzeciego rzędu, przeprowadza się jakąkolw iek 
kon iczną ; prosta, łącząca dw a inne punkta w  których koniczna przecina krzywą, przechodzi przez 
punkt stały położony  na krzywej trzeciego rzędu.

h" Iloczyn z od leg łości jak iegokolw iek  punktu krzywej trzeciego rzędu od  je j trzech assymptot jest



w  stosunku stałym z je j od leg łością  od  prostej przechodzącej przez trzy punkta, w  których assymptoty 
spotykają krzywą.

5° Przez punkt wzięty na krzywej trzeciego rzędu i trzeciej klassy, prowadzi się sieczn e ; m iejsce 
przecięć się stycznych, w  punktach w  których te sieczne spotykają krzywą, jest jakąkolw iek ko
ni czną.

6° Niech będzie krzywa rzędu m i punkt stały O ; jeśli prosta, przechodząca przez punkt stały O,
przecina krzywą w  A l5 A ,2, . .  . A „„ m iejsce punktów  M takich że

+ = L
OM" OAi O A j   OAm ’

jest jakąkolw iek koniczną.

7° Krzywa taka, że długość jakiejkolw iek je j stycznej zawartej między dw iem a prostem i prostokąt- 
nemi jest stalą, jest epicykloidą której k o ło  ruchom e jest wewnętrzne kołu stałemu i której promień 
jest ćw ierć prom ienia koła stałego ; jestto także obw in ięcie  elips spółśrodkow ych  których osie mają 
tenże sam kierunek i dla których summa długości osi jest stałą.

8° Jeśli przez punkt M poprow adzi się trzy proste, i jeśli się w eźm ie dwa punkta na każdej prostej,
będzie można przeprow adzić przez te śiedm punktów niezliczone m nóstw o krzywych trzeciego rzędu ; 
jeśli M jest punktem  przegięcia dla jednej z n ich, on  nim  będzie dla wszystkich.

9° Jeśli z jakiegokolw iek punktu A , w ziętego na krzywej trzeciego rzędu, prowadzi się styczne do 
tej k rzyw ej; przez cztery punkta styczności at, a2, « 3, « 4, przechodzą trzy pary prostych których 
środki cu  c2, c3 są na krzywej a styczne w tych trzech punktach przechodzą przez punkt c w  któ
rym  styczna A spotyka krzywą.

10° Jeśli się rzuca punkt stały A  na styczne do krzywej danej, jeśli P jest jeden  z tych punktów  
a M punkt zetknięcia stycznej z krzyw ą p ierw otną; styczna w P do m iejsca punktów  P będzie 
rów nież styczną do okręgu zakreślonego na AM jako średnicy.

11° M iejsce punktów  takich, że summ a kwadratów z d ługości norm alnych poprow adzonych  do 
krzywej danej jest stałą, jest krzywą m ającą za norm alną w  każdym punkcie linią skierowaną do 
środka średnich od leg łości od spodków  norm alnych.

1 2 ° N iech będzie f ( x ,  y ) = 0  równanie jakiejkolw iek krzyw ej; z jakiegokolwiek punktu M(a;0, y 0), 
wziętego na płaszczyźnie krzywej, zakreśli się jakiekolw iek  k o ło ; iloczyn  z od leg łości tego punktu 
od  2m punktów  przecięć koła i krzywej jest rów nym  f ( x 0, y 0). Rm, R będąc prom ieniem  koła .

13° Jeśli koło jest nakreślone na płaszczyźnie jak iejkolw iek  krzywej płaskiej, połow a sum m y kątów 
jakie czynią, z kierunkiem  stałym, 2 m prom ieni koła stykających się z punktami przecięć, jest

rów ną, w  przybliżeniu na w ielokrotność tc, sum m ie kątów  jakie czynią m assym ptot z tymże samym 
kierunkiem .

14° O bw inięcie krzywej A dosra0 -f-  B wst“ 9 =  C, gdzie 9 jest parametrem zm iennym , i A , B, C 
funkcyami linijnem i na x  i y , jest
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A 2 — m +  B 2 -  m =  C 2 ~  •«.

15° Jeśli przez cztery punkta stałe położone na krzywej trzeciego rzędu przeprowadza się jaką
kolw iek koniczną, linia łącząca dwa inne punkta przecięcia się konicznej z krzywą, przechodzi przez 
punkt stały.

16° O bw inięcie wszystkich średnic krzyw ej trzeciego rzędu jest także m iejscem  środków  konicz- 
nych średnicow ych (to jest pierwszych b iegu n ow ych  punktów  w  nieskończoności).



686 ROZDZIAŁ IX . —  ĆW ICZEN IA .

17° Kiedy kilka krzyw ych rzędu m  przechodzi przez też same m2 punktów , b iegunow e jak iego
kolw iek  punktu w zględem  wszystkich krzyw ych układu, przechodzą przez punkt stały.

18° Jeśli jakakolw iek linia spotyka ow al kartezyański w  czterech punktach, summa icll od leg łości od 
jak iegokolw iek  ogniska jest stałą.

49° Układ kassinoid spółogniskow ych  jest przęcięty prostokątnie przez układ h yperbol rów n o
ram iennych spółśrodk ow ych , przechodzących  przez ogniska w spólne.

20° Rów nanie lpt - j -  == c, gdzie l i m są stałe i c parametrem dow olnym , przedstawia szereg
owali kartezyańskich m ających też same ogniska. Te ow ale są przecięte prostokątnie przez krzyw e

^sty i  — c' ^sty w ij, ć  będąc stałą d ow o ln ą ; Wl i <o2 oznaczają kąty przy podstaw ie tró j

kąta którego bokam i są p, i p2.

21°Znaleźć najm niejszość od leg łości jakiegokolw iek punktu danego od  jakiejkolw iek krzyw ej, 
której zna się równanie.

22° C zw orobok  zupełny będąc wpisany w  jakąkolw iek linią płaską trzeciego rzędu. 1) Trzy punkta 
zbiegu par stycznych w ychodzących  z w ierzch ołków  względnie przeciw ległych  tego czw orobok u , są 
położone w  linii prostej i na krzywej. 2) Każda z tych par stycznych tw orzy przez je j przecięcia się 
z jedną jakąkolw iek z d w óch  innych par, n ow y czw orobok  opisany na krzywej danej, i którego trzy 
przekątnie zawierają w  sobie, bądź to jeden  z punktów  styczności ostatniej pary stycznych, bądź to 
ich punkt zbiegu p ołożon y  na krzywej.

23° W szystkie średnice krzywej rzędu m, obw ijają krzywą rzędu (m — 1 ){m  —  2) i klassy (m —  1).

24° W szystkie koniczne ściśle styczne trzeciego rzędu w  jakim kolw iek punkcie danym  jak ie j
kolw iek krzyw ej geom etrycznej m ają tąż samą średnicę sprzężoną stycznej w tym punkcie, i parametr 
w zględny do tej średnicy jest tenże sam.

25° W  krzywej trzeciego rzędu, trzy w ierzchołki trójkąta assym ptot i trzy w ierzch ołk i trójkąta 
stycznych z trzema punktami przegięcia w  linii prostej są na tejże samej konicznej.

26° M iejsce w ierzch ołk ów  kątów  prostych  opisanych na jakiejkolw iek krzywej klassy n jest ogólnie 
krzywą rzędu (n2 —  «).

27° Niech będą F i F ' ogniska elipsy Cassini’ego, C je j środek, i P jak ikolw iek  punkt krzywej. 
Normalna w  P czyni z FP kąt rów ny kątow i jakie czyni prosta CP z F'P.

28° K iedy krzywa trzeciego rzędu jest zarazem wpisaną i opisaną na trójkącie A B C ; iloczyn  z p ro 
m ieni krzyw ości odpow iedn ich  w ierzchołkom  A , B, G, jest rów ny sześcianow i z prom ienia koła 
opisanego na trójkącie ABC [Mannheim) .

29° Kiedy krzywa trzeciej klassy jest razem wpisaną i opisaną na trójkącie iloczyn z prom ieni 
krzyw ości, odpow iedn ich  trzem w ierzchołkom  jest równy 64 razy wziętem u sześcianow i z prom ienia 
koła opisanego na trójkącie [Mannheim).

30. Liczba największa punktów  podw ójn ych  krzywej rzędu m je s t — -------

31. Znaleźć rów nanie ogólne krzyw ych takich, aby w każdym punkcie rzut rzędnej na norm alną 
w  tym punkcie by ł ilością stalą. W ykreślić krzywą.

32° Znaleźć rów nanie ogólne krzyw ych takich, aby w  każdym punkcie rzut rzędnej na styczną 
w  tym  punkcie by ł ilością  stałą, W ykreślić krzywą.

K O N I E C  T O M U  P I E R W S Z E G O ,
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nakoicc 

BM = -  p  

Karieżyańskiemi 

związek.

są 

y  wst p 

uk lado 

(!/' +  2/ ) d o s 0 

JIM'

{’/  +  y) dos o 
Unijne 

— £C()dos 0 

- cc-f?/ — yi)dosO
S I

estto równanie 

Jez eli

z ’

M P'

Powinno być. 

przedstawiać 

idącymi 

W  tym celu 

sposobem 

tożsamościowo

Vf'y 
f'x, f'y, fU i 

przegląd 

równy x  

z OT, 

nakoniec 

BM, =  p  

Karieżyańskiemi 

związek : 

są (HI) 

y' wst [i 

układu 

(!/' —  S/)dosO 

JIM '2

( y ' — y)  dos o

linii

(x  —  x ,)  d os 0

(x  —  sci) +  (y —  ypdosO 
dos a

jeslto równanie

Jeżeli

x
3 ’

MP



G 9 6  OMYŁKI DRUKARSKIE.

Str. Wiersz. Napisano. Powinno być.

li 2 7 o:l góry osobami sposobami

42 1 od  dołu i ł

42 1 » krzyw krzywa

47 7 » M,M,
MjMa

M,M
JM,Mi

48 7 » M,P
mTp;

M ,P
Mi Pi

57 12 » niezmiennych nieznanych j

57 15 » (1) 1 (2) (2 ) i (3)

67 1 .. OM OMi

73 8 od góry 2/  —  2/o = y — V o = —
83 2 od  dołu (w liczniku) B| B

86 3 od  góry jakiegokolw iek jakiekolwiek

86 7 » jakiegokolw iek jakiekolwiek

107 3 » 32 1)2 c 3 a2 b j Ci

108 9 od  doki (w  liczniku) Z ' Z

110 2 » =  + =  + 1
112 7 od  góry otrzyma i otrzym a się :

124 1 » 224 124

127 7 » +  ’f 2(A ,u  +  . . . +  ^ ( A , u + . .

128 3 od  dołu o tego do tego

130 7 od góry u -f -  amo =  0 i i - j -a ,» «  =  0

130 11 przedstawiają przedstawia

150 2 od  dołu , a tem sam em , przeto

155 10 od góry + 64 n
r + $ *

159 9 od dołu ( d V + . . ■ ( d u +  • • •

163 4 od  góry
U V

AE : fj------ Vu0 ’ 0

> w

C
le 1

^
1

<
 

II

169 4 od dołu (w  mianowniku) dosDG wstDC

170 12 »> protsych. prostych.

172 5 » (w  mianowniku) v> —  v> V\  —  V-1

172 3 » W W '

177 2 od  góry M« +  CN0 =  0 M0 — Ci\0 == 0

177 8 od dołu (w  liczniku) M0 —  aN0 M, —  aN,

173 5 od góry d  =  m -  , D =  M —  kH

179 11 » równani równania

179 5 od dołu Ci
A

c ,
A ,



OMYŁKI D RU KARSKIE.

Sir. W iers ;. A' opisano. Powinno być.

1 1 1 =  0
186 11 od góry 1 1

1 1

193 7 od dołu ksztalł kształt

197 6 od góry (w  m ianow niku) bpjt V  i

197 10 od dołu a.Zj a'.2i'o

1200 4
1 1

A tb O A n

211 8 od góry * 2(*u +  ifo )

213 8 -  2p*ft*y - 2pR*y

214 9 »
byle tylko m ożna było otrzym ać sprowadżonemi 

do jedności
sprowadziwszy do jedności

216 2 » +  m.ix)‘2 - ) - 4 -  «¿a;ą)2+

216 4 +  m l +  m ? {

222 2 » +  (ci —  c) 4- ( c - " C l )

222 6 » +  {b —  b)r 4 -  ( 6 - - 6i)2

225 1 od dołu xC 'x  4 " xPJx(j 4 -

228 6 » A ,B A ,B ,

229 4 od góry +  V~

236 8 » punktam punktam i

240 6 » Ą c 4 - c i

240 4 od dołu Miejscem Miejsce

241 13 od góry —j— c 4 " b

242 7 od dołu Równanie (7 bis) pokazuje Równania (7 bis) pokazują

250 13 od góry +  (a2 —  B2) l l2 4 - ( o 2 — R2)B2

252 4 (w  liczniku) U + l ’1! 6 4 - R'

252 G » (w  liczniku) U —  klV R — 411

253 3 od góry —  6jR ) - b 3 «*)

269 5 od dołu —  P w stA —  P wst B

288 4 od góry Wcp4 (> 4 “ *V»o +  =  0 u l  ¡i 4 -  14 ~ mo'u’1 =  9

291 3 od dołu (w  liczniku) ¡;.v

291 2 i) (w m ianowniku) (X X ( j +  ¡J-Yo + v Z j ) XX|)4“ rY o  4 - vZ0)2

292 8 od góry (w  liczniku) Yo Yo

295 4 punkta p u n l tu

297 4 od dołu V =  0 V = 0

316 9 od góry - f -  lj' WS11 —  t /w St a

325 12 od dołu x 'y ' + x ’y ’ =

54 7 od góry (w  m ianowniku) B2 B

M +  N\ /M +  N \2



6 9 8 OMYŁKI D RU K A RSK IE.

Sir. Wiersz. 

355 li od  góry

373 li »

376 5 od dołu

39/t 15 od góry

A l3 8 od dołu

A15 A od góry

415 13 od dołu

416 14 od  góry 

423 2 »

425 8 od  dołu

434 9 od  dołu

435 7 od  g ó iy  

448 9 »

Napisano. 

M2 —  N =  1

( 2 ) 

yfv 

h
1 .2 .3

m i (« , [i, Y) 
+  [X /'x , +  

X 'V "xu 

Pzregięcia 

W /w ,

Y

+  Sil /V 

, A;

TRYUNIJNE

455 2 od  dołu (w mianowniku) st D IT,

od góry 

od  dołu

457 5

457 1 

480 7

483 15 

485 9 »

492 16 »

493 1 »

501 9 »

513 12 od g ó iy

514 9 »

518 5 »

521 10 od dołu

526 15 »

527 18 od góry 

527 19 u 

527 5 od  dołu 

539 5 »

551 6 »

556 1 »

576 9 od  góry

585 2 »

585 7 od  dołu

/ N  
wst OD

wst 01,

+  DE2

(®. y) ■
(1 ) 

v =  \u 

U(u,v) -H

(w  mianowniku) f\ x 

C,

(x)

W  NIESKOŃCZONONOŚCI

9»ł—3 
o - 1 

9 m— 

lijn—j.t

P =
(w m ianowniku) A

u/' +  v / '
A 'il '

_  B 
_  A

Powinno być. 

M2 —  N2 =  1

(3)
Vf'y

J l3 _
1 .2 .3

m V (> . P, Y)
+  /r X /'x , 

X Y "x,x , 

Przegięcia 

W/'w,

V

+  =

, punktu A;

T R ZYL INIJNE

st D i i r

wss 01D

B /%

wst OLL 

(3 bis)

+  Df2 

(1. «)
(1 bis) 

v =  X0u  

?»(«, v) +

W
/% *

G,

? (* )

W  NIESKOŃCZONOŚCI 

Um_3 

Z-fm ■ i 

Vm— l 

W/n—p

Pi/ =
AC

O/'k +  V/V
A ' +  C'

_  li
c

(A d o s8 — B)/72,,



OMYŁKI BRU KARSKIE.

Sir. Wiersz. Napisano. Powinno być.

602 5 od doki k ki

(309 1 od góry DRUGIEGO DRUGIEGO

609 11 )) fc‘3A(cc —  oy,) —  cc0)°

609 13 » (w liczniku) 1 '’ l/o E.'/o

609 15 » Byo cyo.

611 13 )) ).A , AB, XC AA,, XBj, aCj,

611 16 od doki Bi Cu lii Ci Ei

(314 8 od góry —  = —  1 =

615 9 )) —  2B dos> —  2B, dosO

616 6 od doki (5) ( (5) f (

619 7 od góry ? - i Om- 1

625 5 od  doln (w liczniku) 01! ORm

654 10 » +  !/ + y 2
660 2 )) —  2co2 dos 2 » —  2cV j (1o s2m

660 4 )) -)- Cer do c) - ) - c 2 — 2cpdosw

670 5 )) =  vvst , =  d wst

674 7 )) =  (m — y — (m —

677 7 od góry ( A + n ) (1 + n )

677 3 od  doki (w liczniku) rl! rO

(399

K O . N  I E C .





N a k ł a d e m  w ł a ś c i c i e l a  B i b l i o t e k i  K ó r n i c k i e j  a  p r z e w o d n i c z ą c e g o  w  T o w a r z y s t w a c h  N a u k o w e j  

P o m o c y  i  N a u k  Ś c i s ł y c h  w  P a r y ż u ,  w y s z ł y  n a s t ę p u j ą c e  d z i e ł a  m a t e m a t y c z n e  :

1. N orzew sk i R och . Nouvelle théorie des proportions et progressions harmoniques avec ses applications à 
la géométrie. Paris, 4852, in-8°, 60 pages de texte et deux planches lithographiées (wyczerpane).

G.-H. N ie w ę g ło w sk i, h. profesor analizy w  Szkole W yższej Polskiej M ontparnasse, exam inator 
matematyki w  liceum  Św iętego Ludwika w  Paryżu :

2. —  A rytm etyka z teoryą przybliżeń liczebnych i t. d. (Kurs zupełny, zawierający działania skrócone, 
błędy sam oistne i w zględ n e; noty dotyczące w łasności liczb , w iele rozwiązanych zagadnień, ćw i
czenia). Paryż, 1866, in -8°, stron 352. Cena 1 tal. 10 sgr.

3. —  Geometrya. Część I  Geometry a plaska (w ydanie drugie), w  Paryżu, 1868 roku, stron 436 in -8°, 
figury w  tekście. Cena 1 tal. 10 sgr.

4. —  Geometrya. Część l i  I I ,  kurs zupełny, drugie w ydanie zupełnie przerobione, zawierające całą 
geom etryę starożytnych i m etody geom etryi nowoczesnej (pierwsze wydanie z 1852 roku ). Paryż, 
1868, in-8° stron vm  i 778. Cena 2 tal. 20 sgr.

5. —  Trygonometrya prostolinijna i sferyczna z teoryą ilości urojonych i z notami. Paryż, 1870 rok u ,in -8 ° 
stron xv i 407. Cena 1 tal. 15 sgr.

6. Zasady rachunku różniczkowego i  całkowego z zastosowaniami w yłożył W . F o l k i e r s i u ,  inżynier 
cyw iln y, b. uczeń szkoły politechnicznej w K arlsruhe, licencyat nauk matem atycznych P. F . Sor
b on y , profesor M echaniki w  szkole W yższej przygotow aw czej w  Paryżu, tom 1 zawierający Rachu
nek różniczkowy oraz dodatek W ładysław a Trzaski o Wyznacznikach. Paryż, 1870, in-8° stron x l i i i  
i 1087, figur w tekście 136. Cena 3 tal. 10 sgr.

7. Pamiętnik Towarzystwa Nauk Ścisłych w P aryżu r tom I. G łów ne artykuły przez pp. Franke, 
G osiew skiego, Sągajłę, Trzaskę, Żm urkę. Paryż, 1871, in 4° stron 186, figur 5. Cena 2 talary.

8. Pam iętnik Towarzystwa Nauk Ścisłych w Paryżu, tom  II. Artykuły pp. G osiew skiego, Iiucharzew - 
skiego Sągajły, Trzaski i Żaliriskiego. Paryż, 1872, in-4° stron 245, figur 8. Cena 2 talary. (Obydwa 
tom y  razem oprawne 3 tal. 22 sgr. 6 fen ).

U. W ykład  Hydrauliki wraz z teoryą machin wodnych, poprzedzony w iadom ościam i w stępnem i 
z Hydrostatyki i H ydrodynam iki, przez pp. Feliksa K u c h a r z e w s i u e g o  i W ładysław a K l u g e r a  ( i n 
żynierów  dyplom ow anych  szkoły Dróg i M ostów w  Paryżu). Paryż, 1873, in-8° stron l y i  i 1018. 
Figur w tekście 110, opraw a angielska. Cena 20 franków .

10. Zasady rachunku różniczkowego i całkowego, przez W ładysław a F o l k i e r s k i e g o ,  stałego Sekretarza i 
W ice-prezesa Towarzystwa Nauk Ścisłych w Paryżu, tom  II Rachunek Całkowy. Część pierwsza : 
całkowanie różniczek i t. d. Paryż, 1873, in-4” stron xvi i 752, figur 76, opraw a ' angielska. Cena 
12 franków.
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Bib lio teka  W S P  K ie lce
Niżej wymienione księgarnie zgłosiły się z obietnicę sprzedawania po stałycł _

kich nakładów Biblioteki Kórnickiej i odbieraję je  wprost od Zarzędu
czeniu każdego tomu

w W A R SZA W IE

w  KRAKOW IE

w e  L W O W IE

w POZNANIU 

»

w PETERSBURGU i MOSKWĘ 

w  PARYŻU

PP. Gebethner i W olff, 

i) Adolf Kawalski.

» J. J. Okoński.

» M aurycy Orgelbrand.

» G. Sennewald.

» Unger i Banarski.

i) D. E. F riedlein  (Rynek, 11),

u Stanisław Krzyżanowski.

» A leksander N ow olecki.

» A. D. B artoszew icz (Księgarnia Polska, ulica 

K opernika, l, 12).

» G ubrynow icz i Schm idt.

» J. M ilikow ski.

» F. H. Rychter.

» Karol W ild .

a M ieczysław  L eitgeber i Spółka 

» J. K. Żupański.

» B. M. W olff.

» Księgarnia Luxem burgska (16, rue de T our- 

non).

0052959

Z zam ów ieniam i zgłaszać się na'cży do Zarzędu Towarzystwa Nauk Ścisłych w Paryżu 
pod adresem  K . B r a n d t ,  rue Saint-Placicle, 4 4 ,  łu b  też wprost do Za rzędu Biblioteki 
Kórnickiej, pod adresem  : D 1’ C e l i c h o w s k i ,  w  Kórniku (W . K s. Poznańskie).

Pa r i s . —  i m p r i m e r i e  d e  e . m a r t i n e t , r u e  m i g n o n , 2 .

0052959


