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JEOMETRYI
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Wiadomosci popizednicze.

1. ‘?& SZYSTKIE rzeczy zmysiowe, zwane ina-
ezly c.aia, chochy tez byly naydrobnieysze, sa
zawsze rozciggle, to ieft: maia dfugosé, szerokosé
i wysokosé czyli grubosé. Spilna ta wszyfthim
ciafom wiasnos¢, o ktoréy nas zmyst widzenia i
dotykania przekonywa, sama iedna tylko zaymuie
uwage nasze, kiedy ciafa iakiego wielkosé zmie-
rzyé, lub ia z wielkoscia innego ciala poréwnaé
chcemy: w ten czas bowiem nie zwuzaiac na in-
ne ciafa tego wlasnosci, do mierzenia Zadnego
wpiywu nie maiace , sama si¢ tylko iego rozcig-
- ‘gloscia zaprzatamy. Nauka podaizica sposoby mie-
rizenia rozcizglosci, nazywa si¢ nauka mierniczq,
ezyli Jeometryq.

2. Rozciaglos¢ uwaza sic rozmaici~, i ma
rozmaite nazwilka. Jezeli dla wymierzenia wiclz
kosci inkicgo ciala uwazamy raz m irgo dlugnéc,
szeroko$¢ i wysok: §¢, czyli grubodé; rozciaglosé
pod-temi trzema wymiarami razem wzieta, zowie
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si¢ brytowatoscig, albo obictoscig tego ciata, yo-
lumen, a ciata; ktérych wielkosé pod temi trzema
‘Wymisrami uwazamy, zowia sie bryly: i tak ka-
mici, kula, belka, budynek i t d. sa to bryty,
ktérych obietoéé ieft mieysce wzdluz, wszerz i
wawyz rozlegle, przez te bryly zaiete. Eryty
podlug rozmaitego ksztaltu sa rozmaite, okrogte),
graniafte, konczate it. d. i maja rozmaite nazwi-
{ka, iak to na swoiém mieyscu wyfozymy.

3. Czeflokro¢ w mierzeniu ciat uwazamy tyl-
ko ich diugost i szerokosé, bez zadn:go wzgledu
na wysokos¢ lub grubosé. 1 tak dla wymierze-
nia pola, ogrodu, posadzki w pokoiu, obicia na
sciane i t. d. dosy¢ ieft zmierzyé ich diugoéé i
szerokosé.  Rozciogtosé pod temi dwoma wymia—
rami uwaZana, bez wrgledu na wysokosé czyli
grubosé, zowie sie powicrzchniq, superficies. Po-
wierzchnia podiug ksztaitu ciafa, do ktérego na—
lezy, icst albo réwna ezvli plaska, zwana inaezéy
plasczyzna, planum; iak icft powierzchnia papié-
ru, tablicy, flofu, posadzki, ieziora, pola réwne-
go i t. d. albe nieréwna czyli krzywa, to ieft
wklesta lub wypukia; iak i« ft powierzchnia naczy-
nia wklesfego, kuli, armaty, géry, doliny i t.d.
Tu iuz fatwo wnie$¢ mozna, ze ypowierzchnie ré-
wne czvli plasczyzny réinia sie tylko wicdzy so-
ba swoia rozlegioicia czyli wielkoscig: powierz—
chnie zas krzywe tak co do rozleglodci, iak 1 co
do ksztaltu swego musza byé rozmaite.

4. Creflo nawet i na szerokosé nie daiemy
zadnego wegledu, lecz tylko sime dlugosé uwa-
zamy. 1 tak podriZny nie pyta sie o szerckosé
drogi, ktéra ma przebyé, ale tylko uwaza odle-
glos¢ mievsea do ktdrego daky: pro’ vicey dziel-
no$ci flrzelby mierzy tylko diugosé drogi, ktéra
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kula przebiegla, i t. d. Rozciaglosé taka ,wzdluz
. tylko uwazana, bez wzgledu no s+erokosd’ i
gruboic, zowie si¢ liniig, akonce 1"51“ nazywaia
si¢ panktami. Punktzatém, sm:’le. Orac TZECZY,
_mnie ma zadnéy rozciagfosoi: gdyz ieft L:mgv.m .11-.
nii, ktéra nie ma ani szerskodci ani grubodel. Mo~
wimy tu, Scisle bio"g_cfzécz_y, gdyz punkta zna-
_ezone fa tablicy lub ma papiérze nie moga b ¢ bez
rozcigglosci, réwnie iako i liniie, ktére kreda,
oféwkiem, albo pidrem krédlimy, musza miec ko-
niecznie sz°rokosé, choéby tez byly iak naycien-
sze. Ale wécisiém znaczeniu, kiedy p asczyzna
bedaca konicem czyli granica ciafa iakiego, ma
~ tylko dlugoéé i szerokod¢ bez grubodei, linia be-
'daca granica czyli koncem piaszczyzny, miec tyl-
ko moze dlugnéc bez szerokosei igrubosei; punkt
za$, iako granica czyli konizc linii, nie moz: micé
. zadnéy rozciagfosei.
; 5. Liniia ieft albo profta, albo zlamana czy-
i zkilku proftich zioZona, albo krzywa. Liniia
‘profta ieft naykrétsza droga z iednego punktu do
_drugiego, iak. ieft liniia AB. Figura 1. WWszel-
ka za$ inna liniia, ktora nie ieft naykrdtsza dro-
ga zjednego punktu do drugiego, ieft albo liniia
zfamana, czyli z proftych zfoZona, iak ieft liniia
ACDB; albo kr:ywa, iak sa liniie AEB, AFB,
ktore sa tém diuzsze, im sic bardzidy oddalaia od
naykritszéy drogi z punktu A do B, czyli od linii
proitéy AB.

6. 7 tgo coimy dotad o lignii proftéy po-
wiedzieli, wypada 10d Ze prues ieden punkt tyle
Liniy proftych prowadzi¢ mozna, ile sie podoba:
co ieft przez sic widocsnay ere Ze przez dwa pun-
kta iedna tylko liniia profta przechodzié moze: bo
od iednego punktu do  drugiego iedna ieft tylko
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naykrotsza droga; liniy za$ krzywych i zfamanych
tyle przez dwa punkta prowadzi¢ mozna, ile sie
podoba: dla tego tez liniie krzywe i zfamane o-
znaczaia sie kilka gloskami; na oznaczenie zas li-
nii proftéy, dosyé ieft dwoch tylko gtosek, ktore,
ieZeli diugoéé linii proftéy ieft wyznaczona, kfa-
da sie pray iéy koncach; iezeli dfugeéc¢ linii nie

deft Wyznaczona, kiada sie w dwoch ktérychkol-

wiek ‘i¢y punktach. 3ecie ze gdy zatém dwie lini-
ie profte maia dwa punkta spdlne, dwie te liniie
czynigd iedne tylko liniia profta: bo przez dwa
punkta iedna tylko liniia’ profta przechodzi¢ mo-
Ze; 4te ze gdy sie dwie liniie profte z soba prze-
cinaia, przecieciem ich ieft tylko ieden punkt: bo
gdyby sie we dwéch punktach przecinaly, na ten
czas maiac dwa punkia spélne, czynilyby iedne
liniia profta. b5fe¢ Ze nakoniec liniie profte réznia
si¢ miedzy soba tylke. dlugoécia swoia; lubo i ta
rozuica nie jeft tak wielka iak sie z poczatku zda-

ie, gdy zwazymy, Ze kaZzda liniia prosta moze bvd,

w mysli przynaymniéy w obie strony tak ' daleko
przediuzona, iak sie podoba; gdy tym czasem li-
niie zlamane i krzywe tak co do dlugoéci, iako i
co do ksztaltu swego, moga byé rozmaite,

7. Miedzy linilami krzywemi, nayznaczniey-

-sza iest liniia kolista, zwana okregiem kota, li-

nea circularis, circumferentia circuli, iaka iest
Jig. 2. ABCDEA, ktéra zwyczaynie kredli si¢ za
pomoca narzedzia cyrklem zwanego, lecz kidra
wykredlic takZe mozZna sposobem mastepuiacym :
wziawszy nitke lub drécik dlugoéei np. linii AS,
i ieden iego komiec utwierdziwszy na stole lub na
tablicy w punkcie S tak, aby okolo tego panktu
mogl sie obracac; do drugiego konca A, przy-
fézmv oféwek lub krede. i obréémy drécik wraz
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z kredg okolo punktu S tak, aby powrdcil na to
samo mieysce, z ktorego obraca¢ si¢ porzaf: lad
na tablicy od kredy zastawiony iest Ok“:‘_gie!{l-
Plasczyzna ta liniia krzywa okréslona zowie sig
kotem, circulus. Cugéé iakakolwiek okr¢gu AED,
BCD it d. nazywa si¢ fukiem, arcus.

‘8. Wlasnoéé okregu z samego wykréslenia
' wyplywaiaca iest ta, Ze kazdy punkt nanim wzi¢-
ty znayduie sie w rownéy odlegloéci od punktu S:
odlegfoscia bowiem ta iest drécik AS, ktérego
dfugoé¢ w czasie obrotu iest nicodmienna. Punkt
S zowie si¢ dla téy praycayny Srodkiem kota, cen-
truin, aliniia prosta SA, SB, 1 t, d. srodek kofa
z punktem . ktérymkolwiek na okregu wzietym fa-
czaca, nazywa si¢ promieniem, radius. WWszy=
stkie zatém promienie kofa sa réwne: bo wszy-
stkie punkta okregn sa w réwnéy od érodka kota
odlegfosci. Inne wlasnosci okregu wyloZymy na
swoiém mieyscu; tu tylko przestaiemy na tych,
ktére nam do poczatkowych wiadomoéci o liniiach
prostych beda potrzebne.

9. Co si¢ tycze innych liniy krzywych, kszal-
tem swoim i innemi wlasnodciami od okregu ré-
Zniacych sie, te nalé¥y do Jeometryi dalszéy, kté-
ra poprzedzi¢c powinna wiadomoéé wiasnoséci li-
niy prostych, plaszeczyzn i bryl, co iest przed-
miotem ninieyszego dziefa.

ROZDZIAL IL

O Liniiach profiych przecinaiaeych sie, o fq-
tach i trdykqtach.
(¥
10. Mieysce nieograniczone ACB, ﬁg.‘y za-
warte miedzy dwiema linilami prostemi AC i BC,
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~ ktére sie 7 sobq przecinaia w punkcie C, i ktére
moga byc tak przediuzone, iak sie¢ podoba, na-
zywa sie kqtem , angulus. Liniie AC, BC, Pree~
cieclem swoiém kat tworzace, zowia si¢ ramio-
nami kata , crura, a punktC W Ltr)r»m sie te dwie
liniie przecinaia, nazywa sie wierzchotkiem kata,
. pertex. ‘

11. Kat zwyczayniﬂ oznacza sie iedna glo-
fka iakakolwiek) ktora sie kladzie przy iego wierz—
cholku. Lecz gdy dwa lub wiecdy katéw maia
spolny wmrzchoiek, iak test na figurze 4, naten
czes kat oznacza sie trzema glofkami, 2 ktoryh
iedna kfadzie sie przy mgo wierzcholku, a dwie
przy koncach ramion.: A Ze czestokroc konop ra-
mion sa wierzcholkami ‘innych kqtow, iak np.na
figi 11, przeto dla dok{adnego ozhaczania katéw,

zgodzono si¢ w wymawianiu tych glosek zachowac

nastepuiacy porzadek: wyméwié naprzéd glolke
bedaca przy koncu iednego ramienia, potém glo-
fke bedaca przy wierzchotku , nakoniec glofke
bedaca przy koncu drugiego ramienia. I tak fig.
4 kat zawarty miedzy ramionami BC, DC iest
BCD, lub DCB; kat"ACD, Jub DCA jest kat za-
warty miedzy ramionami AG.DC s

12. Ramiona kata moga si¢ bardziéy lub
mniéy rozchodzi¢: kqty tez pod tym wzgledem sa
wicksze lub mnieysze. I tak fig. 4, kat ACB iest
'chkszv od kata DCB; gdvz ramlona pierwszego
bardney sie rozchodza , niz ramiona drugiego. Ka-
ty rowne sa te, ktorych ramiona réwnie si¢ roz-
chodza, i ktére tém samém przystac moga do sie-
“bie, gdy ieden na drugim bedzie polozony. I tak,
pofoiywsry be, ramie Ldta bca, na BC, ramieniu
kata" BCA, wten sposdb, aby punkt ¢ padf na
C, iezeli ramie ac, péydzie po ramieniu AC, kat
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bea, iést Yéwny  katowi BC}'}, chociazby .ra."ﬂliona,
be, ac, byly diuzsze lub krotsze. f’_d ramion BC,
AC: gdyz ramiona kata iako liniie p,ro.ste moga
byé podiug potrzeby przediuione. Jozeli zas, po-
fozywszy be na BC, ramie ac wezmie takie ' po-
fozenie, iak CD, lubiak CE; kat bea iest w piér-
wszym ‘przypadku muieyszy ,* w drugim wickszy od
kata BCA, chociazby ramiona be, ac byly ré-
wne ramionom BC, AC. Wielkoéé zatém kata
nie zalezy od dfugoéci ramion, lecz od ich roz~
twarfoéci; czyli, co na iedno wychodzi, od poto~
Zenia wzgledem siebie dwdch liniy przecieciem
swoiém kat tworzacych. )

15. Gdy liniia” DC fig. 5. takie ma wazgle-
dem linii AB pofozenie, Ze z nia tworzy dwa ka-
ty ACD, BCD migdzy soba réwne; katy te zowia
sie proste, recti, a liniia DC iest prostopadia,
perpendicularis, do linii AB. Wszelki kat mniey~
szy od prostego, iak iest np. fig. 6, kat ECB, zo-
wie sie oftry, acutus; wszelki kat wiekszy od pro-
stego ;- iak iest mp. kat ACE, zowie sie roztwar-
ty, obtusus.

14. Katy tak ostre iako teZ i roztwarte mo~
ga sie bardziéy lub mniéy przybliza¢ do prostego;

przeto tez tak ostre iako i roztwarte, co do wiel-

kosci swoiéy, sa miedzy soba rozmaite. Lecz ka-
ty proste wszystkie sobie sa réwne, i moga do
siebie przystac. JakoZz fig. 5, pofozywszy ¢h ra-

-mie kata prostego dcb, na CB ramieniu Kata pro-

stego DCB, gdyby ramie ¢d nie poszfo po ra-

“mieniu CD, padioby albo z prawéy strony linii

CD, np. na liniia CE; albe z lewéy strony teyic
linii CD, 7=p. na liniia CF; i kat deb w pidr-
wszym przypadku bythy réwny katowi KCB, kté-
ry iest ostry, iako mpnieyszy od prostego DCB; w
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!
drugim przypadku kat deb bylby réwny katowi
FCB, ktéry iest roztwarty, iako wigkszy od pro-
stego DCB., A ze kat dcb nie iest ani ostry, ani
roztwarty; wiec i ramie cd nie poydzie ani po li-
nii CE, ani po linii CF, lecz po linii CD; a za-
tém bedzie kat prosty dcb réowny prostemu DCB.

15. Gdy liniia CE, fig. 6. z liniia AB two-
rzy dwa katy nie rowne, ieden ECB ostry, czyli"-
mnieyszy od prostego DCB, drugi ACE roztwar-
‘ty, cayli wickszy od prostego ACD; summa tych
dwoch katow ECB, ACE przy sobie lezacych,
zwanych inaczéy przylegtemi, adjacentes, réwna
sic dwom katom prostym. Jakoz kat ostry LCB
od prostogo DCB mnieyszy iest katem DCE ; kat
zas roztwarty ACE od drugiego prostego ACD
* wigkszy iest tymze samym katem DCE: wiee o-
badwa katy przylegte ECB, ACE, rowne sa dwom
katom prostym DCB i ACD.

16. Stad wypadaia nastepuiace wniolki: 14d
ze kiedy ieden z dwdéch katéw przylegiych iest
prosty, drugi takZe prosty by¢ powinien; gdyz o-
badwa czynia dwa katy proste;

are Ze wsuystkie katy, fig. 7. ACE, ECD,
DCF, FCB, lezsce z jednéy strony linii AB, i ma-
ijce spolny wierzcholek C, waza dwa katy pro-
ste: bo wystawiwszy sobie, Ze z punktu C iest
wyprowadzona CM prostopadfa do AB, summa
tych wszystkich katéw réwna sie widocznie dwom
katom prostym ACM, BCM. :

3cie. Ze gdy si¢ dwie liniie proste, fig. 8.
AB, DE, przecmaia w punkcie C, summa czté-
rech katéw ACD, DCB, BCE, ECA, réwna sie
cztérem katom prostym: gdyz katy ACD i DCB
iako przylegle, waza dwa katy proste, i katy ACE
i1 ECB dla téyze przyczyny waza dwa katy proste;
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" Ate. Ze przez punkt C, fig. 9. poprowadzie
wszy iakakolwiek liczbe liniy prostych ’AC, BC,
DC, EC, FC; summa wszyltkich katdw ACB,
BCD, DCE, ECF, FCA, maiacych spdlny wierz-
shotek w punkeie C, réwna si¢ czterem katom
proﬂ];m: gdyz przediuiywszy ktdérakolwick liniia
nip. DC do H, summa katéw HCA, ACB, BCD,
réwna sic dwom katom prostym, i stmma katéw
HCF, FCE, ECD réwna si¢ takze dwom katom
proftym, podiug wniofku drugiego. ;

17. Uwazac tu potrzeba, Ze kiedy dwa ka-
ty przylegle, fig. 6. ACE, ECB waza dwa katy
profte, dwa ich ramiona AC i BC s3 wjednéy
linii; to ieft; AC ramie kata ACE, ieft przedii-
zeniem CB ramienia kata ECB. Katy np. fig. 7
ACD i DCF nie waza dwéch katow proftych,.
chociaz leza przy sobie, i maia spolny wierzcho-
fek C: bo ramiona ich AC i CF nie sa w jednéy
linii. 2 ; .

18. Gdy dwie liniie profte, fig: 8. AC,DC
przecinaiace sie. w punkeie C przediuzone beda,
pierwsza do B, druga do E; dwa katy ACD,
BCE maiace spolny wierzchofek C zowia sie ka-
tami w wierzcholku przeciwlegtemi, ad verticem
oppositi. Katy ACE, DCB sy takZze w wierzchof-
ku przegiwlegle, gdyZ obadwa maig spélny wierz-
chotek C, aramiona iednego z nich np. kata ACE,
sa przedfuZeniem ramion drugiego kata DCB.
Katy, fig.9. ACB, FCE, lubo maia spdlny wierz-
shotek C, nie sa iednak w wierzcholku przeciw-
legte: gdyZz ramiona iednego znich nie sa prze-
dluzeniem ramtion drugiego.

19. Katy, ACD, BCE, fig. 8. w wierzchot-
ku przeciwlegte; sa sobie rowne. JakoZ summa
dwoch katéw praylegiyeh ACD i ACE, réwna sic:

o
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dwom katom proftym; podobnieZ summa dwdcly
katéw prayleglych BCE i ACE rowna si¢ dwom
katom proftym. < Wiec odiawszy o- obudwu summ
spélny kot ACE, zoftanie ka_t_ACD s Towny ka<
towi BCE. _

g0. Stad wypada 16d, Ze przediuZywszy li-
niia DC, fig. 10, ktéra zliniia AB czyni dwa kg~
ty ACD 1 BCD profte, przediuzZenie iéy CE u-
tworzy z drugiéy ftrony linii AB dwa katy ACE,
BCE profte: gdyz katy te sa wierzcholkiem prze-
ciwlegle katom DCB, ACD proftym;

sre. Ze kiedy linila DE ieft proftopadfa do
AB, wzaiemnie tez i liniia AB ieft proftopadia do
DE: bo ze liniila DE ieft proftopadia do AB,
idzie zatém, iz kat ACD ieft réwny katowi przy-
legtemu BCD, i Ze obadwa te katy sj profle
(13). Lecz Ze kat BCD ieft profty, idzie za tém
ze i kat ACE preciwlegly wierzchofkiem ieft pro—
dty; wiec kat ACE=ACD, atém samém liniia
AB ieft proftopadia do linii DE.

21. Mieysce trzema liniiami proftemi okre~
slone zowie sie trdykatem, triangulum. I tak, fig.
11. ACB ieft tréykat: liniie AB, AC, BC prze-
ciecirm swoiém tworzace tréykat, zwaé bedzie-
my hokami, latera. Boki te sa oraz ramionami
trzech katéw A, B, C. W tréykacie zatém, o-
précz powierzchni, szesé rzeczy uwazaé nalezy :
trzy boki i trzy katy.

22, Summa dwéch ktérychkolwick hokéw
trévkata, mp. summa dwéch bokéw AC i BC,
wicksza ieft od hoku trzeciego AB: gdyz -liniia
profta AB ieft naykrétsza droga od punktu A do
B (6), atém samém krotsza ieft od BAC linii
sfamanéy z punktu A do B poprowadzonéy. Dia
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teyze przyezyny summa dwéch innych ktérychkol-
wiek bokow wieksza ieft od boku trzeciego.

. 25. Waiawszy wewnatrz troykata AGB, fig.
12. punkt od upodobania D, i do dwéch koneéw
ktéregokolwiek boku, np. AB poprowadziwszy liniie
groﬂe AD, BD; bedzie summa dwéch innych boe

6w AC, BC wigksza od dwéch liniy AD, BD.
Wiasnoé¢ ta ieft wniofkiem tego, coémy powie—
dzieli wyzéy, (5). Mozna ia okazaé¢ sposobem
nastepuigcym :

Przedluzywszy liniia AD aZ do przecigeia sie
,zhokiem CB w punkcie F, bedzie w iréykacie
ACF summa dwéch bokow AC i CF wieksza od
boku trzeciego AF; czyli wieksza od linii AD i
DF: gdyz bok AF f{kiada si¢ z dwoch tych liniy -
AD i DF. Podobniez w tréykacie BDF summa
dwoéch bokéw. BF 1 DF wicksza ieft od boku
trzeciego BD; czyli, dla krotkosci w ttumaczeniu
si¢ uzywaiac fkréconych znakéw, w tréykacie ACF
ieft AC4 CF> AF; czyli AC+ CF> AD +- DF.
Podobniez w troykacie BDF,ieft BF --DF.> BD.

" W oftatnich dwéch wyraZeniach dodawszy
firony odpowiadaiace sobie, hedzie
AC £ CF 4+ BF - DF >AD 4 DF +BD ; czyli
AC - CB -+ DF >AD - DF 1 BD: glyz CF 4
BF=CB. Odiawszy poobudwu ftronach DF, zo-
ftanie AC 4 CB > AD- BD to ieft: summa dwdch
bokéw AC i CB wigksza od dwdch liniy AD i
BDI Ll

24, Twierdzenie. Dwa trdykely moge przy-
Sa¢ dosiebie, a tém samém sq sobie rowne, gdy
dwa boki i ket miedzy niemi zawarty w jednym,
rowne sq dwem bokom i kqtowi micdzy niemiza~
wartemu w drugim triykgcie. '
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- Dovodzenie.  Niech beda dwa tréykaty, fig.
13. ABC, abe w ktérych bok AC=ac, hok
Bﬂ;bc, i kat C zawarty miedzy ten}i bokami
“AC, BC réwny katowi ¢ zawartemu micdzy bo-

kami ac, bc; mamy okazac, ze bok AB = ab,
kat A = a,-kat B=20, to ieft, ze dwa te tréyka-
ty Pr;jrﬂanq do_siebie. ek ;
' Jakoz wyftawmy sobie , Ze tréykat abe ieft
.z mieysca swego oderwany i pofoZony na troy-
ﬁ{”ka;cie ABC tak, aby punkt ¢ padf na punkt C, i
. bok ac poszedl po boku AC: w takiém poloze-
niu punkt a padnie na punkt A: gdyz bok ac
== AC z zalozenia; bok bc péydzie po boku BC:
gdyz kat ¢= ( (12) punktd padnie na punkt B:
gdyZ bok be=BC. A gdy punkt @ padina A i
punkt & padl na B; wigc i bok b przyftanie do
boku AB: gdyZ przez dwa punkta A i B jedna
tylko linila profta przechodzi¢ moze (6); a zatém
i katy a, b, przyftang do katéw A, B, (12)ica-
y troykat abe przyflanie do troykata ABC.

25. Uwazac tu potrzeba, Ze boki rowne we
dwoch tréykatach lea na przeciwko réwnych ka-
téw; 1 odwrotnie katy réwne leza mna przeciwko
réwnych bokow, 1 iak bok @b réwny bokowi AB,
lezy na -przeciwko kata ¢ réwnego katowi C;kat
b réwny katowi B lezyna przeciwko boku ac ré-
wnego bokowi, AC it. d.

26. Twierdzenie. Dwa tréykety moge do
siebie przyfiaé, gdy dwa kety i bok przy nich
leigcy w jednym, rowne sq dwom kqtom i boko-
wi przy nich lelqcemu w drugim troykgcie.

- Dowodzenie.. Niech beda dwa tréykaty, fig.
* 13. ABC, abc, wktérych kat A—=a, kat B=
© pibok ABi=ab: mamy dowicidé 26, bok AG
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==de, bok BC==bc,ikat C=c, czyli Z¢ dwate

tréyka ftana do siebie.’

W V\tfyyﬂr;?fny sohie, ze tréykat abc ieft pofe-
Zony na tréykacie ABC tak, aby punkt @ yad? na -
A, i bok ab poszed po boku AB; poniewaz dwa
te boki sa réwne z zatoZenia, wig¢ punkt b pa-
dnie na punkt B: aze kat a==A, wiec bok ac
poydzie po boku AC &12), a tém samém punkt ¢
padnie na ktérykolwiek punkt linii AC. Podo-
bniez dla réwnosci katéw & i B, bok bc poy-
dzie po boku BC, atém samém punkt ¢ padnie
na ktérykolwiek punkt linii BC. A zatém punkt
¢, ktéry musi sie znaydowaé razem na dwéch li-
niiach AC i BC, padnie na spdlne ich przeciecie
C: wige troykat abe przyflanie do tréykata ABC.

27. Twierdzenie, Jeieli we dwich trdykqe—
tach dwa boki iednego, sq réwne dwom bokom
drugiego troykata, a kety miedzy temi bokami
nie sq rowne, ten z bokow przeciwnych tym nie-
réwnym kqtom ieft wicksly, kébry leiy naprze-
ciwko wiekssego kqta: i odwrotnie, ten z dwich
kqtbw zawartych miedzy réwnemi bokami we
dwich trbykgtach ieft wiekszy , ktory leiy na-
przeciwko wickszego boku. '

Dowodzenie. Niech beda dwa tréyka_t{ fig.
14. ABC, abe, w ktérych bok AB = ab, bok BC
== be, a kat B zawarty miedzy dwoma piewsze-
~mi wickszy ieft od kata b zawartego miedzy dwo-
ma drugiemi bokami: trzeba dowieidz, ze bok
AC przeciwny katowi B w tréykacie ABC, wie-
kszy ieft od boku ac przeciwnego katowi b w tréy-
kacie abe.

Polozywszy tréykat abe na tréykacie ABC
tak, aby bok ab przyftal do bhoku AB, boki ac,
be wezma albo takie poloZénie, iak na figurze
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d liczhy 1, gdzie punkt ¢ znayduie si¢ na bo-

u AC; albo takie iak na fig. 2, gdzie punkt ¢
mayduiesiQ wewnalrz trOqufa' ABC; albo na-
koniec takie, iak ng fig. 6, gdzie punkt e znay.
duie sie za tréykatem ABC.

W awszym przypadku bok AC widocznie ieft
wiekszy od Ac, iako caloé¢ od swoify czgsci: a
2e ‘Ac= ac z wykréélenia , wiec bok AC wiekszy
ieft takze od waec. ;

W ogim przypadku fig. 2. AC 4 BC > Ae
-+ Be; (23) cayli AC 4+ BC > Ae
-+ BC: gdyz podtug zaloZenia bok Be = bc=BC.

Odiawszy po, obudwu ftronach BC, zoftanie
AC> Ac. Aie Ac=uac, zwykréilenia, bedzic
wiec AC > ac, to icft, bok AC wickszy ieft od
boku ac.

W 3cim przypadku, fig 3 wtréykacie Ac D,
AD--Dc> Ac (22); Podobniez w tréykacie BDC
DC+DB> BC. Dodawszy ftrony odpowiadaigce
sobie, bedzie AD + DC +~De--DB> Ac+ BC;
czyli AC~+ Be> Ac+ BC. (gdyz na figurze AD
+DC=AC, D¢+ DB =Be) czyli AC+ BC>
Ac -+ BC (gdyz Be == bc = BC z zalozenia). O-
diawszy BC po obu ftronach, bedzie AC> Ac;
czyli AC> ac: gdyz Ac = ac z wykréilenia.

Odwrotnie. Jeieli we dwéch trzykgtach ABC,
abe, fig. 14, bok AB==ab, bok BC = bc, a bok
AC > ac; bedzie kat B>b. Jakoz gdyby kat B
nie byl wickszy od kata &, bylby albo mu ré-
wny, albo od niego mnieyszy. W pierwszym przy-
padku dwa te troykaty przyftalyby do siebie (24),
atém samém bylby bok ac= AC, co byé nie
moze, iako przeciwne zaloZeniu. W drugim przy-
padku bylby bok ac> AC podiug pierwszéy cze-
§°i ninieyszego twierdzenid; co si¢ takze sprzeei=

y
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wia zaloZenin, atém samém by¢ nie meze. Kiew
. . r ® » ~ 3
dy wiec kat B nie moze byé ani réwny katowi

b, ani od nie; nieyszy, wiec musi byc od
niego wickszy. '

28. Twierdzenie. Dwa trdykqety moge do
siebie przyfla¢, gdy trzy boki iednego, rowne sg
trzem bokom drugiego triyketa. :

- Dowodzenie. Niech beda dwa tréykaty fig.
13 ABC, abc, w kiérych bok AB = ab, bok AGC
== ac, bok BC = bc; trzeba dowiesdz ze kat A —a.
kat B="5 i kat C=c, czyli Ze dwate tréyka-
ty przyftana do siebie,

Gdyby np. kat & nie byl rowny katowi B, te—
dy bytby od niego albo wigkszy albo mnieyszy.
'W piérwszym przypadku, poniewaz boki ab, be
troykata abe rowne sa podlug zalozenia, bokom
AB, BC tréykata ABC, bok ac, przeciwny wie-
kszemu katowi b, bylby wickszy od hokn AC
przeciwnego mnieyszemu katowi B, podiug twier-
dzenia poprzedzaiacego; co by¢ nie moze, gdyZ
podiug zafoZenia bok ac=—=AC.

W drugim przypadku, gdyby kat & byl nfigey~
szy od kata'B; bok AC przeciwny katowi B wie-
kszemu, byiby wigkszy od boku ac przeciwnego.
katowi b mnieyszemu (27); co bydi nie moze:
gdyz , podiug zatozenia, bok AC =ac. Kiedy
wiec kat b nie moze by¢ ani wickszy , ani mniey-
szy od kata B, musi byé muréwny. Dwa zatém.
troykaty ABC, abe, w ktérych dwa boki AB, BC
i kat B micdzy niemi zawarty wjednym, réwne
sa bokom ab, be i katowi b miedzy niemi zawar—-
temu w drugim tréykacie, przyftana do siebie (24).

29. Twierd. W trdykgcie maircym dwa
boki réwne, ‘kqty przeciyne bokom réwnym sa
rowne,
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-+ Dowod. - Niech bedzie troykat fig. 15. ARC
whérym bok AC = BC; trzeba dowiesdz; ze kat
: Podzieliwszy trzeci bok a dwie .rdwne
ezeéci w punkeie D, i poprowadziwszy liniia _C’D;
w dwéch tréykatach ACD, BCD, bok AC piér-
wszego, réowny ieft bokowi BC drugiego tréyka—
ta, ‘podiug zafoZenia; bok AD piérwszego, rowny
ieft bokowi BD drugiego troykata podiug wykré=
slegia; bok CD ieft dla obudwu tréykatow spdl-
ny: azatém dwa te tréykaty prayftana do siebie
(28); a wsczegélnodci, kat A przyftanie do kata
B; wicc dwa te katy sa réwne.

‘0. Stad wypada,ze w troykacie ACB, fig:
16 maiacym wszyftkie trzy “boki migdzy soba ré-
wne, wszyftkie tez trzy katy sa miedzy soba ré-
wne: gdyz kat A réowny iest katowi B, dla ro-
wnosci bokow AC, BC; a ze tez boki AB i AC
3 réwne, wigc kat B réwny ieft katowi C.

31. Troykat maiacy trzy boki réwne zowie
sie rownoboczny , aequilaterum ; tréykat maia—
cy dwa boki rowne, zowie sie rownoramienny ,
- aequicrurum albo isoscele; troykat maiacy trzy
boki nieréwne, zowie sic réinoboczny , scale-
num. _

W trdykacie réwnoramiennym ACB fig. 15
trzeci bok AB zowie sie zwyczaynie podstawe,
basis, a kat C przeciwny podftawie nazywa sie
wiérzchotkiem tréykata, vertex. ~ W innych troy-
katach ktérykolwiek bok mozna wziaé za podfta—
we, akat mu przeciwny za wiérzchofek.

Powyisze zatém twierdzenie (29) moznaby
tak wyslowic : w tréykqcie réwnoramicnnym katy
- przy podfiawie sa réwne.
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32. ' Twierd, # irqylacze maigeym  dwa
kqty réwne, boki przec:wue katam réwnym sg
r¢wn'¢..
ﬂowad Nlech hedne 'h‘OVk‘-lt ARBC, fig- 173
w ktory,m kat A = J},. trzeba duw1esdz, ze hok
BC =AG, ozyli , ze trQy]gqt ten ieft  rownorae
mlennv. S & :

Na okazanie tego podz’@my bok trzeci AB
‘ wpunlsme F na dwie réwne cz@sel, i poprowa-
_dziwszy liniia CF, przediuzmy ig do D tak, aby
bylo DF = CF; popmwadmwszy potém liniia AD
iBD; w dw0ch trnykﬂfach AFC, BFD, bok AF
= BF 2z wykreslenia; bok CF = g\ wykresle—
nia; i kat AFC = BFD (19); wigc dwa te tréoy-
katy przyﬁan a dosiebie (24); a wsz e-golnoscu hok
AC=BD, i kat FAC=FBD.. A ie kat FAC
— FBC z zaloZenia, wiec i kat FBD — FBC.
Podohnymze sposobem dowmdz]emy przez pray-
ftanie do siebie dwéch tréykatéw CFB, AFD, ze
kat FAD = FAC. Wiec dya troykdty ACB
ADB maiace bok AB spolny , 1 katy przy mnim,
lezace przy ‘A i B réwne, przyftana do siebie
(26); a wsczegolnoéci bok BC= BD: a ze hok
BD = AC podiug dowiedzenia, wicci BC= AC,

53. Stad wypada: Ze iezeli wtroykame WSZ Y~
ke trzy katy sa réwne, beda tez i wszyftkie-
trzy boki réwne.

54. Twierd. W trd_ybacze ro:!nobocznym
bok wigkszy , przeciwny ieft wickszemu kqtowi, i
.odwrotnie kgt wickszy, przeciwny ieft wigk szemm
bokowi. .

Dowod. 10d Niech bedzie tréykat, fig 18.
ABC, w ktérym kat CAB ieff wiekszy od kata B:
trzebn dowieédz, ie bok BG przeciwny w;ekaze-
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mu katowi CAB, ieft wickszy od boku AC prye-
ciwnego mnieyszemu katowi B - .

Z punktu A poprowadziwszy liniia AD tak,
aby k@lt DAB byl réwny kytowi B, w lh"oykgcie
réownoramiennym DAB deft bok AD =DB (32).
I CD -+ DB >,A$(:: dyz AD = DB; czyli CB>
AC; o ieft: bok przeciwny wiekszemn kato-
wi CAB ieft wickszy od boku "AC przeciwnego
mnieyszemu katowi B. ' } ;
oir are. ‘W tréykacie ABC, wktérym hok BC>

AC, bedzie kat CAB przeciwny wickszemu boko—-

wi BC, wiekszy od kata B przeciwnego mnieysze-
mu ‘bokowi AC. " . iy %

. Jakoz gdyby kat” CAB nie byl wickszy od
kata B, bylby albo rowny katowi B; albo od nie~
go mtifeyszﬁf. Gdyby kgt CAB byl réwny ka-
towi, B, bok BC bylby réwny bokowi AC (52);
co, si¢ sprzeciwia zaloZeniu. Gdyby kat CAB byt
mnieysty od kata E, bok BC przeciwny katowi
CAB mnieyszemu , bytby mnir'}'szy od boku AC
przeciwnego katowi wickszemu, podiug piérwszéy
czesci ninieyszego twierdzenia; co sig takze sprze-
ciwia zatoZeniu. Kiedy zatém kat CAB nie mo-
_ Ze 'by¢ ‘ani réwny katowi B, ani od niego mniey-
- szy, musi wige byc'od niego wigkszy.

35. 'Dla dowiedzenia oftatnich trzech twier—
dzen, trzeba byfo bok AB, fig. 151 17 dzielié na
~ dwie réwne czesei, i wykredlic kat DAB, fig. 18
réwny katowi B. Ulatwia to naftcpuiace zaga-
duienia :

Zagadnienie. 1. Maige dune dwa pankta.Ad
i B fig. 19, znalezé punkt trzeci, kioryby od obu-
dwu byt w jednakowéy odlegtosci. ;
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-« Rozwigzanie. Z punktu A, promieniem ja-
Hlmkolwiek, byle wigkszym niz ieft pol’owa odle—
gloéci dwoch ~danyeh punktéw, nakreslmy Tuk
DE, az punktu B tymZe samym promieniem na-
kreslmy Tuk FG, ktéry z {ukiem pierwszym prze-
cina si¢ w punkcie C: punkt C ieft punktem szu-
kanym. -
Uwaga. Uwazaé tu potrzeba, iz promien
ktérym kreslimy dwa fuki przecinaiace sie, po-
winien byé wickszy, niZ ieft polowa odleglodei
dwéch punktéw danych: gdyz inaczdy dwa fuki
wykreslone przeciachy si¢ z soba nie mogly, iak
sa np. Tuki dei fg. :

36. Zagad. 2. Danq liniig profle AB, fig:
20 podzieli¢ na dwie réwne czesci.

Rozwigz. Znaydzmy, podiug poprzedzaia~
cego zagadnicnia, punkt C hedacy w jednakowéy
odlegloéci od obudwu koneéw danéy limi AB;
podobniez z drugiéy flrony linii AB znaydimy
punkt D bedacy wiednakowéy odlegloéei od ty-
chie koncéw. Punkt C zlaczmy z punktem D
liniia profty CD, ktéra dangliniia AB. podzieli w
punkcie ‘F na dwie czesci réwne. Jakoz popro-
wadziwszy liniie’ profte, AC,CB, BD, DA, dwa
troykaty CAD, CBD, w ktérych hok AC = CB
(35) bok AD =BD, abok CD spdlny, przyflana
do siebie (28), a w sczegélnosci katy przy C sa
réowne, -Dwa zatém tréykaty ACF, BOF, w kté-
rych bok AC=BC, bok CF spdlny i katy przy
C rowne, przyflana do siebie (24), a w sczegdl-
nosci AF =BF. Wi¢c linila AB w punkcie F
- podzielona ieft na dwie czedci réwne,

57. Tym samym sposobem moznaby liniia
AF i BF podzieli¢ na dwie. réwne czesci, atém
samém liniia AB bylaby podzielona na czesci -
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wnych 4, Moznaby potém kazda czwarta czedé
linii AB podzielié tymze sposobem na dwie ré-
wne ézedci, azatém liniia AB bylaby podzielona
na czeéci réwnych 8 it. d. Lecz sposéb ten nie-
ieﬁ'daﬂateczny do podzielenia linii danéy na cze-
§ci réwnych By 8,01t d Podamy na to spo—
s6b nizéy § -

" 38. Zagad. 5. Maiqc dane dwie liniie pro-
ste, znalezé ich spblng miare.

Rozwigz. Niech beda dwie liniie AB i CD
Jig. 21: mmieysza CD przenieémy na wicksza ty-
le razy, ile mozna: daymy Ze liniia CD miegci si¢
w linii. AB trzy razy, poczawszy od A do E,ize

. zoftanie czeéé¢ EBj; bedzie wiee
AB=3CD+ EB.

Niech znowu liniia EB przeniesiona na. liniia
CD mieéci sie wniéy cztery razy poczawszy od C
do F, i zoftaie cze¢éc FD; bedzie wice
' CD = 4 EB 4 FD.

Podobniez FD przeniesiona na EB, miedci
sic w niéy raz od E do G, i zoftaie czesé BG;
bti*dzie wiec EB =FD - BG.

. Nakoniec BG -przeniesiona na FD, miesci sie
w niéy trzy razy zupefnie: bedzie wiee
Ay FD=35BG. A zatém
EB=— FD -+ BG =5 BG 4 BG = 4 BG.
CD=4EB + FD =16BG +5BG=19BG.
AB=5CD -+ EB =57BG 4-4BG=61 BG.
To ieft, linila BG ieft spdlna miara dwéch liniy
AB i CD: w pierwszéy bowiem miesci si¢ razy
61, wdrugiéy razy 19; i dwie te liniile AB, CD
83 do siebie iak dwie liczby 61 i 19.
' Uwaga. Sposéb ten szukania spolnéy mia~
ry dwéch liniy danych, zupetnie ieft podobny do
tego, ktéry podaie Arytmetyka, gdy idzie o zna-
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lezienie, spélnego dzielnika dwéch liczb danych) z
ta tylka réZnicg, ze dwéch iakichkolwiek liczh
iezeli nie inna iaka licsba, to przynaymniéy ie-
dnosé ieft spélnym /dzielnikiem, czyli spolna mia—
ra; w szukaniu zaé spélnéy iniary dwoch }miy da}—-
nych trafi¢ si¢ czeftokroé¢ moze, iZ sic nigdy nie
doydzie do takiéy czesci pozoftatéy, ktéraby si¢ w
poprzedzaiacéy zupeinie mieécita, choéby dziata~
nie to naydaléy posunigte hylo. Na ten czas dwie
dane liniie nie maia spélnéy miary., Liniie takie
i wszyftkie iloéei nie maiace spélnéy miary, na-
zywaia si¢ niespblmierne, incommensurabiles.

59. Zagad. 4. Narysowaé troykqt réwny da—
nemu troyketowi ABC fig. 13.

Rozwigz. Poprowadzi{avszy liniia ab= AB,

, 2 punktu @ promieniem réwnym bhokowi AC, kre-

sle fuk; z punktn b, promienicm rownym boko-
wi BC, kreéle fuk drugi, z pierwszym %W pun-
kcie ¢ przecinaiacy sie; punkt ¢tacze z punktem
a i b, liniiami proftemi a2, be, troykat abé ieft
szukany: gdyz dwa te tréykaty moga do siebie
przyftaé (28).

4o. Zagad. 5. Maigc dany kqt A fig. 22,
wykresli¢ kqt drugi réwny danemu, ktoregoby
wierzchotkiem byl punkt a na danéy linii ab.

Rozwigz. Naramionach danego kata A, bio-
ré¢ dwa punkta C, D od upodobania, i facze ie
liniig profta CD. Na linii ab, wzigwszy ad — AD,
z punktu @ promieniem rownym linii AC kreéle
fuk; z punktu d promieniem réwnym linii CD kre-
sle drugi fuk z piérwszym w punkcie ¢ przecina—g
iacy sie; punkt przeciecia ¢ facz¢ z punkiem a
liniig ac; kat cab ieft szukany: gdyz poprowg~
dziwszy liniia profta cd, dwa troykaty cad, CAD
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PTZYRAIIQ do - siebie (38)‘,' a'w SCZeg(';lnoééi kqt
e==A/ | .
: 41. Zagad. 6. Maiyc dane dwie liniie pro-
Jie na dwa boki tréykqeta, i kqt maiqcy by¢ mie-
dzy temi bokami_zawarty, narysowaé trdykqt.
Rozwigz. Nakreéliwszy kat réwny danemu,
maiacy za ramiona dwie dane liniie, i konce tych
ramion zlaczywszy liniia profty; bedzie-troykat,
szukany (24). : B ;
42. - Zagad. 7. Maigc dang liniig profie i
dwua kqty , wyrysowaé tréykat, w ktorymby dwa
- katy i bok im przylegly byty réwne dwom da-
nym kqtom i danéy linii. Py s
Rozwiqz. Poprowadzié liniia réwna danéy,
i przy obudwu iéy koncach wykréslié dwa katy
réwne ‘danym, i maiace za ramie spélne liniig
dana} drugie dwa ramiona tych katéw przediu-
Zywszy # poki sie z soba nie przetna; bedzie tréy-
kat szukany (26).
43." Zagad. 8. Maigc dane trzy liniie na
trzy boki troykqta, narysowaé tréykat.
Rozwiqz. Poprowadziwszy liniia réwna kié-
réykolwiek z trzech liniy danych, i wykresliwszy
na niéy tréykat, daige mu dwa drugie bokiréwne
dwom pozoftalym liniiom danym, bedzie tréykat
szukany (28).
Uwaga. Poniewaz w troykacie summa dwoch
bokéw ieft wigksza od trzeciego, (1). Zagadnie-

(1) Prawda ta w art. 22 przytoczona iako wniosek te-

" go, coémy wyzéy (5) o liniiach proftych i zlama-

% nych powiedzieli, moZe byé teraz naftepuigcym
. sposobem okazana. -

W triykaeie ACD, fig. 18, summa dwéch ktd-

vychkolwiek bokow, np. summa dwéch bokdw
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mie to w ten czas tylko moze byé rozwiazane, kie—
dy kazda z danych liniy, mnieysza ieft od dwéch
innych razem wzictych. : .

- 44. Zagad. 9. Wykresli¢ troyket réwno-
ramienny , maigc dang liniig.ne podstawe i kqt
maiqcy by¢ przy nidy; albo tei maige dany ket
przy wierzcholiku i iedno ramie.

. Rozwigz W piérwszym przypadku popro-
“deiWS;.Y Imiiq Téwni! ,dauéy i Przy‘obudwu 1éy’
koncach nakresliwszy dwa katy réwne miedzy so~
" ba i katowi danemu; ramiona tych katéw prze-
diuzam pdki si¢ z sobg nie zeyda, bede mial tréy-
kat szukany (52).

W drugim przypadku, nakresliwszy kat ré-
wny danemu, daigc mu za ramiona liniie rowne
ramieniu danemu j konce tych, liniy ztaczywszy li-
nig prosta, bedzie tréykat szukany (29).
~  45. Zagad. 10. Na dandy bLinii wyflawié
troyket réwnoboczny.’ iy ; :

Rozwigz.  Na danéy linii wykresliwszy troy=~
kat, daiac mu dwa inne boki réwne linii danéy,
tréykat ten bedzie szukany. - g

: 46. Zagad, 11. Dany kqt' A fig. 22 po~
dzielic na dwie rowne ezesci.

- Rozwigz. Na ramionach kata danego wzig<
wszy AF = AE, i z punktéw F, E iakimkolwiek

CD i AD, ieft wieksza od boku - trzeciego ACI
JakoZ przedluzywszy bok CD do B tak, aby by-
Io DB=AD, i punkt B thczywszg z punkiem
A liniia proiig A% 5 w triykacie ABC kat BAC
ieft wiekszy od kata B réwnego katowi BAD (zg).
ktory ieft czesciag kgta BAC; a tém samém bok
CB > AC (34), czyli, CD + DB> AC, ozyli CD
-+AD>AC,
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promiéniem nekredliwszy dwa fuki w punkecie B
~ przécmaiace sie, prowadze liniia AB; liniia ta
podzieli kat A na dwie réwne CEEIci gdyz po-
' prowadziwszy liniie BF, BE, dwa troykaty ABF,
ABE imaia bok AB spdlny; bok AF = AE i bok
BF = BE =z wykreélenia: wiec dwa te tréykaty
“przyftana do siebie (28); a w sczegolnoéei kat BAF
— BAE.""

A zatém dany kat mozna podzielié na czesci
réwnych 4, 8, 16 it. d. dzielac kazda polowe na
dwie rowne czgéei.

ROZDZIAZELE I

. . O Liniiach prbﬂopadfycﬁ, pac?:yf_ych i rowne
odleglych.

47. Twierd. Ze wszyftkich liniy proftych ;
Jfig. 25. ktére z punktu C wrzigtego za liniia AB
do téy linii prowadzi¢ moZna, naykrétsza ieft' pro-
ftopadta CD; inne zas liniie CA, CF, CB i tym
podobne, ktore zwac bedziemy pochytemi, obli-
quee, tém sa dluzsze, im sie bardzidy oddalaia
od punktu D, wktorym proftopadia przecina sie
z liniia AB, i ktéry zwaé bedziemy spodkiem
~proftopadléy ; i te tylko miedzy pochyfemi sa so-
bie réwne, ktére sa réwnie od spodku proftopa-
diéy oddalone. ;
: Dowod. 16d Przedtuiywszy CD do E tak,
aby bylo ED = CD, i poprowadziwszy liniia FE;
wdwoch tréykatach CDF, EDF hok CD = ED
z wykreélenia, bok FD spélny, katy przy D mie-
dzy temi bokami zawarte réwne iako profte, (14)
wige dwa te troykaty przyftana do siebie podiug
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twierdzeni-a 1Wszego o przystawaniu {réykatéw
(24)’ . a.‘w'sczegélnoéci ‘bok FEﬂFC. VVtrrSy_.
kacie CFE iest - S -

CF 4 FE>CE (22); czyli

'CF - FE> CD +'ED; czyli :

‘;E‘+CF> CD -+ CD. (gdyz FE = CF zdo-
wiedzenia, ED =CD z wykredlenia). -Gzyli

2CF > 2CD: wiec

" CF > CD: to ieft, ‘iakakolwick pochyla CF
wieksza ieft. od proftopadiéy CD, atém ‘samém
proftopadta ieft naykrétsza.

- ere Wziawszy ADX> FD, bedzie pochyla AC
bardziéy od spodku proftopadiéy oddalona wie~
ksza, niz ieft pochyta FC. Na okazanie, Ze po-
chyla piérwsza ieft wicksza od drugidy, popro-
. wadzmy liniia AE. Dwa tréykaty CAD, EAD,
w ktdrych bok AD ieft spélny, bok CD =ED
-z wykredlenia, i katy przy D miedzy temi boka-
mi zawarte rowne iako profte, przyftana do sie-
bie podiug twierdzenia piérwszego o prayftawaniu
. tedykatéw 3 a w sczegdlnosci AC = AE. W trdy-
kacie CAE ieft

AC 4+ AE>FC A FE (25); czyli |

AC+AC>FCHFC: gdyz AE=AC, I'E
== FC z dowodzenia; czyli 2AC > 2FC: wice

"AC>FC: to icft: pochyla AC bardzidy od
spodku D proftopadiéy CD oddalona, wieksza ieft
od pochyléy FC mniéy od tegoz spodku oddalo-
13 SO :
.. dcie Wriawszy DB = DF, i poprowadziwszy
liniie CB, CF, dwie te pochyle réwnic od spod-
ku proftopadiéy oddulone, beda réwne. Jakoz
w dwéch tréykatach CDB, CDF bok CD ieft
spéiny, bok DB = DF z zaloZenia; katy przy D
mi¢dzy temi bokami zawarte réwne iako profle

J 4
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wice dwa te_tl‘-é}~k;!t_y-])rgyﬁanq do siébie, a w
sczegblnodei CF = CB: to ieft, dwie pochyfe ré-
wiie od spodku proftopadity oddalone sa réwne.

48, FWnioski. Stad wypada 16d. Ze dwie ligiie
pochyte z jednego punktu 510 linii trzecié¢y popro-
wadzone, iezeli sohie sa rowne, nie moga obie-

dwie znaydowac si¢ z jednéy ftrony proftopadiéy .

CD; lecz iedna z mich musi znaydowad sie ze
ftrony A, druga ze itrony B, w réwnéy odleglto-
éci od spodku proftopadity, ; 5

49. 2re Ze zpunkia C do linii proftéy AB
nie mozna poprowadzi¢ trzech liniy réwhych mie-
dzy soba: gdyz dwie zmich musiaiyby  znaydo-
waé si¢ zjednéy ftrony proftopadiéy €D ; co byé
nie motze, 1 :

bo. 3cie. Ze ze frodka’ D linii AB fig. 24.
wyprowadziwszy - proftopadfa CD do linii AB,
kazdy punkt wziety na téy prosiopadléy np. punkt
F ieft wréwndy odlegioéci od obudwu koncdw
linii AB: gdyZ poprowadziwszy linje pochyle FA,
¥B, pochyle te sasobie réwne (47). Kazdy zaé
punkt wziety za ta proflopadfa np. punkt E nie
ieft w rownéy odleglosci od konicow A i B linii
AB: gdvi poprowadziwszy liniie EA, EB, w troy-
kacie BFE., : :

BF 4-FE> EB (22) wice

AF - FE> EB: gdyZ AF =BI' z dowodze-
nia; c¢zyli'AE > EB ; to ieft, odleglosé punktu E
od punktu A ieft wigksza, niz od punktu B.

51. Proftopadfa. z punktu C ‘do linii AB
spusczona, iako naykrétsza ze wszyftkich liniy
ktore z tegoz punktn do linii AB moga hyé po-
prowadzone, oznacza prawdziwa odlegloéd pun-
ktu C od Iinii AB. Przeto te# proflopadia 2 pun-
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- wiee dwa te troykaty przy
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kiu -lkJ 0 ao .'dani linii 5pu~uzoua, zowie die
O'ﬂe t}f! )tego punktu od danéy linii,
Twierd. Dwa troykaty ABC, abe, fig.

"-31‘5. w%l!fl kqty ‘iia sqp oﬁe bob, tym kg~

tom praeciwne BC i be réwne, i bokitymie kg
tpm&prgylegle A'Cz ac réwne, moge przyfiac do

uebze
Dowod. Dwa te trd katy prgyﬁal’vby do sie-

l:ue , glyby bok #rzeci @b byl réwny bokowi trze=

.ciemu AB. Daymyz, iezeli byé moze, iz ieden

z nich np. AB, ieft “mhszy od ab, i ze liniia AF
‘mnieysza od AB, ieft réwna hokowi ab. Popro- !
wadziwszy liniia CF, w dwéch tréykatach ACF
ach, bok “AC = ac z zafozenia; bok AF =ab =
| przypuszezenia; kat A=a, bo sa obadwa profte:
wiec dwa te troykaty puyﬂ:ai’)bv do siebie (24),
awsczego]noem bok CF bytby rowny bokowi ¢b;
.aze podi’ug zafozenia ¢b == CB; wiec i liniia CF"
?i’aby rowna CB; co hy¢ nie moze: gdyz po-
e te ohiedwie znaydma 81¢ z]eany ftrony
proﬂopadl’ey CA (48), azatém z dwéch bokdw
i ab nie moze by¢ ieden od dlug: ego wie-
k\sz \wiec boki te sa sobie rowiue; a tém samém
ykaty ABC, abe przvﬂnna do sicbie (28).
ba. Zagad Z pwfltu D danego' na linii pro-~
ﬁey AB, fig. 26. wyprowadzi¢ profiopadiq do
-ty linii.
" Rozwiqz. Waawszy DF ==DB, i z punktu
B i F iakimkolwiek prommnmm xmkruhwsnf dwa
tuki, w punkci: C przecinaicce sic, punkt C fa-
cze z punktem D liniia profta €D: ta linha ieft
.szukmla gdyz pujnow.'tdawwy liniic CB 1 CF
w dwéch tr ykatach CDB, CDF hok CD ieft spdl-
ny bok DB ~=DF zw y]\re{{(‘nm, bok BC:=CF,
ana do siehie (28).,
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a w sczegblnosci kat CDB = CDF: wice katy. te
sa profte (15); a tém samém liniia CD ieft pro-
ftopadia do linii AB. .

: ‘54,  Zagad. Z punktu C danego za liniig AB
Jig. an. spusci¢ proftopadly do téy linii.

Rozwigz. Z punktu C promieniem iakim-
kolwiek, byle wickszym niz jeft odlegtosé pun-
ktu tego od linii danéy, krééle fuk przecinaiacy
liniia AB w punktach B i F; z drugiéy firony li-
nii AB znalazlszy punkt G réwnie od punktdw
B il odlegty (35), punkt C z punktem G Tacze
liniia profta CG, ktéra liniia AB przecina w pun—
keie D: linia CD ieft szukana: gdyz w tréyka-
tach CBG, CFG bok CG ieft spdlny; bok CB —
CF, i BG =FG z wykréilenia: wigc dwa te tréy-
katy przyftana do siebie (28), a w sczegélnodei ka-

przy C sa réwne. - W dwdch tréykatach CDB,

F, bok CD ieft spélny; bok CB=—CF, ika-
ty przy C réwne; wice dwate tréykaty prayfta-
na do siebie (24), a wsczegélnodci katy przy D
sa rowne, atém samém limia CD ieft proftopa-
dfa do linii AB (15).

55, Wnioski. Stad wypada 1dd, Ze z pun-
ktu C danego za liniia AB, nie moZna spuscié
wiecédy proftopadiych do téy linii, tylko iedne
CD: gdyz liniie pochyle CBiCF iako sobie rd-
wne, powinny by¢ réwnie oddalone od spodku D
proftopadiéy CD (48); azatém proftopadia do li-
nii AB z punktu C spusczona powinna przecho-
dzi¢ przez srodek P linii BF : a przez dwa pun—
kta C, D iedna tylko liniia profta przechodzié
moze (6). Dla téyze przyczyny z punktu D da-
nego na linii AB nie mozna wyprowadzi¢ wie-
eéy proftopadiych do téy linii, tylko iedn¢ CD.
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! bB. . ore. Dwa tréykaty ABC, abe, fig. 25.
W ktorych ]:aLLty__'A i @ saprofte, boki tym katom
przeciwne BC i &c réwne, i katy B i b réwne,
prayftana do siebie ;  gdyz polozywszy tréykat abe
na {réykacie ABC ta’g,' aby kat b prayftal do ka-
ta B, i bok ab poszedi po AB, hok be przyftad
nie do boku CB i punkt ¢ padnie na punkt G,
gdyz dwa te boki sa sobie réwne: gdyby bok ae
nie przyftal do boku AC, lecz wzial odmienne
ofoZenie , natenczas z punktu C, mozZnaby by-
fo. do linii AB poprowadzié¢ dwie proftopadte, ie-
dne¢ bedaca ramieniem kata proftego A, druga
bedaca ramieniem kata proftego @; co byé nie
mage (55} : g
57. 3ecie Z tego teZ twierdzenia wypada, Ze
‘dwie liniie, fig. 28. CH, I'I, proftopadie do trze~
ciéy linii AB, nigdy si¢ zsoba nie zeyda, choé-
by tez naydaléy byly przediuzone, tak w gore ku
x, iako tez na dof ku y: bo gdyby sie zsoba
zeszly, zpunktu ich przecigcia si¢ moZnaby by—
o spuseié dwie proftopadie do linii AB; co byé
nie moze (55). y
58. Dwie liniie profte na iedneyzZe plasczy-
znie poprowadzone tak , Ze si¢ z soba zey$c nie
‘moga, chocby naydaléy byly przedfuione, zo-
wia sie rownoodlegte, paralelle. A zatém dwie
liniie proftopadie do trzeciéy sa od siebie rdé-
wnoodlegle : gdyZ sie z soba zeysé nie moga, choé-
by naydaléy byly przediuzonme. . b
59. Lecz ieZeli liniia IK z liniia AB two-
rzy kat AIK mnieyszy od proftego CHB, liniie
te, IK pochyta i CH proflopadia do AB zeydzie
si¢ powyzéy linii AB, gdy obiedwie doftatecznie
beda przedinzone: iezeli zaé liniia IL, z liniia AB
tworzy kat AIL wigkzy od proftege CHB, dwie
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Cte lm,ne f[L Pochva‘al CH proﬂopadl’a do'AB zey~
da S)c zmba Pon]zey }1!111 AB dy’ obiedwie do-
'ﬁateczme bgda przedi’uzone Vvi’aanosc ta liniy
tak 1eﬁ snma ‘przer. sie widoczna, Ze zadnego do—-
wodzanm nie potrzebuie.

Bo. W’moslz Stad wypada ;ud ze gdy z dwoch
hmy jedna. ieft proﬁopadfa do trzecréy, a druga
'tworzy z trzecia kat ostry lub roztwarty ; dme
p:erwsze linite doftatecznie przediuzone, zeyda
si¢ z soba z jednéy lub drugley ftrony linii trze—
cié
, % 61, are Ze gdy dwie liniie DH, GI sa pro-
flopadte do trzeciéy AB, kazda liniia, iak iest np.
DG, prostopadia do 1edney'z nich, 1est razem i do
drugiéy prostopadfa: bo gdyby liniia DG pro-
stopadfa do DH w punkcie D, mnie byla prosto-
padfa do linii GI w punkcie G; kit G bythy o-
stry lub roztwarty , atém samém dwie liniie DH,
GI, zktérych piérwsza tworzy zliniia DG lult
prosty, druga z ta sama Imna DG tworzy kat o-
stry lub roztwarty, dwie moww, te liniic dosta-
tecznie przedhlzone, zes:rfybv si¢ z soba; co byé
_mie moze: gdyz obiedwie podfug zai’ozema, sa
prOStopadIe do linii trzecxéy AB.
| 62. 3cie Ze dwiel unne AB, CD fig. 29. ré-
‘wnoodlegle od trzeciéy EF, sa takie i miedzy
‘soba rownoodlegte: gdyz poprowadziwszy liniia
GH prostopadla do EF, liniia AB iako rownole-
gla od EF, bedzie tﬂ\m prosiopadia do GHj 1
liniia CD 1ak0 rownnlegfa od EI', bedzie prosf0~
padfa do GH: a zatém dwie Imne AB, CD, pro-
stopadie do trzeciéy GH, sa od siebic réwnole-
' gle (58).
‘ 63. 4te. Stad nakoniec wypada, Ze gdy dwie
liniie EH, FG Jig. Jo0. sa pmstopad{o, piérwsza

-~ W
ANl R
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do linii AC, ‘druga do linii BC przecinaiacéy sie
% liniia. AC w punkcie C; dwie te prostopadte EH,
L EG'ZG){d% s‘i.q z soba, gdy‘ bcda dOS‘tﬂtf‘CZ]l‘ie prze-
diuzone: gdyz inaczdy bylyby od siebie; rownole-
gle (58)5,.a e iedna z nich, np, FG iest prosto-
padia do,CB, wicc i druga EH bylaby takic do
CB prostopadfa: dwie zatém liniie AC, BC =z je-
dnego punkin C wyprowadzone bylyby do iednéy-
ze linii EH prostopadfe, co byé nie moze, (55).

- 6% Twierd. Gdy dwie liniie fzg1,5,1_.l AB,
CD przecigte od trzecidy EF, tworzg z nig dwa
katy AGF, CHF rowne; liniie te AB, CD sa od
siebie réwnolegte ; i odwrotnie

Dowod. Podzieliwszy linila GH w punkcie
I na dwie réwne czeéei, i przez punkt I popro-
wadziwszy liniia KL prostopadia do AB; w dwéch
tréykatach LGI, HIK, bok GI = HI z wykrésle~
nia; katy przy I réwne (19); kat KH1 = CHT,
akat- CHF = AGF z zalozenia; wiec i kat AGF
czyli LGI == KHI: azatém dwa te tréykaty przy~-
'stana  do siebie (26), a w sczegdlnodei kat GIL.1
= HKI: a ze kat GLI iest prosty z wykréélenia,
wiec i kat HKI iest ‘prosty, atém samém liniia
D iest prostopadfa do KL; Ze za$ i linila AB
i¢st prostopadia do KL z wykréslenia, wiec dwie
te liniie. AB, CD prostopadfe do -trzecidy KL sa
réwnolegie (58).

" Odwrotnie. Gy dwie liniie AB, CD od sie~
hie' réwnolegle przeciete sa od trzeciéy linii EF;
katy. AGF', CHF beda sobie réwne.  Gdyz po—
dzieliwszy liniia GH w punkcie I na dwiz réwne
czesci, i przez punkt I poprowadziwszy liniia K1
prostopadfa do linii AB, a tém samém i do linii
CD réwnolegléy od AB; w dwésh trévkatach
LGI, HKI; katy przy I, sa réwne; kat GLI=HKI,
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" bho’, §Q‘? ‘obadwa proste', bok GI=HI z \l'vyk‘réélenia,
wiec ea‘-'.ﬂ‘ ‘te .ﬁ.éyﬁqu._-:przystanq do siebie (56);
a w'sezegélnosci kat LGI = KHI: a Ze kat
Kmﬁ_:-'-GHF,-ii'qcik"qt LGI, czyli AGF = CHF,

< 65. " Poniewaz W dalszym ciqgu_Jeo_metryi §
qﬁ,’@g{b“y&ypadh uzywac liniy réwnoodleglych; dla

Yatwieyszego tlumaczenia si¢, ponadawano scze-’
gdlne nazwiska katom utworzonym przez dwie li-
niie ‘'réwnoodlegle przeciete 'od trzeciéy, ktéra
zwa¢ belziemy sieczng , secans. :

I tak katy zawarte miedzy réwnoleglemi AB,
CD fig. 33. 1 ezeécia GH siecznéy EI', zowia sie
wewnetrzne, interni: igkie sa, AGF, CHE, BGF,

Katy zawarte mi¢dzy réwnoleglemi i czgécia~
mi EG, HF siecznéy EF, zowia sic katy zewne-
trzne, externi ,iakie sa: AGE, BGE, CHF, DHF.

Katy lezace po iednéy stronie siecznéy, zo-
. wia sie tednostronne, ad eundem partem positi;
i'tak katy AGE, AGF, CHE, CHF z jednéy stro-
my siecznéy lezace, sa iednostronne: podobniez
katy BGE, BGF, DHE, DHF lezace z drugiéy
strony sieczndy, sa takZe iednostronne.

Dwa katy iednostronne, iak sa np. katy CHF,
AGF, ktérych ramiona rozchodza sic wte same
strone, zowig si¢ katy iednostronne odpowiada-
igce sobie, correspondentes. Katy AGE, CHE
sa takZe iednostronne odpowiadaiace sobie: toz
méwié o katach BGE, DHE, i o kitach DHF,
BGF. <. .i
Dwa katy iednostronne AGF, CHE, tudziez
BGF, DHE, zowia sie iednostronne wewnetrzne.

Dwa katy iednostronne AGE, CHE, tudziez
BGE: DHF, zowia sie iednostronne zewnetrzne.
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Dwa katy, ktérych ramiona rozchodza si¢ w
firony przeciwne, zowia sie katy naprzemian le-
8’e wewnetrzne lub zewnetrzne allerni: i tak dwa
kity AGF, DHE, sa katy naprzemian-legle we-
wnetrzne; toz mowi¢ o dwéch katach CHE, BGF:
Dwa katy CHF, BGE; sa katy naprzemian-legle
zewnetrzne; toz méwic o katach AGE, DHF.

. 66. Stosownie do tych nazwisk powyzsze
twierdzenie takby mozna wystowié: gdy dwa kq-
ty AGF, CHF, iednofironne odpowiadaigce sq
réwne; dwie liniie AB, CD sq od siebie réwno-
legle: i odwrotnie gdy dwie liniie AB, CD' sq
- od siebie rownolegte; dwa kqly AGF, CHF,
iednoftronne odpowiadaigce sqg sobie réwne.

- 67. Twierd. Gdy dwie liniie AB, CD, od
siebie réwnoodlegte przzciete sq od trzecidy EF
bedg 106d, kqty iednofironne odpowiadaigce so-
bie réwnes ore Kqty naprzemianlegie wewnetrzne
rowne ; 3cie kaly naprzemianlegle zewnetrzne ro-
wne; 4te Katy dewnetrzne iednofironne réwne
dwom kgtom proftym ; 5te kety zewnetrzne iedno~
Jtronne réwne dwom'kqtom profiym: Gte gdy
ktorakolwiek z tych pieciu wlasnosci iefi dowic—
dziona, moina bedzie dowiesd? i innych cztérech.

Dowod. Co do’'1. Réwnesé katéw iedno-
stronnych odpowiadaiacych sobie AGIE, CHF,
1eft okazana wyzéy (64). . Po okazaniu zas réwno-
gci tych katéw , fatwo ieft dowiesdz rownoécei in-
nych katéw iednostronnych odpowiadaizeych. I tak
biorag np. dwa katy odpowiadaiace sobie DHF',
BGF fig. 32, kat CHF zkatem DHF waza dwa
katy profte, bo sa przylegte. Kat AGF zkatem
BGF waza dwa katy profle, dla téyze praycav-
fy.' 'Wiec. .. 'y ;

CHF -+ DHF = AGF - BGF.
5
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w tém réwnaniu odiawszy z jednéy strony kat
CHF, o'z drugiéy kat AGF, ktore sobie sy réwne,
zoftanie DHF — BGF. ‘ :

Podobniez dwa katy iednoftronne odpowia—
daiace BGE, DHE sa réwne: gdyZ sa przeciw-
legle w wierzcholku (19) katom AGF, CHF; kté-

ch réwnoéé ieft dowiedziona. Dla téyze pray-
czyny i katy CHE, AGE sa sobie réwne, iako
przeciwlegle w wi¢rachotku katom DHF, BGF.
réwnym z dowiedzenia)

are. Katy naprzemianlegle wewnetrzne AGF,
'DHE, sa sobie rowne: gdyz kat
AGF = CHF (66). i
DHE = CHF iako wierzcholkiem przeciwlegle :
wiec AGF — DHE.

Podobnymie sposobem dowieédz mozna ré-
wnoséci drugich dwoch katéw na przemianleglych
wewnetrznych CHE i BGF.
~  3cie Katy na przemianlegle zewnetrzne CIP
i BGE sa réowne: gdyz kat
CHF = DHE (19) |
BGE = DHE iako iednostronne odpowiadaiace :
wigc CHF — BGE.

‘ T'ymze sposobem okazac¢ mozna réwnosé dru-
gich dwéch katéw na przemianleglych zewne-
trznych DHF, AGE.

4te Katy iednoftronne wewnetrzne AGF,
CHE waza dwa katy proste: gdyz kat AGF -
AGE = dwom katom proftym (13), a Ze kat AGE
== CHE, iako iednoftronne odpowiadaigce; wiec
AGF 4 CHE = dwom katom proftym,

. Toz mowic¢ o drugich dwdch katach iedno-
fironnych wewnetrznych BGF, DHE,

bte Katy iednostronne zewnetrzne AGE,
CHF réwne sa dwom katom proftym: gdyz kat
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AGE +- AGF = dwom katom proftym (15). A Ze
‘kat - AGF = CHF" (66) wiec
AGE +- CHF = dwom katom proftym.
. Toz méwié¢ o katach BGE, DHF.
6te Naoftatek, gdy ktérakolwiek z tych pie-
¢in wlasnoéci ieft dowiedziona, mozna bedzie do-
wiesdz .imnych catérech, i Liniie AB, CD beda
réownolegle. Bo iezeli np. réwnoéé katéw iedno-
- ftronnych odpowiadaigcych sobie ieft dowiedzio-
na, liniie AB, CD sa réwnolegle, iakoémy to iuz
okazali wyzéy.

. Jezeli katy naprzemianlegle wewnetrzne AGF,
DHE sa réowne, bedzie kat CHF =— DHE; a za-
tém i kat AGF = CHE: wigc dwie liniie AB, CD
53 od siebie réwnolegle (66).

Jezeli katy naprzemianl-gle zewnetrzne CHF,
.BGE sa réwne, bedziec kat BGE = AGF (19),
. azatém i kat CHF = AGF: wigc dwie liftiie AB,
CD sa od siebie réwnolegie (66).
3 Gdy. kyty iednoflronne wewnetrzne AGF,
CHE s34 réwne dwom katom proftym; bedzie
CHE +4- CHF = dwom katom proftym (15), a e
; z zaloZenia ,
AGF - CHE == dwom katom. proftym; wigc
CHE + CHF = AGF -+ CHE, -

W tém réwnanin odiawszy po obudwu fitro-
nach kat CHE, zoftanie CHF — AGF: wigc li-
‘miie AB, CD sa od siebie réwnolegte.

. Gdy katy iednoftronne zewnetrzne AGE, CHF
s3 réwne -dwom katom proftym, bedzie AGE
-+ AGF == dwom katom proftym (15): a e zza-

i, o Yotdenia
AGE +- CHF = dwom katom proftym; wicc AGE
~+ AGF = AGE - CGHF.
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W tém réwnaniu odiawszy AGE po obudwu |
fironach, zoftanie  AGF = CHF': wiec liniie AR,
CD sa réwnoodlegte. |

68. Zagad. Przez punkt C wzicty za liniig
dang AB, fig. 53. poprowadzi¢ rownolegta od
téy linii, _

- ' Rozwigz. Z punktu C prowadze liniia CD,
ktéraby si¢ z liniia AB przecinala pod iakimkol-
wiek katem CDB. Na linii CD przy punkcie C
krésle' kat DCF = CDB. Liniia EF bedzie szu-
kana: gdyz katy CDB, DCF wewnetrzne naprze-
mianlegle sa réwne. - : :

' 69." Zagad. Przez punkt C wsziety za liniig
AB fig. 34. poprowadzic liniig CE ktéraby z da—
ng liniig AB czydila kqt BEC réwny danemu.

- Rozwiqz. Przy punkcie ktérymkolwiek A
wzigtym na danéy lini AB, krédle kat DAB ré-
wny danemu, i przez punkt-C prowadze linia CE .
réwnolegla od AD, aZ do przeciecja sie zliniia
AB w punkcie E: kat BEC ieft szukany.

- go." Twierd. Dwa kety ACB, ach, fig. 35.
ktorych ramiona AC i ac, tudziez BC i be sg
miedzy sobeq rownoodlegte, i rozchodzq sie w je—~
dne firone, sq sobie rowne.

- Dowod. ' Przedluzywsey ac az do przeciecia
si¢ z ramiendem CB w punkcie D; bedzie kat ACB
==aDB, bo sa iednoflronne odpowiadaigce sobie
wigledem siecznéy CB i dwéch réwnoleglych AC
i aD: kat aDB = ach, bo sa iednoftronne odpo-
wiadaigce sobie wzgledem siecznéy aD, i dwéch
réwnolegiych DB, cb; azatém kat ACB = ach.
Podobne bytoby dowodzenie, gdyby ramiona dwéch
katéw ACB, acb mialy takie polozenie, iakie ieft
pod liczbg 9. : ;

Liatwo byloby dowiesdz réwnogci tych katéw
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innym sposobem, poprowadziwzy w obudwu figurach
‘przez. wierzchotki tych katéw liniia profta CE. -

k 7"1, Uwaga. W powyzszém twierdzeniu do-
daiemy, Ze 'ramiona tych dwoch katéw rozcho-
dza sie w jednez ftrone: gdy bowiem ramiona .te
rozchodza sie w flreny przeciwne, katy micdzy
niemi zawarté nie zawsze sa réwne. I tak dwa
katy ACB, ach fig. 56. ktérych ramiona AC iac
BC i be sa miedzy soba réwndlegle, lecz rozcho-
dza si¢ w ftrony, przeciwne, nie s3 réwne, Ja~
koz kat ACB ==aDB, bo sj iednoftronne odpo-
wiadaiace; kat aDB=0cF, bo sa zewnetrzne
naprzemianlegle wzgledem siecznéy aF, i dwéch
réwnole'glich CB i cb; a zatém i kat ACB = b¢F;
wi¢c gdy kat ACB ieft oftry, bedzie tez i kat bcF
oftry, atém samém przylegly mu kat bca roz-
twarty ‘(15): bedzie wigc kat bca > BCA.

. Leez dwa katy BCA, bcl', lubo ramiona ich -
, rozchodza sie w ftrony przeciwne , sd sobie iednak
réwne, iakosmy wyZéy okazali. Gdy wiec ramio-
na dwoch katéw sa miedzy soba réwnolegle, a
-mozchodza si¢ w ftrony przeciwne; katy te moga
by¢ alho réwng sobie, iak sa dwa katy ACB, beF; -
albo tez mie rowne, iak sa dwa katy ACB, acbh.
7e. Twierd. Gdy dwie liniie fir. 57. EF,
“GH od siebie rownolegle, przecicte sqg od dwich
drugich linii 1K, LM od siebie rownolegtych ;
czgéei” AB i CD dwich piérwszych liniy zawarte
migdzy dwiema drugiémi, tudziez czesci AC, BD
dwéch drugich liniy zawarte miedzy dwiemu piér-
wszemi réwnoodlegtemi, sq miedzy sobg riwne:
i odwrotnie, ieieli czesci te sg rowne, liniie , do
ktirych te czesci naleiq, beda réwnolegte.
Dowod,, Poprowadziwszy liniia profta CB,
w dwdch tréykatach ACB, DCB, bok CB jcft spl-
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ny; kat ABC —= BCD, glyZ sa wewnetrzne na-
pxteiﬁianlegte wagledem siecznéy BC, i dwéch
réwnoleglych EF, GH;, kat ACB= CBD, gdy;
53 wewnetrzne naprzemianlegle wzgledem sie~
cznéj CB i dwoch réwnoodlegiych IK, LM, wiee
dwa te itroykaty przyftana, do sicbie (26): a w
sczegolnoéci AB = CD, i AC =BD, iako przeci-
wne kgtom réwnym (25). b ; i
. Odwrotnie. Jeieli AB=CD, i AC=BD;
bedzie liniia EF réwnoodlegla od GH, i liniia IK
rownoodlegla od LM. 78
Gdyz poprowadziwszy liniia CB,, dwa tréy-
katy:ACB; DCB, w ktérych tray hoki wjednym
réwne ,sa trzem bokom w drugim tréykacie, pray-
ftang do siebie (28), a w sczegdlnosci kat ABC
=BCD, i ACB = CBD, iako przeciwne bokom
‘réwnym (25), aze katy ABC, i BCD 'sa wewne-~
trzne naprzemianlegle wzgledem siecznéy BC i
dwoch liniy EF i GH; katy ACB i CBD sa tak-
Ze wewnetrzne naprzemianlegle wzgledem siecznéy
BC i dwéch liniy IK i LM; wiec liniia EF ieft
rawnolegla od GH a liniia IK réwnoodlegta od
LM (67). |
73. Wniosek 1. Jezeli AB i CD sa sobie ré-
wne i od siebie réwnoodlegte, beda takze AC i
BD réwne i réwnoodlegle: gdyz w dwdch trdy-
katach ACB, BCD, hok BC ieft spdlny; bok AB
== CD z zafozenia, i kat ABC = BCD, iako we-
wneirzne na przemianlegle wzgledem siecznéy CB
i dwéch réwnoleglych AB, CD: wiec dwa te
tréykaty przyftang do siebie (24), a w sczegélno-
éci bok AC=BD, i kat ACB=CBD; aze dwa
te katy sa wewnetrzne naprzemianlegte wzgledem
siecznéy BC i dwéch liniiy AC, BD, wiec liniie

te sa od siebie #éwnolegle (67).
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74, FWniosek 2. Gdy dwie liniie AB, CD
fig. 38. s3 od siebie réwnoodlegle, poprowadzi-
wszy liniie EF, GH, IK i t. d. proftopadie de
tych dwoch liniy; proftopadic te, iako od siebie
réwnolegle (58), beda sobie réwne (73); a Ze
proftopadie te oznaczaia odlegloé¢ linii AB i CD
(61), azatém dwie liniie réwnoodlegle zachowu-
ig wsz¢dzie iednakowa miedzy sobg odlegiosc.

ROZDZIAL IV,

O wielokqtach w powszechnolci, "u w sczegdino—
$ci o ich kqtach,

~ 75. Plasczyzna okréslona iakakolwiek liczba
liniy proftych, zowie si¢ wielokgtern lnb wielobo-
kiem, polygonum. Wielokaty maia rozmaite na-
- zwifka, podiug rozmaitéy liczby bokéw, lub ka-
téw.  Itak troykat iest wiclokatem maiacym trzy
boki, czyli trzy katy; czworokqt, quadrilaterum,
- pieciokqt, pentagonum, szesciokqt, hexagonum,

-siedmioket, heptagonum , o<miokqt, octogonum,
dziewieciokqt, enneagorium, dziesieciokqt, deca—
gonum , dwunafiokqt, dodecagonum, pietnafio-
kqt, pentedecagonum i t. d. sa wielokaty maiace 4,
5, 6, 7, 8it d bokéw lub katéw. ABCDE
Jig. 39. iest pieciokat; ABCDEF fig. do. iest sze-
fciokat i t. d.

76. Lubo wielokaty zwyczaynie oznaczaiq
si¢ tyla gloskami, ile maia katéw, dla kréthoded
iednak oznaczaé ie mozna dwiema tylko glofkami
naydaléy od siebie lezacemi: i tak, czworokaty
ABCD fig. 41, 42, 45. moga byé oznaczone dwie~
ma glofkami AC, lab BD: Podebniez szeiciokat
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~skami zp, EB, lub I'C it.d. :

\ '}7 Kat taki iak n.ast FAB fzg" 45. zowie sie
~ whlesty, ‘dlg réznicy od innych katéw B,C,D,E,F,
ktére sie zowia wyskakuiace.

; W wielokacie iakimkolwiek przediuzywszy
ktérykolwiek -bok AB fig. 4o. kat CBH zawarty’
miedzy bokiem CB i przediuzeniem boku AB zo-
wie si¢ katem zewnetrznym , externus, dla roZnicy
od katéw ABC, BCD it.d. ktére si¢.nazywaia ka-~
tami wewnetrznemi, inierni. Liniia prosta Yacza-
ca wiérzchotki dwdch katéw wielokata, zowie sie
ﬁrgeﬁgmig , diagonalis, iakie'sa fig. 40. AC, AD,

ABdDEF jzg 40, moze byt oznaczony dwiema glo-

78. Kiedy wielokat ma wszystkie boki i ka-
rowne, iak icst fig. 4o, 43, i t. d. zowie si¢
;{aremnyrn, regulare: kiedy zas boki i katy sa nie-
réwne, iak iest fig. 59, 45. it. d., zowie sie nie~
foremny , irregulare. '

79. Miedzy czworokatami niektére maia bo-
ki przeciwne réwnoodlegle; iak iest np. czwovo-
kat BD fig. 41. w ktérym bok AB iest réwnood-
legly od boku CD i bok AD réwnoodlegly od bo-
ku BC. Czworokat taki zowie si¢ réwnolegtobo-
kiem, parallelogrammum.

Z tego cosmy powiedzieli wyzéy (72, 75) wy-
pada:

10d Ze przekatnia AC, dzieli réwnoleglobok
na dwa’tréykaty, réwne: .

are Ze boki przeciwne w réwnolegloboku sa
sobie réwne;

dcie Ze gdy w czworokacie boki przeciwne
s3 sobie réwne, taki czworokat iest réwnolegio-

bokiem ;
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4te Ze gdy w czworokacie dwa hoki praeci-
wne sa sobier réwne i od siebie rownoleglec
taki- czworokat ieft réwnolegtobokicm.

8o0. Uwaga. Mote byc czworokat taki,
ktorym dwa boki prz.ec:lwne sa od siehie réwno-
odlegle, lecz mieréwne, iak ieft czworokat abed
fig: 46. w ktorym bhoki cd, @b sa od siebie ré—
wnoodlegle , lecz nieréwnes taki czworokal nie
ieft réwnolegtobokiem: gdyz drugie dwa boki ad
i ¢b nie sa od siebie rownoodlegle. Czworokat
taki zowie si¢ po facinie trapezium; po pollku
mozndby go nazwac¢ réwnolegfobok mozupelny,

81. Réwnolegtobok AC fig. 42. maiacy wszy~
ftkie katy profte, zowie sie proffokqtem, rectan—
gulum. ‘

Proftokat AC fig. 45- malacy wszyftkie boki
rowne zowie sic Kwadratem quaaraa‘mn

Rownolegiobok ac, f' ig- 4. malacy uszyfﬂue
boki réwne, lecz katy nieréwn , zwac si¢ mozZe
kwadratem ukosnym , rhombus.

: .82. Cheac zatém na danéy linii AB, fig. 45.
Wyhééhé kwadrat, ‘trzeba z obudwu  iby koncéw
A'i B, wyprowadz:c dwie liniie ADiBC profto-
padie do AB, i rdwne linii danéy AB: kofice
tych dwéch liniy C'i D zlaczywszy liniia profta
.CD,, czworokat ABCD bedzie kwadratem szuka—
. nym. -
e Cheac wykréshc proftokat, ktdregoby hoki
réwne bw,'Iy liniiom dnm,m trzeba poprowarlnc
~ liniia AB fig. 42. réwna ledney linii dandy, i z
wéch iéy koncéw A iB W\]_J!"O\ValeC liniie AD
1 BC proﬂopariie do AB i rowne drugiéy linii
daney konce tyeh dwdch liniy C 1szr1czy“s.ay
liniia profta CD, czworokat ABCD bedzie pro-
ﬂokatem szuLanym
6
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Chege wykrédlié réwnoleglobok , kiéregoby
hoki réwne byty dwom liniiom danym, i katré=
wny katowi “danemu, trzeba poprowardzic¢ liniig
AB fig. 41. réwna iednéy linii danéy, z korica A ~
wyprowadzié¢ liniia AD réwna drugéy linii danéy
tak: aby kat BAD byl réwny katowi danemu
poprowadziwszy potém z punktu B liniia BC ré-
wna linii AD, i od niéy réwnoodlegla, konce D
i C zlaczy¢ liniig profta DCj; czworo'.'t ABCD
bedzie réwnoleglobokiem szukanym.

Dowodzenie we wszyftkich trzech przypad-
kach ieft fatwe maiac wzglad na to, coimy po-
- wiedzieli ‘o liniiach réwnoodleglych (58, 73).

83. W kazdym wielokacie uwazac¢ bedzie-
-my 16d katy; 2re boki, kiére razem wziete zo-
wia sie obwodem wielokata, perimeter; 3cie pta-
sczyzne obwodem okréslona, ktdra sie zowie po-
widrzchniq wielokata. '

84. . Twier. W kaidym trdykqgcie summa
trzech kqtéw waiy dwa kety profie.

Dowodz. W tréykacie ACB, fig. 47. prze:
diuzywszy ktérykolwiek bok np. AB do D, iz
punktu B wyprowadziwszy liniia BF réwnoodle-
gla od boku AC; bedzie kat CBF =C, gdyz sa
naprzemianlegle wewnetrzne wzgledem —siecznéy
BC, i dwéch réwnoodleglych AC, BF. Kat FBD
= A, gdyz sa iednoftronne odpowiadaiace sobie
wzgledem siecznéy AD i dwéch réwnoodlegiych
AC,BF. Do katow CBF i FBD, czyli co naie-*
dno wychodzi, do kata CBD dodawszy kat CBA,
wypadnie summa réwna dwom katom proftym
(15). Wiec i do katéw C i A dodawszy tenze
kat CBA, wypadnie summa katéw C, A i CBA,
to iest, summa trzech katéw tréykata, réwna
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dwom katom proftym. Cayli, kat CBF =C. Kat

CBE+4+FBD=C + A; czyli
' CBD=C +A.

Dodawszy po obu ftronach kat CBA, bedzie
4+ GBD 4+ CBA =— C -+ A + CBA.

A Ze katy CBD i CBA iako przylegle waza
dwa katy profte; wiec tez i katy C,A i CBA,to
. deft tray katy tréykata, waza dwa katy profte.

85. Hniofki. 1. Poniewaz w tréykacie kat
zewnetrzny CBD réwny ieft dwom katom wewne-
trznym C i A naprzeciwko niego lezacym, iako
si¢c w poprzedzaiacém twierdzeniu’ okazafo , wiec
od iednego znich np. od kata A ieft wickszy.

86. 2. W tréykavie réwnobocznym, ktorego
wszyftkie katy sa miedzy soba réwne (50), kazdy
kat jieft trzecia czeécia dwéch katéw proftych,
czyli, dwiema trzeciemi iednego kata’proftego.

87. 5. Kiedy w tréykacie ieden kat ieft pro -
fty, lub roztwarty, drugie dwa musza byé oftre :
gdyZ inaczéy summa'trzech katéw tréykata, wazy~
daby wiecéy niZz'dwa katy profte: coieft przeciwne
twierdzenin powyZszemu. Kat zatém profty lub roz—
twarty deft w troykacie naywiekszy, a tém samém
i bok przeciwny katowi proftemu lub roztwarte-
mu ieft 'w tréykacie naywickszy (54).,

88, 'Troykat maiacy kat profty, zowie sie
profickgtny , rectangulum; tréykat maiacy kat
roztwarty; zowie si¢ roztwartokqtny, obtusangu-
Adum 5 tréykat maiacy wszyftkie katy oftre, zowie
sic (oftrokgtny , acutangulum. Bok przeciwny ka-
towi proftemu, zowie sie przeciwprofiokqtng, Iy
pothenusa: bok przeciwny katowi roztwartemu
nazywaé, moZna przeciwroztwariokatng , hok prze—
ciwny katowi oftremu, przeciwostrolatng.
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89. 4. Ztwierdzenia poprzedzaiacego wypa-
da takze, ze gdy dwa katy w jednym tréykacie,
réwne sa dwom katom wdrugim tréykacie, trze—
ci kat pi;?r\t*szego réwny ieft takze trzeciemu ka-
towi dragiego tréykata: gdyz ten trzeci kat pray-
dany do dwdch piérwszych w obudwu tréykatach,
czyni dwa katy profte.

" go. A ftad wypada, Ze twierdzenie wyzéy -
podane (56), podiug ktérego dwa tréykaty ABC,
abe, fig. 25. maiace katy A i« profte, kat B.
=25, 1 bok BC==bc, moga do siebie przyftac;
do tréykatéw takze oftrokatnych i roztwartoka-
tnych moze byé zaftosowane: bo iezeli fig. 48.,
dwa katy A'i B wjednym tréykacie, réwne sa
dwom katom «ib w drugim tréykacie, bedzie tez
i trzeei kgt C pierwszego réwny  trzeciemu Kato-
wi ¢ drugiego tréykata; a gdy ieszeze i bok CB
== cb z zalogenia, dwa te troykaty przyftana do
sicbie podlug twierdzenia drugicgo o przyftawaniu
tréykatow.,

91. Podobniez twierdzenie podane wyiéy
(52), podtug ktérego dwa trévkaty, fig. 25. ACB,
ach, maiace katy A i @ proste, bok BC==bc, i
bok AC = ac przyflana do siebie, do ‘niektérych
takze innych tréykatdw zaftosowaé mozna. Jakoz
niech beda dwa tréykaty, fig. 48. ABC, abe, w
ktérych katy oftre A, @ sa réwne, boki tym ka- .
tom przeciwne EC, bc réwne, i boki tymZe ka-
tom przylegle AC, ac réwne; dwa te tréykaty
przyftana do siebie: gdyz z punktéw C i ¢ spu-—
Sciwszy liniic CD i ed pidrwsza proftopadiy do AB,
« druga proftopadta do ab, w dwéch trovkatach CDA,
cda, kat A = « 7 zatozenia, kat D = d iako pro~
fte, a tém samém i trzeci kat ACD = acd (89);
a ze 1 bek AC==ac 2z zalozenia, wicc dwa te
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trovkaty prayflana do édiebie (26), a w sczegdlno-
sci ' bok CD-—.-cd Bok AD = ad. Dwa zatém
troykat CDB, (,dﬁ w ktorych katy przy D i d
sa proite z w krésimm, bok CD =cd z dowo-
dzenm, +i bok CB =¢b z zalozenia,” przi{tana do
siebie ((ha), aw serégélnoseibok DB = db. A kies
dy AD=uad,i DB =dbs wice: AD 4 DB = ad
o dby eayli AB == ab. | Dwanatém triykaty ABC,
*af)c, w l\tor\ch bok AC=aec =z zatoz nia, I;(JL
“AB == ab z dowodzenia, i kat A = @ z zaloZenia,
Pr?}ﬂana_ do siebie podiug piérwszego twierdzenia
o przyftawaniu troykatow.

92. " Moga iednak bvé dwa takie tréykaty,
ktére nie przyflana do siebie, chociaz w nich he-
dzie kat iednego réwny katdowi drugiego trévka-
ta, i bok przeciwny i prz \lr%h temu katowi w jew
dnym, rowny hol\o“lpuemwncmu i prv\,](gh’mu
w drugim froyk.jru' Trafi¢ sie to moze wten
czas, kiedy boki przeciw ne l«atom rnvmym mey-
sze sa 'od bokdw przvlog!vch ‘tymze katom. Ja-
Koz miech beda fig. 4y. dwa tréykaty ABC abe,
w ktﬁryf‘h lmt A =a, bok BC = bc, i bok AB
c=ab,"leet. ”wobuﬂwu trmkatach boki BC, be
przecrwnP katom réwnym, mniersze sa od bol‘ow
AB, b prﬂlﬂgh/ch tymze katom.

% wierzchoika - kata b spuéciwszy db profto-
padfa do lac, bedzie liniia ad wicksza od linii ed;
czego tatwo mozna dowieédz’ zwazaiie, ze liniia
ad nie moze by¢ ani réwna linii ed, ani -od nié
mnieysza: gdyz w pwrwsz)m przypa. dlexi pochyta
ab hyi’aby réwna pochytéy be, w drugim pochy-
ia ab bylaby mnieysza od pochyléy be (47), co
'si¢’' sprzeciwia zaloZzeniu.  Na linil zatém ad wzia-,
wszy dé=dec, i poprowadziwszy b¢, bedzie bé
=bc. Aze be=BC z zaloZenia, wiecibr=RC.
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A zatém trzy tréykaty ABC, ale, ab¢ maia ka-
ty A, a réwne, boki tym katom przeciwne B(;,
be, bé, réwne, iboki tymZe katom przylegte AR,
ab réwne, Lecz iezeli-tréykat abe przyftanie do
tréykata ABC podiug poprzedzaiacego wniofku ,
- tedy trzeci troykat abé, bedacy czeicia troykata
drugiego abc nie moze przyfta¢ do tréykata ABC.
95. W tych wiec tylko przypadkach dwa
tréykaty moga do siebie prayfta¢: 16d gdy dwa
boki i kat miedzy niemi zawarty w jednym réwné
33 dwom bokom i katowi mie¢dzy niemi zawarte—
mu w drogim tréykacie; are gdy dwa katy ibok
im przylegly wjednym réwne sa dwom katom i
bokowi im rzylegtemu w drugim troykacie; 3cie
gdy trzy bokpi iednego réwne sa trzem bokom dru-
giego tréykata; 4te gdy- kat profty, bok mu prze-
ciwny i przylegly w jednym réwne sa katowi pro-
ftemu i bokom przeciwnemu i przylegfemu w dru-
gim -tréykacie. Przypadek ten lubo moZe byc za-
stosowany i do niektérych innych tréykatow, ie-
dnakZe poniewaZ czasem zayé¢ moZe watpliwosé,
czy dwa tréykaty nieproftokatne moga do siebie
przysta¢, iakoémy to okazali wyzéy, uzywac go w
dziele ninieyszém nic bedziemy, na okazanie ré-
wnoéei dwoch troykatéw nieproftokatnych. Co
si¢ tycze twierdzenia podanego wyzéy (56, go)
twierdzenie to iuz nam wiecéy potrzebne nie be-
dzie, bo w takim przypadku dwa tréykaty pray-
flana do siebie podiug twierdzenia drugiego o pray-
ftawaniu tréykatdw, iakosmy to okazali wyzéy, (go).
94. Gdy dwa tréykaty moga do sichie przy-
fla¢, tém samém powierzchnia iednego ivst réwna
powiérzchni drugiego tréykata. Nizéy obaczymy,
Ze dwa troykaty moga mie¢ rdwne powierzehnie,
chociazby nie mogly do sichie przyftac.
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95. 'T'wierd. Summa katdw wewhetrznych -
wielokata iakiegokolwiek waiy ketow proftych
dwa razy tyle ile wielokqt ma bokbw, muidy 4:
czyli, liczbe bokdw wielokgta rozmnolywszy przez
2, i od tak rozmnoionéy odiqwszy %, reszia o-
kaze wainosé kqtow wewnetrznych wielokgta w
kqtach proftych.

Dowod. Wiiawszy wewnatrz iakiegokolwiek
wielokata AD, fig. 59. punkt S od upodobania,
i z punktu tego poprowadziwszy liniie SA, SB,
SC i t. d. Yaczace wszyftkie wierzcholki katéw
wielokata z punktem S, utworza sie tréykaty ASB,
BSC, CSD i t. d. ktérych spdlnym wierzchol—
kiem ieft punkt S, a z ktérych kazdy ma za pod-
ftawe bok ieden wielokata, i dwa przy niéy ka--
ty nalezace do katéw wielokata. Liniie wigc te
AS, BS, CS it. d.podziela wielokat na tyle troy-
katow, ile wielokat ma bokéw. A Ze w kazdym
tréykacie summa trzech katdw wazy dwa katy

_profte (84); wiec wszyftkie te tréykaty wazyé be-
- da katow proftych dwa razy tyle, ile wielokat ma
kéw. Ze za$ katy przy punkcie S bedace, wa-
za 4 katy profte (16); a nie naleza do katow
wewnetrznych wielokata, wiec od podwoionéy li-
czby bokéw wielokata odiawszy 4, reszta okaze
-waznos¢ katéw wewnetrznych wielokata w katach
proftych.

To samo twierdzenie moznaby okazaé nafte-
puiacym sposobem: z wierzchoika kata ktdérego-
kolwiek w wielokacie FC fig. 4o, 45. np. z wie=
rzchotka kata A, poprowadziwszy do wierzcholkéw
wszyftkich innych katow przekame AC, ADit. d.
przekaine te podziela wielokat na tyle tréykatdw,
ile ma wielokat bokéw, mniéy 2;gdyz do wierz-
chotka dwéch katéw B iF przyleglych ramionom



48 JEOMETRYZ]

kot A, prz-katn: (hpnprowad’ir niemozna. A'ze

sumiia trzech katow trovkata wazy dwa katy pro-
ste’(84Y, avige summa Katéw we wszystkich tich

tré katach, cavli, €0 na iadno wychodzi ) summa
“wezvftkich katow wewnetrznych wiclokata, wa-
2vé bedzie katéw proftvch dwa razy tyle, ile wie-
lokat ma bokdw, nmin;y 4.

96. W uiosek.. Gdy iest wielokat foremny
(78), wszyaﬂue ngo ]{dty wewnetrzne sa micdzy
‘soba Towne; a tém samém i katy zewnctrine sa
nued.ay soba rowne: gdyz kazdy kat zewnetrzny,
np. kat CBH: fig. 40. prz-leg fym sobie we-
wnetrznym CBA, waiy dwa kat\ proste. A za-
tém maiac wiadoma liczbe hokéw wielokata fo-
remnego, mozna doysc waznosdei kata iego wewne-
trznego i ze-wnetlmeg(‘:. I tak w pxecxokame np.
foremnym , summa wszyftkich katéw wewnetznych,
réwna ieft liczbie bokow iego rozmnozonéy przez
2, i zmmeyszoney 43 c1y11 rowna 5 < 2—4—-—6
wlgc kazdy iego kat wazy¢ hedzie piata czesé
szesciu katéw proftych, czyli ¢ 1edneﬂo kata pro-
stego: a zatem kat zewnelrzny pie uokdtd foremne-
go wazyé bedzie resztt; do “dwéch katbw pro-
stych, to lestﬁf glyz ¢+ ¢ = *2 =2 katom pro-

stym.

Podobniez w szascmkame for'r'mnvm summa
wszystkich katéw Wewnetrmwh =6x2—4=38
katom prostym wige Lazrh iego kat wewnetrzny
wazyé bedzie 2 czwh 4 Lata prostegn: a zat'm
kat zewnetrzny wazyé bedme 2 kata prostego, gdyz
$+3=4=2 katom pros‘rym A

- 97. Twierd. # wielokgcie maigcym wszy—~
ftkie kqty wyfkakuigce, przediulywszy w jedne
strong wszysthie boki, iak iest na fig. 5o. sum-
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ﬁm wszystkich bqtéw rewnetr znych FAK, GBI
A d. waiy 4 i;gt_y proste.

Dowod. Kaidy kat zewnelrzny np. CBF

pmyleglym sobie wewnctrznym GBA , wazy dwa

€ : v'vsz kie zatém katy zewnetrzne 7

trznenti wazyé beda katdw proﬁw,ch dwa

razy tyle ile wielokat ma bokdw. A Ze same we-

wnetrzne wiza katéw proﬁy(‘h dwa razy tyle ile

wielokat ma bokéw mniéy 4 (§5), wice same ze-
wnetrzne waza 4 katy proﬂf-.-

98, Wniosek. (de iest wielokat foremnv
katy 16go zewnetrziie sa m:e(lay soba réwne; a zZe
WSzyﬁkle zewnetrzne wazcl 4 Lat} proﬁe » Wwice 4
podmehwszy przez liczbe bokdw , iloraz bedzie wa-
Znoscia kata zéwnetrznego w mvlol\aexe for emm .

I tak w plecmluxme np. foremnym ponmwaz: 5 ka-

tow zewnetrznyc’n waza 4 katy proste, wicc 1 wa—
y piata czes¢ 4 katow ‘proftych, czyli 4 iednego
ego: atém ‘samém kat wewnetrmy iako mu

_’g&ayhgty, wazyé bcdzw reszte do dwoch katéw

; to ieft & kata proflego. Podobmiez w
inﬂﬁclokqme foremnym ieden kat zew ngtrzny wa- :
ﬁy # czyli 3 kata proﬂego atém samém kat we-
vmqfrzny Waiyc bedzie 2 kata proflego. W‘:l(‘d-—

" miokacie foremnym kat zewnetrzny v dzy 4; a we=

v#m;ﬂ'my 22 kata proftego i t. d.

9. Uwaga Poftrzegamy tu, Ze im wiecly
ma bokéw wielokat foremny;  tém katy iego ze-
wngtrzne sa mmieysze, a wewnetrzne w:ekszc

i Inne wlasnosci wlelokatow scnagmara sie do
ich powierzchni i obwodu, wwfoz',}my na swoiém
mieysciu

-
/
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ROZDZIAL V.
O liniiach prostych i o kole.

10oo. DPowiedzielismy wyzéy (7). Ze cz¢sc o=
kregu zowie di¢ Jukiem. Linita profta CD fig.
51. faczaca dwa konce fuku CGD zowie si¢ cie-
ciwg, chorda, - _' 4

Uwazac tu potrzeba 10d, Ze cigciwa kazda np.
CD flaczy konce dwéich fukéw: iednego CGD,
drugiego CHD, ktérych summa czyni okrag kofa;
iezeli wiec ieden z nich mnieyszy iest od pof o-
kregu, drugi tém samém bedzie wickszy; 2re Ze
kazda cieciwa dzieli koto na dwie czesci zwane
odcinkami, segmenta, ieden DCG, drugi DCH,
ktérych summa czyni kolo; i ieZeli ieden z nich
mnieyszy iest od pétkola, drugi tém samém wie-
kszy byc musi. : S

101. Gdy cieciwa przechodzi przez érodek
kofa iak iest AB, nazywa sie Srednicq, diameter.

Uwazaé tu potrzeba 16d, ze srednica réwna
ieft dwom promieniom: gdyZ promien, iakoimy
powiedzieli wyzéy (7), ieft liniia profta od érodka
kofa do iakiego punktn na okr¢gu poprowadzona:
a zatém érednica AB réwna ieft dwom promic-
niom SB i SA. ere Ze tém samém wszyftkie ére-
dnice w jednémze kole sa sobie réwne: gdyz ka-
zda znich réwna ieft dwom promieniom, ktdre sa
migdzy soba wsayftkie rowne; 5cie Ze Srednica ieft
wigksza, niz iakakolwiek inna cigciwa: gdyz kon-
ce iaki¢ykolwiek cigciwy CD zlaczywszy ze éro-
~dkiem kofa linilami proftemi SCG, SD, w tréyka-
cie SDC summa dwdch bokéw SC-=SD> CD
(22), to ieft, summa dwdch promieni, czyli sre-
dnica, wicksza icft od cieciwy; a4fe Ze drednica



-

R VE S C! L 51

AB dzieli kofo i iego okrag mna dwie czesci ré-

wne: gdyz zfozywsay figur¢ wzdluz linii AD, gdy-

by czgéé okregu A]—&, nie przyftala do czesci o~

kregn AGB, punkta iednéy z nich bylyby mnidy

~ Ilub wiecéy od érodka kola oddalone, niz punkta
- drogiéy: co byé nie moze (7). :

: 102. Tym samym sposobem dowied¢ mozna,
ze dwa kola nakredlone iednymze promieniem sa
" sobie réwne, i moga 'do' sichie przyftac, gly ie-

dno na drugiém bedzie pofoZone tak, aby érodek

iednego - padl na $rodek drugiego kola.

103. - Liniia profta EI', przecinaiaca kolo,
kiora. sieczng kota, secars circuli zwaé bedziemy,
‘dwa tylko punkta-C i D spdlne z okregiem mied
moze: bo gdyby miala np. trzy punkta spélne, trzy
te punkta iako znayduiace si¢ na okregu, bylyby
w réwnéy od érodka kota odlegtosei (7); a tém sa-
mém z punktu danego S do linii proftéy LI mo-
Znaby bylo poprowadzi¢ trzy liniic réwne: co byé
mnie moze (49).

104, Gdy liniia profta ma tylko ieden punki
spélny z okregiem, to iest, gdy si¢c okregu w jo-
dnym tylko punkcie dotyka, a w drugim pinkcie
dotykaé si¢c mic moze, chochy byfa przedluzona ;
‘taka liniia zowie sic stycznq kola, tangens cir-
culi. I tak liniia IK w jednym tylko punkcie 1
dotykaiaca sie okregu , iest flyczna: liniia zas Hi
lubo ‘wijednym tylko punkcie H dotyka sic okre--
gu, przeciez dostatecznic przediuzona, przecicla-
by go w punkcie drugim, a zatém nic iceft ftyczna.

105.  T'wierd. Wziawszy dwa iakickolwick
Tuki iednegoz kofa, albo dwéch kél xdwirych , i
pol’ginszy ieden na drugim tak, aby ich wkle-
sfosci obrécone bylty w jedne ftrone, i aby dwa
iakiekolwiek punkta iednego . padly na dwa pun-
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kta uka drugiegos Zuk mnieyszy zeydzie sie zu-
pelnie z tukiem wickszynn. :

Dowod. Jakoz przenioslszy 1uk ac fig. 5a.
na fuk AE tak aby punkt « padima A, i punkt ¢
na C, cigciwa ac pr?.}ﬂanic zupelnic do cieciwy AC 2
a ze promienie sa, sc, sa podlug zafoZenia réwne
promicniom SA, SC, wiec dwa troykaty sca, SCA,
przyftana do siebie (28); a w sczegolnoéei punkt
s padnie na 8: a zalém wszyflkie punkta fuku ac
padna na punktastuku AC: gdyz punkta e sa ré-
wnie oddalone od s$rodkow s, S, ktére sa w je-
dnym punkcie: a tém samém Iuk «c zeydzie si¢
zupeinie z fukiem AL,

106. TFnips. Stad wypada, Ze dwa Tuki iedne-~
goz kola, alho'dwéch kél réwnych, sa réwne, gdy
ich cieciwy' sa rowne; i odwrotnie, byleby tTuki te
byly iednegoz gatunku, to ieft, obadwa mnieysze,
lub obadwa wicksze od pét okregu. Jakoz cieci-
we iedne polozywszy na drugi¢y, dwa konce piér-
wszéy padna na dwa konce drugiéy cieciwy, a tém
samém 1 dwa kornice ‘icdnego fuku, padna na dwa
konice drugiego: wiec dwa te tuki podlug twier-
dzenia poprzedzaiacego, zeyda sie z soba, i ieden
do drugiego zupednie przyflanie, a zatém sa sobie
rowne. \

Odwrotnie, iezeli dwa fuki iednegoz kota
albo dwéch két réwnych, sa réwne; beda tez r6-
wne i ich cieciwy: gdyz fuki te iako réwne przy-
flana do siebie podiug wniofku poprzedzaiacego;
a ém samém koiice iednego pydna na konce dru-
giego fuku; wice i cieciwy ich proyftana do siebie:
preez dwa bowiem punkta, iedna tvlko liniia pro-
fla przechodsr §
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107. Zagad. Maiqgc dane dwa fuki A,B, CD,
fig. b5. iednegoi kota, albo dwich kot réwnych,
znales¢ spolng ich miare. PR :

Rozwiqz. Zagadnienie to rozwiazac mozna
tym samym sposobem, ktéregosmy uzyli w podo-
‘bnym przypadku z liniiami proftemi (58); z ta 'tyl-
ko réznmica, Ze¢ zamiaft przenoszenia fukéw mniey-
szych na wieksze, przenosi¢ bedziemy ich cieciwy
ktore gdy sa rowne, fuki ich sa takze réwne (106).

Ci(_rciwg fuku CD moze byé na fuk AB dwa
razy przeniesiona od A do E, z pozoftata reszta
EB; bedzie wiec fuk AB = 2CD - EB.

Cigciwa fuku EB moze byc¢ na {uk CD raz
przeniesiona od C do F, z pozostala reszta FD-
bedzie wige Tuk CD = EB -+ FD.

Nakoniec cigciwa Tuku FD mozZe byé¢ na fuk
EB 4 razy przeniesiona, bez Zadnéy reszty: bedzie
wiec Tuk

EB=4FD. A zatém
CD=EB-+FD=4FD-} FD=,FD.
4 AB'2=20D + EB —10FD 4+-4FD =14 FD. to
feft: fuk FD ieft spélna miara dwéeh danych fu-
6w AB, CD, i mieéci sie w piérwszym fuku 14
razy, w drugim 5 razy. Dwa wiec fuki dane sa
od siebie iak dwie liczby 14 i 5.

Uwaga. Moga by¢ dwa dane Tuki takie, Ze
spéluéy ich miary znale’é nie mozna, chochy po-
wyisze dzialanie byfo iak naydaléy posuniete: fu-
ki wiec takie beda iloiciami niespéimiernemi, ia—
kosmy wyiéy powiedzieli (58).

108, Twierd. Promiei SM, fig. 54. pro=
_stopadty do cieciwy AB, dzielite cieciwe w prn-
keie C-i tuk AMB w punkcie M na dwie rowne

ezescl,
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Dowed. 10d Poprowadziwszy promienie SA,
SB, promienie te wzgledem pr()’ﬂoparl{c;y SC 54
dwiema pochytemi réwnemi, a tém samém musza
byé réwnie oddalone od spodku € prostopadléy
SC (48); wigc AC=BC. :

‘are Poniewaz SM ieft prostopadia ze srodka
C linii AB wyprowadzona, wiec kazdy punkt na
téy proftopad¥éy waigty np. punkt M iest w réwnéy
odleglosci od koncdw linit AB (50); a zatém liniia
AM =BM. Ze zas liniie te sa cieciwami fukow
AM, BM, wiee i fuki te sa sobie réwne-(106).
A zatém promien SM, proftopadiy do cicciwy AB
dzieli i3 w punkcie C, i iéy fuk AMB. w punkcie
M na dwie réwne czéici.

109. W niofki. Ztego twierdzenia okazuie sie
10d, ze trzy te punkta, érodek kola S,-srodek
cieciwy C, i érodek +iéy fuku M znayduia sic na
iednéy linii SM proftopadiéy do cieciwy : a Ze na
oznaczeénie linii proftéy dosyc ieft dwéch tylko pun-
ktow; wiec kiedy liniia profta przechodzi przes
dwa punkta ktérekolwiek z trzech punktéw wy-
mienionych, przeydzie tém samém i przez punkt
trzeci, 1 bedzie prostopadia do cigciwy.

are Poniewaz z punktu wzietego na linii pro-
ftéy, nie mozna wiecéy proftopadfych do téy linii
wyprowadzic , tylko iedne (55), wiec proftopadia
ze srodka cieciwy v&?yprowadzona przechodzi przez
srodek kota, i dzieli {uk do téy cieciwy nalezacy

~na dwie réwne czescl.

110. 3cie 74 tego tez twierdzenia wypada, zZe
cheac podzielié {uk na dwie rowne czesci, trzcha
z¢ srodka cieciwy tego fuku wyprowadzi¢ profto-
padfa, az do przeciccia si¢ 2 fukiem danym; albo
teZz w kole daném przez érodek cieciwy fuku da-
nego do poduielenia poprowadzi¢ promien, albe
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nakoniee poprowadzié¢ promien proftopadty do cie-
ciwy fukn danego. Tymze ,spombm_u }_)0ﬂ@}_:auiqc
- mozna bedzie fuk podzieli¢ na czeécl rownych, 4,
8,16 it d. i
111, Zagad. Wykrésli¢ kolo, ktéregoby o-
krag przechodzit przez trzy punkta A, B, Cda-
_rre' nie w prostéy linii. fig. 55.
N Rozwiqz. Ziacaywszy punkt A z punktem B,
i punkt B z punktem C liniiami proftemi AB, BC,
i liniia AB w punkcie D, liniia BC w punkcie E
podzieliwszy na dwie cz¢éci réwne; z punktu D i
E wyprowadzmy dwie prostopadie DF, EG, pier~
wsza do AB, druga do BC: dwie te prostopadte,
podiug tego coémy powiedzieli wyzéy (65), dosta—
tecznie przediuione, zeyda si¢ zsoba w.punkcie
S: punkt S bedzie érodkiem, a odleglosé iego od

ktoregokolwiek z trzech punktéw danych , bedzie *

promieniem kofa szukanego: gdyz punkt S uwaza-
ny na prostopadiéy DF, iest w réwnéy odleglosce
od dwdéch punkiow A i B (5o): tenze sam punkt
S uwazany na prostopadiéy EG, iest w réwnéy
odlegiadéci od dwdich punktow B i C. Trzy wige
odleglosci, AS, BS, CS sa miedzy soba réwne:
a zatém ze érodka S promieniem AS nakresliwszy
koto, okrag tego kola przeydzie przcz punkta A,
B, C

112. Uwaga. 1. Poniewaz liniic AB, BCsa
w kole szukaném cieciwami w punktach D i [ na
dwie réwne czeici podzielonemi, érodek tego ko-
fa powinien si¢ znaydowaé tak na proftopadiéy
DF, iako tez na prostopadiéy GE (109), to iest,.
na spélném tych dwdéch liniy przecieciu S: a ze li-
niie proste w jednym tylko punkcie przecinaé sie
moga, wiec tylko ieden iest punkt S mogacy byé
srodkiem kota szukanego. Toiz samo kofo nie
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moZe mieé innego promienia, tylko liniia AS: ho
WZiéi_Wszy S omied liniiq.‘kr_dtszeg lub diuzsza
od AS, i zpunktu S promieniem tym nakrésli-
wszy kolo, okrag tego kola nie przevdzie przez
punkta A, B, C: co iest przez sic widoczne.

A stad wypada 10d, Ze przez trzy dane pun~
kta iednego tylko kola okrag przechodzi¢ moze;
are, ze gdy okregi dwoch két maia trzy punkta
spolne, dwa te kola sa iednémze kofem; 3cie, ze
‘zatém okregi dwdch két nie moga si¢ z sobg prze-
cinaé tylko we dwéch punktach. '

Uwage, 2. Gdyby trzy punkita A, B, G, da-
ne byly wlinii prostéy, na ten czas dwie prosto-
padfe DF, EG bylyhy od siebie réwnoodlegte (58),
atem samém zeyschy sie z soba nie mogly : a ze
punkt ich zeydcia sie iest érodkiem, aiego odle-
glosc od ktoregokolwiek z trucch punktéw danych,
iest promieniem kofa szukanego; w tym wice przy-
padku, nie mogac mieé ani érodka, ani promie-
nia, byfoby rzecza niepodobna wvkredli¢ koto szu-
kane. A zatém przez trzy: punkta dane w linii
prostéy, okrag iednego kofa przechodzié nie moze.
Co i z tego wzgledu iest rzecza widoczna, ze li-
nila prosta z okregiem kofa trzech punktéw spdl-
nych miec nic moze (103).

115. Zagad, Maige dane kolo, znalezé icgo
Srodek. , A 4
Rozwigz. Na okregu dancgo kola wziawsay
trzy punkta od upodobania A, B, C, fig. 55. i
ziaczywszy ie linilami prostemi AB, BC, ze éro-
dkéw tych liniy D i E, wyprowadzam dwie pro-
sopadte DF, EG, pitrwsza do AB, druza do BG,
‘przecinaigce sie z soba w punkcie S: pupkt S be-
dzie srodkiem szukanym danego kofa.

-
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114, Twierd. 7Z punktu ktéregokolwiek C
Jig- 56. waictego na okregu kofa poprowadziwszy
CA"pmﬂppadfg“db"p‘romienia SC, przez ten punkt
L8 pttiaéhodégcégo; ’proﬂdj:r)"a_dm la do promienia
bedzie flycing kola. I odiwrotnie, fiyczna z kti-
. regokalwick’ punkiu * weictégo na okregu popro-
wadzona, ‘ieft proftopadia do’ PV ymienia prze-
shodzacego przez punkt setkniécia sic [flycziéy =
kotem. Y .
- Dowod. . Wriawszy iakiekolwiek punkta D,

E i t. d. na profiopadléy AB, i zlaczywszy ie ze
érodkiem kofa 3 liniiami proftemi DS, ES, liniie
te iako pochyfe do linii AB sa dluzsze od pro-
ftopadiéy SC (47). A zZe punkt C znayduie sie
na okr¢gu; wige punkta D, E i t. d. znaydowaé
si¢ musza za okregiem. Liniia zatém ADB, ieden
tylko punkt C ma z okregiem spélny: inne zas
wszyftkie iéy punkta sa za okregiem: wiee liniia
ta ieft flyczna z kofem (10-’2. e ,
Odwrotnié. Stycana z kofem AB ieft profto-
padta do promienia SC przechodzacego przez punkt
zetkniecia sie C: GdyZ poniewaz ftyczna AB wa
tylko ieden punkt C na okregu, inne zad wszy~
ftkie iéy punkta.sa za okregiem; wiec ze wszy~
flkich liniy proftych, ktére z punktuS do ftycanéy
AB  prowadzi¢ mozna, naykrétszy ieft promien
SC: ten bowiem konczy si¢ na okregu, gdy tym
czasem inne wszyftkie, iak sa np. SD, SE, wy-
chodzg za okrag. Gdyby wiec promien SC nie
byl proftopadly do ftycznéy AB, tedy inna ki(-
rakolwiek liniia z punktu S do linii AB poprowa-
dzona, diuzsza od promienia SC, bylaby do lini
AB proftopadta, co byé¢ nie moze (47).
- 115, W hniosek. Stad wypada 10d, Ze przez
.punkt C dany na okregu’ kofa, nie moina wig~
8
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ety ftyeznych wyprowadzic, tylko iedne : gdyz fiy-
czna ta powinna by¢ proffopadia do promienia
SC, przez dany punkt przechodzicego: az punktu
C do linii SC nie mozna wyprowadzi¢ dwéch pro-
. ﬂopad}’y:'ch , réinych od siebie (55); 2re Ze-przez

dany punkt na okregu kola, chcac wyprowadzié
ftyczna z koley’, trzeba z danego punktu wypra-
wadzié proftopadfa do promienia przez tenze da-
ny punkt przechodzacego.

116.  Twierd. .Dwa tuki iednegoi kota za-
warte miedzy dwiema cieciwami od siebie réuwno—
odleglemi, lub zawarte miedzy cieciwg i styczng
od niéy rownolegtq, sqg sobie réwne.

Dowod. 1dd. Niech beda dwie cieciwy AB,
CD, fig. 57. od siebie réwnolegle: poprowadzi-
wszy promien SG proftopadly do cigciwy CD, pro-
mien ten bedzie razéem proftopadly 1 do cieciwy
AB iako réwnolegléy od CD (61), i punkt G be-
dzie érodkiem tak fuku CGD, iako tez fuku AGB
(108): bedzie zatém tuk CG = DG, Tuk AG=BG:
odigwszy {trony réwnania drugiego, od flron ro-
wnania piérwszego, zoftanie CG — AG = DG
— BG; czyli CA=DB; toieft, fuki zawarte mie—
- dzy dwiema ci¢ciwami od siebie réwnoleglemi, sa
sobie réwne. '

sre Niech bedzie cieciwa IK réwnolegla od
ftycznéy EF': przez punkt zetkniecia sie H, po-
prowadziwszy promien SH, promien ten bedzie
ﬁoﬂopadfy do ftycznéy EF (114), i do ci@ci\vi

izko rownolegléy, od EF; a tém samém 1u
_KHI jeft podzielony w punkcie H, na dwie réwne
eze$ i (108); bedzie wiec tuk IH = KH, to iest,
fuki zawarte migdzy flyczna icieciya od niéy ré-
wnolegla sa réwne. :
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119.  Twierd.' Wiérzchotki S, s, dwdch ka-
tow réwnych ASB, asb fig. 58. wziawszy za Sro-
dek kota, i iakimkolwiek promieniem nakrésli~
wszy fuk ACB przecinaigey ramiona kata ASB,
W yunktach ‘A i B, i tymZe samém promieniem
nakrésliwszy Tuk achb przecinaigey ramiona kata
asb 'w punktach a i b; Zuki ACB, achb zawurte
miedzy ramionami tych dwdch kaetéw rownych,
bedg sobie réwne; i odwrotnie, ieleli tuki kot ro-
wnych zawarte miedzy ramionami dwdch kqetow
maigcych swoie wiérzchotki w srodku ké?, sq so~
bie réwne; kqty te bedq takie réwne.

Dawod. Poprowadziwszy cieciwy AB, ab, w
dwéch tréykatach ASB, asb: kat S ==, boki AS,
. BS, réwne bokom as, bs, iako promienie, zza-
fozenia; wiec dwa te troykaty przyftana do siebie
(24), a wsczegdlnoéci cieciwa AB = ab; a zatém
i fuki ACB, acb sq rdwne (106).

. Odwrot, Jeieli Tuk ub=—= AB, bedzie kat
ash == ASB: bo peniewaz fuki t= sg réwne, wice
i cigciwy ich AB, ab sa réwne (106), a Ze i pro-
mienie SA, SB, sa, sb, sa miedzy soba réwne z
zaloZenia, wigc dwa tréykaty ASB, asb przystang
- do siebie (28), a w sczegdlnosci kat ASB = asb.

118. Twierd. Wiérzcholki O, o, fig. hg.
dwéch iakichkolwick katéw AOB, aob wrziawszy
© za srodek, i iednymzZe promieniem nakregliwsz
dwa fuki, ktéreby przecinafy ramiona dwéch da-
nych katéw w punktach A, B, @, b; bedzie ffo-
sunek kgta AOB do kqta aoh, réwny flosunkowi
tuku AB do tuku abj; to ieft, tyle razy kat ieden
bedzie wickszy lub mnieyszy od drugiego, ile razy
tuk zawarty miedzy ramionami kata piérwszego,
‘eft wieksz¥ lub mniew=zv od ¥1ku zawartego mie-

’
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dzy ramionami kata drugiego: czyli, bedzie AOB.
" aob = AB: ab

' Dowod. ' Moga tu by¢ dwa }JI‘Z}P&(H\I albo
Tuki AB, ab sa ilosciami spétmicrnemi, albo nie
‘spétmiernemi. 16d Jezeli fuki AB, ab, sa ilodel
spéimierne, daymy, ze fuk AB ma takich czeéci
4, iakich Iuk ab ma 2. Podzicliwszy duk ab na
“dwie czgsci réwne w punLc:ie ¢, afuk AB na czté-

ry czeéci réwne wpunLtach C D, E, i popro=
wadmwszy promienie oc; OC, OD OE, katy
aoc; cob, AOC, COD, DOE LOB, sa mxtgd:r'y
soba réwne, poditug twmrdvenla popr?edzamcego
A zatém kat AOB, fktada sie ze caztérech takich
katéw, z]a]uch dwoch fktada sie kat aob: wiec
katy te maia si¢ do siebie , iak 4 do e. Cazyli, AOB:
aob == 4: 2, 'Ade _podl’uv zafozenia, Tuk AB : ab
=4%: 2; wicc AOB: aob — AB: ab, to ieft, kat
AOB do kata aob ma sie iak Tuk AB zawarty m1e-
dzy rz?‘m.mraml 1go, do tuku ab zawartego mie-
dzy ramionam’ kata 2go,

ore Jezeli Tuki AB, ab, fig. 6o. sa nlespoi’—-

mierne, bedzie takze

AOB: aob == AB: ab . — . — A,

- Jezeli ta proporeya 1eﬂ: fafszyvta, tedy oftatni
wyraz ab ieft albo zamaly, albo zawielki de uczy-
nienia proporcy trzy ‘bowiem piérwsz¢ wyrazy
proporcyl, moga byc iakickolwiek,

- Wezmyz naprzod tuk as>ab, i niech bedzie,
iezeli by¢ moze .

AOB: aob = AB: us s

' Podzxelmy fuk AB na czesci rownych 2, 4,
81t d. (110), az pdki nie dov,dzwmy do czt*sm
mmeysqch od fuku bs. Przenieémy potém cze-
sci te muieyize od Tuku b¢ na tuk @b, poczyna-
iae od - punLtu a ky &
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Poniewaz tuki ab, AB sa niespdlmierne; wiec
punkt podziatu nie moze przypasé na purkt b, lecz
padnie albo z prawéy strony punktu b, np W pun-
keie' ¢, albo 2 lewéy, ftrony, np. w punkcie ¢ Po-
prowadziwszy promien oc, katy aoc, AOB obey-
muigce ramionami swemi fuki ac, AB spofmier-
ne z wykreélenia , maia sic do siebie iak te fuki,
podiug 1széy czesci minieyszego twierdzenia; to
iest, aoc: AOB=ac: AB. A Zepodiug przypu-
sczenia AOB : aob = AB: as; wi¢c rozmnozywszy
przez siebie wyrazy odpowiadaiace w tych dwéch
proporcyach, bedzie aoc > AOB: AOB < aob=—ac
>XAB: AB < as.

Podzieli&vazy dwa piér_wsze wyrazy przez AOB
a dwa drugie przez AB, bedzie

' aoc: aob = ac: us.

Lecz kat aoc > aob; fuk zas ac<as 2 wy-
kréslenia; to ieft , w oftatniéy proporeyi poprzednik
1go ftosunku, wiekszy ieft od swego naftepnika;
poprzednik zasé 2go flosunku mniéyszy iest od swe-
go naftepnika: a zatém provorcya ta ieft falszywa,
Proporcya ta powflala ze ztozenia dwéch propor-
¢yy poprzedzaigeych, zktorych 1wsza goc: AORB

~#=ac: AB iest dowiedziona w 1sz8y czesci niniey—
szego twierdzenia; druga zatém AOB: aob—AB:

- as, w kitéréy tuk as wrzielismy wickszy od ab,
musi byé fafszywa. W proporcyi wiec oznaczo-
néy glofka A oftatni wyraz ab nie moze by¢ za-
maty: obaczmy czy nie iest zawielki.

Weimy tuk af < abiniech bedzie, iezeli byé
moZe, ta proporcya prawdziwa : .

' AOB: aoh = AB: as. 3

~ Podzielniy tuk AB na takie czeici réwne, aby
przeniostszy ie na fuk abzaczynaiac od punktu a,
iednq takowa ‘czeéc ﬂ(oﬁczyi’a‘ sic migdzy punkta-
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mi $ib, np. w punkcie <. Poprowadziwszy pro-.
mien oé, dwa katy wo¢, AOB obeymuiace ramjo-
nami swoiemi fuki a¢, AB spélmicrne z wykré.
dlenia, maia si¢ do sicbie iak te Tuki, podiug 1széy
czedei minieyszego twierdzenia; to ieft, aos: AOB
== &é: AB; ate podiug przypusczenia AOB: aob
= 'AB: a¢; wiec

ao¢ > AOB: AOB < aob = ac¢>< AB: AB X as.
. Podzieliwszy dwa piérwsze wyrazy przez AOB,
dwa drugie przez AB, hedzie -, b

@oé: aob = aé: as; co byc nie moge: glyZ
kat ao¢ < aob ; Tuk zasi ac > a$ z wykréslenia: wiec
i proporcya ta: AOB: aob = AB: a$; w ktéréy
wziglismy fuk us < ab, iest falszywa.

: W proporcyi zatém A ostatni wyraz «b nie

moze byé ani zamaly, ani zawielki do uczynie-
nia proporcyi; a tém samém wyraz ten iest takim,
iakim by¢ powinien; to iest, proporcya ta AOB:
aob = AB: ab, iest prawdziwa. ‘

Cry wiec fuki sa spéimierne, czy nie spéf-
mierne, zawsze kety maiq sie do siebie, iak tuki
zawarte miedzy ich ramionami. :

119. M niosek 1. Poniewaz flosunek tukéw
AB, ab, réwny iest flosunkowi katéw 'AOB, acb;
wiec gdy sie katy AOB, aob powigksza lub zmniey—
sza w iakimkolwiek stosunku, fuki takZe AB, ab
powicksza sie, albo zmnieysza w tymZe samym
stosunku; i odwrotnie, za powickszeniem lub zmniey-
szeniem fukéw AB, ab, katy takie AOB, aob
powicksza si¢ albo zmnieyszq. F.uki wiec te mo-
ga by¢ uzyte za miare wielkosci katéw. Przeto
tez miarg keta ieft tuk miedzy iego ramionwmi
zawarty, nalelqcy do kola, ktérego srodek ief
wierzchotkiem tego kata.
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Byloby wprawdzie rzecza przyzwoitsza. do~
chodzié¢ wielkodei katéw, za pomoca kqtfl iakiego
Wzigtéso za iqdnoﬁé, nizelj za pomoca IEIkOW. I. tak
7p.aveiawsty kat prosty 2a 1, kat osiry, iako muiey~
szy od prostege, bylby mnieyszym od iednosci,
kit rostwarty, iake wiekszy . od prostego, byiby
wickszym od iednodei. Lecz takowy sposob mie-
tzenia katdw lubo nayprzyzwoitszy, w uiyciu. ie-
dnak nie iest wygodny, dla téy maybardméy przy-
czyny, Ze fatwiéy iest bra¢ réwne fuki danym
fukom, niz réwne katy danym katom. W tako-
wym sposobie mierzenia katdw, mowid rp. ze tuk
AB iest miara kata AOB, iest to samo co mdwié,
Ze kat AOB taka iest czescia kata iakiego wzie-
tego za 1, iakg czeécia iest fuk AB fuku zawar-
tego miedzy ramionami kata wzietego za 1,1 kt6-
ry iest czeécia okregu kola maiacego swoy srodek
w wiérzcholku tegoz kata. )

120. M niosek 2. Miara kata prostego, kto-
ryby nayprzyzwoiciéy bylo wzia¢ za iednoé¢ do
mierzenia katéw, iest czwarta czes¢ okregu: gdyz
wiérzcholek S fig. ’56. kata prostego FSG wzia-
wszy za srodek i promieniem iakimkolwiek np. SG
nal:rééliwuy kofo; przediuzmy FS do H; bedzie
FH érednica tego kola (101); azatém FGH iest
-pofowa okregu: a ze kat GSF=—=GSH iako pro-
ste, wiec i Tuk FG._—_G_H'iako miary katéw ré-
wnych. ZFuk przeto FG iest poiowa pol okregu
FGH, czyli czwarta czgscia okregu calego.

Miara zatém kata ostrego bedzie fuk mniey-
szy od czwartéy cuzgsci okregu: miara kata roz-
twartego bedzie Tuk wigkszy od  czwartéy czesci
okregu.

A 121. M niosek 5. Z twierdzenia poprzedza-
lacego wypada takZe, Ze chcac dany kat podzieli¢
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~ mi iakakolwiek liczbe czesci réwnych, dosyd jest

ok stuzacy ma 74 ‘miare podzieli¢ natylez czesci ro-*
Wwhych, i punktd podzialu pofaczyc liniiami prostemi
wiérzchotkiem' kita: liniie te podziela kat dany nia
cigsci szukane. e ‘i
©ywaga. Widzielismy wyz'éy (1 10), Ze ’h‘llk
dany podzielic moZna na czeéci rownych 2, 4, 8,
16 i t. d. Wiec na te same czeéci rowne mozna
takze podzielic'dany kat, iak to iuz innym sposo-
bem okazalismy wyzéy (46). Co sie tycze dziele-
nia fuku na inne czesci réwne, iak nmp. na 3, 5,
6 it d. do tego' potrzeba wyZszych wiadomosei,
nizeli- sa te, ktére w Jeometryi elementarnéy mo-
ga by¢ umiesczone: i kat wige na‘takie czesei ro-
wne ieometrycznie dzielonym byé nie moZe, wy-
Yaczywszy tylko nie wielka liczbe przypadkéw, scze~
golnych, ktére pozniéy wymienimy.
122. Twierd. 7 dwdch lotach réwnych lub
w jednymie kole tuk wickszy , ma wigkszq cigci-

-we ; 1 odwrotnie: (byleby tuki, o ktérych mowa,

byly mnieysze od polokregu).
Dowod. Niech bedzie fig. 61.fuk CB> BA,
trzeba dowiesdz, Ze cieciwa CB> BA. JakoZ po-

‘prowadziwszy promienie SA, SB, SC, w dwdch

“tréykatach BSC, BSA, boki BS, CS piérwszego

réwne sa bokom BS, AS drugicgo tréykata: a ze
kat BSC>BSA, ho m!qu piérwszego iest tuk BC
z zafoZenia wigckszy od fuku BA, ktéry iest mia—
ra kata drugiego ; wiec i bok BC przeciwny kato—
wi wiekszemu iest wickszy od boku AB przeci-
wnego katowi mnieyszemn (27); czyli, cieciwa
BC>BA.

Odwrotnie. Jezeli cicciwa BC>AB, bedzie
fuk BC>AB: gdyz w dwdch tréykatach BCS, ABS,
boki BS, CS piérwszego réwne sa bokom BS, AS
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drugiego tréykata; a ze bok trzeci BCSAB 'z za-
foZenia, wice i kat BSC>ASB (27), a tém samém
i fuk BC>AB. )

¢ 123,  Uwaga. Twierdzenie to ma tylko miey~
sce wtenczas, gdy fuki sa mnieysze od péfokregu;
tuki za$ wicksze od péfokregu, maia przeciwng
whasnogé, to ieft im wickszy ieft luk, tém icft
mnicysza cicciwa, i odwrotnie: i tak fuk AFCB>
AFC: acicciwa piérwszego AB mnieysza ieft od
AC cieciwy drugiego fuku.
: 124.  Twierd. Dwie cieciwy rowne sq w ré=
wnéy od Sredka kola odlegiosii: az dwich cie~
ciw nieréwnych muieysza iest w wiekszéy od ro—
dka kola odleglodci.
- Dowed. 1dd Niech bedzie fig. 62. cigciwa
AB = CD: ze érodka S spusciwszy dwie profto-
padte SE, SG, 1wsza do AB, 2ga do CD, i po~
prowadziwszy promienie SA, SC, w dwdéch tréy=
katach SAE, SCG proftokatnych, ieft bok SA =
SC, iako promienie; bok AF = C&G, iako polo-
wy  dwoch ciceiw rownych (108); a zatém dwa
te tréykaty przyftana do siebie (52), a w sczegdl-
noéci SE =8G: a ze SE, SG sa odlegloécia éro-
~dka S od cicciw AB, CD (51); wice cigeiwy te
sa w réwnéy odlegloéei od érodka 8.
‘ are Niech bedzie cieciwa CI>AB: tuk OF
ieft wickszy od fuku AB (122). Na fuku CF wzia-
wszy” fuk - CD = AB, i poprowadziwszy cicciwe
CD, tudziez ze érodka S spuiciwszy dwie profto-
padte SH, 8G, 1wsza do cicciwy CF, 2ga do
cigciwy CD; w troykacie SHI preflokatnym przy
H, ieft SI>SH (87), atém bardziéy SI-41G >
SH ; ezyli SGSSH: aze SG=S8SE podiug 1széy
czcjéci ninieyszego twierdzenia; wice 1 SE>SH; to
ieft, odlegtos¢ mnjeyszéy cicciwy od érodka kola

9
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ieft W1kaza, niz odlegloéé wiekszéy c1ec1wy od te-
goz srodka. -

125, Twierd. Kqf maigcy swiy wiérzchotel
na okregu kola, ma za miare potowe tuku zq.-
wartego miedzy ramionami.

Dowod. 10d Niech bedzie kat ACB, fig: 63,
mmqoy wiérzchotek € na 0Lregu iktérego ledﬁo :
ramie CB przechodzi przez érodek kola S. Popro-
wadziwszy érednice DE rownoodlegla od drugie-
go ramienia AC, bedzie kat ACB = DSB ok i
dnoftronne odpowiadaiace wzgledem sxccznéy CB
i dwdéch rownoodleg?ych AC, DE. A Ze miara
kata DSB ieft tuk DB (uq), wi¢c i miara kata
ACB ieft Tuk DB. kuk DB =CE, iako miary
katow DSB, CSE rownych fuk CE = AD: gdyz.
s3 zawarte miedzy cigeciwami rownoodleglemi: wiee
i fuk DB = AD; to ieft, fuk AB _podzielony jeft
w punkcie D na dww réwne czeici; a tém samém
fuk DB, bedacy miara kata ACB 1eﬂ poﬂl’owq tu-
ku AB zawartewo mi¢dzy ramionami tegoz kata.

are Gdy .srodel\ kola S anay duie sie mmday
ramionami kata ACF maiacego wiér zcholek C na
okregu, érednica BC, dzieli kat ACF na dwa in-
~ne ACB i BCF, l{to'rych ¢p6lném ramieniem iefl
érednica BC. A zatém podiug przypadl:u 157.680
_ miara kata ACB ieft pofowa fuku AB; miara ka-
ta BCY ieft pofowa fuku BF': wigc miara Ldtow
ACB+BCF, ieft potowa fukéw AB - BF; czy-
1i miara kata ACF ieft pofowa fuku AF zawar-
tego mledzy lego rammnam:

scie Gdy ér odek kofa § ieft za ramionami ka~
ta HCA maiacego wiérzchofek C na okregu, kat
HCA =HCB — ACB. Miara kata HCB ieft po-
Towa fuku HB, podiug PrZ)padku 1s2€80. Miara
kata ACB icft pofowa fukn AB. Wi iec miara ka-
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ta HHICB — ACB ieft LHB — 3AB; czyli miarg
kata HCA ieft 2 HB — 3 AB. A Ze Iuk HB
— AB = AH, a tém samém  HB— 3 AB =3 AH;
Wiec miara kata HCA ijeft 3 AH.
 To samo twierdzenie moze
-sposobem naftepuigcym:
. Poprowadziwszy promien SA fig. 64. w.irdy-
kacie ACS kat zewnetrzny ASB, réwny ieft dwom
wewneteznym ACS i SAC naprzeciwko lezacym
(85). A zZe kat SAC = ACS: gdyz tréykat ACS
- ieft Téwnoramienny ; wigc kat ASB — 2ACS; czy-
ii kat ASB = 2ACB: wigc polowa kata ASB—ACB.
A tém samém i pofowa miary kata ASB, czyli po-
Yowa fuku AB iest miarg kata ACB.

Tegoz samego dowodzenia uzy¢ moZna w
dwéch innych przypadkach, uwazaigc, Ze kat ACF
ieft réwny summie dwéch katow ACB, BCE ma-
idcym za spélne ramie érednice CB, kat zas HCA
réwny ieft riznicy dwéch katéw HCB i ACB ma-
igeych za spélne ramie érednice BC.

126. Wniofki 1. Kat GCH zawarty miedzy
ftyezna i cigciwa , ma ‘takZe za miare polowe fu-
ku CH zawartego miedzy ramionami: gdyz kat
GCH = GCB — HCB. Miara kata GCB iako pro-
ftego (114), ieft pofowa pétokregu CHB ; miara
kata HCB ieft pofowa fuku HAB (125). Wige
miara kata GCH bedzie potowa fuku CHB, mniéy
pofowa fuku HAB: zZe zaé fuk CHB — HAB=—CH;
atém samém ; CHB — I HAB= % CH; wigc mia-
ra kata GCH bedzie pofowa fuku CH zawartego
miedzy ramionami.

Whnios. 2. Kat HCM zawarty miedzy cieci-
wa CH i przediuzeniem cigciwy CF, ma za mia-
re polowe summy fukéw nalezacych do tych dwéch
cieciw, to iest, pofowe tuku CH wiecéy polowa

by¢ do wiedzione
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Tuku CF: gdyz kat HCM réwn}t dwom  katom
PI‘Oﬁ}’m mniéy katem HCF, bt;d?.le_ mial za mig_
re polokregu mniéy polowe 'I’}lliu HF'; Ze zas ca—
Iy okrag mniéy fukiem HE rowna’ si dwom tu-
kom CH i CF, atém samém polowa okregu wmnidy
polowa fuku HF, réwna si¢ pofowie dwoch fu-
kéw CH i CF; wiec miara kata HCM bedzie po-
Yowa fukéw CH i CF. .dlbo tak: kat HCM ==
HCG +§3CM; czyli, kat HCM = HCG - FCI:
gdyz kat FCI=GCM. A Zc miara kata HCG
ieft pofowa fuku CH, a miara kata FCI iest po-
fowa fuku CF podiug wniofku poprzedzaiacego ;
wiec tez i kata HCM bedzie miara pofowa sum-
my tychze Tukéw. :

- 127. Whnios. 5. Raty E, H, 1, fig. 65. ma—
jace wiérzcholki ra okregu, a ramionamiswoiemi
obeymuiace tenze sam {uk I'CG, sa sobie réwne:
gdyz wszyftkich miara ieft potowa fuku FCG.

128. Hnios. 4. Kat ACB maiacy widrzcho-
fek na okregu, a ktérego ramiona przechodza przez
konce srednicy AB, ieft profty: gdyZ ma za mia-
re polowe pélokregn AEB: czyli czwarta czeéé o~
kregu calego; co takZze mozna okazaé sposobem na-
stepuiacym :

Poprowadziwszy promien SC, w dwdch tréy~
katach réwnoramiennych ACS, BCS, ieft kat SCA
= CAS ; kat SCB=CBS: wi¢c SCA 4 SCB=CAS
-+ CBS: czyli, kat ACB = CAS |- CBS. 'T'oieft,
w tréykacie ABC, kat ACB réwny ieft summie
dwoch innych katéw CAS i CBS; atém samém
kat ACB iest polowa summy wszyftkich trzech
katéw tréykata ABG: a Ze wszyftkie trzy katy tréy-
kata waza dwa katy profte (84), wiec kat ACB
wazy pofowe dwéch katéw proftych, czyli wazy
ieden kat profty. .
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‘Whasnoéé ta zwyczaynie tak sic wyraza: kes

w potkolu iest prosty.
4 Uwaga W dowodzeniu piérwszym $poso-'
bem poprzedamacego twierdzenia w wrowqdzﬂ]smy '
_.waim . kata maiacégo wiérzcholek na okregu za
pomoca- prawdy wyZly okazanex , Zze dwa Tuki za—
warte migdzy ‘dwiema cigeiwami réwnoodleglemi
sa rowne. Wzaiemnie prawde te moznaby teraz
okazac¢ ‘za pomoca twierdzenia poprzedzaiacego :
gdyz fig. 65. iezeli dwie cicciwy AB, FG, sa od
siebie rm\nood]egfe, poprowad.nmzy cieciwe FB,
I{aw ABF, BFG maia za miare pofowy Tukéw AF
i BG: a Ze katy tesa réwne, iako naplzunnan le—
gle wewnctr?ne_, wiee 1 miary. ich sa rowne, atem
samém fuk AF = BG.

- 129. Twierd. Kqt ACB fig. 66. maiacy
‘widrzchotek w kole migdzy okregiem i Srodkiem
kole, ma za miare polowe {uku AB zawartego
cmiedzy ramionami, wigedy polowe luku DE za-
warlego micdzy przed;’uzpmalm ramion.

Dowod. 7 punktu D poprowadziwszy cieci-

we DF réwnoodlegta od BC, bedzie miara kata
ADF potowa fuku AF (125). Tuk AF — AB - BF,
ceyli, Tuk AF = AB+I)E gdyz tuk DE = BF
(nb), atém samém I AF =3 AB-}1DE: wies
miara kata ADF icft ; AB S ¢ ED. A Ze kat ADF
= ACB (b7), wiec mmm Lrlfﬂ ACB ieft polowa
fuku AB wiecly pofowa fuku ED.
/130, Twierd. Kat ACB ftg 67. maiacy wiérz—
chotek za kofem, a ramionami swemi obey muiacy
dwa tuki AB, ED, ma ca miare potowe réinicy
tychie tukdw . to ieft, ma za miare polowe fuku
AB, mniéy pofowa tuku DE.

Dowod. 7 punktu D pop nw'vbvwszy cigei<
we¢  DF réwnoodlegfa o2 BC, bedzie miara kata
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ADF et é AF‘ A ze ‘Illk AF — AB — BF, czyIi
1uk AF—= AB — DE, gdyz {uk DE = BF'; a tém
samém X AF =} AB — 1 DE; wicc miara kata
ADF=1 AB — I DE: Ze zai kat ADF—=ACB (67),
wiec miara kata ACB= 1 AB — 1 DE. ;

Oftatnie trzy twierdzenia, moga by¢ takZe na-
stepuiacym sposohem dowiedzione:

Kat ACB fig. 68. maiacy wiérzcholek wewnatrz
kota fig. 1, lub za kolem, fig. 2. lub na okregu
fig. 35 W 1szym przypadku ma za miare polowe
summy dwéch fukéw AB, ab: w 2gim przypadku
polowe roéinicy dwéch tukéw AB, ab: w Scim
przypadku. potowe fuku AB. '

. Dowod. We wszyflkich trzech figurach po-
prowadziwszy srednice Dd, Ee réwnoodlegle piér
wsze od ramion AC, drugie od ramion BC; be-
dzie we wszyftkich trzech przypadkach kat DSE
== dSe, iako wiérzchotkiem przeciwlegle; kat ACB
=DSE (70). Wiec fuk DE bedacy miara kata
DSE (119), bedzie oraz miara kata ACB. Idzie
wice tylko o wynalezienie waznoséci fuka DE we’
wszyftkich trzech figurach. ‘
W przypadku 1wszym, fig. 1.

1.k DE = AB — AD — BE;

fuk de = ab ;- ad -+ be.

W tych dwdch réwnaniach dodawszy firony
odpowiadaiace sobie, bedzie

DE + de = AB -+ ab — AD - ad — BE--be.

Ze za§ 1uk DE = de, iako miary réwnych
katéw DSE, dSe, fuk AD=ad, i tuk BE = be,
iako zawarte miedzy cieciwami réwnoodleglemi; .
wiec powyZsze réwnanie zamieni sic w nastepuiace:

2DE=AB-}-ab. Podzieliwszy obie ftrony przez
2, bedzie .
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P
To ieft; fuk DE, bedacy miara kata ACE ma-
imgo wiérzchofek wewnatrz kola, réwny ieft po-
fowie summy dwéch fukéw AB, ab.
W praypadku agim, fig. .
"%k DE=—AB— AD-_BE: .
fuk de =ad - be — ab. A zatém
- DE+4de=AB-{ad—AD - b¢e—BE—ab; czyli
- aDE—AB —ab; a zatém
pE_AB—ab

i Dty L LA TR

2 ‘

To ieft, tuk DE bedgcy miara kata ACB ktd-
ry ma wiérzcholek za kotem, réwny ieft pofowie
roznicy fukéw AB, ab.

W przypadku 3cim, fig. 3.
*.uk DE=AB—AD—BE; fuk de=Cd-Ce: wigc
DE -+ de = AB - Cd — AD + Ce — BE; czyli
2DE = AB: gdyz Cd=AD, Ce=—BE: wice

. DE= -’;—- To ieft, fuk DE bedacy miara ka-

ta ACB, ktéry ma wiérzchofek na okregu, réwny
ieft pofowie fuku AB. ;
Uwaga. Roéwnania oznaczone glofkami A i
B réinia si¢ tylko znakiem oftatniego wyrazu,
ktéry ieft w réwnaniu A dodayny, wréwnaniu B
odiemny. Dwa wiec te rOwnania moznaby tak wy-
‘razié: fuk DE = }_\B_;_J_‘_aé.
Ze zaé wyprzypadku 5cim nie masz Tuku ab.
czyli, co na iedno wychodzi, tuk b= o0; wicc
w przypadku tym oftatni wyraz = ab = o; bedzie

wiee tuk DE = A?B.



79 JEOMETRYI !

131. Zagad. Z koica dandy linii AC , fig.
65, wyprowadzi¢ proftopadiq ” nie przéediuiaige
danéy linii , iak wymaga sposdb podany wyidy

53).
(52} Rozw. Z punktu ktoregokolwick S wzietego
za dana liniia nakréélié¢ kofo, ktéregoby okrag da-
na lipiia przecinal w punkcie A; przez punkta A
i8S poprowadzi¢ linig profta AB, przecinaiaca sie
z okregiem w punkcie B; punkta B i C ataczy-
wszy liniia profta BC, liniia ta bedzie proftopa-
dia do AC: gdyz kat ACB ieft profty (128).
Zagad. 2. Z punktu A fig. 6q. danego zua
kotem poprowadzi¢ [lyczng kola. :
Rozw. Srodek danego kola S zlayczywszy z
punktem A liniia’ profta SA, i podzieliwszy ia w
punkcie. C na dwie czeéci réwne, z punkiu C iako
ze érodka, promieniem CS wykréélié kofo, ktére—
go okrag z okregiem kofa danego, przecina sie w
punktach R, T. Punkt R lub T zlaczywszy li-
niia profta z punktem A, liniia ta bedzie ftyczna
szukana: gdyZ poprowadziwszy promien ST, kat
STA ieft profty (128); a zatém liniia A'T ieft pro—
ftopadia do promienia ST, a tém samém ieft fty-
czna danego kola (114). g ok
152. . Twierd. Okregi dwéeh kot przechodza-
ce przez ieden punki A, fig. vo. linii AS ktora
tqezy ich Srodki, maig tylko ten ieden punlt A
spbiny , -w ktorym sie stykaiq. i odwrotuie: gdy
sie okregi dwoch kot flykaie, Srodki ich i punkt
zetkniccia sie sq na iednéy linii. \
Dowod. Srodki tych kél moga byé albo z je—
dnéy ftrony punktu zetkniccia sic A, iak sa S, s;
albo ieden zjednéy, drugi z drugiéy ftronv tego
punktu, iak sa S, & W 1wszym przypadku na
okregu kola wickszego, wziawszy iakikolwiek punkt
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C, iz punktu tego do srodkow S, s dwoch kot po-
prowadziwszy liniie proste CS, Cs; w trgykacie
(CSs, iest. 4 , "
S¢+Cs>C8 (22), czyli 9+ Cs>AS; eayli
854 Cs > Ss + As. Odiawszy po obu stronach-s.s,
zostanie Cs > As. To iest, liniia Cs wieksza iest
. od As, promienia kofa mnijeyszego, a tém samém
- punkt C musi byé za okregiem tego kota.

"~ W przypadku 2gim, kiedy $rodkiS, §sa poobu
stronach punktu A, na okregu kofa wykreslonego
promieniem AS, wziawszy ktérykolwiek punkt G, 1
poprowadziwszy liniie proste CS, C¢; w tréykacie
'CSs, iest Cs-1-C8 > 8¢5 czyli Cs - AS> As><AS:
a zatém C¢ > As. To iest: liniia C¢ diuZsza iest
od promienia A¢; a tém samém punkt C musi byé
za okregiem kola wykréslonego promieniem As.

- Odwrothie. Jezeli okregi dwoch kéT stykaia
sie z soba w punkcie A, érodki ich i punkt zetkni¢-
cia sig, sa na iednéy linii: gdyZz z punkiu ze-
thknigcia sie A wyprowadziwszy styczna AT, liniia
ta prostopadia bedzie do promieni AS, As, A¢
. 3114) i wzaiemnie promienie te heda w punkcie

prostopadle do linii AT, A Ze 4 punktu A 'wuic-
tego na linii AT nie moZna wieeéy prostopadlych
do niéy wyprowadzi¢, tylko iedne (55); wicce
wszystkie trzy promienie, a tém samém 1 $rodki
k6t S, s, ¢ znaydowac signusza na iednéyze linii,
- przez punkt A przechodzacéy.

. 135, Uwaga, W przypadku 1szym ijest
Ss=AS— As; czyli Ss As = AS. W przypadku
2gim, S§=Aﬁ+Aa‘. Gdyby w przypadku 1szym,
8s>AS — As, atém samém Ss—+ As<<AS; naten
czas oqu?i dwoceh kél, nie moglyby sie¢ z soba
zetknaé, lecz okrag kola mniéyszego, byiby za-
warty w okregu kola wickszego. Gdyby 223 Ss >

10
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Ab—ﬁfls atém samém Ss +AS> AS; na ten czas
okregi d\voch kot, przecielyby si¢ z soba wpun-
ktach C, ¢, iak jost na Sfigurze 71.

W przypadku 201m, 6d}])y S¢>ASL As,
rzecza iest” widoczna, iz okregi dwoch kot me
moglyby si¢ z sobg zetknad. Leez gdyby byfa li-
niia S¢< AS |- A¢iak iest na fig. 71; na ten czas
okregi dwéch kot, przecielyby si¢ zsoba w pun-
ktach F, f.

To iest, okregi dwoch kot nie moga sic z
soba przeciad; 16d, gdy odlegiosc ich srodkow
pow:ekszona iednym promieniem,.albo sie réwna
promieniowi drugiemu, albo iest od niego mmey—
sza; are, gdy odlegfosc érodkow iest albo réwna
summie dwoch promlem, albo od niéy wwksza
Gdy zas odleglosc srodkdéw pow1@kszona pronue—
niem mnieyszym, wigksza iest od promlenla dru-
giego; albo gdy adlegfosc érodkéw, mnieysza jest
- od. summy. dwéch promlem, na ten czas okregi
“dwéch kot moga sie .- “+soba przecmc, byleby
w drugim przypadku prdmuen ieden nie byl wie-
kszy od simmy plomlema drugiego i odleglosci
srodkdw.

Widzielismy wyzéy, Ze kréslac troykat, kie-
dy sa dane trzy liniie proste maiace hyc iego bo-
kami, iedna z nich bierze si¢ za podstawe, dwa
iéy komce za srodki, a dwie inne liniie dane za
promienie dwoch {ukéw, ktérych przeciecie sie
oznacLy wimzchol'ek szukanego - troykata. Lecz
przecigcie si¢ tych dwdch  fukéw, w tych tjlko
przypadlnch nastgpic moze, ktoxesmy doplero
wymtemh, a ktore wychodza na to samo, cosmy
iz wyzéy powicdzieli (43), Ze trzy dane liniie
na hoki tréykata, takic ]nc powinny, aby kaida
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7 nich mnie'y;:za byla od summy dwéch pozosta-

134. Zagad. « WPykréslic  kolo, kidregoby
okrqg zethngl sie z dang liniiq AT w punkcie
A fig. 7o. i przeszedt przez punkt B, dany za lg
liniig AT. = ' :

- Rozw. Z puktu A wyprowadziwszy AE pro-

_stopadia do AT, punkt A z punktem B facz¢ li-

niia prosta’ AB, ktéra w punkcie D podzieliwszy
na dwie réwne czeéci, i z punktu D wyprowadzi-
wszy prostopadfg do AB przecinaiaca sie w punkcie
¢ zlinig AF, punkt ¢ bedzie érodkiem, a linila As
promieniem kola szukanego. Jakoz érodek tego ko-
{a powinien sie znaydowac tak na linii AE, kté-
ra iest w punkcie A prostopadla do stycznéy AT
(132), iako tez na linii D¢ (109), ktora iest
prostopada ze s$rodka cieciwy AB wyprowadzo-
pa: wiec $rodek ten znaydowaé sie¢ bedzie na
spélném  tych dwdch liniy przecieciu, ktérém
iest punkts. s 8 Sie
« 1185, Zagad: Maige dane koto AFH, fig,
70. i punkt ze niem BB, wykrédli¢ drugie koto,
ktoregoby okrgg przeszedi przez punkt B, i ze-
tkngt sie z okregiem kota danego w daném
punkcie A.
Rozw. Punkt A 7z punkiem B zlacs, wszy
liniia prosta AB, i ze srodka D linii AB wypro-
‘wadziwszy D¢ prostopadfa do AB, przez srodek

' s danego kofa i przez kunkt A prowadze liniia

prosta sA, az do przeciecia si¢ z liniia Ds w pun-
kcie $; punkt. s bedzie srodkiem, aliniia A¢ pro-
mieniem kofa szukancgo: gdyZz tak prostopadla
Ds ze $rodka cieciwy AB wyprowadzona, iako

~ tez i liniia As érodek danego kola z punktem A

Taczaca powinny przechodzié preen srodck kota
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szukanego : $rodek zatém ten nalezac do obudwu
Iiniy, znaydowad siq musi na spélném ich- przp;_'
cieciu, ktorém iest punkt <. :

136. Zagad. Na linii danéy AB | fig. na.
wykrésli¢ odcinek kola w ktorymby  sic zmiescit
kat rowny danemu.

Rozw. Przez punkt A, linii AB prowadze li-
nia AD, ktéraby = liriia AB czynifa kat DAB
réwny danemu. Kredle 'potém kolo, ktorego-
by okrag yrzeszed! pzzez punkt B i zetknal sic
z liniia AD w punkcie’A (154) odcinek ABE iest
szukany: gdyz kat BAD zawarty miedzy cigciwa
AB 1 styezna AD muiacy za miare pofowe fuku
AFB (126), réwny iest katowi ACB umieszczo-
nemu w odcinku kolfa ABE 1 maiacemu za mia-
re pofowe tegoz fuku AFB (125).

ROZDZIAZL VI
o Powierzchni wielokgtdw.

157. W tréykacie iakimkolwiek ACB fig.'
73. z wierzchola kata C przeciwnego podstawie
AB, spuéciwszy CD prostopadia do AB, prosto-
padia ta zowie si¢ wysokoécia tego troykata,

Prostopadta ta CD, moze pas¢ albo we-
wnatrz troykata, iek iest na fig. 1; albo zewnatrz’
na przedluzenie podstawy AB, iak iest na fig. 2;
albo tez na sam koniec A podstawy AB, iak iest
na fig. 3; a w tym przypadku bok CA iest wyso-
koscia troykata. '

VW Rowrolegltoboku ABCD fig. 74. wzia-
wszy ktérykolwiek bok, rmp. AB za podstawe, i
v ktéregokolwiek punktu wzietego na boku CD
przeciwnym podstawie spusciwszy prostopadfa FE
do. podstawy AB, prostopadia ta nazywa sie wy-
sokoscia, réwnolegloboku. '



G E S C I Ly

Poniewaz kwadrat i prostokat ma \'v?,zystkie
katy proste (81) wicc wziawsey ktérykolwiek
ich bok za podstawe, bok drugi przyiegly podsta-
wie bedzie wysokoseia kwadratu lub prostokata.

A de kwadrat ma wszystkie boki réwne; wice
wysokosé kwadrata réwna iest iego podstawie.

" 138, Twierd. Dwa iakiekolwiek rownole-
globoki” maiqce réwne podstawy i wysokosci, ma-
ig rowne powierzchnie. : A,

Dowod.  Wystawmy sobie, e réwnolegio-
bok ABEF fig. 75. iest pofoZony na réwnolegto-

boku ABCD, tak aby ich podstawy do sichie przy-

' staly: poniewaz te dwa réwnolegioboki maia ré-
wne wysokosci, wiec bok EF réwnoodlegly od
podstawy AB drugiego, padnie na bok CD ré-
wnoodleg!y od podstawy AB piérwszego réwno-
legtoboku (74); inne zas dwa boki AF, BE, we-
zma pofozenie albo takie iak iest na fig. 13 albo
iak iest na fig. 2; albo tez iak iest na fig 5.

W ptzypadku 1: wdwdéch tréykatach ADL,
BCF, bok AD=BC, bok AF=BE; iako boki
przeciwne w réwnoleglobokach (79). Nadto kat
DAF = CBE, gdyz ramiona ich sa réwnoodlegle

i rozchodza sie  w jednez strome: wiec dwa te
“t'rég’kaly ‘przystana do sichie, a tém samém po-
wiérzchnie ich sa réwne; czyli tréykat BCE —
ADF: wicc ABED —BCE=ABED — ADI"; czy-

1i'ABCD = ABEF.
- To samo iest dowodzenie 'w drugich dwdch
przypadkach.

""189. Twied. Troykqt iakikolwiek <1BC
Jig. 76, iest polowaq réwnolegltoboku AD maigce-
go te same podstawe i wysokosé. ‘

Dowod. Z punktu B wyprowadziwszy DI
rownolegla od AC, az do przeciecia si¢c w pun-
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keie I' z przedtuzonym bokiem ED,  czworckat
ABFC jest réwnoleglobokiem; a zatém przekatna
BC dzieli go na dwa tréykaty ABC, BCF mogace
do siebie przystad, a tém samém rowne co do

wierzchni (79); wigc ieden z nich np. tréy-

at ABC, iest polowa powierzchni obudwu, czy-
li iest potowa powierzchni réwnoleglobokn AF':
a ze réwnoleglobok AF réwny iest co do powie-
rzchni réwnolegfobokowi AD (138), wige troy-
kat ACB iest pofowa powierzchni réwnolegtobo~
ku AD

140, Wniosek. Stad wypada, Ze dwa tréy-
katy maigce réwne wysokosci i podstawy sa ré-
wne co do powierzchni; gdyz kaizdy z nich iest
polfowa réwnolegfoboku maigcego teZ sameg wy-
sokodé i podstawe co i tréykaty.

141. Zagad. Dany wielokqt zamienié na
inny réwny danemu co do powierzchni, i kté-
ryby miat bokéw mniédy iednym, mnii wielokqt
dany.

Rozwiqz. Niechby wielokat dany byl pie-
ciokatem AD fig. 77. ktéry zamienié trzeba na
czworokat réwny mu w powierzchni. Przez wierz-
chotki dwéch katéw E i C poprowadziwszy liniia
EC, wtroykacie EDC przez wiérzcholek kata D
poprowadzmy liniia DF réwnoodlegla od EC, az
do spotkaniasi¢ w punkcie F zprzedluzonym pigcio-
kata bokiem AE. Poprawadziwszy liniia CF,czwo
rokat ABCF bedzie szukany: gdyz trévkaty ECD,
ECF podiug poprzedzaigeego wniosku sy rdéwne
co do powierzchni, iako maiace te same podsta-
we i wysokoéé (74); azatém

ABCE 1-ECD == ABCE 4 ECT}; czyli ABCDE,
== ABQGF. [
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- Gdyby w pieciokacie danym ABCDE fig. 78.
kat D byl wklesty, wykréslenie byfoby zupeinie
to samo co wyzéy; lecz w dowodzeniu zacho-
dzi nieiaka odmiana; okazaws y bowiem ze tréy-
kgt ECD=ECF, bedzie.

‘ CE — ECD=— ABCE — ECF; czyli

ABCDE = ABCF.

"\ 1b4e. Mniosek. TymzZe samym sposobem
- postepuiac , mozna ciworokagt ABCF zamienic na
‘troykat réwny mu co do powierzchni;, i w ogélno-
s'ci-{aidy wiclokat zamienionym by¢ mozena tréykat
réwny mu co do powierzchni, I tak szesciokat
zamieniwszy naprzod sposobem wyZéy podanym na
pieciokat, zamienilibysmy potém pieciokat na
czworokat, a c:worokat na tréykat.

145. Twierd. Dwa prostokqty AC, EG,
" fig. 79. ktérych wysokosci sg rowne, maig sie
do siebie iak podstawy; to iest, prostokat ieden
tyle razy iest wigkszy lub mnieyszy od drugiego,
ile razy podstawa piérwszego iest wigksza lub
mnieysza od podstawy drugiego; czyh

*~ - ABCD: EFGH =AB: EF. _
© " Dowod. Podstawy AB, EF, moga byé¢ spSl-
niierne lub niespélimierne. W 1szym przypadkn

+.daymy ze AB zamyka takich czesci 8, iakich EF
zamyka 4. Podzieliwszy AB na 8, EF na 4 czesci
rvéwne (57), i z punktow podzialu wyprowadzi-
_wszy prostopadle do tych podstaw, aZ do przecie-
cia si¢ z bokami DC, HG przeciwnemi podstawom
AB, EF; prostopadle te podziela prostokat AC na
8, prostokat 'EG na 4 prostokaty réwne miedzy
soba (158), gdyZ wszystkie maia rowne podstawy
i wysokodei. Bedzie wige ABCD: EFGH=—§: 4.
A ze AB: EF==8: 4: wiec ABCD: EFGH=AB: I'F.
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W 2gim przypadku, kiedy podstawy AB;
EF fig.<80. sa niespéimierne, bedzxe takze ABCD
EFGH-—AB EF . . A.
Jdkoi gdyby proporcya 'l’l byla fai’szywa, ostatni
idy wyraz EF, bylby albo zamaly, albo za erlkl
do uczynienia pmpor:l:i , trzy bowiem piérwsze
wyrazy moga byc iakiekolwiek, - Daymyz nato,
iczeli by¢ moze, Ze ta propoicya iest lJTaW(lt.IWa

ABCD: EF(JH AB: Lv, w ktéréy Es >EF

Podzmlmy AB na czesci rowuych 2, 4, 8. 1
" t. d., az poki nie doydnemy do czesci mme} szych
od linii Fs. Plzemesmy potém czescl te mnieysze
od linii Fs na liniig EF zaczynaige od punktu E
ku F. Poniewaz liniie AB, EF sa niespstmierne,
wiee punkt podzialu nie moze prz.pas¢ na punkt
F, lecz padnie albo zprawéy strony np. w pun-
-Lcw ¢, albo z lewéy strony, np. w punkcie &
Z punktu ¢ wyprowadzm szy ¢o prostopadta do Es,
az do przeciecia si¢ z przedfuzonym bokiem GH
w punkcie o, prostokqty EcoH, ABCD maia pod-
stawy Ee, AB spoi’m:erne z wykréslenia, bedzie
wige podiug 1széy czesci nlnleszoWn twierdzenia.

FeoH: ABCD = Ec: AB. A Ze podlug przy-
puscuma ¢
ABCD: EFGH=AE: Ls, wigc rozmnoZywszy
w tych dwéch proporcyach wudzy bOble odpo-
wiadaiace, bedzie
Eco >< ABCD: ABCD ><LI' GH —=Ec < AB:
AB < Es.

Podnelxwmy dwa pn,x Wsze Wyrazy prazez
ABCD, dwa drugic przez AB, bedzie EcoH:
EFGH=Ec: Es. W téy ptouorcyl 1Wszy po-
l)rzedmk wickszy iest od swego nastepnika, 2gi
zas poprzednik mmev:-y iest od swego nastepni-
ka podiug wykréslenia: proporcya wiqc ta iest
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falszywa. “Proporeya ta powstata ze zl’oz&enia
dwéch, proporeyy . - poprzedzaiacych ) 2 ktérych
piérwsza iest wypadkiem 1wszé{ crgéci ninieysze-
8o twierdzenia: druga wiec, w ktoréy ostatni wy-
raz Es wzieliémy wieksy od EF, musi_hyé fal'sg}f—
wa, A zatém w proporcyi. A ostatni wyraz EF
nie moze by¢ zamaly: ohaezmy czy nic iest za-
wielki. Daymy %e ta proporcya iest prawdziwa:
" ABCD: EFGH==AB: E$, w ktéréy E¢<EF.
- Podzielmy AB na takie - czesci réwne, aby
przenioslszy iec na LF zaczynaiac od E ku F, ie-
den punkt podziatu padl miedzy § 1 F, np. w
punkcie é. Zpunktu ¢ wyprowadziwszy ¢4 prostopa-
dfa do EI' az do przeciecia si¢ zbokiem HG w
punkcie 6; prostokaty E¢dH, ABCD maia pod-
stawy spéimierne z wykréslenia: bedzie wicc
. EcH: ABCD = E¢: ABj a ze podlug przy-
B i pusczenia
~ABCD: FFGH=AB: Eg; bedzie wiec
-~ Ee¢H 3 ABCD: ABCD <EFGH == E¢ < AB:
ABS<CEs. " Wige ' '
EocH: FFGH = E¢: Es. : ‘
. ‘W téy proporcyi piérwszy poprzednik mniéy-
- #zy iest od swego nastepnika, drugi zas poprze~
dnik wiekszy iest od swego nastepnika z wykré-
Slenia. Proporcya zatém taiest falszywa; a wiec
i proporcya ia poprzedzaigca, w ktorly ostatni
wyraz E¢ waziglismy mmieyszy od EF, musi by¢
' fafszywa. W proporcyi zatém oznaczonéy gloska
' A wyraz EF nie moze by¢ zawielki.

Kicdy wigc wyraz ten EF nie iest ani zama-
1y, ani zawielki do utworzenia proporcyi A; pro-
porcya zatem ta iest prawdziwa, to iest, dwa pro-
stokaty z réwnemt wysokosciami, maic sic iak
podstaiwy , chocby podstawy byty niespdtinierne.

: 11
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- 144, Tymie samym sposobem dowiedé mo-
Zna, Ze dwa'prua-tobqty, J:t&ryc}z podstawy s
réwne, maiq sie iak wysokosci, Jakoz wziqwszy
wysokosei ich za podstawy, a podstawy za wyso-
kosci, twierdzenie to miczém nie bedzie si¢ rézni-
Yo od poprzedzaiacego..

145. Twierd. Dwa iakickolwiek prostoke<
ty, AC: EG fig. 81 maiq si¢ iak iloczyny ich
podstaw, przez wysokosci: to iest, bedzie ABCD:
EFGH=ABx<BC: EF x<FG. :

- Dowdd. Na wysokosei FG prostokota EG
wziawszy. FI=BC, i poprowadziwszy IK réwno-
codlegia od EF; dwa prostokaty AC, EI, wmaiace
réwne wysokosci, sa do siebie 1ak podstawy; po-
dobniez dwa prostokaty EI, EG, maigce réwne
POdStan’ sa do siebie iak wysokos’ci, to iest,

BCD: EFIK =— AB: EF.
EFIK: EFGH=—FI: FG.

w t‘ych dwéch proporcyach rozmnoZywszy
wyrazy sobie odpowiadaiace, cztéry iloczyny beda
w proporeyiy to iest

ABCD < EFIK: EFIK <EFGH=—AB X FI:
EF < FG.

Podzieliwszy dwa piérwsze wyrazy przez
EFIK, i w 3cim wyrazie zamiast FI pofoZzywszy
BC, bedzie ABCD: EFGH=AB <BC: EF <FG.

146. W nioski. 1. Niech bedzie prostokat
AC i kwadrat ac fig. 82. w ktérych bok AB ma 8
- stop, bok BC ma 4, stopy, bok ab ma iedne sto-
p¢ i bok bc 1 stope. Podiug twierdzenia poprze-
dzaigcego iest ABCD: abed=— AB < BC: ab<bec.
Zamiast hokéw pofozywszy liczby wyraZaiace ich -
waznos$¢ w stopach, bedzie ABCD: abed=352:1,
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W téy proporeyi poniewaZz poprzednik 2go
stosunku iest 32 razy wickszy od swego nastepni-
ka; wige i poprzednik 1go stosunku iest 3o razy
wickszy od swego mnastepnika;- to iest, powrerz-
chnia prostokata ABCD zamyka w sobie 52 kwa-
dratéw réwnych kwadratowi ac: i gdyby powierz-
chnia kwadraiu ac wzicta byla za iednoéé do mie-
rzenia powierzchni prostokatéw, maiac dany iaki-

kolwiek prostokat, fatwoby znalez¢ mozna, ile
razy powierzchnia iego zamyka w sobie powierz—
chnia kwadratu ac wzictego zaiednosé. Na tenko-
nicc dosychy” bylo . zmierzy¢  dancgo' prostokata
“podstawe -AB i wysokoé¢ BC w stopach mierni-
ezyeh, irozmnozyc¢ liczbe stép podstawy, przez
liczbe st6p wysokosci: iloczyn okaze ile razy po-
wierzchnia danego prostokata zamyka w sobie po-
wierzchnia kwadratu ac wzigtego za iednosc; czy-
li, co na iedno wychodzi, ile powierzchnia dane-
" go prostokata zamyka w sobie stép kwadratowych
kwadrat bowiem ktérego bok ma stope miernicza,
zowie si¢ stopa kwadratowa.

Gdyby kwadrat wzicty za iednos¢ do mie~
rzenia powierzchni  prostokatéw, byt fokeiem,
pretem lub sznurem kwadratowym; podstawe i
wysokosé danego prostokata zmierzylibysmy przes
Tokcie, prety lub sznury miernicze; a w ten czas:
iloczyn podstawy przez wzso]&oéé okazalhy, ile po-
wierzchnia danego prostokata zamyka w sobie Yok~
ci, pretéw lub sznuréw kwadratowyeh. A stad
wypada, Ze powierzchnia prostokgta rdwna - iest

_tloczynowi iego podstawy przez wysokaese.

Prawde te naocznie okaza¢ mozna sposobem
nastepuiacym: Niech bedzie prostokat AC ktore-
go powierzchnia zmierzy¢ -mamy. Daymy ze pod-
stawa AB zamyka w sobie bok ab kwadratu abed
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wzietego za iednoéé 8 razy; wysokosé zas BC za-
mykaj w sobie tenze bok ab 4 razy. Podzieliwszy'
‘AB na 8 ezgéci réwnych, BC na 4 czedci réwne,
i przez punkta podziatu poprowadziwszy liniie xé.-
wnoodlegte od BCi AB, powiérzchnia prostokata
AC podzielona zostanie przez te liniie réwnoodle-
gle na 4ry rzedy kwadratéw réwnych kwadrato-
wi ac, a kaidy rzad zamyka 8 takich kwadratéw:
liczba zatém wszystkich kwadratéw w powiérz—
chni. prostokata AC zawartych iest 4 razy. 8, ezy-
h3s. Y

Gdyby wysokos¢ BC zamykala w sobie 5,
10, 151t d. razy bok @b kwadratu abed; po-
wiérzchnia prostokata AC byfaby podzielona na 5,
10, 16 it d. rzedow, z ktérych kaidy zamykai-
by 8 kwadratéw réwnych kwadratowi ac; a tém
samém powiérzchnia ta zamykai’abﬁﬁ, 10, 15 i
t. d. razy 8 takich kwadratéw, iak iest ac; to
iest, powiérzchnia bylaby réwna iloczynowi pod-
stawy proez wysokosc,

147. W niosek. 2. Poniewaz w kwadracie wy-
sokos¢ réwna iest podstawie, a zatém dla zna-
lezienia powiérzchni kwadratu dosy¢ iest zmie-
rzy¢ irgo podstawe, i znaleziona hiczbe stop, fo-
kei, lub pretéwit. d. rozmnezy¢ przez sichie sa-
me, czyli podnies¢ liczbe te do. drugiego stopnia.

148. A uiosek. 3. Powiérzchnia réwnoleglto-
boku iakiegokolwiek réwna iest takie iloczynowi
iego podstawy przez wysoskoéé: gdyz réwnoleglo-
bek rowny dest w powiérzchni prostokatowi maia-
cemu te same podstawe i wysokosé (138).

149. /#nivsek. 4. A zatém réwnolegltoboki
maince rowne wysokosci, su do siebie iak podstawy:
gdyz nazwawszy ieden réwnocleglobok R, drugi r,
podstawe ' pifrwszego P, wysokos¢ W, podstawe
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drugiego p, ‘wysokoéé W ‘bedzie powiérzchnia
piérwszego P >< W, powiérzchnia drugiego p ><XW:
d zatém bedzie R: r=P < W: p <X W. W t&y
proporcyi dwa wyrazy drugiego stosunku  podzie-
liwszy przez W, bedzie R: r=P: p. Sk
' Tymze samym sposobem okaza¢ mozna, ie
dwa réwnolegioboki maiace réwne podstawy, sa
do siebie iak wysokosei; maiace rdine podsta-
wy i wysokos'ci, sa do siebie iak iloczyny' podstaw
przez wysokosci. :

150. W niosek. 5. Poniewaz tréykat iest po-
Towa réwnolegloboku maiacego te same podstawe i
wysokos¢ (139); wiee powierzchnia tréykata
réwna iest polowie iloczynu iego podstawy przex
wysokosé; albo, co na iedno wychodzi, réwna ilo-
czynowi iegs podstawy przez pofowe wysokosei,
albo tez réwna iloczynowi iego wysokosci, przez
polowe podstawy. :

151. W rniosek. 6. A zatém trévkaty maigce
réwne wysokosei sa do siebie iak podstawy: gdyz
oznaczywszy ieden tréykat gloska T, drugi 7,
podstawe piérwszego P, wysokosé W, podstawe
dragiego p, wysokos¢ W: bedzie powierzchnia
180 P>< 1 W, powiérzchnia 2go p >< i W: a za-
tém T: t=P>< 1 W: p>< i W. DPodzeliwszy
dwa drugie wyrazy przez 3 W, bedzie T: #=P: p.

Tymze sposobem okazaé mozna, ze tréyka-
ty maiace réwne podstawy sa do siebie iak wyso-
kosci; maigce rézne podstawy i wysokosci, sa do
siebie iak iloczyny podstaw przez wysokosei.

. 152, Wniosek. 7. Cheac znalei¢ powiérz-
chnia iakiegokolwiek wielokata, trzeba go na-
przod podzieli¢ przekatnemi na tréykaty (95).
potém wyrachowaé powiérzchnia kazdego tréyka-
ta podiug wniosku 5: summa powiérzchni wszyst-
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kich tréykatéw bedzie powiérzchnia danege wie-
lokata, :
b 153. Twierd. Powiérzchnia czworoboky .
ABCD, fig. 85. w ktorym dwa tylko boki AB,
CD sq rownoodlegle, réwna iest iloczynowt - iege
wysokosci EF, przez potowe summy dwbdch bo-
kéw roéwnoodlegtych, ' '
Dowod. Poprowadziwszy przekatna AC, po-
wiérzchnia tego czworoboku pogzielona bedzie na
dwa troykaty ACB, ACD, w ktérych boki AB i
CD wziawszy za podstawy, wysokosé piérwszego
bedzie prostopadia z punktu C spusczona na AB,
wysokoé¢ drugiego bedzie prostopadla z punktu A
spusczona na CD. Dwie te prostopadie sa sobie
rowne (74), i réwne wysokosci czworoboku
ABCD: bedze zatém powierzchnia tréykata ACB
== EF >} AB, powiérzchnia tréykata ACD == EF
> 1 CD ((1b0): wiec
ACB+ACD=EF }>< AB-}+EF < CD: ezyli
ABCD=EF (} AB -1 CD); czyli
ABCD = EF (A--~-———-B i CD).
B |. %
154, ~Twierd. W czworoboku ABCD ieden
z bokéw nie réwnoodleglych, np. bok CB po-
dzieliwszy w punkcie M na dwie czesei réowne, i
z punktu M poprawadziwszy MP rownolegta od
AB; bedzie potowa summy dwbch bokéw rowno-
odlegtych AB i CD réwna linii MP. '
Dowod. Przez puukt M poprowadziwszy lini-
ia GH rownoodleglta od AD, az do ‘przeciecia
sic w punkcie G z przedfuzonym bokiem CD: w
dwéch tréykatach CGM, BHM, bok CM =— BM
z wykréslenia; katy prey M réwne iako wiérz—
chotkiem przeciwlegle, kat MCG = MBH (67),
wiec dwa te tréykaty przystana do siebie poding
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twierdzenig 2g0 o przystawaniu troykatow, a w
sczegdlnosei CG = RBH. Ze zaé liniie AH, PM,
DG, sa migdzy soba réwne (72) wicc 2 PM =
AH+DG. W tém réwnanin z drugicy strony.
dodawszy BH, a odigwszy CG, przez co si¢ o=
wnanie nie odmieni, gdyz dwie te liniie sa sobie
réwne z dowiedzenia, bedzie.

2 PM=AH + BH 4DG— CG; czyli, 2 PM
= AB+ DC; a zatém

PM =AB—{;CD

155. Wniosek 1. A zatém powiérzchnia

ezworoboku ABCD réwna iest wysokosei iego EF
rozmnozonéy przez liniia PM,

Wniosek, 2. Mozna wiec powiérzchnia wie-

lokata iakiegokolwiek AD fig. 84. wynalei¢ tak-
Ze sposobem nastepuigcym: przez wiérzcholki ka-
téw E, C, F poprowadziwszy liniie EI, CH, GF
réownoodlegle od AB, powiérzchnia wielokata AD
podzielona bedzie na czworoboki AG, FC, HI,
i na tréykat EDI. Znalafszy wice powiérzchnia
" tych czworobokéw ktérymkolwick z dwoch spo-
sobéw podanych wyzéy, i dodawszy ie do po-
wiérzchni tréykata EDI, summa ta réwna bedzie
" powiérzchni danego wielokata. -

156. Zagad. Dany tréykqet zamienié na pro-
stokqt lub iakikolwiek réwnolegtobok rowny tréy-
kqtowi co do powiérzchni.

Rozwigz. Wykryslmy prostokat lub réwno-
leglobok, daiac mu podstawe réwna podstawie
danego tréykata, a wysokos¢ réwna poiowic wy-
sokosci tegoz tréykata; albo tez daiac mu podsta-
we réwna pofowie podstawy den go troylata,
a wysokos¢ rowna wy:okosei teg Z troykata: pro~-
stokat ten lub réwnolegloi ok beuzie szukany { 109).
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157. Zagad. Dany prostoket AC fig. 85.
lub ‘réwnolegtobok iakikolwiek zamieni¢ na pro-
stokat lub réwnolegtobok inny, réwny danemuy
co do powidrzchni, ktoryby miat za podstawe
liniiq dane BG. :

Rozw. Podstawe AB danego prostokata lub
réwnolégloboku przediuimy do G tak.aby prze-
dtuzerie to bylo réwne linit danéy BG; =z punktu -
G - poprowadzmy GH réwnoodlegia odBC, az do
przeciceia sie z przedfuzonym bokiem AD w punk-
cie H. Poprowadziwszy przekatna BH, i prze-
diuzywszy ia az do zeyicia sic z przediuZonym
bokiem AD w punkeie I, z punktu I poprowadz-
my FI réwnolegla od AG, ktéra z przediuzone-
mi bokami CB, HG spotyka si¢ w punktach E,
F: réwnoleglobok BI' iest szukany.

Gdyz réwnolegfobok DF przez przekatnia
HI podziclony iest na dwa iréykaty IDH, IFH,
réwne (79). Tréykat IDH skfada si¢ z réwno-
legtoboku AC, z tréykata BCH, i troykata ABI;
tréykat IFH skfada si¢ z rownolegfohoku BF,z
trokata BGH, iz tréykata IBE: a ze trékat BCH
= BGH, i tréykat ABI = IBE; wiec i rownole-
globok AC=BF.

Albo tak: troykat CBH=— BGH; tréykat
ABI=EBI; wicc
CBH -+ ABI =BGH-EBI. Tréykat IDH=FHI.,
od stron tego réwnania odiawszy strony réownania

oprzedzaiacego, zostanie
IDH — CBH—ABI=FHI — EBI; czyli AC
==RBE. -

Uwaga. Tym samym sposobem postapic na-
lezy, checac dany kwadrat zamieni¢ na prostokat
réwny kwadratowi co do powierzchni, i ktdryby
podstawe mial rowna lini danéy.
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158, -ngad. Maigc dune dwa prostakaty
lub iakiekolwick rownoelegloboki, wykréslic 5ep
Ltoregoby powierzchnia rowna byla swnmie lil
roinicy powzerzckm dwdch réwnoleglobokow da-
nych, |
' Rozmgz. Diwa dane rownolrgl’obol\i maia
albo réwne podstawy a ‘wysokosci rézne; albo ré-
wne wysokosci, a réZne podstawy; albo i podsta—
wy i wysokosci rézne.

‘W przypadku 1wszym nazwiymy iodin 5.
wnolegiobok R, drugi r, podstawe 1g0 P, wyso-
koé¢ W, POdSld“ ¢ 2go P, wysokosé w.

Poniewaz pow:m zehnia réwnolegloboku, Té-
wna iest iloczynowi iego podstawy przez vs)vqo-
kos¢ (148), bedzie wiecc R=P>< W; r="P
> w. Strony dwéch tych réwnan, naprzod doda-
wszy, pottsm odlawsq od siebie, beda dwa na-
stepuiace réwnania:

R+7=PX<XW-+PXw;R —r=PXxW—
Px<w. Czyli

RA-r=P (W+w); R—r=P (\V-—-—u')
To iest, snmma powiérechni obudwu réwnole-
gfobokow réowna iest ﬂoczyn0w1 podstawy iedne-
8oz nich przez summe wysokosci obudwoch: réi-
nica powierzchni obudwu réwnoleglobokéw réwna
iest :lloczynom podstawy iednego z nich przez ro<
Znice wysokosci obudwu.

A zatém chcac wykréslic . réwnoleglobok ré-
wny co do powiérzchni dwém danym; trzeba mu
dac¢ za podstawe liniia réwna podstawie iednego
z nich, aza. wysokosc:hnna( réwng wysokoSci o-
'budwu' chcac zaé wykreshc réwnolegfubok , Lto-
regoby puwxerzchma réwna byla roimcy powiérz-
chni dwdch danych trzeba muw dac¢ za podstawg

12
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linia réwng podstawie iednego z danych, a za wy-
soko$é linilg réwna réznicy wysokosci obudwy,

W przypadkn 2gir'n, ]{ied)’( wysokoéel dwéch
danych réwnolegiobokéw sa réwne, a podstawy
réZne; nazwawszy ieden rownolegiobok R, drugi
r, podstawe iednego P, drugiego p, a wysokosci
obudwu W, i odhywszy dziafanie iak wyzéy,
bedzie - ‘

R+r=W (P4p). R—r=W (P—p)it.d.

W przypadku 5, kiedy dwéch danych ro-
wnoleglobokoéw i podstawy i wysokoéei sa rézne,
zamieniwszy ieden znich pa inny réwny mu co
do powiérzchni, ktéryby mial za podstawe liniia
réwng podstawie lub wysokoSei drugiego réwnec-
legtoboku danego; beda dwa réwnolegfoboki ma-
iace roéwne podstawy, iak w przypadku 1, albo
réwne wysokosci iak w przypadku 2.

Tymie sposobem postapic nalezy, chcac zna-
lezé prostokat réwny co do powiérzchni summie,
lub réinicy dwich danych kwadratéw, lub iedne-
go kwadratu drugiego prostokata. - Lecz aby zna-
lezé kwadrat réwny summie albo réznicy dwéch
danych kwadratéw, sposoby dotad wyloZone nie
sa dostateczne: ulatwi to iedno z nast¢puigcych
twierdzen.’

159. Twierdz. Kwadrat wykréslony na li-
nii AB, fig. 86. ktora iest summg dwdch liniy
AC i BC, sktada sie z kwadratu wykréslonego
na linii AC, z kwadratu wykréslonego na
Zinii BC, iz dwich prostokgtéw, ktorych bokami
przylegtemi sq liniie AC i BC; czyli AB?, albo
(AC+BC)?*=AC*-+BC242 ACxBC.

- Dowod. Na liniii AB wykrésliwszy kwadrat
ABDE, i wzigwszy AH==AC, przez punkt H
poprowadzmy HF réwnolegta od AB, przez punkt
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C poprowadimy CI réwnolegta od BD. Tym spo-
sobem kwadrat. AD podziclony zostal na czesei:
pierwsza AG iest kwadratem wykréslonym na li-
nii AC: gdyz wziglismy AH=AC; druga Fliest
kwadratem wykrédlonym na linii BC; poniewaZ
AB=AE, AC=—AH; wicc AB—AC=AE—AH;
dayli CB=EH=IG—GF. =

. Nakoniee trzecia i czwarta cz¢S¢ sa dwa pro-
stokaty HI, CF, ktérych hoki HG i CG rowne sa
linii AC3 boki zas HE i GF réwne sa linii BC.

Albo tak: Liniia AC oznaczywszy gloska «,
a liniia CB glosky b, bedzie liniia AB =a /.
Wiee AB2=(u-+b) (a-+0bd); czyli AB? =g*
+ b% 4-2ab. To iest, kwadrat z linii AB réwny
iest summie kwadratéw z linii AC i BC, wiecéy
podwéynym iloczynem z waznosci linii AC, przez
waznosé linii BC; czyli co na iedno wychodzi, wie~
céy dwoma prostokatami zlinii AC i BC.

160. Twierd. Kwadrat wykréslony na
linii AB fig. 87. ktbraiest réinicq dwdch liniy
AC, i BC, sktada sie z kwadratu linii AC,z kwa-
dratu linii BC, mnidy dwoma prostokgtami z linii
AC i BC; cayli ' \

AB? albo (AC—B(C)*=AC*4-BC*—2ACx< BC.
Dowod. 'Na linii AC wykrésliwszy kwadrat
AD, i wziawszy AH=AB, z punktu H poprowadz-
my HF réwnoodlegta od AC, izpunktu B po-
prowadimy BI réwnoodlegia od CD nakoniec na
~ linii HE wykréslmy kwadrat LE. )
. Xatwo iest okaza¢, Ze LE iest kwadratem
zlinii BC; AG iest kwadratem zlinii AB; ze LJ
iest prostokatem z linii AC i BC; CI iest prosto-
kqtem,zﬁ'nii AC i BC. Od caléy figury ACD
KLH, czyli od kwadratu z linii AC i od kwadra-
tn 2 linii BC odiawszy dwa prostokaty LI, CJ
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czyli dwa prostokaty z AC i BC, zostanie “AG
kwadrat z liniii AD. vt
,Oznacy,y\\fsz.j,? liniie AC, BC gfo:kdmn aib’
1 odbywsay dziatanie iak witwierdzeniu-poprzedza-—
1acém , wypadnie AR =(a— [)) (a—-— b ) cayli
AB? —a? 0% — 2 ab. ’
161. Twierd. Prostokqt maigey za podsta-
we summe dwoch liniy AB, CB, fig. 88. a ich
ruZnice g wysokosé, réwny iest réinicy kwadra-
téw z tychie liniy: czyli
(AB-+BC) (AB—BC)=AB*—BC=. .
Dowod. Wykréiliwszy na liniach AB, AC
kwadraty AD, AI, przedfuzmy AB. do K tak,
aby byto BK=BC, i dopelniymy prostokata AL:
prostokat ten ma za podstawe liniia AK réwna
suommie dwéch danyeh liniy AB i BC, a za wy-
sokos¢ liniia AE réwna rdznicy tychie liniy:
glyz AE=AF —FE—=AB—BC. A zatém pro-
stokat AL= ( AB +BC) (AB—BC). Ten sam
prostokat AL ==AH-}BL; a e BL=FI, co iest
fatwo okazaé; wiec AL=—=AH-+-FL AH 4 FI=.
AD —Di==AB2 —BC?: gdyz kwadrat DI=CB®*.
Wiec AL=AB?* —BC?; czyli (AB4+BC) (AB
~—BC)=AB*—BC>. i o
Qunaczywszy liniic AB, BC gloskami « i b,
i odbywszy dziafanie iak wyzfy, wypadnie (AB-+
BC) (AB—BC)=(a-+tb) (a—b)=a* — b=
© ' 16g. Twierd. Wirdykgcie prosteketnym
ABC fig 89. kwadrat AK z przeciwprostokqt-
néy AB réwny iest summie kwadratow AH i CG
z dwbch ramion kqta prostego.
- Dowod. 7Z wiérschotka kata prostego C spu-
sciwszy CD prostopadla do AB, i przedfuzywszy
ig az do przeciecia sie z bokiem IK w punkcie M,
peprowadzmy linile AG, GK: kat CBG=ABK,
bo obadwa proste: wiec kat CBG-4CBA ==ABK
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-+ CBA; czyli kat ABG = CBK. A zatém
w dwéch tréykatach ABG, CBK bok BG=CB ia-
ko hoki kwadratu BE, bok AB=BK 1s‘tko boki
kwadratu AK, i katy miedzy temi bokami zawar—
te ABG, CBK réwne: wiccdwa te tréykaty przy-
stana do.sichie (24), a tém samem Qowiérzch——
nie ich sa réwne. ‘Iréykat ABG iest polo-
wa kwadratu BE: gdyz maia te same¢ podstawe
BG, iwysoko$é¢ CB (74): gdy bowiem katy BCA
i BCE czynia dwa katy proste, liniie AC i CE
skfadaia iedng liniia prosta AE (17), ktéra iest
réwnoodlegla od BG. Trdykat CBK iest pofowa
prostokata BM, gdyZ maia te same podstawe BK,
i wysokosé BD. Gdy wige polowa kwadratu BE,
réwna iest pofowie prostokata BM, tém samém i
caly kwadrat BE réwnyiest catemu prostokato-
wi BM. Poprowadziwszy liniie od F de B, iod
C doI tym samym sposobem dowiedlibysmy, zZe
kwadrat AH réwny iest prostokatowi AM.

Lecz summa prostokatéw AM i BM czyni
kwadrat AK; wigc kwadrat AK 2z przeciwpro-
stokatnéy AB rowny dest summie kwadratéw AH
i BE z'tirwdch ramion kata prostego.

1863, Wniosek 1. Prostokat AM i kwadrat
AK maiac te same podstawe Alsa do siebie iak wy-
sokosci AD, AB: podobniez prostokat BM i kwa-
_drat AK, maiac te same podstawe KB sa do sie—

bie iak wysokosci BD i AB: to iest ADMI:
ABKI=AD: AB. BDMK: ABKI = BD: AB.
W tych dwoéch proporcvach zamiast prostokatow
ADMI, BDMK polozywszy réwne im kwadraty
ACHF, BCEG: bedzie ACHF: ABKI=AD: AB.
BCEG: ABKI= BD: AB. to iest, kwadraty z ra-
mion kata prostego, maiy sie do kwadratu prze—
ciwprostokatnéy, iak odcinki AD, BD przylegle
tym ramionom, do przeciwprostokatndy. :
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164. Wniosek. 2. ADMI, BDMK maiace
r(’)wml)odgfawy, sado siebie iak wysokogei AD, BD;
to iest, ADMF: BDMK =AD: BD. Zamiast pro-
stokatéiy polozywszy rowne im kwadraty, bedzie
ACHF: BCEG=AD: 'BD. To iest, kwadraty
z ramicn kata prostego, maia sie do siebie iak
przylegle tém ramionom odcinki przeciwprosto-
katnéy. - : ‘
: :?65. Zagad. IFykrésli¢c  kwadrat rowny
summie dwdch kwadratow danych.

Rozwiqz: Wykrésliwszy kat prosty daige mu
za iedno ramie bok iednego kwadratu, za drugie
ramie bok drugiego kwadratu danego, i konice tych
dwéch ramion ziaczywszy liniia prosta; utworzy
si¢ tréykat prostokatny, ktérego przeciwprosto-’
katna bedzie bokiem kwadratu szukanego (162).

166. /P niosek. Gdyby dwa dane kwadraty

~byly sobie réwne, kwadrat trzeci znaleziony
réwny ich summie, bylby dwa razy wickszy od
iednego z danych. A zatém chege mie¢ kwadrat
dwa razy wiekszy od danego; trzeba wykréslié
kat ‘prosty,, daiac mu za ramiona dwie liniie ré-
wne bokowi danego kwadratu; z{aczywszy koni-
ce tych ramicn liniia prosta, utworzy sie¢ tréykat
prostokatny, "ktsrego  przeciwprostokatna bedzie
bokiem kwadratu szukanego.

Uwaga. "W danym kwadracie ABCD fig.
go. poprowadziwszy przekatnia AC, w tréykacie
ABC prosiokatnym przy B, iest AC*=AB2-}-
BC* (162) czyli AC* =2 AB* gdyz BC=AB.
To iest, kwadrat przekatndy iest dwa razy wie-
kszy od kwadratu z boku AB, czyli od kwadratu
danego. ' :

Prawde te mozna okazaé naocznie.” Przez

punkta D i B poprowadziwszy liniie HG, EF/ré-
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wnoodlegle od AC, az do przecigc'iu si¢ z linila—
- mi HE; GF przez punkt A i C poprowadzonemi
réownoodlegle od DB praekatnéy danego kwadra-
ta ABCD; utworzy si¢ nowy kwadrat EFGH, kto-
ry iest kwadratem z AC przekatnéy danego kwa-
dratn, iktéry zamyka 8 tréykatow rownych mie—
dzy soba, i takich, iakich dany kwadrat AECD
zamyka 4. Wiee kwadrat EFGH jest dwa razy
wickszy od kwadratu ABCD.

A zatém checac wykréslié kwadrat dwa razy
wickszy od danego, trzeba w danym kwadracie
poprowadzié¢ przekatna: ta bedzie bokiem kwadra-
tu szukanego.

, 167. Wriosek. Poniewaz kwadrat z prre-
katnéy AC iest dwa razy wiekszy od kwadrata
ABCD, czyli od kwadratu z bokn AB, bedzie
wiec AB2: AC? ==1: 2. A zatbm AB: AC=1:

2. To iest. bok kwadratu tak si¢ ma do prze~
kgtnéy tegoz kwadratu, iak 1 do pierwiastku li-
czby 2. Aze 1, iV2 s3 dwie liczby niespétmier—
ne, gdyz prawdziwego piérwiastku liczby 2 mieé
nie mozna; wiec bok i przekatna kwadratu,
sa dwie liniie miespétmicrne.

168. Z poprzedzaigcego twierdzenia wypa-
da, ze chcac wykrésli¢ kwadrat trzy razy wie-
kszy od danego, trzeba narysowaé tréykat pro-
stokatny, w ktérymby iedno ramie kata prostego,
bylo réwne bokowi danego kwadratu, a drugie
ramie rowne przekatnéy tegoz kwadratu: prze-
eiwprostokatna bedzie bokiem kwadratu szukane-
go. Chac miéé kwadrat 4 razy wiekszy od da-
nego, trzeba tréykatowi prostokatnemu daé ra-
miona kata  prostego réwne przekqtnéky danego
kwadratu; przeciwprostakatna bedzie bokiem kwa-

dratu spukanego; albo tez wykréslic kwadrat.
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ktéregoby bok byl dwa razy wigkszy od boku
kwadratu danego. Checac mie¢ kwadrat 5 rag
wickszy od danego, trzeba daé troykatowi prosto—
katnemu iedno ramie kata prostego réwne prze-
katnéy danego kwadratu, drugie réwne bokowi
kwadrata 3 razy wickszego niz iest dany; prze-
ciwprostokatna bedzie hokiem kwadrata szukane-
go: albo tez znalez¢ kwadrat réowny summie da-
nego i4 rary wiekszego niz iest dany. Podobniez
cheac mie¢ kwadrat 6 razy wigkszy od danego,
trzeba znalezé kwadrat réwny summie kwadratu
danego, 1 piec razy wigkszego niz iest dany; albo
tez trzeba znalez¢ kwadrat réwny summie dwdch
kwadratéw innych, z ktérychby ieden byl dwa
razy, drugi 4 razy wickszy od danego; albo na-
koniec, trzeba znalezé¢ kwadrat 3 razy wieksay
od danego; przekatna tego kwadratu, bedzie bo-
kiem kwadratu 6 razy wigkszego niz iest dany.
Tym spesobem mozZna znalezé kwadrat tyle
razy. wickszy od danego, ile si¢ podoba. Lecz
mozna takZe i nastepuiacym sposobem rozwiazaé .
to samo zagadnienie: j '
Daymy ze trzeba znalei¢ kwadrat 5 razy
wickszy od danego kwadratu «e fig. g1. Prowa-
dze liniia AB 5 razy diuzsza od boku «ab danego
kwadratu; na téy linii iako na érednicy krésle poi-
kole; wziawszy potém AD=ab, z punktu D wy-
prowadzam IJC prostopadly do AB az do przecie-
cia si¢ z:'okregiem w punkcie C; nakoniec pro-
wadze cieciwe AC; cigciwa ta bedzie bokiem
kwadratu szukanego: gdyz poprowadziwszy cieci-
we CB, kat ACB iest prosty (128), a zatém
kwadrat 2 ramienia kata prostego AC, réwany
iest prostokatowi z linii AB i AD (162), ten za$
prostokat maiac podstawe 5 razy wieksza od-wy-
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sokosci AE==AD z wykréilenia, moze by¢ po-
- dziélonym na 5 kwadratéw maiacych za boki li-
niig ADj czyli- prostokat ten moze blé podzielo -
ny na b zkwaid_ratéw takich, iak iest kwadrat da-
ny ac: - azatém prostokat ten iest od kwadratu
danego ac 5 razy wicksay; a tém samém i kwa-
drat 7 linii AC bedzie od danego kwadrata 5 ra-
zy wigkszy. . _
< 169. Zagadi Wykréslic kwadrdat rowny ré-
Znicy .dwibch kwadratéw danych ABK1, CBGHR
. fig: 89. ;

Rozwiqz. Kresle kat prosty ACB, daiac mu
za iedno ramie bok CB kwadratu mnieyszego; =
punktu B iako ze srodka promieniem réwnym ho-
. kowi kwadratu wiekszego, krééle fuk przecinaia-
cy drugie ramie kata prostego w punkcie A: li-
niia AC bedzie bokiem kwadratu szukanego:
gdyz poprowadziwszy liniia AB, w troykacie ACB
prostokatnym przy € iest AB>=AC?-{-BC*. Od-
iawszy po obu stronach BC?; zostanie AB*—BC?
=AC2, To iest, réznica migdzy kwadratem z bo-~
 ku AB, ktérym iest kwadrat dany ABKI, i mie-
+ dzy kwadratem z boku BC, ktorym iest drug
kwadrat dany CBGE iest kwadrat zlinii AC,

Sposib 2. Prowadze linha AB fig. 91. ré-
wng bokowi kwadratu wigkszego z dwoch danych,
i na niéy iako na srednicy wykrésliwszy pdtkole,
z punktu B prowadze cieciwge CB réwna bokowi
kwadratu mnieyszego, z punktu A poprowadziw-
szy cieciwg AC, ta bedzie bokiem kwadratu szu-
kanego: gdyz kat ACB iest prosty in), a za-
¥ém AB3* = AG2 4 BC?%; wiec B2 — BC=
=AC>, » )

170, Zagad. Prostokqt AF fig. gr. zamie-
ni¢ ng bwadret réwny me co do powierzchai,

: '3:]
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Rozwige. Na wickszym boku danego prosto-
Rata iako na srednicy, krésle pélkole; wziawszy
potém AD=AE, izpunktu D wyprowadziwszy
DC prostopadta do AB, az do przeciecia. 'sie 3
okregiem w punkcie C, prowadze cieciwe CAj
ta bedzie bokiem kwadratu szukanego: gdyZ po-
prowadziwszy cieciwe CB, w tréykacie ACB
prostokatnym przy C, kwadrat z ramienia kata
prostego AC  réwny iest prostokatowi zprze-
ciwprostokatnéy AB, i z odcinka AD przyleglego
temu ramieniowi(162), toiest, AC2=AB>AD;
czyli, AG*= AB X<AE; gdyz AD = AE z wy-
kréslenia: to iest, kwadrat z linii AC réwny iest
prostokatowi danemu. ‘

. 171. W niosek. Poniewaz wielokat iakikol-
wiek mozna zamienié na tréykat (142), tréykat
zaé na prostokat (156), a prostokat na kwadrat
réwny mu co do powierzchni; wiec kazdy wielo-
kat zamieni¢ moZna na kwadrat réwny mu co
do powiérzchni. :

172. Twierd. W tréykacie ACB fig. 73,
"z konca C, boku CB przeciwnego katowi ostre-
mu A, spusciwszy CD prostopadfa do AB ramie-
nia tegoz kata A, bedszie bwadrat z prreciwostro-
- kgtnéy CB réwny summie kwadratow z dwoch
ramion kqta ostrego AC i AB, mnidy dwoma
prostokgtami z ramienia AB na ktdre spusczona
sest prostopadla; i z odcinku AD przyleglego te- .
mui kqtowi ostremu A; to iest, bgdzie BC*=
AC24-AB2 — 2 AB < AD.

Dowdd. Wtroykacie CDB prostokainym
przy D, iest BC2=CD? - DB?* (162). W troy-
kaecie ACD, ' CD?=AC2—AD? (16g). Liniia
DB==AB—AD; a zatém DB? —=AB*+ AD?>—
2 AB XX AD (160), VY réwnaniu wiec piérwszém =
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c]rugléy sl:rony zamiast CD? -{-DE’;z porozywszy
znalezmne ich waznoscx, réwnanie to zamieni sig
W nastepuiace :

BC2=AC? —AD? —I—ABz + AD? —2ABX
AD: czyli BC? = AC® - AB*—3 AB < AD.

Albe tak, Liniia DB=AB—AD: wi¢c DB
""AB"-{-AD’—Q AB><AD (160). W tém ré-

wnanin dodawszy po obu stronach CD?, bedzie
DB*4-CD*=AB?-}-AD* 4 CD*~—2ABXAD.....A.

W tréykacie CDB iest DB? - CD2? = CBz,
‘w tfoykacme CDA iest AD® }-CD? —AC' (162 ),
W réwnaniu A z jednéy strony zamiast DB2+CD*
- poloiywszy CB*, z drugiéy strony zamiast AD®
+ CDz= pofoz} wszy AC?; rowmame to zamieni
e w nastepmuc BC* —-A(“ 4+ AB2—2AB<AD.

173. Twierd. W troykdmc ACB fig. 75.
Nro 2 z konca C boku BC przeciwnego katowi
roztwartemu A, spusclwsz.y CD prostopadly do
AB ramienia tegoz kata, bedzie kwadrat z prze-

ciwroztwartokginédy BC réwny summie - kwadra-
$ow_z ramion AC, AB, powickszondy dwoma
prostokgtami z. AB i AD; to iest, bedzie BC2
= AC2}-AB2 - 2ABX<AD.

Dowod. - W tréykacie .CDB prostn!\qtnym
przy D, jest"CB2 -*CD‘-}- BD? {(162).. W troy-
kacie CDA, CD2=AC* —-AD‘ (169). Limia
BD= B+AD wiec BD’“‘"AB“—r— AD‘—{- A<
AD (159). W réwnaniu wice piérwszém zamiast
(‘D* --[--BI)2 po:l‘oz.ywazy znalezwne ich wazno-
SCI, réwnanie to zamieni si¢ W nast¢puiace:

' CB2=AC*—AD?*-}-AB2}-AD*+42ABx<AD:
czyli CB2=AC? 4 AB?+ 2 AB<AD. Sposéb agi
iak w twierdzeniu poprzedzaigeém. :

174 Wniosek. Z trzech ostatnich twierdzen
wypada, Ze maiac w liczbach wyraZone trzy ba-
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ki tréykata, mozna doysc czy kat przeciwny kié-
remukolwiek z bokow iest. prosty, ezy ostry, cay.
roztwarty. Jezeli kwadrat z jednéego boku iest
réwny summie kwadratéw z dwoch innych bo-
kéw, kat przeciwny piérwszemu bokowi lest pro-

. sty: iegeli za$ kwadrat iednego boku iest mniey~
szy lub wiekszy od summy kwadratéw z dwéch
innych bokéw, kat przeciwny bokowi piérwsze-
mu bedzie w piérwszym przypadku ostry, w dru-
gim roziwarty. :

175, Twierd. W troykqcie ABC fig. 92.
podzieliwszy podstawe AB na dwie réwne cze-
séci w punkcie E, i poprowadziwszy liniig CE,
bedzgie AC* - BC? — 2/ AE?*-}|- aCE*.

Dowod: 7 wiérzcholka kata C spudciwszy
CD prostopadta do AB, w tréoykacie CDE pro-
stokgtnym przy D, kgt CED iest ostry (87), a
zatém w tréykacie ACE iestAC*= AE2*-}CE*—
2AE X< ED (172). :

‘W tréykgcie CBE, ktérego kat CEB iest
roztwarty (15), iest BC* =CE2-BE? -}-2BE><,
ED (173),c2yli BG*=CE*+4-AE4-2AE*><ED: gdy%
BE=AE. - ;
~Dodawszy strony réwnania piérwszego 1 osta-
tniego, beduia ‘
AC*4-BC®* =AE? 4-CE? 4-CE? 4-AE% — 2AE’
XED+2AEXED; czyli ‘
AC? 4 BC? = aAE? 4 2CE2. _,
176. W niosek. A zatém w kazdym réwno-
. degioboku ABCD fig. 41. summa kwadratow ze
cztérech bokdw, réwna iest summie kwadratow
z dwéch przekatnych AC, BD: gdyz przekatne
te w punkcie F' dziela si¢ na dwie czeSci réwne:
trokaty bowiem DFC, AFB, w ktérych bok DC
==AB (79), kat DCF==BAF, i kgt CDE==APBF,
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iako naprzemianlegle wewne¢lrzne, przystana do
- siebie (26), a w sczegélnosci DF = BF, i AF —
CE. ‘Wiec w tréykacie ABC, podiug twicrdze-
nia poprzedzaiacego, iest ABZ-|-BC?==2AF2-
2BF2. Podobniez w troykacie ADC,iest DC*--
AD?=2AF2-4+2DF?, ozyli DC2-}AD?= 2AF*
-+ 2BF?; gdyz DF=BF 2z dowodzenia.
. Dodawszy strony réwnania piérwszego iosta—
tniego, bedzie ’ .
AB% +BC?*--DC2+AD?*=4 AF2-4BFz ... A.
- Lecz AC=23AF; wigc AC*=4AF2; BD —
2BF; wiee BD?=4BF?: W réwnaniu A zamiast
4AF? 4 4BF?, pofoZywszy AC2- BD?, bedzie
AB%-+BC*—+ DC? |+ AD? = AC* +BD?, to iest,
summa kwadratéw ze cztérech bokéw réwnole—
globoku, réwna iest summie kwadratédw z dwéch
iego priekatnych.

. ROZDZIAZL VIIL

Opodobieistwie wielokqtdw , a naprzéd troy-
kqtbw, io proporcyonalnosci ich bokéw.

177. Twierd. W tréykacie iakimkolwick
ACB fig. 95. poprowadziwszy liniia DE réwno-
odlegle od postawy AB; liniia ta podzieli boki
.AC, BC na czesci proporcyonalne: to iest be-
dzie CD: AD=CE: EB.

- Dowod. "Poprowadziwszy liniie proste AE
BD, dwa tréykaty ADE, BDE stoiace na iednéy
‘podstawie DI, i maiace wiérzcholki swoie A i B
na linii AB réwnolegléy od podstawy, maia ie-
- dnakowa podstawe 1 wysckosé: atém samém sa
sobie royne co do powiérzchni (140}
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Dwa ‘trgyka;ty* CDE, D{\E, maigce podsta~
wy na linif €A, a spélny wicrzcholek w punkeie
E, maja !'6“’]]3_. \V}?SOkQéC, a_zatém ‘B4 do siebie -
ik ypodstawy (151 ): to iest, ' g

- CDE: DAE=CD: -AD: —:—: —A."

Podobniez tréykaty CDE i BDE maiace pod-
stawy na linii BC, aspélny wiérzchofek w pun-
kcie D, maia réwna wysoko$é¢, a zatém sa do
siebie iak podstawy: to iest, CDE: BDE= CE:
EB; czyli CDE: DAE=CE:EB; '.... B. gdyz
tréykat BDE = DAE co do_powiérichni . iakoémy
dowiedli wyzéy. Poréwnawszy z soba dwie pro-
porcye Ai'B, postrzezemy Ze dwa piérwsze wy-
razy CDE, DEA, w obudwu proporcyach sa te
same: ~wigc tak si¢ ma piérwszy poprzednik do
swego nastepnika w piérwszéy proporcyi, iak pifr- -
wszy poprzednik do swego nastepnika w drugiéy:
a zatém bedzie ez i drugi poprzednik do swego
nastepnika w piérwszéy, iak drugi poprzednik do
swego mastepnika w drugiéy proporcyi: to iest,
bedzie CD: AD=CE: EB. :

178. Hniosek. 1. Poniewaz iest CD: AD
=CE: EB; wiec iez bedzie

~ 10d CD+4AD: CD=CE+-EB: CE; czyli,
AC: CD= BC: CE; ' -

2re CD+AD: AD=CE--EB: EB; czyli,
AC AD=BC: EB. ; ;
, 179 W niosek. 2. Kiedy dwie linie proste
AB, CD, fig. g4. iakickolwiek pofoienie wzgle-
dem sicbie maiace, przecigte sa od iakieykolwiek
liczby liniy migdzy sobg réwnoleglych AC, EF GH
itd. czgsci dwdch piérwszych liniy zawarte mig-
dzy réwnoleglemi sa sobie proporcyonalne, to iest,

bedzie AE: GF=EG: FH=BG: DH.
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Jakoz przediuzywszy liniie AB, CD iaz do
priecigcia sie- w punkcie 8, w trdykacie -SEF,
ktérego boki SE, SF przecina liniia AC réwnole-
~ gle od podstawy EF, ijest SE: AE=SF: CF

(178); czyli, SE: SF=AE: CF:—: —:A.

Podobniez w tréykacie SGH, ktérego hoki
SG, SH przecina liniia EF réwnolegle od  pod-
stawy GH, iest SE: SF—=EG: FH:—: — B.

- Poréwnawsezy 2z soba proporcye A iB, be-
dzie AE: CF=EG: FH.

- Podobnymze sposobem dowiesdZz mozna Ze
EG: FH=HG: - DH.

180. Twierd. Gdy w tréykacie ABC fig. g5.
liniia DE dzieli dwa ktérekolwiek boki np. AC,
BC na czesci proporcyonalne; liniia ta DE be=
dzie od trzeciego boku AB réwnoodlegla.

. Dowod. Jakoz gdyby liniia DE niebyla ré-
wnolegla od AB, natenczas z punktu D moZna-
by bylo wyprowadzic¢ inna iaka liniia np. DF od
boku AB réwnolegta. A zatém w tréykacie ACB,
- ktérego dwa boki AC, BC przecina liniia DF ré-

wnolegfa od boku trzeciego AB, bylaby nastepu-
iaca proporcya: AC: CD=RBC: CF; a Ze podlug
zalozenia AC: CD=BC: CE; wicc gdy 5 wyra—
2y piérwszéy proporcyi rowne sa trzem odpowia-

iacym wyrazom drugiéy proporcyi, czwarty wy-
yaz w piérwszéy powinien by¢ réwny czwartemu
wyrazowi drngiéy proporeyy; czyli powinno byé
CF=CE. To iest, liniia z punktu D wyprowa-
dzona réwnoodlegle od boku AB powinna hok CB
przecinaé w takiéy odleglosci od wiérzcholka C,
" w iakiéy odleglosci przecina go liniia z tegoz pun—
ktu D wyprowadzona, i dazielaca dwa boki AC,.
BC proporcyonalnie: czyli, cona iedno wychodzi,
punkta F i E powinny sie gnaydowad na boku BC
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w iednéyzZe odleglosci od punktu C; a zatém dwa
" te punkta F i E powinny by¢ iednymze punktem;
a tém samém liniie DE, DF, z ktérych 1sza dzie- -
1i boki AC, BC proporcyonalniie, 2ga iest réwno-
legta od boku AB, ekladaia iedng liniia, bo przez
dwa punkta iedna tylko limia prosta przechodzi¢
moze.

181, Twierd. W tréykacie iakimkolwiek
ACB fig. 96. podzieliwszy ieden z katow np. kat
C na dwie réwne czesci linila CD; liniia ta po-
dzieli bok AB na dwa odcinki ADi DB pro-
porcyonalne bokom przyleglym;-to iest, bedzie
AC: BC=AD: BD.:

Dowod. WWyprowadziwszy z punktu A liniia
-AT' réwnoodlegla od CD, az do przeciecia sie
w punkeie F z przedtuzonym bokiem BC; w tréy-
kacie ABF, w ktérym liniia CD iest réwnolegla
od AF: iest CF: BC=AD: BD (177):

Nadto kat CAF =ACD iako wewnetrzne na-

rzemianlegle wzgledem siecznéy AC i réwnole—

glych AF, €CD; kat ACD=DCB podiug zaloze-
nia; kat DCB = AFC 1ako iednostronne odpo-
wiadaiace wzgledem siecznéy FB i rownoleglych
AF, DC; a zatém kat CAF=AFC. Wiegc troy-
kat ACF iest réwnoramienny (53); i bok CF=
AC. W powyzszéy wiee proporeyi polozywszy
AC zamiast FC, bedzie AC: BC=AD: BD.

182, Zagad. 1. Przez punkt D wziely od
upodobania miedzy ramionami keta C, fig. qg7.
poprowadzi¢ liniig AB tak, aby czelci idy AD,
BD, bedace miedzy ramionami kgta C i pun-
ktem D byly rowne. .

Rozwigz. Przez punkt D poprowadziwszy DF
vownoodleglta od BC, wziaé FA=CF; i przez
punkta A, D poprowadzié liniia prosta ADB: li~
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fiiia ta iest szukana: glyz w tréykacie ABC jest
AF: CF=AD: DB (177), aze¢ AU'=CF z wy-
kréjlenia, wige i AD=DBD.

183,  Zagad. Maigc dane 3 liniie AC, BC,
DC fig. o8 znalei¢ czwartg proporcyonalna.

Rozw:  Wykresliwszy kat iakikolwick C, nx
iednym iego ramieniu bior¢ CA rowna yszdy li-
nii danéy, i CB véwna 2giéy linii dandy, ana
drugiém ramieniu biore CD rowna Scidy linii danéy:
zlaczywszy potém punkta A i D liniig prosta AD),
‘I zpu_nktu B poprowadziwszy BE rownoodlegla
od AD, az do przecigcia si¢ z hokiem CD w pun-
kcie E; liniia CE iest szuiana: gdyZz w troykacie
ACD iest AC: BC=DC: CE (178).

184. Uwuga. Gdyby druga liniia dana CB
byla diuzsza od piérwszéy AB, znalezlibysmy 4ta
proporcyonalna tymze samym sposobem, z ta tyl~
ko odmiana, Ze liniia CB réwna 2giéy linii da-
néy wypadiaby na przediuZeniu boku AC; a linia
CE na przediuzenin boku CD.

. Gdyby 2ga i 3cia liniia dana byly sobie ro-
wne, na ten czas liniia szukana bytaby Fcig ciagla
- jeometrycznie proporcyonalna. W ykréslenie ' iest
“to same; Krééli si¢ naprzod iakikolwiek kat C,
-yotém wriawszy CA rowne piérwszéy linii danéy,
a CB i Cb rowne miedzy soba irowne drugidy li-
i danéy, punkta A i b faczy si¢ liniia profia Ab;
a z punktu B prowadzi si¢ Be rownodlegla od Al:
liniia Ce iest szuana, gdyz w tréykacie ACD iest
AC: CB=Cb: Ce; czyli AC; CB=CB: Ce: al-

bowiem Cb=CB.

185. Wiedzac sposob, ktorym sie znayduie
4ta lininiia ieometrycznie proporcyonalna, mozna
dwa zagadnienia wyzly podane (157, 158)roz-
wiaza¢ innym sposobem.

A

1%
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Zagad. Dauy prostgkat AC lub  rownele
gtobok iakikolwiek jw 85. zamienié na prostokqt
lub rownolegtobok inwy rowny danemu co do
powiérzchni, ktoryby mial ga podstawe liniiq

dane BG.
Rozw. Do danéy liuii BG, do pods‘rawy AB

1 \nsnl\oz:m BC danego prosto.\dta, szukam 4té
mOmytr)o?nle proporcyonaln@-y BE, ta bedzie wy-
sokoscia szukanego prostokdtd gci}z podiu«r Wy~
kréélenia jest B(;r AB=BC: BE; wiec BGx<BE
= AB<BC; to iest: powiérzchnia prostokata
?nalemonego réwna povvmmchm prostakata da-
nego.

186, Zagad. Maige dane dwa prostokaty
tub rownolegtoboki, ktdrych podstawy i wysoko-
sci sq roine, wykréslié trzeci Ltoregoby powiérz-
chnia réwna byta summie lub rdinicy powiérz-
chni dwich rownolegtobokdw danych.,

* Rozw. Nazwawszy pewiérzchnia iednego ro--
wnolegloboku R, iego podstawe P, wysokoi¢ W;
pawiérzchnia drugiego r. podstawe p, wysokoéé
w; bedzie R=P>xXW; r=px< w. A zatém R}
r—Px\fV —f—px w, R —r =P xW ——p><

A.

Do o])udwu podaiau Pip, tudziez do wy-
sokosci w, znaydzmy 4la ieometrycznie propor-
cyonalng (180), ktéra nazwiymy M, bedzie P:
p=w: M. wiec P><M-‘—p><w

il I‘OWHaIlIdCh A, zamiast p > w, polozywszy
P><M, réwnania te zax‘memq sie w nastcpulacc
RAr—PxWA+PxM=P (W-M) R
=P XW —PXXM=P(W—M): to iest, sum—
ma lub réznica pov.i(’ ‘rachni dwéch réwnoleglo-
bokéw dan}ch réwna iest 3mu maiacemu pod-
stawe réwna podstawie iednego z dwoch danych,
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a wysokoié réwna summie lub ronucy wysokosci
tcgoz. ruwuolegl’tboku danego, i 4tdy ieometry-
cinie proporcyonalnéy do obudwu podstaw i Wy~
sokosei ogo rowno]cgl’ohoLu danego.

187. Zagad. Maigc dane dwa prostokaty
AC i EG fig. 81, wyrazi¢ ich stosunek w liniiach:
to irst, znalez¢ dwie linie proste, leorcl)y 51e
tak mlai’y do siebie, jak sie maig dwa dane pro-
stokaty,

Rozw. Do wysokosci BC. iednego, do pod-
stawy EI i w\snkosu FG drugiego prostokata da-
nego, szukam czw ;u‘h-y icometryeznie proporeyo-
naln(y, ktéra nazwiymy M. Prostokat AC ‘tak
si¢ bedzie mial do prostokata EG, iak podstawa
AB do lirii znalezioné 'y M: trdjz ABCD EFGH=
AB<BC: EF <FG (145); Ze zas podiug wy-
kréslenia BC: EF :=FG: M; wiec BC><M,__;
EF < FG. W piérwszéy proporcyi zamiast EF ><
FG potoiywszy BC><M; proporcya ta zamieni
sic w nastepuiaca: ABCD: EFGH=—AB < BC;:
BCx< M. Podzieliwszy dwa drugie wyrazy praes
BC, h@due ABCD: EFGH=AB: M.

188. Tym samym sposobem postepuiac mo~
Zna analezé dwie liniie ktdreby sie tak mialy do
siebie, iak dwa dane kwadraty Moanaby tez za-
gadnienie to rozwiaza¢ sposobem naste ulqcym

Niech beda AC, AF, fig. 99, boki danych
kwadratow, ktc')rych sF0=unek wyrazic  mam
- w liniiach. Prowadze liniia AB, iakieykolwick
diugosci, byleby wmksza od AF imku kwadratu
wickezego 7 dwéch danych: na linii AB iako
na srednicy wykrésliwszy poll-ule z konca A sre-
dnicy AB prowadze dwie ciceiwy AC, AF piér-
wszg réwna bokowi danemu, AC, druga rowna,
bokowi danemu AF; z punktu CiF spuszezam
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CD, FG prostopadle do AB: odcinki AD, AQ
sa linilami szukanemij; to iest, dwa dane kwadra~
ty byda si¢ mialy do sichie iak liniie AD, AG. Jako}
© poprowadziwszy cieciwy CB, IB, katy -ACB,
AFB sa proste (128). A Ze AC2= AB ><AD,
AF2 — A3>< AG (162); wiec AC2: AF2=AB
X AD: ABXAG; czyli AC*: AF2=AD: AG.
Albo tak. Krésle kat prosty daiac mu ra-
miona réwne hokom dwoch kwadratow danych: po-
prowadziwszy potém przeciwprostokatna, i z wiérz-
cholka kata pyostego spusciwszy do niéy prostopa-
dfa, przeciwprostakatna podzielona bedzie na dwa
odcinki, ktére sa linilami szukanemi (164).
189. Jezeli dwa tréykaty ABC, gbe fig.
100. sq réwriokqtue, to iest takie, e kat A =a, B=0,
C= c; i iezeli boki ich odpowiadaiqce, czyli
przylegte katom réwnyni sa miedzy soby propor-
cyonalneé; to iest, gdy iest AB; ab=BC: bc =
AC; ac; takie dwa tréykaty nazywaé bedziemy
podobnymi, Trianguia similiq, '
W ogolnosci ws,z)-'stkie wielokaty réwnokatne,
i ktérych hoki oddpowiadaigce, to iest, przylegle
katom réwnym, sa migdzy soba proporcyonalne, '
swaé bedzieny  podobnemi. 1 tak ~np. pieciokaty
~ ABCDE, wbcde fig. 108. sa podobne, iezeli kat A=
a, B=b, C=c, D= d E=¢j; iiezeliiest AB:
ab=BC: be==CD: cd=DE: de= AE: ae. :
190. Twierd. Jeleli dwa triykqaty ABC, abe
fig. 100., sa réwnokqtne, bedq tei boki odpowia-
daigce proporcyonalne, a tém samém troykety
te heda podobne. (TR e 8
Dowod., Na boku AC wziawszy CD=uac,
na boku CB wziawszy CE= cb i poprowadziwszy
DE; w dwéch tréykatach CDE, cab, bok CD=
ac, hok CE=cb zwykréslenia, i katy miedzy te~
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mi hokami zawarte Gicrowne z zafoZenia; wiec
dwa te {ré ykaty przystang do siebie podtug T'wierd.
1. o przystawaniu tréykatow; a w sczegolnosci
Lok DE==ab, i kat CDE =cal; Ze za$ kat cab
== CAB podiug zaloZenia, wicc i kat CDE=CAB,
atém samém liniia DE iest réwnolegla od AB
(67). Bedzie wiee AC: DC=BC: CE (178),
ezyli AC: . «b=BC: be; gdyz ac=DC, bc= CE.
W troykacie ABC z punktu E poprowadzi-
wszy EI' rownolegia od AC, bedzie BC: CE =
AB; AT czyli BC: be=AB: ab: gdyz bc=CE,
Al =DE=ub.
T'¢ ostania proporcya z]’:ﬁcézp'wszy Z pOWyZs7.3
AC: ac=BC: b¢; bedzie AC;. ¢ =BC; be.== AR:
ab,
; 191. M nioski 1. Stad wypada, Ze dwa
troykaty sa réwnokgtne, a tém samém podobne, -
gdy dwa katy iednego rowne sa dwom katom dru- -
giego troykata: gdyz i trzeci kat piérwszego musi
by¢ réwny 3mu katowl drugiego tréykata ((84).
‘192. WWnios. 2. Dwa troykaty sa takze réwnoka-
tne a tém samém podobne, gdy boki iednego sa ré-
wnoodlegle wzgledem bokow drugiego tréykata;
bo .iezeli boki CA, CB fig. 100. sa rownoodlegle
wzgledem bokéw ca, ¢b, a boki CB, AB sa rowno-
odlegle wzgledem bokdéw cb, ab; bedzie kat C=
¢, kat B=b, iako zawarte: micdzy ramionami
wzgledem siebie réwnoodlegfemi, i rozchodzace-
mi si¢ w iedneZ strong (70), azatém dwa te tréy«
katy sa podobne podifug poprzedzaiacego wniosku,
Jezeli zas w dwdch tréykatach ABC, abe, fig.
101. boki AB i ab, AC i ac, wzgledem siebie ro-
wnoodlegle, rozchodza sie w strony przeciwne
przedtuzywszy bok CBaz do przecieria si¢ z hokam
ab, ac w punktach d, f, w dwéch tréykataeh ABQG
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adf, kat CBA-—-fdu iako maprzemian Ie'pl'e 20~
wngtrze wzlede:n siecznéy Cf, idwéch réwnoodle-
giych AB, at') kat ACB= ujd, iako naprzemian-—
Iabi’e wewm:trzue wzgledem siecznéy Cf, 1 dwéch
m\\’noodlegtych AC, ac; w:ﬂ dwa te troykdty AB}‘,
adf' sa rownokatne (1 91). A Ze trékaty adf, abe
sa rownokatne, gdyZz maia kat « spélny, kat adf
= abc iako lednostronne odpowmdaldce w:'gle(lem
siecznéy ab i dwich rownoleglych Cf, be, wige i
troyLaty ABC, abe saréwnokatne,

193. Wriosek 3., Nakonicc dwa troykaty sa
takze réwnokatne a tém samém podobne,gdy boki
iednego sa prosto adfe wzgledem hokéw drugiego
lloyhxta Jukoz % w dwéch troyLatach CAB, cab
fig. 102, boki ﬁl ab, AC iac, BC i bt, sa
wzgledem sichie prostopadfe, z wiérzhotka kata C
wyprowadziwszy iedne liniia CD prost()padifz; do
CB a tém samém réwno!eglq od ¢b (58), druga
CF prostapadia do AC a tém samém réwnoodle-
gla od ‘ac,  bedzie “kat DCB = ACF iako proste
z \1}1\1es.10111a Dodaw szy po obu stronach kat
BCF, bedzie DCB+BCF=ACF--BCF: czyli Der
—ACB. A ze kat DCF== bca, iako zawarte migdzy
ramionami wzgledem siebie réwnoodleglemi z w iy
kreslenia, i rozchodzacemi sie w jednez strone, wico
ikat ACB=bhca.

Fodobnicz z punkiu A wy prowaduwszy iedne
hinia AG prestopadia do AB, a tém samém ré-
w noodlegld od ab, druga AH prostopadl’a do AC,
a tém samém rownoodlcgfa od ac, bedzie kat CAH
=BAG iako profte z wykréélenia. Odiawszy po obu
stronarh kat CAG, zostanie CAH—CAG=BAG
CAG; czyli GAH=BAC. A ze kat GAH = bac,
iako zawarte migdzy ramionami Wzglqdem sichie
rownoodleglemi z wykraslema, i rozchodzacemisie
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w iednez strong:  wicc | i kat BAC==bac. Dwa
wige tréykaty BAC, bac sa podiug wniosku 1. ré.
wnokatne, atém samém pedobne. J :

Gdyby tréykat abe zmaydowal si¢ wewngtrs
troykata ABC, iak iest fig. pod liczba 2, dowodze-
nie byloby ieszcze Tatwieysze: gdyZ w czworokacie
A daf samma wszystkich katow wazy 4 katy pro-
ste (9F): aZe dwa katy przy di f waza dwa katy
proste z zaloZénia, wicc kat daf z katem A, wa-
2y dwa katy proste. Tenze sam kat daf z katem
przyleglym cab, wazy takZe dwa katy proste:
wiee kat A=—cab. 'T'ym sposobem okazaé¢ mozna,
Ze kat B==cba; azatém dwa troykaty ACB, acbh
sa rownokatne, a tém samém podobne: bedzie
wiec AB: ab—=BC: be AC:=ac.

19%. Uwaga. Uwazac¢ tu naleZy 10d, ze
kiedy dwa troykaty ABC, «bc fig. 100, sa ré-
wnokatne, boki ich te sa odpowiadaiace a tém sa-
mém proporcyonalne , ktére sa przeciwne katom
_rdownym ; itak np. boki BC ibe przeciwne katom
réwnym A i a, sa bokami odpowiadaiacemi: 2re,
ze kiedy dwa tréykaty ABC, abe fig. 101. maig
boki wzgledem sichie rdéwnoodlegle, te boki sa
odpowiadaiace, a tém samém proporcyonalne, kté-
re sa od siebie réwnoodlegle; 3cie, Ze kiedy dwa
troykaty ABC, abe, fig. 102. maia boki wzgledem
sicbie prostopadte; te boki sa proporcyonalne, ktére
sa wizgledem siehie prostopadie.

195, Twierd. Jeleli we dwdch tréykqtach
trzy boki w iednym sq proporcyonalne, wzgledem
trzech bokow w drugim triykqcie, takie dwa troy-
katy sq rownokqtne a tém samém podobne.

Dowod. Niech beda dwa tréykaty ACB,
ach fig. 105. ktérych boki sa miedzy soba pro-
porcyonalne: na aiazanie ze trékaty te sa rowno-
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katne a tém samém p‘bdobne_, na boku AC waiy-
wszy CD=ac, ipopToWadZ_l\Yszy DE rownoodle—
gla od AB; dwa tréykaty ACB, DCE s3 podobne
(190 . bedzie Wit;? AC: CD=CB: CE=ARB.
DE.) Lecz z zalozema iest AC: ac=CB: c0=AR:
ab. W tych dwdch ciagach stosunek piérwszy cia- -
gu 180 réwny iest stosunkowi piérwszemu ciagn
2go: gdyz CD==aoz wykriilenia; a zatém wszyst—
kic stosunki obudwu ciagéw musza byé miedzy
soba rowne. A Ze poprzedniki ciagu 1go réwne
sa poprzednikom ciagn 2go, wiec 1 nastepniki
w clagu 1wszym musza by¢ réwne nastepnikom
W ciaguw ogim; to iest CE==cb, DE=ab. Dwa
wige trékaty CDE, ack przystana do sichie (28),
a tém samém sg réwnokatne ! a Ze tréykaty CDE,
ACB sa rownokatne; wige i trékaty achb i ACB
sa réwnokaine, atém samém podobne (190). -

1g6., ‘Twierd. Dweg trdykety se podobne,
gdy dwa boki iednego s¢ proporcyonalne wzgle-
dem dwéch bokdw drugiecgo iroyketa, i gdy ke-
1y miedzy temi bokami zawarte, sq sobie réwne.

Dowod. Niech bedg dwa troykaty ACB,  abe
fig. 108. w ktorych kat Cz==c; + AC: ac=BC:
be.. Na boku AC wiziawszy €D=aec, na boku
€B wriawszy CE==0c; 1 poprowadziwszy DE, dwa
troykaty CDE, cab przystang do sichie podiug
Twierd. 1 o przystawaniu trévkatéw a tém samém
sa réwnokatne. PoniewaZ za$ poding zaloZunia
iest AC: ac=BC: bec; bedzic wicc AC: CD =B(:
CE; gdyz CD= ac, CE=10e¢.

Wiege liniia DE iest réwnolegla od AB (180),
a tém samém troykaty ABC, DEC sa réwno ka-
tne: Ze zas tréykat DCE iest rownokatny z tréy-
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katem ach, wice tréykaty ACB, ach sa vdwnoka-
tne, a tém samém podebne (190) :

- 197. Zagad. Na danéy linii AB fig. 105
wystawié troyket podobmy danemu ach.

Rozw. Sposéh 1. Pray punktach Ai B,
krésle kat A—a i kat B=204, ramiona tych Imlow
przediuzun az' do przecuua 8¢ W 1)L1|1L(:1L C:
troykat ACB iest szukany ((191).

Sposéb 2. Przediuzam bok @b do d, tak aby
byla linila ad=AB; przcz pun! kt d pruwadzq
rownoodlegla od be d? do przeciecia si¢ 'z prze-
diuzonym bokiem ac w punkcic f: trO)kqt adf
iest szukany (196 ).

Sposoby3. Do ab, AB i ac szul:am linii 4iéy
ieometrycznie pr oporcvon alnéy (18 3). Przy pun-
kcie A na danéy linii AB, kr&de kat” A= a, da-
iac mu za drugie ramie znalozmna stq icomytry-
cznie proporcgonalud konee tych dwdéch ramion
Tacze lm{ua prosta i bedzie troykat podubuy da~
nemu ((196).,

Sbosdb  4ty. Szukam 4tdy ieomytrycznig
proporeyonalnnéy; 1od. do ab, AB i ac; 3re,
do ab ABi bc, i na linii AB kr! blt" trokat ABC
daiac mu za. Loki.AB i BC dwic ite proporcyo-
nalne znalezione, bedzie tréykat ABC podobny
danemu (1qb)

198. ' Twierd. 7 punktu A fig. 1c4. popr()u
wadziwszy iakakolwiek liczbe luuy AB AC,

i t. d. ktéreby sie przycmaly z dwiema roWnoodlc—-
glemi GL i BF; liniie te AB, AC i t. d. po-
dzielone bedo w pumlmch przeciecia sie £ rowneod-

. legtemi na czesei proporcyonalre, i liniie ro- -
wnoodlegte bedg takie podzielone na czesei pro-
porcyonaine.

”~

5 84 ]
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Dowod. Dwa tréykaty ACB, AHG, maias
ce kat przy A spélny i kat ABC= AGH (67),
sa podobne ((191). Dla téyze przyczyny dwa
tréykaty ACD, AIH sa takze podobne. Toz moé~ -
wié¢ o tréykatch AED, AKI, tudziez o tréyka-
tach AFE, ALK. Boki zatém tych tréykatow sa
miedzy soba proporcyonalne: bedzie wigc.

AB: AG=AC: AH=BC: GH.
AC: AH=AD: AI=CD: HIL
AD: Al = AE: AK=DE: IK.
AE: AK = AF: AL =EF: KL.

Wezystkie te stosunki sa rowne: gdyz w
kazdym ciagu stosunek drugi iest ten sam, co
w, nastepuiacym ciagu stosnnek pi¢rwszy., Wzia-
wszy naprzod te tylko stosunki, ktérych wyra—
zami sa liniie z punktn A poprowadzene, bedzie.

AB: AG=AC: AH=AD: AI=AE: AK=
AF: AL ;. wiec.

AB—AG: AG =AC—AH: AH=AD—AL AL
it & czyli :

BG: AG= CH: AH=DI: Ai—EK: AK =FL:
AL; to iest, liniie AB, AC, AD it. d. podzielo-
‘me sa ma czgsci proporcyonalne.

Waziawszy potém w 4 powyzsztch  ciagach
o tylko stosunki, ktérych wyrazami sa czesci
dwdéch liniy réwnoodleglyeh GL, EI', bedzie

BC: GH=CD: HI=DE: IK =FEF: KL; to
iest, liniie réwnoodlegie GL, BF podzielone sa
na czgéci proporcyenalne. =

199. Zagad, Dang linig MN podzieli¢ na
czedct proporcyonalne czesciom linii BF.

Rozw. Na linii BF krééle troykat réwno-
boczny BAF; wziawszy potém AG=MN, i AL
= MN, i poprowadziwszy liniia GL, punkt A
& punktami podzialéw linii BF faczg linilami pro-



SO E RS O L 11§

AB wyrazala szour 1, liniia Ablub Ca #yraza-
taby 1 pret, a lipiie zawarté miedzy liniami BC
i Ba wyrazatyby 3, 2,5, 4 it. d. preciki. Liniia
np. ed. wynosi. 5 pretéw i 5 preciki; 'liniia ef
wynosi 7 pretéw i 6 precikéw. Przediuzywszy
liniia AB do E tak aby BE=AB i dokonczy-
wszy figury; linila ¢g wynosi sznur 1, pretéw 5,
precikéw 55 linila ek wynost szmur 1, pretéw 7 i
6 precikow 1t d.
202. Twierd. W troykacie prostokatmym
ACB fig. 107, 2z wiérzcholka” kata prostego C
spusciwszy CD prosiopadia do AB;
16d. Prostopadla ta podzieli trdykqt dow
- ny na dwa inne podobne dunemu, a tém samém po-
dobne miedzy sobq; 2re. Przeciwprostokgtna po-~
dzielona bedzie na dwa odcinki, miedzy kidremi
prostopadta ta iest $redniq ieomelrycznie pro-
porcyonalng; Scie ramiona kgta prostego w tréy—
kqcie danym, bedg Sredniemi ieometrycznie pro—
 * porcyonalnemi miedzy przeciwprostoketng i od-
cinkami przylegtemi.
- Dowod. 10d Dwa tréykaty ACD, ACB
“maig kat A spolny, kat prosty ADC piérwszego,
~réwny katowi prostemu ACB drugiego tréyka~
ta: wige i trzeci kat ACD ktéry oznaczamy
gloska m, w piérwszym, réwny iest trzeciemu
katowi B oznaczonemu gloska m w drugim
troykacie. Azatém dwa te tréykaty sa podobne
(190). Podobniez dwa tréykaty CBD, ACB ma-
ia kat B spolny, kat €DB piérwszego réwny ka-
tatowi ACB ego troykata; wice i trzeci kat DCB-
czyli © w pierwszym rowny iest 5mu katowi BAC
czyli © w drugim troykacie, a zatém dwa te tréy-
katy sa podobne. A
are: Aby okazad, Ze prostiopadia CD iest srednia
ieometrycznie proporcyonalna migdzy AD; i BD,

4
®
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czyli e iest AD: DC=DC: DB, uwaimy /dwq
podobne * tréykaty ACD i BCD, kiérych - bokany
sa liniie AD, DC i DB t¢ proporcya sktadaiace,
Poniewaz w troykatach podobnych boki odpowia~
daiace, to iest, przylegle albo tez przeciwne ka-
tom réwnym sa proporcyonalne (194), bedzie
wige bok AD przeciwny katowi m w 1szym troy-
kacie ACD, do boku CD przeciwnego katowi m
w 2gim troykacie DCB, 1ak hok CD przeciwny
katowi o w 1szym, do boku DB przeciwnego ka-
towi o w 2gim troykacie; ezyli AD: DC=DC: DB.
Scie. Aby okaza¢, ze AC iest Srednia icome-
" trycznie proporcyonalna micdzy AD i AB, czyli
Ze iest AB: AC=AC: AD, uwaimy dwa podo-
bne tréykaty: ACBi ACD, ktérych bokami sg li-
niie AB, AC, AD proporcya te skladaigce: be- -
dzie wiec iak wyzéy, bok AB przeciwny katowi
prostemu w 1szym tréykacie ACB, do boku AC
przeciwnego katowi prostemu w ggim tréykacie
ACD, iak bok AC przeciwny katowi m w 1szym,
do boku AD przeciwnego katawi m w 2gim tréy-
kacie; czyli AB: AC=AC: AD.
Podebniez na okazanie Zeiest AB: BC=BC: BD
uwazmy dwa podobe tréykaty ABC, DBC, kté-
rych bokami sa liniie AB, BC i BD; skiadaiace
te proporeya: bedzie wige, hok AB przeciwny ka-
kowi prostemu w piérwszym iréykacie ABC, do
boku BC, przeciwnego katowi prostemu w ogim
tréykacie DCB, iak bok BC przeciwny katowi o w
1szym do boku BD przeciwnego katowi o w 2gim
troykacie: czyli AB: BC=BC: BD.
203. Wniosek. Poniewaz podiug 3ciéy cze~

+ci poprzedzaiacego twierdzenia iest.
AB: AC=AC: AD, AB: CB=CB: DB; wigc:
ABXAD= AC?, AB x DB=CB=*. A zaté{m
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AB > AD +AB><DB=AC? + CB=. czyli
AB (AD+4DB)==AC* 4 CB?; cuyli
‘AB < AB =t AB? == AC* + CB; gdyz AD

DB=AB; toiest, w troykacie prostokatnym ACB
‘kwadrat przeciwprosrostokatriéy AB, rowny iest
summie kwadratéw z dwéch ramion kata proste-
gos; wlasnosé ktéraimy inz wyzey (162) imnym
sposobem okazali, -

204. Zagad. Maiqgc dane dwie liniie, zna—
bet¢ miedzy niemi srednig ieometrycznie propor—
cyonalng.

Rozw. Poprowadziwszy iakiéykolwiek diu-
gosci liniig prosta, i wziawszy nma’ niéy linia AD
fig. 91. ¥wna piérwszéy linii danédy i DB réw-
na drugiéy linii danéy, na linii AB iako na sre-
dnicy wykrésli¢ putkole; i z punktu D wyprowa~
dzi¢ liniia DC prostopadta do AB, az do prze-
cigcia si¢ z poétokregiem w punkcie C: prostopa-
dfa CD bedzie swukana: gdyz poprowadziwszy
dwie cieciwy AC; BC, wtréykacie ACB prosto-
katnym przy C (128), iest AD: CD=CD:
DB ( 202). i
Spodé 2. Poprowadziwszy liniia AB rd-
- wna wiekszéy z dwoch liniy danych, iod konca
B wziawszy BD réwna mnieyszéy z dwéch liniy
danych; pa linii AB jako na $rednicy, wykréslic
poikole, i z punktu D poprowadzi¢ DC prostopa~
dfa do AB, az do przecigcia si¢ z pdtokregiem
w punkcie C; punkt C punktem B zfaczywszy cigciwa
CB, ta bedzie liniia szukana: gdyZ poprowadziwszy
cieciwe CA, wtrévkacie ACB prostokatnym przy
C, iest AB: CB=CB: BD (202).

“205. Zagad 9. Dany prostoket ABCD fig.
- 80, zamieni¢ na kwadrat réwny mu co do po-
wiérzchni. .
! . 18
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Rozw, Miedzy podstawa, AB i wysokodeis
BC danego prostokata, znaydzmy Srednia icome..
tryéznie, proporcyonalna ( 204 ), ktora oznaczmy
gtoska M: ta bedzie bokiem szukanego kwadratu;
gdyz podiug wykréslenia jest AB: M == M: CB;
wie AB><CB == M?: to iest, powiérzchnia dane-
go prostokatd, rowna iest powiérzchni kwadra-
tu wykréélonego na linii M. '

20b. Zagad. 3. Dany troyket ABC fig. 107. za~
mieni¢ na kwadrat réwny mu co do powiérzchni.

Rozw. Miedsy pofowa podstawy AB imie-
dzy wysokoscia CD danego troykata znaydimy
éredniaieometrycznie proporcyonana, ktora o-
znaczmy gloska M; ta bedzie bokiem “szukanego
kwadratu: gdyz podiug wykréslenia iest £ AB:
M=M: CD; wiec  AB <XCD=M?; to iest,
powiérzchnia danego tréykata, réwna iest powiérz—-
chni kwadratu wykréélonego na linii M.

207. Hniosek. Okazaliimy wyZéy (142),
ze kazdy wielokat moZe by¢ zamieniony na iréy~
kat réwny mu co do powiérzchni: w nagadnieniu
poprzedzaiacém podalismy sposéb zamieniena tréy-
kata na kwadrat réwny mu co do powiérzchni:
a zatém kazdy wielokqt moZna zamicenié na kwa—
drat réwny mu co dopowiérzchni. ,

208. Twierd., Wielokaty foremne o ie~
dnéyie liczbie bokdw sq podobre.

Dowod. Poniewaz katy wewnetrzne wielo-
kata, waza katéw prostych 2 razy tyle, ile wie-
lokat ma, bokéw mniéy 4 (g5), w dwdch zatém
wielokatach o iednéyze liczbie bokow katy we-
wnetrzne iedngo tyle waza katow prostych, ile
ich waza katy wewnetrzne wiclokata drugiego.
A Ze katy iednego wiclokata sa miedzy soba ré-
wne, ikaty drugiego wiclokata sy takie miedzy
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soba réwne, - gdyz dwa te wielolaty sa podiug
safoZenia foremne; beda wiee katy iednego ré-
wine kotom drugiego wielokata; toiest, dwa te
wielokaty beda réwnokatne,

gre. PoniewaZ wielokaty te sa foremne, wige
boki iednego wiclokata sa miedzy -soba réwne, i
boki drugiego wielokata, sa takie miedzy soba
rowne. Jezeli wice bok ieden w 1szym wieloka—
cie iest np. dwa razy wiekszy od boku iednego
w drogim; bedzie tez bok drugi w piérwezym,
dwa razy wickszy od boku drugiego w 2gim wie~
lokacie; i bok trzeci w 1szym dwa rany wickszy
od boku 5go0 w agim wielokacie it d. to iest
boki tych dwdch wielokatéw “beda miedzy soba
proporcyonalne.

Kiedy wiec dwa te wielokaty sa rdwnokatne
i maia boki proporcyonalne, sa tém samém podobne.
X 209. Twierd. Dwu iakiekolwick wielokaty

np. dwa pieciokgty ABCDE, abede fig 108.
glolone z téyie saméy liczby 1roykatdw podobnych
miedzy sobg i podobnie utoionych, sg sobie po-
dobne; i odwrotnie.

. Dow. W dwéch troykatach ABC, abe po-
dobnych z zalozenia icst kat B=0; kat ACB=
~ ach. Podobniez w tréykatach CAD, cad podo-
. bnych z zafoZenia iest kat ACD = acd: gdy wiec
iest ACB—acb, ACD = acd; wicc ACB-ACD
=ach' + acd; czyli kat BCD ==bcd. Tymze
sposobem oka¢ mozna réwnoéé katéw CDE i cde,
DEA idea. Co sie si¢ tycze katéw BAE, bue,
te sa takze sobie réwne. gdyz piérwsey znich skia-
da sie z katéw BAC, CAD, DAE réwnych katom
odpowiadaiacym bac, cad, dae zktrych sklada

sie kat drugi.
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Nadto w troykatat‘h ABC iabe, ACD i acd,
ADE i ade podebnych micdzy ‘:ob'-l 7 zansza,
iest;

- AB: ab=BC: be=AC: ac.

r AC: ac=CD: cd= AD: ad.
AD: ad=DE:de=AJ: ae.

Wszystkle te stosunki sg rowne : gdyzw ]JIE r-
wszym ciagu ostatni stosunek iest ten sam co plf:‘r—-
wszy W drugim ciagu, ostatni zas§ w drugim cia-
gu, iest ten sam co plf‘rwszy w trzecim. Biorac
zatém te tylko stosunki, ktérych wyrazy sa bokami
wxe]okatow, bedzie AB: ab=BC: bc:=CD:
cd =DE: de=—AE: ae. Dwa wiec te wielokaty
bedac réwnokatnemi, i maiac boki odpowiadaia—
ce proporcyonalne sa podobne (189).

Odwrotnie. Gdy sa dwa wielokaty podo-
bne, skladaia sie z jednéyie liczby troykatow
podobnych i podobnie ufoZonych.

Dow. Niech beda dwa Wlelokaty ABCDE,
abede-podobne: z wiérzcholka dwéch katéw A,
@, odpo“iadaiaoych sobie poprowadmwszy prze—
katne AC , AD , ac,ad; troykaty ABC i abc,
ACD i acd ADE i ‘ade beda miedzy soba po-
dobne, -~ Jakot w tréykantach ABC, abc kat
B==b z zalozenia, i boki AB, BC sq proporcyonal-
ne bokom ab, bc z ?aToiema wu,( dwa te troy-
haty sa podo‘one (196) bedme wiec BC: be=AC:
acs ikat ACB=ach iako przvlegie bokom pro-
por(\onalnvm BC, be. Ze zasé podlug zalozZenia
kat BCD ==bcd; bcdzle wiec BCD—-—ACB_bcd
— ach; czyli ACD = acd,

Aze BC be=CD: cd podiug zaloZenia,
- BC: be=AC: ac zdo“odzema, wice

CD: cd=AC:
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Dwa wige troykaty ADC, ade maiac katy
ACD, aedréwne, zawarte micdzy bokami wzgle—
dem siebie proporeyonalnemi sa sobie podobne
(196), a w sczegélnosei kat ADC =adc, iako
przjlegte bokom proporcyonalnym CD i ed, bedzie
wiee CD: cd=AD: ad. Tymze samym sposobem
_dowie$¢ mozna podobienstwa innych tréykatow.

 910. Uwaga. W dwéch iakichkolwiek wieloka-
tach podobnych, w dwéch rp. pieciokatach ABGDE,
abede fig. 109, z dwoch kencéw ktdregokolwick
boku .zp. AB i ab poprowadziwszy przekatne AD,
AC, BD, BE, ad, ac, bd, be: Tatwo byltoby
okaza¢ sposobem ktoregoémy' uzyli w twierdzeniu
poprzedzaigcém, zZe troykaty ABC, ABD ABL,
ktorych spolna podstawa iest bok AB wielokata
1go, tudziez tréykaty abe, abd, abe, ktorych spdl-
na podstawa iest bok ab wielokata 2go odpowia-
daiacy bokowi AB Ze méwie, te wszystkie troy-
katy sa migdzy soba podobne. I odwrotne zalozy-
wszy, Ze tréykaty te sa miedzy soba podohne,
- fatwo byfoby okazaé Ze wielokaty ABCDE, gbcde
sa takZe podobne.

211. Zagad. Nag danéy linii ab fig. 108.
wykrésli¢ wielokqt podoby danemu BD.

' Rozw. W danym wielokacie BD prowadze
przekatne AC, AD; na danéy linii b krl’;]@ tréy—
kat abec podobny tréykatowi ABC; na linii ac
krésle troykat acd podobny tréykatwi ACD, na li-
nii ad kredle troykat ade podobny tréykatowi
ADE. Wielokat abede bedzie podobny dane-
mu (209). ‘

Sposéb 2gi. Wiérzcholki katéw danego wie-
lokata ABCDE fig. 109. zlaczywszy z dwoma
koncami ktéregokolwiek boku np. AB przez prze-
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katne AC, AD, BD, BE ina danéy linii ab WY
krésliwszy tréykaty ach, adb, aeb podobne wagle~
dem tréykatéw ACB, ADB AEB: punkt d zla-
czyé z punktem c¢ie, liniiami prostemi de, de;
wielokat abcde bedzie podobny danemu (210).

Sposob 3ci. Na hoku AB danego wielokata
ABCDE fig. 108. wziaé linia A, rowna linii da-
néy; z punktu b poprowadzi¢ be réwnoodlegla od
BC, az do przeciecia sig z przekatna AC w pun=
kcie ¢; z punktu ¢ poprowadzi¢ cd réwnoodlogia
od CD, az do przecigcia sie z przekatna AD w pun-
kcie d, z punktu d poprowadzié de réownoodlegla
od DE, az do przeciecia si¢ z bokiem AE w pun-
kcie ¢: wielokat Abede bedzie szukany.

Gdyby dana liniia «b dInisza byla od boka
AB, na ten czas przedfuzywszy bok AB tak, aby
‘wraz z przedfufeniem réwny byl linii danéy,
prowadzac iak wyzéy réwnoodlegte od boku BC,
CD, DE, az do przeciecia sie z linilam1 AC, A,
AE przediuzonemi, wykréslimy wielokat podo-
bny danemu. P31y

212. Twierd. W dwéch wielokatach po-
dobnych ABCDE, abede fig 110. na dwéch od-
powiadaiach sobie bokach AB, ab, wziawsy dwa
punkta G i g podobnie poloZone, to iest tak,
aby byto BG: 5g=—BC: bc; i poprowadziwszy li-
. niie GF, gf tak, aby kat FGB=fgb; albo tez
tak, aby linile te GF, gf, przecinaly boki DC i
dec na czesci proporcyonalne bokom wiclekataj
w obudwu przypadkach liniie GF gf bedg pro-
porcyonalne bokom wielokqtow: to iest, bedzie
FG: fg.=BC:de.

Dowod. W piérwszym przypadku, FKiedy
kat FGB=fgb, poprowadziwszy przekatne CG,
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BG: bg=BC: be podiug zaloZenia; wiec dwa
te tréykaty sa sobie podobne (196), bedzie zatem,

BG: bg:=CG: ¢g; aze iest.

BG: bg =BC: bc; wice €G: cg=BC: bc; i
kat BCG = bcg, kat BGC=10gc. A ze kat BCF
=bef, iako odpowiadaiace w wielokataeh podo-
bnych; wige BCF—BCG =bcf—bcg; czyli kat
GCF = g¢f; kat FGB = fgb podlug zalozenia,
kat BGC= bgc z dowiedzenia; wicc FGB—BGC
== fgb — bgc; czyli FGC = fyge.

Troykaty zatém FGC, fgc sy réwnokatne
(191), a tém samém pobobne: bedzie wieec FG:
Jg=CG: cg: aze CG: be; wiec FG: fg=BC: be.

W eogim przypadku, zaloiywszy Ze liniie
FG, fg tak sa prowadzone, iz przecinaia hoki
DC, dc na czesei proporcyonalne bokom wielo-
katéw, czyli ze iest FC: fc —=BG: bg=BC: bc;
poprowadziwszy, iak wyzéy przekatne CG, cg,
- i okazawszy, ze dwa troykaty CBG, cbg sa po-

dobne, bedzie :

CG: cg=BG: bg; azZe podlug zaloienia
BCy fe=BG: bg; wiec CG: ¢g =FC: fc.

Dwa wice tréykaty CGF, cgf maiace katy
przy C ic réwne, zawarte mi¢dzy bokami wazgle-
~ dem siebie proporcyonalnemi, sa podobne (196),
a zatém FG: fy =FC: fe = BC: bc.

213. Twierd. Obwody dwéch wielokqiiw
podobnych, sq do siehie w stosunku dwéch bokéw
odpowiadaigch sobie w tych wielokqtach.

Dow. Poriewaz wielokaty ABCDE, abcde
Jfig. 110 sa podobne, bedzie wiec.

AB: ¢b=BC: b¢=—CD: ¢d == DE==-de: FA:

ea; wice
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AB 4+ BC4CD 4+ DE+EA: ab+bc + cdide
‘- ea=— ab; to iest; obwdd wielokata ABCDE
do obwo ielokata abcde, iak bok 1wszego AB
- do boku @b w drugim wielokacie. ' i

9214, 'Twierd. Powiérzchnie wielokglow po~ |
dobnych maig sie iak kwadraty z bokow odpos
wiadaiqcych. '

10d. Niech beda dwa troykaty ABC ,abe fig:
111. podobne, mamy dowies¢, Ze powiérichnia
troykata ACB, tak sie ma do powiérzchni troykata
abe, iak kwadrat z boku np. AC do kwadratu z bo-
ku ac, czyli, Ze iest troykay ACB: ach—=AC*: ac®.

Z wiérzchotka kata C i ¢ spuéciwszy CD 1
edpiérwsza prostopadia do AB, druga pro-
stopadta do ab; dwa tréykaty ACD acd pro-
stokatne przy D id i w ktorych kat A réwny kato-
wia, s3 podobne (191}, bedzie wicc.

CD: ¢d == AC: ac: a ze podlng zaloZenia

AB: ab = AC: ac, wiec rozmnozywszy wtych
dwdch proporcyach wyrazy sobie odpowiadaiace,
bedzie.

AB<CD: ab<Xed=AC<AC: «wc:><ac; czyh

AB<CD: ab<cd= AC?: at®. Podzielwszy
dwa piérwsze wyrazy przez 2, bedzie.

AB < €CD_ ab < cd

2 2
wa iloczynu podstawy trdykata ABC przez wyso-
koié tegoZ trdykata, tak sic ma do polowy ilo-
czynu podstawy trokata abe przez wysokoié te-
goz troykata, 1ak kwadrat z boku AC do kwa-
dratu z boku ac. AZe iloczynyte réwne sa, piér-
wszy powiérzehni tréykata ABC, drugi powierz~
chni troykata abe (150) wiec powierzchnie tych
dwoch troykatow maia sie iak kwadraty z bokow
odpowiadaiacych.

= AC*: ac?®: to iest, polo-
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-ore. Niech beda dwa iakiekolwiek wielokg-
ty podobne, mp. dwa .pieciokaty ABCDE, abede
Jig. 108, Z wiérzchotka katéw A, «, poprowa-
dziwszy przekatne AC, AD, ac, ad; obadwa te
wielok aty podzielone beda na réwna liczhe troy-
katow podobnie ulozonych i podobnych (209 );
bedzie zatém'podlug pierwszéy czeiéi mmieyszego
twierdzenia, tréykat. : '

: ABC: abe= BC? bc*.

ACD: acd =CD?; ed*

ADE: ade=DE?, de* A Ze dla podobienstwa
wielokatow iest.

BC: be=CD: cd=DE: de; atém samém

BC?: be2 =CD?*: cd?=—=DE? de*; wigc be~

dzie tez : _

ABC: abc=ACD: acd = ADE: ade. A 2a-
tém summa wszystkich poprzeduikéw do sum-
my- wszystkich nastepnikéw iak ktérykolwiek po-
przgdnik do swego nastepnika; to iest.

ABC +ACD +ADE : abc acd + ade= ABC:
abe: cuyli ABCDE: abede = ABC: abe. A ze
' ABC: abc=BC?:bc*, wiec ABCDE: abcde=B(C*:
be?: to iest, powiérzchnie dwdéch wielokatéw po-
dobnych maia sic iak kwadraty z bokow odpowia-
* daiacych.

‘Uwaga. Stosunek kwadratowy zowie sie
inaczéy stosunkiem dwumnoinym, ratio duplicata.
Przeto tez twierdzenie poprzedzaiace zwyezaynie
tak sic wyraza: Dwa wielokqty podobne sq do
siebie w stosunka dwu-mnoinym bokdw odpowia—~
daigeych. | - ;

' 215, Zagad. Maige dane dwa wielokqly
podobne , wykresli¢ trzeci podobny ktéremu kol-
wiek z dwdch danych, i ktoregoby powiérschnice
_ Vo
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réwna byta suinmie lub rézmcy diboch wieloke.-

tow danych

Rozw. 1. V\ \]\1(‘3]1\\f51\,' trongt ABC ﬁg,
112, prostokatm przy C, w Ltm\mhv ramiona'

kata p;oﬁego AC, BC byly bokami mlpo“mdam—_

cemii dwech damch wiclokatéw P 1 Q, na prze-
ciwprostokatuéy AB wykr¢ R‘Im\. wieloliat R podo-
bny wielokgtom P iQ, iw ktoryinby bok AB byk
~0(|})0\\1addldr) bokom AC, EC w dwdch wieloka-
tuch danych: wielokat R ‘iest szukany: gdyz po-
niewaz wielokaty  te¢ sa podobne, wicc podiug
twierdzenia poprzedzaiacego P: Q"—' AC=: BC?,
.a tém s.iméxp :
P+Q: Q=AC*? —|—BC2 BCz A zZe tez iest
,Q : R= -BC2 : AB%*; wicc zlozyws%y te
dwie proporcye, bndue F+Q R = AC* BC:;
ABz. W téy proporcu pmuen.m 2gi popt‘zedmk
AC? 4 BC* réwny iecstswemu n: lStLPH]kO“l (162)3"
wigc i poprzednik 1s2zy P4 Q'rowny iest tdkze
swolemu nastapmkown R; to iest, dwa dane wie-
_ Iokdty P i Q réwne sa znalezionemu R.

Cheae znalezé wielokat Q podobny dwom
w:elolcal,om dan\m P:a R, i Ltoregobv PO Wit¥z~
chnia réwna byfa. rozmcfy twhz.e dwaoch wielokatow
danych, tr zeba wykre sli¢ uoyl\dt prostokatny ABC, -
daiac mu.za iédno ramie kyta prostego AC bk
wielokata mnieyszego P, a za przeciwproftokatna
AB bok odpowia laigcy wiclokata wickszego R
BC bgdzie bokirm (){IPUW.MdaldC\ln wiclokata szu-

kanego Q: glyz poniewaz wiclokaty Ri P sa po-'/

dobne, - bgdue R: P=AB?*: AC3%; atéim samém.
R—P: P—AB2—AC?: AC2. A Ze iest takZe
v o P Q== AC? ;: BC?; wiec. zifoiywszy te
dwie proporcye, bedzie R — P: Q= AB* — AC*:

Y
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BCz, W téy proporcyi poprzednik 2gi AB2—AC?
- xowny iest swemn nastepnikowi BC* (169); wice
i poprzednik wszy R ~P réwny icst takie swe-
u uaftepnikowi' Qs to jesty roznica powifrachni
dwéch danych jwielokatow R i P rowna iest wie-
Jokatowi zmalezionemu Qi T i 00
o 216, | Zagady W ykreslis: wielokqt podobry
danemu , i ktdregoby ' powiérichnia do powiehz—
.+ chni danego, miata sie wstosunku. danyrm; lub
ktoregoby powidrechnia riwna byta danemnu kwa-
daratowi. - ' ‘

. Rozw. 1. Daymy #c¢ powiérzchnia’ danego
wielokata X fig. 113, ma byé do powiérzchni wie—
. lokata szukanego w stosunku dwdch iakichkolwiek
liniy pmﬁt}'ch M'i N. Poprowad#iwszy liniia AB
iakieykolwick dingosei, i wziawszy na niéy dwie
czedei AD 1 BD, ktoreby si¢ mialy do.  sichie
w stosunkn dwdch liniy M i N; na linii AB iako na
srednicy wykréslic péikole, iz punktu D wypro-
wadzi¢ DO prostopadia do AR. Poprowadsiwszy
 potém cieciwy Ag, B:h, i wziawszy CE réwna
ce bokowi danego wielokata X: z'punkiu E po-
. prowadzic EF rdwnoodlegla od AB, az do prrze-
ciecia sie’ w punkeie F z cieciwa CB: liniia CF
bedzie bokiem szukanego wielokata odpowiadaia-
c_vx_h bokowi ce: to iest, na linii CF wykrééliwszy
. wielokat podobny dancmu, wielokat ten bedzie
szukany, Jakoz w tréykacie ACB, iest AC: CB=
EC;F% (178), a tém samem
i AC?: BC*=EC?: FC2, A e

AC2: BC? = AD: BD (164); wiec zlo-
Zywszy dwie te proporcye bedsie EC*: FC*=
AD: BD. Ze zaé AD: BD =M: N podlug wy-
kréslenia, wiee EC?®: FC2=M:N; a tém samdéim
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wielokat wykréslony na boku EC,/ czyli ee, o
iest, 'wielokat dany X, ma si¢ do podobnege
wielokata v’{;ykrés'lonego na boku FC, iak liniia M
_do linii N: gdyz wielokaty podobne maia sie iak
_kwadraty z bokéw odpowiadaiach ((214).-

Gdyby bok ec wielokata X wickszy byl od
AC, na ten czas liniia CA przediuzylibysmy do e
tak, aby Ce==ce: w reszcie wykréslenie i dowo-
dzenie byloby to samo.

ore. Chcac wykreslié wielokat podobny da-
nemu X, ktéregoby powierzchnia réwna byla da-
nemu kwadratowi N2, trzeba naprzdd wiclokat
dany Xizamieni¢ na kwadrat Mrowny mu co dopo-
~wiérzchni; potém do bokéw tych dwéch kwadratéw,
to iest do M i N, tudziez do boku e¢c danego wie-
lokata X znalezé¢ 4ty ieometrycznie proporcyonal-
na; ta bedzie bokiem szukanego wiclokata odpo-
wiadaigeym bokowi ec. JakoZ oznaczywszy 4ta
ieometrycznie proporcyonalna gloska P, a wielokat
na niéy wykréslony gloska Z, poniewaZ dwa wie-
lokaty X i1 Z sa podobne z wykréslenia, bedzie wiee
X: Ze—=ec?*: P*: — : — ! — : — — :—A.

A ze podiug wykréslenia M: N =e¢c: P, a tém
samém M?: N2 == ec?®: P?, zlozywszy te propor-
cya zproporcya oznaczona gloska A, bedzie X: Z
s== M*: N¥, T

W téy proporcyi poniewaZ poprzedmik 1szy -
X iest réowny z wykréélenia poprzednikowi 2mu
M2, wiec i nastepnik 1wszy Z; iest takze réwny
naftepnikowi 2mu N2 ; to iest, wielokat znalezio-
ny, réwnyiestco do powiérzchni danemu kwadra~
towi. '

217. Twierd. Z punktu C wzietego za ko~
lem fig. 114. poprowudziwszy dwie liniie CA,
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CB przecinaiqce ol‘rqg-:'e' punktach D i 4, B i
F5 bedzie Cid: CB= CE: CD.

Dowod. Poprowadziwszy dwie cieciwy AF,
BD, dwa trévkaty ACF, BCD, maia kat C spol-
ny, katy A iB réowne, gdyz obudwu miara 1est
polowa luku DF: wiec dwa te tréykaty sa podo-
bne; bedzie zatém CA: CB=CF: CD.

. Uwaga. W proporeyi téy CA: CB=CF’
CD, sieczna iedna CA icze¢éé iéy za kofem CD.
sa wyrazami skraynemi; sieezna drnga CB i ezesc
iéy za kotem CF, sa wyrazami $redniemi propor-
cyij to iest, tak sic ma sieczna 1wsza do 2giéy,
iak cz¢s¢ -za kofem sicczney 2giéy, do czedci za-
kotem siecznéy 1wszéy. Stosunek takowy nazy—
wa si¢ odwrotny, ratio inversa, dla réinicy od
stosunku proftego directa, ktéryby byl na ten
czas, gdyby si¢ miala sieczna 1wsza do 2gicy, iak
czes¢ za kofem siecznéy 1wszéy, do czesci za ko-
fem drugidy. Dla tego tez poprzedzaiace twier-
dzenie zwyczaynie tak si¢ wyraza: z punktu wzie-
fego za kolem poprowadziwszy dwre sieczne; sie-
ezne te sq do siebie w stosunku odwroinym cze-
. $ci swoich za kotem. 108 g §

: 218, Twierd. Z pzmHz} Cwzictego za ko-

tem, poprowadziwszy styczng CB fig. 115, i sie-
czng CA, przecinaiqea okrqg w punktach AiD;
bedzie styczna CB sredniq ieometryczuie propor—
cyonolng miedzy catq sieczng CA, i ezescig ily
za kolem CD: to iest, hedzie CA: CB ==CB: CD.

. Dowod.. Poprowadziwszy dwie cieciwy BA,
BD, dwa tréykaty ABC, BDC maia kat C spél-
ny, kat A=0BC, gdyz obadwa maia za miare
pofowe Tuku BD (126), azagém dwa te tréykaty -
#3 podobne; bedzie wiec CA:*CB=CB: CD.
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219. Twierd. Wriawszy w’ kole punkt
fig. 116, od upodobania, i przez ten punkt po.
prowadziwszy dwie cicciwy AB, DF w punkeie
C przecinaiace sie; czesci tych cieciw bedg do siex

bie w stosunku odwrotu_,fm, to iest bgdzm AC:
DC=FC: BC.

Dowed. Poprowad: n&*wy cicciwy FA, BD,
troykaty CFA, GBD maia katy przy C réwne,
kat A réwny katowi D, gdyz obadwa maia'‘za
wiare pofowe tuku BF: ‘wiee dwa te trﬂvLat‘j Ba
podobne bedzie zatém AG:‘PC=FQCs BC.

azo. Uwaga. Porownawszvtotw:erdreme % twier -
dzeniem wytﬁypod&mem ﬁ217) fatwo iest postr?edz
%€ one 84 dwoma przypad mnh naﬁtepunqcego t“ﬁer—
dzenia:

Gdy dwie Uiriie prnst# pr zecinaigee s:g z so-—
ha w punkcie wzietym w kole lub za kolem, prze-
dtuione bedq tak aby kaida z nich przecinala
okrag we dwdeh punktach; odleglosci spélnego ich
przeciecia sie od punktow przeciecia sie iclh z o-
krggzem sg do siebie w stosunku odavrotnym

221.  Whiosek. Gdyby cieciwa AB fig. 117.
przéehodzila przez érodek kola, a cieciwa DF Liy-
fa do mc‘y prostopadhl atim samém w punkcie
€ na_dwie réwne czedci podziclona (108); na
ten czas proporcya AC: DC=FC: BC (219),
ramienifaby sie¢ w naﬁepumc‘l AC: DC"—DC
BC: gdyz FC =DC; to iest, DC iest érednia ie-
ometrycznie proporeyenzina m edzy odcinkami AC
1 BC érednicy AB: coSmy iuz wyzéy innym spo-
sobem okazali (202).

222. Zagad. Dana liniiq BC fig, 1 18 po-
dzielic¢ w stosunkwsrednim iskraynym: to iest, po-
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dzielié tq imun} na dwie ezesci tak, aby czesé
‘wicksza CF byla érednia 1eom(.tr)('zme propor-
cyonalng wiedzy cata limia BC i czescia mniey-~
524 | BF, czyhi aby bylo' BF: CF = CF: CB.

Rl‘)!to Z kflnca B llnny dam‘y poprowadz:~
Ws%y 'BS. prostopadta do BC 1 réwna polowie linii
BC; punkt 8 z drogim koncem C danéy linii zla-
cay¢ liniid prosta SC; 2 punktu §iako ze drodka
promieniem SB nakréslic kofo ktérego okrag liniiq SC
. przecina w punche D; nakoniec z punktu Ciako

‘2¢ ¢rodka pomieniem CD wykréslié fuk DF, kté-
ry liniia dana BC podzicli w punkcie F na czesci
szukane.

Gd}i poniewaz BC iako proftopadia z korica
promienmia 8B wyprowadzona, iest styczna z ko-
iem (11«1%, przediuzywszy zatém CS do A, be-
dzie €D; CB=CB: CA (218). Azatém

CB—CD: CA—CB=CD: CB.

. Ze za$ podlug wykréslenia CB—CD=CB "
-—CF:BF‘ a liniia BS réwna' pofowic BC, a
; tem tamém BC=9BS==AD; bedzie wiee

'CA—(.B (:'\—-—AD::CD CF;
ostafma zatém proporcya zanucm sw w naatepu-—
moa BF': (,«F CEF- CBi

3 q-aBd. Aaoad Nakrésli¢ kolo, ktoregoby o-
- kreg prz e.szedl przez dwa dane punl;ta Ai Dy 3
stybat sie = dang liniig CE fig. 119.

‘Rozw. Ziaczywszy dwa dane punkta liniia
proﬁa AD i przediuzywszy ia az do przecigcia sie |
z liniia dana CE w punkcle G; . mmdzy lintiami
CA i CD znalezé $rednia 1eom)tryczme propor—
) cyona'lnq, ktéra bedzie liniia CF, podiug tego
' co si¢ wyZdy pomeduafu (204) Z punktu C pro-
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niieniem CF wykrésli¢ tuk FB, przeci'naiqi:y' "
niia dina CE ~ w punkcie B. Nakoniec v&ykrém,
koto, to ktéregoby okrag przechodzif przez trzy pun—
kta A, B, D sposobem podanym wyZey (111),
kolo to bed-ie szukane: iakoZ podiug wykréslenia
AG: CF=LF: CD; czyli AC: CB=CB: CD:
glyz CB=CF z wykréilenia. A Ze AC iest sie-
czna kota ADB. a CD iest cze$¢ iéy za kolem,
wiec CB iest stycznu tegoz kota ((218). Gdy wice
okrag znalezion-go kofa przechodzi przez dwa
dane punkta A i D, i dotyka si¢ linii dandy CE
w punkcie B, kolo zatém ADB iest szukane.

Gdy linia AD iest od CE réwnoodlegta, na
ten czas punkt szukany B oznaczy™prostopadla ze
srodka liniii AD spuszczona do CE.

L SR OEDET AT VIR s
o Wislokqgtach w koto wpisanych i-opiaan‘ych na
- kole.

224, Uwaga 1. Powiedzielismy wyzéy (111),
Ze maiac dane trzy punkta, byle nie w linii pre-
stéy, mozna _zawsze wykréslié kofo, ktoregoby
okrag przechodzil przez te trzy punkta. Z tego
wypada, Ze maiac duny iakikolwiek troykat ABC
fig. 120 mozna zawsze wykrislic koo, ktoregoby
okrag przechodzil przez wiérzcholki trzech katow
tego tréykata: taki tréykat zowie si¢ troykatem
w kolo wpisanym, triangulum circulo inscriptum.
W powszechnogei kazdy wielokat mazywa si¢ wie-
lokatem w kolo wpisahym, gdy przez wiérzchoiki
wszystkich iego katéw przechodzi okrag iednego
kola; kolo zas takie zowie si¢ kolem opisaném
na wielokacie. i3 ?

225. Uwaga. 2. Zastanowiwszy si¢ ,nad_ tréy=
katem ABC w kolo wpisanym, mozna niektore

J
.



Cy% K-8 C L 157

iego wwlasnosci wyZéy dowiedzione inn'ym $POso—
bem okazaé. I tak 10d, tzy katy troykata wa-
4a dwa katy profte: gdyz kazdy z nich ma za
miare polowe fuku zawartego migdzy lego ramio-
nami (22§); a Ze uki miedzy ramionami tych
“trzéch katow. zawarte réwnaia si¢ calemu okre-
gowi, wice miarg tych trzech katéw iest pofowa
okregu . czyli miara dwoch katéw proftych.

L agre. Gdy dwa katy B i C sa réwne, pofo-
wa  duku A€ réwna  bedzie - polowie fu~
ka AB, a tém samém i caly fuk AC réwny ca-
femu fukowi AB: gdy za$ Tuki te sa réwne, be-
* da tez i cigciwy ich AC, AB réwne (106), aze
cigciwy. te sg bokami tréykata ABC, wiec troykat
ten liest réwnoramienny.

Scie. Odwrotnie réwnosé hokéw AC, AB
ciagnie za sobe réwnoéé fukéw AC, AB i rownosc
katow B i C. o

. 4te. Gdy trzy katy A, B, C sa réwne, tu-
ki tez CB, CA, AB leda réwne, icigciwy tych
'Iuk&'WCB, CA, AB ktdre tu sa bokami troykata,
b(;dé 'i:évéﬁf*: to iest, tréykat bedzie 1'6w1mb6czny,
' 5te. ,Odwrotnie rownosé¢ hokéw CB, CA.
- AB, ciagnie za soba réwno$é fukéw CB, CA,AB,
1 réwnosc katéw A, B, C. :

© Bte. Jezeli katA>B bedzie tez luk GB>
AC, a tém samém i citciwa CB, ktéra tu iest ho-
kiem tréykata, wicksza od cicciwy AC (122),
e T ISR '

226, Zagad. WWewngtrz danego troyketa ABC
fig. 1324 wyb_{_'éslié- koto takie, aby boki triykg-
ta byly stycznemi tego bota. :
! 18
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Rozw. Dwa ktérekolwick katy A i B podajes,
liwsay na dwie réwne ezgsci ((46), przeg liniie AS,
BS przecinaigce sie¢ w punkcie S, iz punktu 8 do
ktéregolwiek boku tréykata np. do boku AB spu~ .
Sciwszy proftopadia SD, punkt S bedzie srodkiem,
a proftopadia SD promieniem kola szukanego.

Gdyz spusciwszy do innych dwdéch bokow
prostopadfe SE, SF, w dwdéch troykatach ASD,
ASE, bok AS iest spélny, katy przy A réwne

"z wykréslenia, kat ADS = AES 1ako profie: wice
dwa te trékaty.przystana do siebie (26), aw
sczegolnoéci SD=S8E, Tymie sposobem z tréy-
katéw_SDB, SFB mogacych do siebie przyftac¢ do-
wiedziemy, Ze SF=SD. 'Trzy wi¢e proftopadie
SD, SE, SF sa sobie rowne. Okrag zatém kola
z puktu S promieniem SD nakréslonego, przeydzie

. przez punkta E i F3; i boki tréykata ABC w

punktach D, E, F, bedastycznemi z kofem (114.)

Kolo wewnatrz tréykata wykréslone, ktére-
go boki tréykata sa styczmemi, zowic si¢ kolem

w tréykat wpisaném: a tidykat zowie si¢ iréy-

katem opisanym na kole;, Triangulim circu-
lo circumscriptum. W powszechnosei kazdy wie-
lokat, ktérego wszyftkie boki sa stycznemi iedne-
go kota wykréslonego wewnatrz wielokata, zowie
sie wielokaten na kole opisanym, akolo takie

zowie sie kotem wpisauétn“ wielokat.
Poprzedzaiace wice zagadnienie mozna ina-
czéy tak wyslowic ; wpisaé koto w dany tréyket.
" 227. Uwaga: Poniewai przez trzy punkta

A, C, B fig. 120, okrag tylko iediego kofa prze-
chodzié¢ moze ((112); wigc wzigwszy punkt ity D

za kofem, rzecza iest widoczna, ze okrag kola

ACB nie moze przeysé przez punkt D, a tém sa-
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mém, czworokat ADCB nie e byé w kolo
Wplsany, Lﬂcq gdyby -4ty punkt F. zhaydowal
S1¢ na, :oqugn» kofa ACB, ozworokqt AFCB byf-
by w kolo. qwpisany, . Stad 'sig' OdeIllE’, %e e,
kazdy .czworokat, a tem hardmey nie kazdy wie-
lokat maiaey. ‘hakéw, mqqay mi 4, mnie by¢ w
kolo ‘wpisany. ~ :

1998, Mwierd. Kazdy wzelbkgt joremny 0=

ge by¢ w kofo wpisany ilopisany na kole.
Dowod. Niech bedzie iakikclwiek wielokat
foremny ABCDEF fig. 122. Nakréslmy kolo' ktd-
regoby okrag przechodzit przes, trzy wiérzcholki
trzech przyleglych katéw, A, B, C; niech punkf
S bedzie: érodkiem tego kota' mamy okazac, Ze

-okrag iego przeydzie przez w szystkie wiéracholki

katdw wielokata. Jakod # punkiu 8 poprowadaw-.
szy liniie prosee SA, SB, SC, SD it d do

- wszystkich % 'ﬁwr?choiknw kdtow wielokata , trzy

piérwsze liniie SA| SB, SC sa podlug Wykrcale— '
nia, promieniami tego ko?a, a tém samém xowne:
wugc dwa tréykaty SBA, SBE€, w ktérych bk S8,
spolny, bok'SA = SC, bok BA =BG, przystang -

" do siebie (28),'a w sczegélnoécl kat SBA =S8BC;

a zatém ieden z mich np. 8BE iest pofowa obu=~

e dwu czyli kat SBC iest potowa kata ABC; Ze

za$ kdt ABC = BCD, glyz wielokat ABCEF ‘iest

; foremny, wiee kat SBC iest takze potowa kata

BCD. Nadto wtroykame SBC bok SB=SC z wy-
kréflenia; wiee kat SBC==SCB, zatém ikat SCB
iest pofowa kata BCD, a tém amém kat SCD iest
druga polowa tegoz kata BCD. Wige kat -
SCB =SCD. W dwdch zatém tréykatach SCB,
SCD, . hok  SC iest spdlny, bok CB =CD zza—

{vécnia, i katx micdzy temi bokami . z;w:xlc
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SCB, SCD réwne: wige dwa te tréykaty pray.
stana ‘do siebie (24) a W sczeglnodci bok' SB=—
SD: a zatém okrag przechodzacy przez 3 punkta
A, B, C, przeydzie takze i przéz punkt D. Tyme
Ze sposobem okaza¢ mozna, zé okrag prechodza-
cy'przez 3 punkta B, C, D, przeydzic takZe przen
punkt E i t. d. Wiegc ten sam okrag ktéry prze-
chodzi przez punkta A, B, C,  przeydsic przez
punkta D, E; F, to iest, przez wszyftkie wiérz=
cholki katéw wielokata. o

2re.. Ze srodka S kola episanego na wielo-
kacie, spusciwszy proftopadfe SM, SN i t. d. do
bokéw wielokata, wszyftkie te proftopadie be-
da miedzy soba réwne: gdyz boki wiclokata s
cigciwami kofa opisanego: cigciwy te sa migdsy
sobg réwne, wielokat-bowiem ABCDEF iest fo-
remny; a zatem odleglodci tych cigeiw od sro-
dka kola, to iest, prostopadte SM, SN i.t. d. sa
miedzy soba réwne (124). Wziawszy wiec linig
SM za prothien i z punktu S iako ze srodka
nakrésliwszy kolo, okrag tego kota przeydzie
przez wssyftkie punkta- M, N, Oit d., i boki
wielokata w punktach M, N, O it. d. beda styczne .
tego kota (114), a zatém kofo to bedzie wpisa-
ne w wielokat. 3

'229. Uwaga. Punkt S spdlny érodek kola
wpisanego ' w wielokat i na nim opisanego, moze
by¢ takie uwazany iako srodek wiclokata, dla
téy przyezyny katy. ASB, BSC it. d. zawarte
miedZy dwoma promieniami do koneéw bokéw
wielokata poprowadzonemi, zowia sie katami we
srodku wielokata.

Wszyftkie katy we srodku wielokgta fore-
mnego, sa miedzy sobg rowne: gdyz cieciwy AB,



CZESC L 141

BCit d., atém samém i fuki AB, BC it d.
bedace miarami tych katéw, saréwne. A Ze wszyst-
kiete katy waza 4 katy profte (16), wige ie-
dnego.  wainoéé znaydzie . si¢ podzieliwszy 4
przez liczbe bokéw wielokata. I tak np. w osmio-
kacie foremnym ieden kat we érodku iest § czté-
rech katéw profiych eczyli 4==1 jednego kata pro-
stego i t. d. ’ 4
230, Frniosek. A 'stad wypada, ze wpisac
w kolc wielokat foremay o iakiéykolwiek liczbie
bokow , iest to samo, co podzieli¢ ‘okrag Lota
danego na iyle fukdw réwnych, ile wielokagt mied
owinien bokéw, 1poprowadzi¢ cieciwy tych u-
Eéw ; cigeiwy te byda bokami wielokata foremme-
8o w kolo wpisanego: gdyz 16d boki AB, BCit.d,
iako cieciwy fukow réwnych, s3 sobie rowne.

are, Troykaty ABS, BCS, CDS it. d.przy-
stana do siebie ( 28), wiec katy'SBA, SEC, SCB,
SCD i t. d. sa réwne: atém samém i katy ABC,
BCD it d. beda sobie réwne. A zatém figura
ABCDEF bedzie wielokatem foremnym.

231, Zagad. ¥V dane kolo wpisa¢ troykqt
réwnoboczny. o

Rozw. Poniewaz troykat roéwnoboczny
iest wielokatem foremnym maiacym trzy bo-
ki, trzeba wiec okrag kofa danego podzieli¢ na 3
czeéci réwnes. a cieciwa Seidy czesci okregu beéw
' dzie bokiem troykata szukanego (230); albo tez
okrag podzielic na 6 czesci rownycl, a cigoiwa
dwoch takowych czesci, bedzie hokiem tréykata
szukanengo: gdyz 2=1. Aby zaépodzieli¢ okrag
na 6 czeéci rownych, trzeba w daném kole popro-
wadzi¢ .citg'ciwg rowna Promieniowi tegoz kolaj
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cigeiwa ta odetnie fuk rowny s2.0stéy cz¢dol . o
krega, 00 L B T
~ Jakoz miech bedszie szesciokat foremny ABCDER
fig. 323 w kolo wpisany: na okazanie Ze hok tego,
szedoiokata , bedacy cigciwg sz6fléy czesei okregu,
lest réwny promieniowi tego% kola, popmwadiiny
promieni¢ SA, SB: w tréykacie ABS, kat ASB,
we srodku szesciokata iest I cszeScia 4 kantdw pro--
stych, czyli # lub 2 iednego proftego (250); wige
dwa katy SAB, SBA waza resuzte do 2 katéw
prostych: czyli kat SAB4-SBA = 2 — 2=—=<4—3=—_
4 Lata proftego, A de katy te sa rdwne; gdyz
SA =8B ; wicc kaidy znich wazy polowe %, to
iest, katv SAB,SBA waza po % kata proftego. Trdy-
kat zatém ASB, maiacy wszyftkie trzy ‘kél_'t_'y ré-
wne, iest réwnobocuny: wieec bok AB==8SA; to.
iest, bok szedcioketa w kolo wpisanego rowny
iest promieniowy 'tego? kota. Poprowadziwszy h-
nieie AC, CE, EA, z kitérych kazda ieft cieciwa
dwoch széstych czedci okregu, bedzie ACE tréyq'
kat réwnoboczny w koo wpisany. - = G5
252. Uwaga. Podalismy wyiédy (110),
sposéb podzielenia fuku danego na dwie réwne
cz¢sci.  Kiedy wiec okrag kofa podzielony byé
moze na 6 czeéei réwnych, mozna go takie po-
dsieli¢ na 12 czesci réwnych: na ten koniee do-
sy¢ bedzie Tuk réowny szoftéy caesel okregu poa
dzieli¢ na dwie réwne czedci, iedna takowa czesé
bedzie xéwna dwunastéy czeéci okregn. Podzie~
liwszy znowu luk réwny dwunaftéy czesci okre-
gu na dwie czesci rowne, bedziemy mieli 24t
czesé¢ okreguit. d. Moina wiec okrag podzielic
ma ezesci rownych 12, 24, 48 it. d. czyli, co na



g2 e s 1L 145

iedno, wychodzi, w dane kolo moZna wpisaé¢ wie-
iqutY foremne o 12, 94, ‘48 it. d. bokach.

955, Uwaga. 2. W czworokacie ABCS bo-~
ki przeciwne. sa sobie réwne, "a zatém cztvomkﬁ!t
ten iest réwiioleglobokiem (79 ): bedzie wice AC?
<+ BS2 =AB2 - BG? - CS% - AS? (176); czyhi
AC24-BS? = 4BS?; gdy liniie AB, BC, GCS,
AS, sa miedzy soba réwne; a zatém 1 kwadraty
ich sa takze réwne. W ostatniém réwnaniu od-
jawszzy po obu stronach BS*, zostanie AC? =
3B8%; to iest, AC* irzy razy wigkszy od BS2,
A zatém BS?: AC?==1:5, atém samém BS: AC

2

=1:V 3, to iest, promien kola tak sie ma do
boku tréykata réwnobocznego w to kofo w pisa-
nego, iak iednoé¢ do piérwiastku liczby 5. A stad
wypada 10d, Ze maiac wiadomy promien kofa,
mozna bedzie wyracliowaé bok tréykata rowno-
bocznego w toz kolo wpisanego; i odwrotnie; 9re
#eé poniewaz prawdziwy pierwiastek liczby 5 nie
moze byé wyraiony w liczbach, wi¢c promieni
kota igok troykata réwnobocznego w 62 kolo
wpisanego; sa dwie liniie niespélmierne (58).

234. Zagad. Wdane koto wpisaé¢ kwadrad.

Rozw. W daném kole poprowadziwszy dwic
$fednice AC, BD do sichie proftopadte fig. 121,
i konce ich polaczywszy cieciwami AB, BC. CD,
DA, czworakat ABCD w kolo wpisany iest kwa-
dratem szukanym: gdyz wszyftkie katy iako za-
warte ‘w pélkolu ( 128) sa profte; wszystkie bo-
ki sa miedzy soba réwne, bo sa cicciwami czté-
rech Tukdow réwnych, iako bedacych miara 4 ka-
ic'n.v gr(.ﬁych, maiacych swoy wicrzcholck w pun-

Qieag -
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255. Uwaga. Wpisawszy w kolo kwadgat,
fatwo bedzie mozna wpisaé. wiclokaty foremne
o 8, 16, 52 it. d. bokach uzywaiac sposobu wy..
¢y podancgo (252 ). |

956. 2. Uwaga. W tréykacie ASB prosto-
katnym przy S, iest AB* = AS? -+ BS%; czyli'
AB? — 2 BS%?; gdyz AS —BS iako promienie; to
iest, kwadrat z boku AB, czyli kwadrat w kofo
wpisany, iest dwa razy wiekszy od kwadrata z pro-
‘mienia tegoz kola; a zatém BS?: AB* —1:2, &
tém samém BS: BA=1:V 2: to iest, promien kola
tak si¢ ma do hoku kwadratu w toz koo wpisane-
go, iak iednoé¢ do piérwiastku. liczby'2. Maiac
zatém wiadomﬁ' promien kola, mozna bedzie wy-
rachowa¢ bok - kwadratu w kolo wpisanego:
i odwrotnie. B :

~ "937. Zagad. W koto dane w pisaé piccio-
kgt forempy. : ; .

Rozw. Ahy zagayﬁcnie to rozwiazac, trzeba
okrag kofa danego “podziclic na 5 czefci ré-
wnych; a cieciwa piatly czesci okregu, hedzie
bokiém pieciokata szukanego: albo tez podzielic
okrag ma 10 czeéci réwnych, a cieciwa dwdch
dziesiatych czesei okregu bedzie bokiem piecio-
kata szukanego: gdyZz }= 2;: trzeba wi¢c znalez¢é
cieciwe dwéch dziesiatych czesei okregu, albo co.
na iedno wychodzi, bok dziesieciokata foremnego
w kofo wpisanego. :

Daymgr, ze AB fig. A25 iest bokiem dzie~
sieciokata foremnego w kolo wpisanego. Ze srod+
ka kota S poprowadziwszy dwa promienie SA,
SB do koncéw ‘Ai B boku - dziesigciokata, kat
we $rodku tego wielokata ASB iest dziesiaty cze—
#cig 4 katéw proftych, czyli # albo § iednego

a
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kata' proftego : ‘wiec w tedykacie ASB, dwa dru-
gie katy SAB; SBA waza reszte do dwoch katéw
. pmﬂy'ch, ‘toiest, wazq obadwarazem kata pro-
flego: a el katy te: SAB, SBA sa réwne, bo SA,
SB sa promienie, wiec iedén zuich np. kat SAB
wazy polowe §, to iest wazy § kata proftego:
aze kat ASB waZy % kata, prostego, wiec kat
SAB dest dwa razy wickszy od kata ASB. Podzie-
liwszy wice kat SAR na dwie réwne czesci przez
liniia AC, bedzie kat CAS= ASB, a tém samém
w troykacie ACS, bedzie bok AC= CS.

W tréykacie ABC kat przy B, iakosmy oka-
zali wyzéy, wazy # kata proftego; kat CAB wa-
zy % kata proftego =z wykrédlenia: wige 3ei kat
ACB wazy reszte do dwdich katéw prostych: to
iest, wazy £ kata prostego; a zatém troykat ABC
maidey przy podstawie BC dwa katy rowne, iest
réwnoboczuy, bedzie wice AC==AB; wiec trzy
te liniile AC, CS, AB sa mieday soba rowne:
znalazlszy wiec iedne zmich, znaydziemy tém sa-
mém i dwie inne,

Dwa tin"ay](qty ASB, ACB maia kat przy B
. spolny; kat ASB=CAB 7 wykréélenia: azatém sa
podobne, bedzie wice AS: AB= AB: BC; czyli,
BS: C8=CS8: BC; gdvz AS=BS, AB=CS: to
- iest, promiecn BS w punkcie C podrielony iest w
stosunku srednim i skraynym (222), i bok 10kata
AB réwna si¢ odcinkowi CS, ktdry iest wigkszy
- .od drugiego odcinka CB: gly bowiem w ostatniéy
proporcyi poprzednik pi¢rwszy BS wigkszy iest od
swego nastepnika CS, wieci poprzednik drugi CS
musi by¢ wickszy od swego naste¢pnika CB.{Chcac za-
tém wpisaé pigciokat foremny w dane kofo, trze-
ba naprzéd promien danego kota podzieli¢ w sto~

19
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sunku {rednim i skraynym: odcinek wiekszy pro-~
mienia tak podzielonego, bedzie cieciwg lotéy
czg$ci  okregu: poprowadziwszy potém cieciwe
dwéch dziesiatych czgsci okregu, ta bedzie bo-
kiem pieciokata szukanego.

Uwaga. Wpisawszy w kofo pieciokati dzie-
sigciokgt foremny, fatwo bedzie w to samo kolo
wpisa¢ wielokaty foremne o 20, 40, 8oit. d. bo-
kach sposobem wyzéy podanym.

W powyzszym sposobie ‘dochodzenia boku
dziesiqcioeqa foremnego w kolo wpisanego, przy-
puszczamy, Ze bok ten ieft iuz znaleziony, i pizez
ciag rozumowan dochodzimy na koncu, iz bok
ten réwna si¢ wickszéy czedei promienia podzie-
lonego w stosunku Srednim i skraynym. W na-
fiepuiacym sposobie dowodzenia teyZe prawdy
przypusczenie takowe nie ma mieysca; lecz za to
przpusci¢ mnalezy iako rzecz skgdingd wiadomy i
potrzebuiaca tylko dowodzenia, Zze wigksza czesé
promienia podzielonego w stosunku érednim i skray-
nym réwna si¢ bokowi dziesigciokata foremnego
w kolo wpisanego.

Niech bedzie promienn SB podzielony w pun—
kcie C w ftosunku $rednim fkraynym. Wazigwszy
cieciwe AB=CS,i poprowadziwszy SA, CA; po-
niewaz podiug zalozenia BS: CS=CS: BC, a
AB=CS z wykréslenia, bedzie wiec BS: AB=—
AB: BC; tréykaty zatém SBA, CBA sa podobne
(196), atém samém katy przeciwne bokom pro-
porcyonalnym sa réwne; to iest kat S= CAB, i
kat SAB = ACB: a ze kat SAB=B, gdyZ triy-
kat SBA iest réwnoramienny , wige i kat ACB=
B, a tém samém bok AB= AC; ze zas§ AB=CS
z wykréslenia, wige " AC=CS: tréykat’ zatém
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ACS iest réwnoramicnny, & tém samém kat S—
CAS . ‘

Lecz kat ACB= S+(‘AS (8 )) czyli
kat SAB=28; a tém samem
Lat B = a§. /

W ostatnich  dwéch rownzmlach dodawszy
ftrony odpwradalace bedzie

Kat SAB -+ B—4S. Dodawsvv po obu stro-
nach kat S, beilzie kat SAB+ B +8=58; to iest,
w troykaom SBA summa wszvfikich trzech katéow
iest 5 razy wicksza od kata S, ezyh co na iedno
wychedm, kat S ieft piata. eczescia trzech katdw
troykata: a ze trzv katy thlmta waza dwa katy
profte wiec kat S iest pmh; crescia dwéeh ka~
téw proﬂvrh ezyli daiesigta crescia 4 katdw pro-
ftych: a tém samém fuk AB beddov miara kata
S, ieft dziesiata cn;sola calego okregu, wiec cie-
ciwa tuku tezo AB réwna z wykres’lema wwl\qyev
czqsm promienia podzielonego w ftosnnku srednim
i skra nym, iest hokiem dmesugcmkqta foremnego
w kofo: wpisanego.

258, Zagad. Wpisaé wkoto wielokgt fo-
remny o 15 bol:ack

: RUZW‘ Bok szesclokqta ezyli promien kofa iest
cu;cnwa: 6téy czesci okre;gu bok dziesieciokata iest
ciqozwq 1o tey czgéci ‘okregu. Réznica miedzy Li
w5 1est . Wiee zpunktu A przpnlosiszy bok dzie-
sieciokata.od A do D, 1 promien kofa od A do IZ,
tuk DE—=AE — AD , czylituk DE iest roimmg
migdzy 31 ,% czescia oLr@gu atém samém ieft
75 czefeig okregn. Wiec cigeiwa tego fuku be-

dzie 'boklem pxgmastolcqta foremnego w kofo wpi-
sanego.
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Uwaga. Whpisawszy w kofo plemaﬁokc{t fo-
remny, fatwo bedzie w to samo kofo wpisaé wig~
lokaty foremne o 30, 60, 120 i t. d. bokach spo-
sobem wyzéy podanym.

239. Uwaga. 2. W powyzszych mgadnu-._
niach podahsmy sposob podzielenia okregu, 14d
na czesci rownvch 3, 6, 12 1t. d.; 2re, na 4, 8,
16 it. d.: dcie, na 5, 10, 20 1t. d.; 4te na 15,
Jdo, 6o it d

Sa takze sposoby . dzielenia okrcgu na innnes
czesel rowne, a mianowicie na 25, 5o, 100, 200,
400 it. d. ; na 45, 9o, 180, 360.1t. d.; lecz spo-
soby te w Jeometryi Elementarnéy wyiosone byé
nie moga.

240, Czes¢ ;i; okregu zowie sie stopniemn
gradus. Wprowadzono ten podzial okregu na
stopme dla fatwieyszego oznaczania wielkosci ka-
téw, ktérych miara sa fuki mleday ramionami
zawarte‘, iekosmy powwdzueh wyzev (r lq), a dla
wickszéy do]dadnosm kazdy stopien dzieli sie ies-
cze na 6o czesci rownych zwanych minutamni
p;érwmemz minuta prima, kazda minuta na 6o
czesel rowmch zwanych sekundami, minuta se-
cunda , kazda sekunda na 6o czesci rownych zwa-
nych tercyamz, minuta tertia i t. d. Zero pofo-
Zone u gory z prawey strony liczby mhéy oznacza
~ stopnie, a znamie iedro, dwa, trzy i t. d. takiez
poIozeme maiace, oznacza minuty, sekundv, ter-
cye it. d. np. Yuk iakikolwiek a==37°, 15, a4,
znaczy, Ze fuk ten ma flopni 57, minut 15, i se~
kund 24

Poniewaz miara kata prostego ieft czwarta czesé
okregu(120), wiec kat prosty ma go stopni; kat
voziwarty wiecéy akat oftry mniéy niz go stopni
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‘Mozna bylo inna, iakakolwiek czedé okregu
wziac zastopien: zgodzono sie iednak na czesé ;14
dla téy. pedobno priyezyny, Ze Nczba 36o iest
podzielna przez wszyftkie liczby, zaczawszy od 1,
az do 10, wylaczywszy tylko liczhe 7.

' Poiniéy we Francyi przyieto inny podzial
okregu na stopnie: 755 czesc okr¢gu nazwano gra—
de stopniem ; setna cze¢scstopnia nazwano minuta,

-setna czesC minuty nazwano sekunda 'it. d. W ta-

kim wiec podziale kat profty ma 100 stopni; kat
roztwarty wiecey, a kat ostry mniéy a nizeli 100
stopni: fuk np. iakikolwiek a=— sz, Q1 znaczy,.
ze Tuk ten ma flopni 24 i minut g1, podiug no-
wego podzialu.

Nowy ten podzial w tém iest wygodny, Ze
dzialania arytmetyczue z ufomkami dziesiatnemi
wymagaia nie wiele pracy.

. Wreszcie stopnie dawnego podzialu falwo
byé moga obrdcone na stopnie podzalu nowego,
i odwrotnie. Cheac np. 72 stopnie podzialu dawnego
obrécié na flopnie podzialu nowego, trzeba ulozyc
naﬁqﬁuit}cq proporcya: '

PRSI §o2 Hoa==74: X=="8o.

* Podobniez chcac np. 5o stopni nowego po-
dgzialu ' obroci¢ na stopnie podzialu dawnego,
trzeba ulozyé naftepuiaca proporcya:

A : 1003 go==>50; X=4b.i t. d.

W 261, Powiedzielisimy wyZzéy (121), Zew
niektorych sczegdlnych przypadkach mozna kat da—
ny, a tém samém {uk bedacy miara tego kata
podzieli¢ na czeéci réwnych 3, 5it. d. Zagadnie-
mia  poprzedraiace wulatwia do tego droges
trzeba tylko uwazaé iaka czedcia calego okregu
iest dany tuk. Niechby np. dany tuk byl 4ta cze-

Scia okregu kola; bok dwunastokata foremnego w
29 :
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kofo wpisanege, bylby ‘cieciwa 5cidy ezeéci'dane-
go Tukn, a hok dwudziestokata foremnego w toz
kolo ‘wpisanego byltby cigciwa Sléy c_zt;s'ci tegoz
tuku. Gdyby tuk dany byl 5ta czescia okregn
kota, bok pietnastokata foremnego w to kolo wpi-
sanego bylby cieciwa 5ciéy czesci danego In-
kuit. d.

a42. -Zagad. Maigc wiadomy bok wielokqta
foremnego o iakidykolwiek liczbie bokdw w kolo
wpisanego , znalezé wainosé boku innnego wielu—
. kqta foremnego w toi koto wpisanego, ktdry ma
bokdw dwa razy wigcdy niz wielokqt picrwszy.

Rozw. Niech bedzie AB fig. 126, bok wie-
lokata piérwszego, AM bok wielokata drugiego.
Przedluzywszy promein MS do N, i poprowadzi-
wszy cieciwe AN, w tréykacie MAN - prostoka-
tnym przy A (128). i wktorym AB iest proftopa-
dta do MN (109), iest MN: AM = AM: MO
(202). Wiec AM? =— MN <xMO. Aze MN=

-2MS, a MO=MS —S80; bedzie wicc

AM? —=2oSM (MS —80): —; —: — A

W tréykacie ASO proftokatnym przy O, ieft
802 =AS? —AO02 (169 ) :czyli SO* = MS?* —
(AB)%: gdegMS= AS, AO =1AB. Wigc OS
=V MS*—(JAB)®. W réwnanin zatém A za-
miaft SO pofoZzywszy znaleziona wazno$é, rowna-
nie to zamieni sie w naflepuiace: AM? = 2MS
(MS —V MS* —(z AB)=. '
Wiigwszy promien MS rownv 1, bedzie

AM? — o ( 1—V 1— (3 AB)* );to iest: po-
fowe boku dafego wielokata podnieéé do kwadra-
tu, kwadrat ten odia¢ od 1, z pozoftaléy resaty
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wyciggnaé pierwiafiek kwadratéwy, ktéry odie-
ty od 1 irozmnozony pruez. 2, bedzie kwadratem
boku wielokata’szukanego ; a zatém piérwiaftek te-
go chadmtg bedzie waznoscia tegoz boku.

fuk: AM wpunkeie P podzieliwszy na dwie
rowne czesci, i poprowadziwszy dwie cieciwy AP,
PM; cigciwy te bylyby dwoma . przylegtami bo-
kami wielokata foremnego w kofo wpisanego, ma-
igcego bokow dwa razy wiecéy niz wielokat drugi;
i byfoby podtug powyzszego zagadnienia AP? =
2( 1 — Vl-—-—(-& AM )= );i tak daléy.

243. Zagad. Maigc wielokqt foremny o ic-
kieykolwiek liczhie bokow ABCD i t. d. fig. 127
w kolo wpisany , opisaé na tém kole drugi w‘ﬁ'r\kx—
kqt podobny piérwszemu. by

- Rozw. Ze §rodkakola S, spusciwszy promienie Sa,
Sb i t. d. proftopadie do bokéw wielokata ABCD
EF, i przez punkta ¢, b, cit. d. poprowadziwszy
ftyczne kola GH, HI i t. d., az do przecigcia si¢ z
soba w punktach G, H, I, K i t. d. wielokat GHI
i t. d. bedzie szukany: gdyZ poprowadziwszy lini-

‘ie SG, SH, SI it d., tréykaty SHa, SHb pro-

stokatne przy ai b maia bok SHw spélny; bok Sa
== Sb; wiec przyftana do siebie (52 ), a w scze-
golnosci kat HSa, = HSb, a zatém i miary tych
katéw sa rowne; to iast, fuk Ba=Bb. Wiec li-
nita SH przechodzi przez srodek fuku ab, czyli
liniia. SH przechodzi przez wiérzchofek kata B.
Tymze sposobem okaza¢ mozna, ze liniia SI
przechodzi przez wiérzcholek kata C it. d. Ze
za$ liniia GH iest rownolegia od AB, gdyz obie-
dwie sa prostopadfe do Sa, i liniia HI réwnolegla
od BC it d. bedzie kat- GHI=ABC (70). Po-
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dobniez’ okazaé moina, ze kat HIK =B€D it q
Wiec katy wielokata opisanego réwne sa 'katom
w:elokdm wpisanego. Nadto w dwéch t'ro:, katach'
GSH, ASB podobnych, tudziez w drugich dwéch
HSI, BSC podobnych ,iest GH : AB'— SH: SB
HI: BC—“bH SB; a ze SH: SB—=SH.: 8B, wigc
GH: AB=HI: CB.

W téy proporeyi nastepnik 1wszy AB Towny
ieft naﬁcpmkom 2mu BC z zaloZenia; wiee 1 po-
przedniki sa rowne: to iest, GH = HI. ‘T'ymze
e,posohf'm okaza¢ mozna,, ze HI=—= 1K, IK=KL
it.d.azatém \uelo]\dt GHIi t dima bok: wazyst-
kie migdzy soba rowne, iest wiec foremny i po-
dobny wielokatowi wpisanenu.

Sposdb agi. Niech bedzie wielokat fore mny

ABC i t. d. w kolo wpisany fig. 128. Poprowa-
dziwszy promleme SA, SB, SCit. d. iz koncéw
A, B, Cit. d. tych promieni poprowadziwszy li-
niie (JH HI, IK it d prostopadie do tych pro-
promieni, i przccinaiace si¢ z soba w punktach
H, I, Kit d, wielokat GK hulz.le szukany.

Gdyz w dwéch tréykatach ABG, BCH, bok
AB=BC iako boki wiclokata foremnego; kat
BAG = CBH maia bowicem za miare polov\c, fu-
kow rownych AB, BC (mb) kat ABG=BCH
dla téyze przyczyny, wice dwa te tI‘O}I\dt\ przy-
stang do sicbie, a w scugoinowl kat G=H.

Tymze sposobem okoza¢ mozna, ze dw
trogkdly BCH, CDI przystana do siebie; bedzie
wige kat H—-l Toz moéwié o umych troykq—
tach; a zatém wielokat GHIK i t. d. ma katy
rowne.
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_ Nadto tréykaty ABG, BCH, CDI i t. d. sa
rownoramienne; gdyz katy ich przy podstawie AB,
BC,CD it. d. s3 rowne, iako maigce za miarg
pofowe fukéw AB, BC it. d.; wiec bok AG=
BG, BH=CH it d. age wszystkie te troykaty
moga do sicbie przyftac, wiec bedzie AG =GB
=BH=HC=CI it d. Ze zas kaidy bok wie-
lokata opisanego GHIK i t. d. zloZony iest z dwdch
takowych liniy ; wige wszystkie boki beda miedzy
soba réwne. Wielokat zatém opisany GHIK it. d.
maiac wszyftkie katy rowne, i boki réwne iest
foremny,

244. Uwaga. Przez- wszystkie wibrzcholki
katow  kwadratu ABCD fig. 124 w kolo
wpisanego poprowadziwszy styczne; utworzy si@
EFGH kwadrat na kole opisany, ktory iest kwa-
dratem srednicy tegoz kofa: gdyi bok tego kwa-
dratu FF iest réwny DB srednicy kofa. A zatém
kwadrat na kole opisany iest to samo co kwadrat
$rednicy.

245. Odwrotnie. Maiac wielokat foremny
GHIK it d. fig. 127. opisany na kole,
aby wpisa¢ w to samo kolo drugi wielokat
foremny podehny piérwszemu, wiérzchotki ka-
tow danego wielokata ztaczmy ze érodkiem ko~
fa linilami SG,; SH, SI i t. d. ktére okrag prze-
| cinaia wpunktach A, B, Cit. d. Punkta te po-
dacaywszy liniiami prostemi AB, BC i t. d. wie-
lokat AD bedzie szukany: gdyz 16d troykaty SGH,
SHI, SIK it. d. moga do siebie przystad; a w scze~-
golnoscei katy ich przy S sa miedzy soba rowne, wice
imiary ich, to iest, fuki AB, BC, CD it. d. sy
takie rowne, a tém samém i cieciwy A3, LC, CD
it d. bedace bokami wielokata szukanego, sa
migdzy soba réwne, 2re. Poniewaz GS = HS i

k : 20
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AS==BS, wiec GS. AS=HS: BS azatem liniia A}
iest ruwnolegta odlinii GH (180). Podobnymze spo-
sobem okazaé mozna, Ze linia BC iest réwnolegla od
HI. A zatém kat ABC=GHI, jako zawarte migdzyli-
niiami wzgledem siebie rownolegtemi i wiednez ftro-
ng¢rozchodzgcemi sie. Dla téyze przyczyny kat BCD
=HIK it d, a Zze katy GHI, HIK it. d. sa ré-
wne z zaloZenia, wiec 1 katy ABC, BCD i t. d.
beda sobie réwae. Wielokat zatém wpisany ABCD
i t. d. maiac boki ikaty réwne, iest foremny.

~ Sposcb 2gi Niech hedzie wielokat foremny
GHIK it.d. fig. 128. opisany na kole: aby wpi-
sa¢ w to samo koto drugi wielokat foremny podo-
bny danemu, punkta zetknigcia sie bokéw wielo-
kata danego z okregiem, t4 iest ponkta A, B, C
i t. d. polaczywszy liniami proftemi AB, BCit. d.
wielokat ABCD i t. d. bedzie szukany: gdyz w
dwéch troykatach ABG, BCH; bok AG=BH,
bok BG =—=HC iakoémy okazali w zagadnieriu po-
przedzaiacém (245 ); kat AGB = BHC z zaloze-
nia: a zatém dwa te iréykaty przystang do sie-
bie, a wsczeflnosci AB=BC. Tymze sposo-
bem okaza¢ mozna, przez przyitanie dwéch troy-=
katéw BCH i CDI, tudziez drugich dwéch CDI
i DEK it d., ze bok-BC=CD, bok CD=DE
it. d. Boki zatém wielokata ABCD it. d. s3 mie-
dzy soba réwne: a tém samém ifuki AB, BC,
CD i t. d. ktérych boki te sq cieciwami, sa mig-
dzy soba réwne. A stad wypada, Ze i kat ABG
=BCD: gdyZ piérwszy z nich obeymuie ramiona~-
mi swoiemi fuk AEC, drugi obeymuie ramiona-
mi swoiemi fuk BFD: te zas dwa 1uki sa sobie rd-
wne, kazdy bowiem z nich zfoZony iest ze 4 Tu-
kéw migdzy soba aéwnych. Podobniez okaza¢ mo-
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Zna, e kat BCD =—CDE, kat CDE="DEFi t. &
Wielokat zatém ABCD i t. d. maiac wszyftkie bo-
kid katy réwne iest szukany. -

240. Zagad. Maige wiadomy bok AB, wie-
lokgta foremnego ABCD it. d. w kolo wpisane-
go fig. 137. znalez¢é wainosé boku HG wielokqta
GHI i't. d. na témie ‘kole opisunego.

" Rozw. Poprowadziwszy Sa prostopadia do-
AB, dwa troykaty SAm, SGa proftokatne przy m
i a, i maigce kat S spolny sa podobne, wiec Sm:
Sa=Am: Ga. Rozmnozywszy 2gi stosunek przez
2, bedzie Sm: Sa=2 Am: 2Ga; czylii Sm: Sa=
AB: HG. Wigc

AB <Sa
GH=—————— ;=i = s Al
Sm :

Wiroykacie ASm iest Sm?*=AS?* — Am*
(169) czyli Sm?=8a*— (1 AB)?; a zatém Sm.
=V Sa*— (% AB)?. Wainoic te polozywsay
w rownaniu A zamiast Sm, bedzie

- AB <Sa
- GH=—rr
.V 8a?=(3 AB)* '

Taka iest waznoé¢ boku GH wiclokata fo-
remnégo na kole opisanego. Oznaczywszy bok
AB wielokata w kolo wpisanego gloska a, bok
HG wielokata na kole opisanego gloska A, a pro-
mien Sa uczyniwszy = 1 ,bedzie

L aXxl a
A= =

SV a—@Ge)*  Vai—(Fo)

‘Podobniez oznaczywszy gioska hbok wielo-
kata wpisanego maiacego dwa razy wigcéy bol¥w,
- miz wielokat 1wszy wpisany, a gloska B. bok wie-
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lo}cqta Opisanego, maiacego dwa razy wigcéy bo-
kéw, niz wielokat 1wszy opisany; bedzie
b '

B=: il S
Via—(38)* |
247. Twier. Obwody wielokqtéw foremnych
o iednéy liczbie bokdw, sq w stosunku promieni
kot opisanych lub wpisanych, a ich powiérzch-
nie sq w stosunku dwumnoinym tychie promieni.

Dow. 14d. Niech beda dwa wielokaty fore-
mne o'iednéy liczbie bokéw ABCDEF, abcdef
fig. 122: wpisawszy w nie i opisawszy na nich
kofa, ktérych srodki sa S, s, poprowadimy pro-
mienie SA, SB, SC it d.. sa, sb, sc it d. W
dwéch troykatach ABS, abs, kat ASB =asb,
kat SAB=sab: gdyz kaidy 2z nich iest pofowa
kata w wielokacie: wiec dwa te troykaty sa podo-
bne. Bedzie zatém SA: sa=AB: ab. Ze zaii
obwody tych dwoch wielokatéw maia sie iak AB:
ab (214); wigec obwody te maia si¢ takze iak SA,
sa: to iest, iak promienie kot opisanych,

ore. Zpunktéw S i s do bokéw AB i ab
spuéciwszy proftopadlte SM, sm, dwa tréykaty
AMS ams proftokatne przy M, m, i w ktorych kat
SAM=—sam, sa podobne; wiec SA: sa= SM:
sm; a %e podiug dowiedzenia, SA: s« — AB: ab;
wicc AB: ah=SM: sm. a tém eamém obwdd ie-
dnego wielokata, do obwodu drugiego, iak SM:
sm czyli iak promienie kél wpisanych w te wielo-
katy; liniie bowiem SM, s sa promieniami kot
wpisanych. _

5cie. Poniewag iest AB: ab=— SA: sa i AB:
ab ==SM: sm, bgdzie wiec AB?: ab?=="5A *:sa*
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i AB®: ab®:8M2: sm?: Age powiérzchnie tych wie-
lokatdw maia sie do siebie jak AB?: ab® (214), wiec
beda sie tez mialy iak SA2: sa?, albo iak SM::
© sm?, to iest kwadraty promieni kol opisanych
lub wpisanych; czyli, powiérzchnie wielokgtéw fo-
remnych o iednéyliczbie bokéw sa w stosunku dwu-
mnoznym promieni kél opisanych lub wpisanych.

248. Twierd. Powiérzchnia wielokata fo-
remnego na kole opisariego. ABCD i t. d. fig.
122. réwna iest iloczynowi iego obwodu przes
potowe promienia kolu wpisanego w ten wielokqt.

Dowod. Do wiérzcholthow wszystkich katdw
danego wielokata poprowadziwszy promienie SA,
SB, SC it. d., powiérzchnia wielokata podzie-
lona bedzie na tyle troykatéw mogacych do siebie
przystaé¢ ile wielokat ma bokow. Kazdy z tych
iréykatow mp. ASB, bioragc w nim za podftawe
bok wiclokata AB, ma za wysoko$é SM pro-
mien kola wpisanego. Bedzie wigc powiérzch-
nia tréykata. ) :

ASB' = AB < £ SM. Podobniez powiérzchnia
troykata -

. BSC=BC < £ SM: gdyz SN = SM: a zatém
powiérzchnia tréykatéw ASB 4 BSC = AB < 3
SM+ BC <} SM, czyli ASB+BSC=('AB+ BC)
i SM. :

Tymie sposobem poftepuiac daléy, okaze-
my, Ze powiérzchnia wszystkich tréykatéw skla-
daiacych powiérzchnia wielokata danego, réwna
iest (AB+4-BC+CD-+DE--EF) £ SM, to iest,
powiérzchnia wielokata ABCD i t. d. réwna iest
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lloczynGW1 ' 1ego ohwodu, przez polowe ‘pro=
mienia kota w ten wielokat wpisanego (*)

249. W niosek. Stad wypada, Ze kledy Test
kilka wielokatéw foremnych o réZznéy liczbhie bo-
kéw, na iednémze kole opisanych, powiérzchnie
ich maiq sie do siebie, iak ich obwody: gdyZz na-
ZWawszy jeden wmlokat Q, drug1 ¢, obwéd piér-
wszego O, 2go o, a promien kola na ktérém te
wielokaty ! opleane czyli co na lF(IllO wycho-
dzi, promien kofa w te wielokaty wpisanego na-
zwawszy R, qume podiug poprzedzaiacego twier-
dzema Q 3 RO; g=%Ro; a zatém Q: ¢=

z RO: 1 Ro Podmehwszy drugl stosunek przez
3 R bedaie Q:'g=0: o, to iest, wielokaty Q
igq 5;} do siebie iak ich obwody : :

250. Twierd. Powiérzchnia wieloketa fo-
remnego w kolo wpisanego, maigcego parzystg
liczbe bokéw, rdwna iest iloczynowi potowy pro-
mienia kola opisanego przez obwod innego wie-
lokgta foremnego w toZ kolo wpisanego, lecz
maigcego dwa razy mnicy bokdw niZ wielokqt:
dany.

" Dow. Niech bedzie AD fig. 123, szg¢écio-
kat foremny w kofo wpisany, ACE tréykat, fo-
remny czyli rownobocznv w toz koto wplsam *Po-
prowadziwszy prom:eme SA, SB, SCit. d. wtroy-
kacie SBA wziawszy za podﬂawe SB, wysokoscia
iego bedzie AG prostopadia do SB (109) a zax

L )Pro.rropad!a SM spusczona ze Srodka kola w wiclokqt ﬁJ- -
: remny swpisanego, do boku tegoz wiclokqta zowie sig po
grecku Apothema.
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tém Ppowiérzchnia tréykata SBA—=AGX}SB.
Podobniez powiérzchnia

: ; trokata SBC =CG <1 SB.
Wige SBA - SBC = (AG +CG) § SB; czyli po-
wiérzehnia czworokata ABCS = AC < 1 SB.

Tymze sposobem okazaé mozna, Ze po-
wiérzchnia czworokata CDES =— CE <} SB, i
AFES=EA < SB. Azatém powiérzchnia wszyst-
kich trzech eczworokatéw, ozyli powiérzchnia
szefciokata AD=(AC+CE 4-EA)  SB; to iest,
powiérzchnia szesciokata foremnego w kofo wpi-
sanego, réwna iest iloczynowi obwodu tréykata
réwnohocznego w toz kolo wpisanego, przez po-
fowe promienia kola opisanego.

Ten sam iest sposéb dowodzenia, gdy wie-
lokat w koto wpisany ma inna iakakolwiek li-
czbg parzyfia bokow. Oznaczywszy zatém glo-
ska W obwéd wielokata foremnego o iakiéykol-
wiek liczbie bokéw w kolo wpisanego, a promien
kota opisanego gloska R; iloczyn £ R W ozna-
cza¢ bedzie powiérzchnly wielokata foremnego w
kolo wpisanego. Uwazaé tu tylko potrzeba, ze
iezeli. W znaczy obwdd tréykata, kwadratu, pie-
ciokata i t. d. iloczyn £ R'W wyrazaé bedzie w
piérwszym przypadku powiérzchnia szeéciokata,

“w drugim powiérzchnia osmiokata, w 3cim po-
wiérzchnia dziesieciokata i t. d.

251. Zagad. Maigc wiadome powiérzchnic
dwéch wielokqtdow foremnych, podobnych iednego
w koto wpisanego, drugiego apisanego na kole,
znalezé powiédrzchnie dwdch innych wielokqlow
Soremnych, iednego wpisanego, drugiego opisu-
nego; maigcych bokdw po dwa razy wiccéy, nii
‘wielokgly piérwsze.
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Rozw. Niech bedzie ab, fig. 129. bok ga.
nego wiclokata wpisanego, AB réwnoodlegla ad
ab bok wielokata opisanego, Poprowadziwszy pro.
mien Sm proftopadfy do ab, tudziez cigciwe am
i styeme aP, ON, cicciwa am bgdzie bekiem
wielokata wpisanego dwa razy wiecéy hokéw ma-
iacego, a PN bedzie bokiem wielokata opisanego
dwa razy wiecéy bokéw maiacego; co iest fatwo
okaza¢ podlug wiadomosci poprzedzaiacych.

Niech beezie g powiérzchnia wiadoma wielo-
kata wpisanego, ktorego hokiem iest ab, Q po-
wiérzchuia wiadoma wielokata opisanego, ktérego
bokiem iest AB; x powiérzchnia. szukana wieloka-
ta wpisanego, ktorego bokiem iest am; X po-
wiérzehnia szukana wiclokata opisanego, ktdrego
boliem iest PN.

Dwa. troykaty aDS, amS maiace spdlny
wiérzcholek w punkcie @, sa do siebie iak pod-
stawy 8D, i SM (151 ), to iest

alS: amS=S8D: Sm,

Te same dwa tréykaty, uwazaidc ie iako
czesei wielokatow ¢ i a, sa do siebie iak te wie-
lokaty: gdyz iaka cze$cia powiérzchni wielokata
q iest troykat aDS, taka czescia powiérzchni wie-
. lokata x iest trékat amS, o czim widocznie prze~
- kona¢ si¢ moZna, dokonczywszy figury: bedzie
wiec. T

aDS: amS=gq: x. Zlozywszy dwie te pro-
porcye, bedzie ¢: x=8D: Sm —: — — A,

Troykaty ma8S imAS maiace spdlny wiérz-
chofec w punkcie m, sa do siebie iak podstawy
aS, AS, to iest

maS: mAS=aS: AS.

L
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Te same tm)katy uwatane iako ezedei po-
wiérzchni wiclokatéw » i ©, sa do siebie iak te
- wiclokaty, to iest

maS: mAS = x:Q.

 Zlozywszy dwie ostatnie proporcye, hedzie
x: Q:a.‘b ABy el o By

[ Witréykacie ASm, wktdpym aD iest réwno=
odlegla od Am, iest 8D 8 == aS: AS (178).
Wige zlozywszy dwie proporcye oznaczone gl’o-
. skami A i B, bedzie ¢: =" Q; atém samém
L wr== g, x-—\/qu To iest, powiérz-
chnia szukana wiclokata wpisanegs x réwna iest
pl(]‘W!ﬂ*tkOWl IIOCZ}nu d\\OCl] Pow]?rz,chnl WI,e-—
lokatéw danych Qi q.

are. Dwa tréykaty SPm, SPA maiace spdl-
na wysokosé Sm, sa do sichie iak podstawy mP,
AP, to iest

SPm: SPA =mP: AP.

Poniewaz zas linila SP dzieli kat ASm na
dwie réwne czeéei, co fatwo iest okazaé za po—~
moca troykatow SPm, SPa mogacych do siebie
Pmyﬁﬂc bedzie wiee

mP: AP =Sm: AS (181); Ze za§

- Sm: AS =8D: Sa, c2yli

Sm: AS = 5D: Sm, gdyz Sm=—Sa; a po-
diug pierwszéy czcici ninieyszego a;_,admema,
- - 8D: Sm=gq: x, zsloiywszy wicc wszysthie

te ]Jropo;cye, belzie me SPA‘-—q x, atém
samém SPmn: me—{— SPA =¢: ¢-+x; czyli SPm:
ASm=gq: .g+ x. Rozmnozywszy poprzedniki
preez. 2, helrie 2SPm: ASm—2q: ¢+ =x. e

LeN- 25Pm = SPm + SPa = apmS i ASm
~uwazane iako ezgsci powiérzchni wielokatéw X iQ

sa do sxebm iak te mr,}okaty, to icsh:
21
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98Pm : ASm = X: Q; wiec b
X: Q=2¢: ¢-+;.a tém samém -
© 2g X Q :

K=
q-+=
252, Uwaga. Znalazlszy wielokaty x, X |
ehcac potém znaleic¢ powiérzchnie dwéch innych
wielokatéw y wpisanego," Y opisanego, - ktoreby
 mialy po dwa razy wiecéy bokéw, niz wielokaty
®, X3 tymie samym sposobem post¢cpuiac znale-
z'libyémy, ‘Ze y=\/X >y ¢
2% X X
x4ty .

Podobniez oznaczywszy gloskami z,, Z po-
wiérzchnie dwdch innych wielokatow maiacych
po dwa razy wigcéy bokéw, niz wielokaty y, Y;

2y <X Y
byloby =V Y¥Xy; Z=m—— it d
y-tz \

255, Twierd. Gdy sq dwa kola nakréslone
, 2 jednego $rodka S, dwoma promieniami nieréw-
"nemi AS, BS fig. 130, ktore si¢ zowia kolami
spotsrodkowemi, circuli concentrici; moina za-
weze  w kolo wicksze wpisaé wielokat - foremny,
na kole za§ mniéyszem opisaé wielokat podobny
piérwszemu tak, Ze obwid wielokqta svpisanego w
zadnym punkcie nie zeydzie sie z okregiem kota
mnieyszego, obwéd zas wielokgta opisanego w Za—~
dnym punkcie nie zeydzie si¢ z okregiem kola
wickszego.

: Dow. Przez punkt B poprowadz?wszy
styczig CD,  az do przecigcia si¢ 7, oki2-
giem wigkszym w punktach C i D, podzielmy o=
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krag wickszy na tyle czesei réwnych, aby kazda

cz¢é¢ byla mnieysza od fuku CAD. Daymy ze

taka czeicia iest fuk EAF, ktory w punkcie A iest
_podzielony na dwie czeéci réwne. Poprowadziw-
.~ szy cieciwe EF, cicciwa ta iest w odleglosci wie~

kszéy od srodka kofa S, niZeli cigciwa CD ((134).

A Ze ta cieciwa iest réwnoodlegla od cigciwy CD,
) gdyZ obiedwie sa prostopadfe do AS ((109); wigc
dwie te cieeiwy zeysé sie z soba nie mogq: aza-
tém i cieciwa EF z okregiem kola mnieyszego
‘zey$é sie nie moze; atém samém i'obwdd wielo-
kata foremnego w kofo wigksze wpisanego, kté-
rego bokiem iest cigciwa EF, z okregiem kola
‘mnieyszego zeys¢ si¢ nie moze.

Poprowadziwszy promienie ES, FS przeci-
naigce si¢ z cieciwa CD w punktach I, H, liniia
IH bedzie bokiem wielokata opisanego na kole
mnieyszém podobnego wielokatowi wpisanemu w
kofo wicksze (245). Gdyby bok ten IH mdgk
si¢ zeysé z okregiem kola wickszego, zeyscie si¢
to w innym punkcie nie mogloby naftapi¢, chy-
ba w punkcie I'lub H, ktére ze wszystkich pun-
ktéw linii HI s naybardziéy oddalone od okregu
mnieyszego, atém samém naybardziéy przybliZzo-
ne do okregu wiekszego. Lecz gdyby punkt np.
I znaydowat si¢ na:okregu wigkszym, na ten
czas linila SI bylaby réwna linii SE; co byc nie
moze, gdyZz piérwsza iest czescig drugiéy: wige i
bok IH wielokata drugiego nie moze sie zeysc
z okreziem wigkszym. 'Toz méwié o innych bo-
kach tego wielokata. A zatém obwdd wielokata
opisanego na kole mnieyszém, nie moze sie zeysé
z okregiem kofa wickszego,
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POZDZIAZL IX. :

O powiérzchni kola i o stosunku okregic do $re-

- dnicy.

954.  Wiadomodei w Rozdziale V i innych
wyfozone, daly nam pozna¢ rozmaite wlasnosei
kota, do znacznéy liczby twierdzen o liniiach pro-
stych, o katach 1 wiclokatach cisly wpiyw ma-
iacych. Lecz pozostata iescze do wyfoZenia rzecz
w dalszéy Jeometryi istotnie potrzebna, to iest,
- czyby nie moZna iakowym sposobem zmicrzyé o--
kregu kola i iego powiérzehni, jezeli nie z taka
dokfadnoscia, z iaka mierzy¢ moZemy liniie pro-
ste i plaszezyzny linilami prostemi zakonczone;
to przynaymuidy z jak naywickszém o rzeczywi-
stéy waznosci przyblizeniem. Wiadomoéci w po- .
pro2dzaiacym Rozdziale podane o wielokatach fo-
remnych w kofo wpisanych i opisanych ' na kole
ufatwia nam do tego droge. £

255. Przypalrzywszy sie z uwaga dwom -
wiclokatom foremnym o iednakowéy liczbie ho-
kéw, iednemu w kofo wpisanemu, drugiemu o-
pisanemu na kole, postrzezemy 16d, Ze obwéd
opisanego wiekszy iest, niz obwdd - wpisanego
wielokata: gdyz w troykatach ABG, BCH it d.
' fig. 128, AG4-BG>AB,>BH+ CH>BC it d.
(22). '

A

256. are. Podwaiaiac eciagle liczbe hokéw
wielokata wpisanego 1 opisanego, obwdd pitr-
wszego bedzie sie co raz  powickszut, obwad
zas drugiego bedzie sie coraz zwmieyszal, Jakoz
niech bedzie fig. 151, «b hok wiclokata foremme~
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go w kolo wpisanego, aM; bM pofowy dwéch
bokdéw przyleglych wielokata na kole opisanego.
Poprowadziwszy promien Sm prostopadly do ab,
i cieciwy am, bm, tudziez liniia AB prostepadia
do Sm; cieciwy am, bm beda dwoma bokami
przyleglemi wielokata wpisanego maigcego dwa
razy wigcly bokéw niz wielokat piérwszy wpisa-
ny; liniie zaé aA, Am, mB, Bb beda polowami
bokéw wielokata opisanego, maiacego; dwa razy
wiecéy bokéw, niZz wiclokat opisany piérwszy.

W tréykacie amb iest am—}-?)r\rz> ab (22),
to iest, summa dwéch bokéw wiclokata wpisane-
go drugicgo, wigksza iest od iednego hoku wie-
lokata piérwszego: a zatém summa wszystkich ho-
kéw, czyli obwéd wielokata wpisanego drugiego
wigksza iest od summy wszystkich bokow czyli
od obwodu wielokata wpisanego piérwszego.
Tymze sposobem okaza¢ moZna, ze obwdd trze—
‘ciegd wielokata wpisanego maiacego dwa razy
wieeéy bokéw niz wielokat drugi, wickszy iest
od obwodu wiclokata drugiego i t. d.

Podobniez w trévkacie AM3 iest AB<TAM
-+ MB; czyli Am +mB<AM +-MB. Dodawszy
po.obu stronach aA -+Bb, bedzie ‘

al4+Am--mB--Bb<aA-++AM-}-MB-Rb;
czyli @A +Am—+mB-+-Bh<aM--Mb.  To iest,
summa dwoch bokdw wiclokata opisanego drugie-
go mnieysza iest od boku wiclokata opisanego
pirwszego. A zatém  summa wszyftkich bo-
kéow, cz2yli obwad wielokata dragiego mnieysza
iest od summy wszyftkich bokéw czyli od obwo-
du wielokata piérwszego. Tymze sposobemn oka-~
za¢ mezna, Ze obwod trzecirgo wiclokata opisa-
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nego maiacego dwa razy wigcéy bokéw niz wie.
lokat apisany drugi, mmnieyszy iest od obwodu wie-
lokgta drugiego i t. d. '

257. 5cie. Kiedy wigc obwéd wielokata wpi-
sanego tém iest wiekszy, im wigcéy bokow .ma
wielokat, a obwéd wielokata opisanego tem iest
mniéyszy, im wigcéy bokéw ma wielokat; idzie
zatém, ze im wiecéy dwa te wielokaty maia bo-
kéw, tém mniéysza zachodzi réznica miedzy ich
cbwodami. MozZna nawet wpisa¢ w kolo i na
niém opisaé¢ dwa wielokaty foremne o iednéyze
liczbie bokdw takiz, Ze réznica migdzy ich obwo-
dami mnieysza bedzie od wszelkiéy ilosci nazna-
czonéy. GdyZ poniewaZ obwody wielokatéw fo-
remnych o iedneyze liczbie bokéw maia sie do
siebie iak promienie két wpisanych (247), ozna-
czywszy ohwdéd wielokata MI fig. 128, gloska O,
obwdd zasé wielokata AD gloska W, bedzie O:
W=_8m: Sqg; a tém samém O —W* O = Sm—
Sq: Sm; czyli O — W: O =mg: Sm.

mq >0
A zatém O—W = ; czyli uczyniwszy
Sm:
prnmiefl Sm=1, O—W=mgx<0. W tém

réwnaniu iezeli mq réwna sie 5. 135 rocs 1t d.
czedel promienia Sm czyli 14 iloczyn mg>< O he-
dzie réwny %, s, 155 1 t. d. czedei obwodu
wiclokata episanego, a tém samém O—W, czyli
réznica wiedzy obwodami tych wielokatéw, ro-
wna bedzie %, 535, yoos 1T d. czesci obwodn
tegoz wielokata opisanego.

Wriawszy zatém mgq fig. 125, réwna %, Iub
innéy iakiykolwiek czedei promienia Sm, byleby
iylko liniia ta ing byvla mnicysza od ilosci nazna-
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ezonéy, co bedzie zawsze rzecza podobna do u-
skutecznienia, i przez punkt ¢ poprowadziwszy
~ cigciwe FG prostopadta do Sm, gdyby cigciwa
_ta nie bylta bokiem wielokata foremnego w kolo
Wwpisanego, dosycby byfo podzieli¢ okrag tego _lm—
fa na takie czgéci rowne, aby kaida czesc mniey-
sza byla od fuku FG. Daymy Ze taka czedcig iest
tuk’ ab, ktory przeniosfszy na fuk FG tak aby
promien Sm diielit go w punkcie m na dwie ré-
wne czesei, i1 poprowaduiwszy cigeiwe abj cie-
ciwa ta bedaca bokiem wiclokata foremnego w
kolo wpisanego, odetnie liniia mec mmieysza od
mq, a tém samém iescze bardziéy mnieysza od
ilosci naznaczonéy, niz iest liniia myq.

. Mozna wiec réZnice miedzy obwodami dwdch
tych tych wielokatow uczyni¢ mnieysza od wszel-
kiéy ilosci nazmaczonéy, podwaiaiac podlug po-
trzeby liczbe bokéw wielokata wpisanego.

258. 4te. Obwod wielokata wpisanego AD
fig- 128, o iakiéykolwiek liczbie bokéw, zawsze
iest mniéyszy od okregu kota: gdyz zawsze liniie
profte AB, BCi t. d. krotsze sa od liniy krzy-
wych czyli od fukéw AmB, BaCit. d. (5). Ob- .
wod zaé wielokata opisanego MI, ‘o iakieykolwiek
liczbie bokdw, zawsze iest wiekszy od okregu ko-
fa: gdyz liniic zlamane AGB, BHC i t. d. bar-
dziéy od liniy profiych AB, BC it. d. oddalone,
dluisze sa niz liniie krzywe, czyli 1uki AmB,
BnC i t. d. mniéy oddalone od tychie liniy pro-
stych AB, BC i t. d. (*). Okrag zatém kola ce

(*) Prawda ta iest wypadkiem sczegolnym naste-
Pugeego twierdsenia: wsselkie liniie wypukie,
to jest te, ktore linita prosta we dwdch tylke
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doswoicy diugosei, srodek trayma migdzy obwodem
wielokata opisanego i wpisaneco.  Kiedy wice vé-
Znica miedzy obrodami dwéch tych wiclokatow,
‘moze byé mni‘yssa od wszelkiéy ilosei naznaczo=
néy ; tém bardzi’y réZuica micdzy okregiem ko~
ta i obwodem iednego z tych dwoch wielokatow
’mnieysza by¢ moze od wszelkiéy ilosci naznaczo-
ndy; bo z trzech ilosci nieréwnych roznica miedzy
naywicksza 1 navmnieysza, zawsze iest wieksza,
niz miedzy érednia i naywieksza, lub migdzy Sre-
dnia i naymnieysza. ¢
2hg. Twierd. Jezeli dwie wielkosei nie od-
mienne A iB sa takie, Ze mozna dowiesé¢, iz ich
réznica A — B iest mnieysza niz trzecia wielkosc
naznaczona & lak mala, iak tylko byé inozZe: dwie
- te wielkoéci A i B sa migdzy soba réwne.

punktach przecinaé: moie, ‘iak iest np. okrag
kota, i obwid wielokata maiqcego wszysthkie
katy wyskakuigee, sq tém diuisze, im sie bar-
dziéy od linii prostéy oddalaiq.

Dowod.  Niech beda dwie liniie wypukie,
ACB, AMB fig. 132: poprowdsiwszy lintia
prostg DI dotykaigea sic linii wypuklcy ACB
w punkcie C; liniia ta DE bedzic krotssa nii
tuk DME; bedzie wiee ADEB L AMB. Wxia-
wszy potém punkta H, L posrednie inicdszy
punktami A1 C, Bi C, ipoprowadziwszy sly-
csne FG, IK, utworzy sie nowa liniia wypu-
ita AFGIKB mnieysza od  liziii  wypulidy:
ADER: gdy: FG<FD DG, IK Ll 4+
EK. Tym sposobem postepuiac dal’y, moina-
by wykrédli¢ nieograniczonq liczbe [ty wypu-
kiych corazbardziéy zmniey:zaiqeych sie w mia-
re przybliZenia sie ich do linii wypuiicy ACH.
ktéra tém samém bedzie nic tyllbo krotssa od
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Dowdd. Jakoz gdyby dwie te wielkosci nie
byly_ réwne, tedy' zachodzilaby miedzy niemi
rozZnica, ktéra oznaczywszy preez D, byloby A—B=
D, atém samém bylaby rzecz niepodobna wziaé
- miedzy niemi réZaice mniéyszg od D, co si¢ sprze-
ciwia zaloZeniu.

Uwaga. Trieba si¢ tu dobize zastanowic
nad tém, Ze w powyzszém twierdzeniu dwie wiel-
kosci A i B sa nieodmienne: gdyz mozna np. o-
trzymaé wyrazenie V2 tak blizkie pierwiastku
prawdziwego, Ze réinica miedzy znalezionym a
prawdziwym mozZe byé mnieysza od wszelkiéy ilo-
sci naznaczonéy; a iednuk pierwiaftek znalezio-
ny nigdy nie bedzie réwny prawdziwemu: lecz tu
pierwiaftek tylko prawdziwy liczhy 2 iest iloscia
nieodmicnna, pierwiaftek za¢ znaleziony iest ilo-
$cia odmienna, bo za kazlém przyblizeniem otrzy-
muiemy wypadek odmienny, wiclkosci zas A i B
sa obiedwie nie odmienne,

26o. Twierd, Okregi kot sq do siebie w sto-
sunku swoich promieni, _

: Dow. W kola dane, ktérych okregi ozna-
czamy przez C, ¢, wpisawszy dwa wiclokaty foremne,
o iedneyze liczhie bokdp}w, i obwody ich ozna-
czywszy gtoskami W, 1w, apromienie kél glo-
-skami R, r; poniewaz obwody wiclokatéw po-
dobnych maig si¢ iak promienie kof opisanych

AMB, lecs od wscelkich inrych liniy wypu-
klych, trodkuigeych miedsy wypukiq AMDB i
J%'B s bardziéy “od linii prostéy AB oddalo-
nych a nizeli iest liniia ACB.

23 .
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(247), bedzie wice Wi w= R:r,a tém samém

W 'n s 5
—=2",  Nadto moZna przymaymniéy w my-
W r &

sli sobie wyftawi¢, Ze liczha bokéw w tych wie-
lokatach iest tak wielka, iZ réZnica miedzy obwodem
kazdcgo z nich a okregiem kofa opisanego iest
mnieysza, niz wiclkos¢ iakakolwick tak mafa, iak |

tylf:o by¢ moze. Kiedy wiqc_g-'iest ftosunkiem
dwoch okregow, réz’nic.a miedzy stosunkami
.% i-v—-i iezliby iaka byfa, moze byé pr'&;vt;iedzio—
na do takiego stopnia malosci, do iakiego ia

przywie§¢ zechcemy. Ze zaé ta sama réZni-

. : Mgt T
ca zachodzifaby migdzy stosunkami -;-—;
c P

W_R s " Site
gdyz —=~— ;wypada stad iz mozna dowies¢, Ze
w _r

# e ® . . e » . - A C R "
réznica miedzy ilosciami nieodmiennemi —j~ ieft
e

mnieysza 0z trzecia wiely o8¢ naznaczona tak mala
iak tylko by¢ moze; bedzie wice podlug twier—
™

dzenia poprzedzaiacego =" czyliC: e=R:r (¥)

(*) Dowodzenie toi twierdzenie poprzedsaigee wy-
toZone tu sq w ksstatcie takim, iaki ie czyni do
okazania innych prawd w dalszéy Jeometrys
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Sposdb ogi, Oznaczywszy okregi dwéch kot
gl’oskam.i C, ¢, aich promienie R, r;irzeba do-
wiesé ze iest R: r—=C:¢: — : — : — A,

Dow. Jezeli ta proproporcya iest fatszywa,
tedy ostatni iy wyraz c jest albo zamaly do u-
ezynienia proporcyi, albo zawielki.

: W aszym przypadku wezmy ilosd m wickszg
od ¢, i daymy na to, iezeli by¢ moze, Ze ta pro-
porcya iest prawdziwa: *

R:r=:'m, w_ktéréy m>e,

Opiszmy na kele ¢ wielokat. foremny taki,
aby réZnica miedzy iego obwodem, ktéry zwaé.
bedziemy o, i okregiem ¢ mnicysza byla“od ré-

~ Znicy miedzy iloscia m i tymze okregiem c; to iest,

aby bylo o—c<{m-—c. Dodawszy po obustro-
nach ¢, wypadnie o <m.

‘Opiszmy i na kole C wiclokat foremny po-
dobny wielokatowi opisanemu na ¢. Poniewaz oh-.
wody wielokatéw podobnych, maia si¢ do siebie
iak promienie kol wpisanych (247 ); oznaczywsay,

naywygodnicyszemi, iiaki sgadsa sie- naybar-.
dzidy z wystowieniem w Jeometryi uiywarnem.
To samo dowodzenié mogloby inacsey tak byé
wyloZone. Wpisawszy w dwa dane kota wie-
lokqty foremne podobne o liczbie bokow tak
wielkiéy iak tylko byé moZe, obwody tych wie~
lokgtow bez widocznego ucliybienia. moge byé
wziete za okregi kot opisanych: gdy2 boki tych
wielokgtow bedgce crecimami tukow nieskoricze~
v nie matych, nie roZnilyby sie preynaymnily na
oko od tychie tukiw. A Ze obwody wielokqtow
foremnych podobnych maiq sie iak promieniée
kot opusanych, wige i okregi maia sre iak proe-
_mienie.
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wicc obwdd 2go wielokata gloska O, bedzje
R: r=0: o, A Zezprzypusczema iest R: r=—
C: m; wiec zlozywszy dwie te propercye, wy-
padnie O: C==o0:m. '

- W téy proporeyi drugi poprzednik o iest
mnieyszy od swego nastepnika z dowiedzenia
1szy zas poprzednik O , czyli obwéd wielokata o=
‘pisanego, iest wiekszy od swego nastepnika C, czy-
li od okregu kota (258). Proporcya wiec ta iest
falszywa. Lecz proporcya ta powflala ze zloze-
nia dwéch proporeyyia poprzedzaiacych, z ktérych
1wsza R: r=0: o, iest dowiedziona wyzéy; 2g«
zatém R:r=C: m, musi by¢ falszywa. Nie mo-
Ze wigc w proporcyi A ostatni Wyraz ¢ byc zamaly,

W przypadku 2gim, iezeli ostatni wyraz ¢ w
proporeyi A lest za wielki, wezmy ilos¢ z mniey-
sza od ¢, i daymy na to, iezeli by¢ moze, Zv ta
proporcya iest prawdziwa, R: r = C: n, w ktdé—
réy n<c. ' : s

Whpiszmy w kolo ¢ wielokat feremny o ta-
kiéy lieabic bokow, aby réZnica mmedzy okrg-
giem c¢ i obwodem tego wiclokata zwanym w,
mnieysza byla od réznicy miedzy okregiem c¢i
ilocia n; toiest aby bylo ¢ —w <c-—n. Do-
dawszy po obu flronach w iz, a odiawszy ¢, zo-
stanie n<w.

Whpiszmy. w kolo C wielokat foremny po-
dobny wielokatowi wpisanemu w kolo ¢. Ponie-
waz obwody wielokatéw podobnych maig si¢ do
siebie iak promienie kéi opisanych; oznaczywszy
wiec obwdd wielokata w kofo C wpisanego glo-
ska W, bedzie: B:r =W :w. A Ze podiuz przy-
pusczenia iest R: r==C:n}zloZywszy zatém:dwie
ostatnie proporcye, bedzie C: W =n: w. |
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'“* ié‘ toporeyi Qgi Poprzed.ﬁik n.mnieyszy
iest od aw);glz; nlzaoﬁqgnika Wz dOWIEdw‘{‘f’-‘; LMEREY
zaé poprzednik C to iest okrag kola, wi¢ fi"Y 1est :
od swego naftepnika W, to iest, od obwoc u.:Vli-
lokata w 1oz kolo wpisanego : proporcya Wige 1a
iest falszywa. Lecz proporeya ta powftafa ze zf?—
enia dwdch proporcyy ia poprzedzaiacych, 2 kto—
rych 1sza R: r =W: w, lest wyzéy doiwet}zwnaz
aga zatém R: r =C: r, musi by¢ fatszywa.- Nleomq._
Ze wiec oftatni wyraz ¢ proporeyi A b‘)—‘é' za wielki.

Albo tak: Jezeli w 2gim przypadka wyraz
4ty c¢ proporcyi A iest za wielki, tedy albo wyraz
* ten potrzeba zmnieysayé; albo tez powiekszyé wy=2
raz oci C, co wyehodzi na iedno: a na ten czas
w proporcyi A aodmieniwszy mieysce wyrazéw,
byloby r: R=¢: m, gdzie m>C, co podlug 1go
przypadkn by¢ nie moze; atém samém . oftatni
wyraz ¢ proporeyi A nie moZo byé za wielki.

A kiedy wyraz ten ¢ nieiest ani za maly, ani
za wielki do uczynienia proporcyi A; wige iest
_ taki iak byé powinien, a tém samém proporcya

ta iest prawdziwa: to iest, okregi kot maig sie iak
- ich promievie. ¢ _

Sposdb 3ci. Niech beda dwa kola nakre-
élone promieniami sc, SC fig. 135: bedusie okrag
kola nakréslonego promieniem sc, do okregu ko—-
Ta nakréslonego promieniem SC, jak promien sc
do promienia 8C; czyli oznaczywszy okrag kola
igo ¢, 2g0AC, bedzie s¢;: SC=c¢: C : — : —

Jedeli ta proporcya iest falszywa, wiec

bedzie s¢ do SC iak ¢ do wyrazu 4go, albo
mnieyszego od C, albo wickszego. Daymy Ze
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wyraz bty Ciest za wielki, i ze érodka 8§ ° Promie-
niem S¢ mnieyszym od promicnin SC nakrésli.
wszy kofo, Ktorego okrag oznaczamy glo-
ska ¢, nigch bedzie, iezeli hyé moz.e , ta propor-
cya prawdmwa seiSCe=lp:7ey

: Wpiszmy w kolo ktérego pmm:en SC, wie-
lakat foremny ABC it. d. tak aby obwdd iego
nigdzie nie schodzil sie 2 oheulem kota é( 2)0) -

Wip:ssrmv takze i'w kolo, ktmeco promien se wie-

lokat abed i t. d. podobny ‘piérwszemu. Ponie-

waz obwody wiclokatéw podobnych, maia sie iak
promienie két opisanych, oznaczywszy zatém ob-
wod wielokata abedi t. d. gfoska w, obwéd wielo-
kata ABCDi t. d. gloska W, bcdzle s¢;.8C ==w

W: aze poding przypusczenia se: SC=c: &

wiee zloZzywszy dwie te proporcye, bedzle w: e

= W: ¢

W téy proporcvi poprzednik 1szy w, czyli
obwod wielokata abed i t. d. mnieyszy iest od swex
go naltepnika ¢, to iest-od okregu kofa opisanego;

przednik za§ 2gi W, czyli obwdéd wielokata
KBCD it. d. wickszy iest od swego naﬂgpml\a ¢
to iest, od okrggu kota wykréélenego promieniem
S¢ (258) A zatém proporcya ta iest falszywa;
to 1est, nie moze byé, aby promien sc mial si¢ da
promienia SC, iak okrag IYoi’a wykiéslonego pro-
mieniem sc, do okregu kofa “yl\rerionego pro—
mieniem Sé mn:Pysz}'m od promienia SC.

w przypadku 2gim, iezeli w proporcyi A 4ty
wyraz Ciest zamaly, trzeba go powiekszy¢, alba
@mnieyszyc¢ wyraz 30i c; a na ten czas W propor—
eyi A odmxemwszy mw},sce wyrazéw, byloby SC:
se=C do okregu kola mnieyazego od okregu c;_
oo poding przypadku 1g0 byc mie moze.
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Kiedy wiec w proporcyi A 4ty wyraz C nie
moze by¢ ani mnieyszy, aniwickszy od okregu
C; musi zatém byé rowny okregowi C.  Wiee
okregi kol maia si¢ iak ich promienie

961 W nivski. Stad wypada 10d, e okre-
gi kot maia sie takze iak srednice: gdyZz wpo-
wyzszéy proporcyi C: c¢== R: r rozmnoiywszy
agi stosunek przez 2, bedzie C: ¢ = aR: 2r; a
ze 2R i 2r znacza Srednice tych kol, wigc ozna~
czywszy érednice gloskami Sis, bedzie C: e=S: s.

262. 2re Dwa tuki CB, cb fig. 133, kot
nierownych, bedace miara dwéch katéw S, s ro-
wnych, ktore sie zowia fukami podobnemi, sa do
sicbie takZze w stosunku promieni lub srednic két.
do ktérych naleza: gdyz poniewaz katy Sissa
réwne, wiec iaka czescia 4 katow prostych iesk
kat S, taka czeseia 4 katdw proftych iest kat 's;
a tém samém iaka czeécia okregu swego iest Tuk
CB bedacy miara kata S, taka czescig okregu swe-
go iest Juk bc bedacy miarg kata s: Luki wiec
_te sa do sichie w stosunku swoich okregdw: aze
okregi maia sie iak ich promienie lub srednice,
 wige ituki, CB, ¢b maia si¢ iak promienie lub
‘$rednice két, do ktdrych naleza. :

265. 3cie. Z tego takie twierdzenia wy-
pada, Ze gdyby wiadomy byl stosunek okregu ie-
“dnego tylko kofa do iego promienia Iub érednicy,
inz tém samém byiby wiadomy ftosunek okregu
‘kazdego innego kotfa do iego promienia lub sre--
~ dnicy. Jakoz niech = oznacza ten flosunek wiado-
my; czyli co na iedno wychodzi, niech = bedzie
okrag kola ktérego srednica iest 1; niech C ozna-
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cza oqug innego kola, ktérego promient iest R
bedzie podiug poprzedzaiacego twierdzenia :
1: =—2aR: G, wicc C=2asR.

Gdyby wice ftosunek = czyli okrag kola ma-
iacego za érednice T byl wiadomy, fatwo bytob
znalezé okrag C kaidego innego kola, ktérego
promien R iako Imiia prosta moze ‘by¢ zawsze
wiadomy. Lizie wige tylko o znalezienie ftosunku
okregu iednego kola do érednicy: ufatwito nafie-
puiace zagadnienie, N

264. Zagad. Znalezé stosunek przyblizony o~
&negu do Srediicy. .

Rozw. Azeby to zagadnienie rozwiazad,
potrzeha 10d wpisaé w kolo wielokat foremmy
taki, aby stosunek obwodu iego do Srednicy byf
wiadomy. , .

ore. Opisa¢ na kole wielokat podobny wpi-
sanemu ( 243 ). '

3cie. Za pomoca wiadomego boku wielokata
wpisanego wyrachowac naprzéd bok, a potém ob- -
wod wielokata opisanego (246 ). .

4té. Podwoiwszy liczbe bokow obu tych
wielokatéw, wyrachowaé naprzéd bok i obwdd
wielokata drugicgo wpisanego (242), potém bok
i obwdd wielokata drugiego opisanego. _

5te. To ostanie dzialanie powtérzywszy kil-
kanascie razy, gdy nakonicc znaydziemy dwie
liczby, iedne mnieysza wyraZaiaca obwod wie-
lokata wpisanego, druga wicksza wyrazaiaca ob-
wod wielokata opisanego, takie, Ze ich réznica
jest bardzo mala; na ten czas liczba srodek mig-
dzy niemi trzymaiaca, to iest, wicksza od waZno-
sci obwodu wielokata wpisancgo, a mmieysza od
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waznosci obwoda wielokata opisanege, moze byé
wzicta za waZnosé okregu, ktéry-eo do dlugo-
Sci_swoiéy, trzyma srodek miedzy obwodami
dwoch tych wielokatow (258). Waznoéc te po-
réwnawszy z waznoscia érednicy, otrzymamy sto-,
sunek pizybliZony okrezu kola do_srednicy.

Whpiszmy np. w kofo szesciokat foremny;
poniewaz bok tego szesciokata réwny iest promie-
niowi kola opisanego (231), wziawszy wiec pro-
~mien kofa =1, obwodd szesciokata wpisanego be-
dzie 6. : _ :

Oznaczywszy bok szeéciokata wpisanego «,
opisanego A, bok 12 kata wpisanego b, opisanego
B, bok 24 kata wpisanego c, opisanego C, i tak
daléy; bedzie podiug tego cosmy powiedzieli wy-

1

zéy (246), A==

i

) e zad 1o~ 3=F(4— 1)==1%35; a wy-
ciagaiac pierwiastek z iloczyna ,-trzeba go wycia-
gna¢ z kazdego czynnika; gdy wice w ilocaynie
3>< 5 czynnik % iest kwadratem, ktdrego pier-
wiaftek 1est %, powyisze réwnanie zamieni sie

: GaSE
w nastgpuiace: A ="——s——;  rozmnozywszy
: ‘ ¥ i \/ D : 2
licznik imianownik przez 2, bedzie A= i
ey #; 2 2 V 5
e

ozyli A =————; atém samém

i ¥B

12 : .

V...—__i ita iest waznoé¢ obwodu Gka-
5 .

ta opisanego; a Zze obwdd szeéciokata wpisanego

iest 6; wige okrag koia bedzie wickszy od 6, a
: 19

mnieyszy od 3

66 A =
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= Pbdbbrﬁgﬁ: ‘podlug zagadnienia podanego WY:
-2y (242), bedzie bok 12kita wpisanego, czyli

b=V, 2 (u—Y 1——-;%:V 214V 3)

:Vz—% Voo ==l 2—V 3: a tm samém
obwéd’ 12kata wpisango, czyli
12b=—12 ‘Vﬁ-—\r _3; e s b
.~ Wyciagnawsay pierwiaftek z liczby 5, bedzic
v 5 = 1,732050807568877 ; przez pierwiaftck
ten podzieliwszy 12, bedzie obwdd 6kata opisa~
nego, czyli 6A =6,928203350a7h. ' :

Tenze pierwiaftek liczby 3 odigwszy od 2,
zoftanie 0,267949192431123; % czego wyciagng-.
‘wszy pierwiaftek kwadratowy, bedzie 3

b=o0,5176580q020b; pierwiaftek ten roz-
‘mnozywszy przez 12, bedzie obwoéd 12kata wpi-
sanego, ez)li 120= 6,211657082460.

Tym eposobemn postepuiac daléy, znaydzie-
my obwody wieclokatew wpisanych 1 opisanych,
poczawszy od 6katow, ag do wielokatow maia-
cych po 12288 bokéw, iak wyraza naftcpuiaca
tablica. ' '

6 a = 6,0000000. 6 A =b,9282052.
12 b—6,2116571. 12 B = 6,4307806.
24 ¢ =0,2652572. 24 C = 6,5195199.
48 d =6,2787004. 48 D= 6,2021724.
96 ¢ = 6,2820639. 96 L= 6,2854292.

192 f = 6,2829049. 192 F=¢6,2857461.
o84 g —=16,2851152. 584 G==6,2855260.

768 h==16,2851678. 768 H=10,2852200.
1536 § = 6,2851809.] 1536 I ==0G.2831941.
Joy2 k ==6,2851842. Jo72 K = 6,2851875.
6rad /= 6,2851850.] 6145 L ==6,2851853.
12288/m=15,2851852.] 12288 M=0,2851854.

. )

(*) Dla wigkszéy dokladnasei "obwody fych wielolglit racho-
wane byly do divunasts liczb dziesigtnych; w tablicy zaf
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... Wilzimy tu-iak) obwody wielokatow tych
e0raz sie hardziéy do. siebie przyblizaia, tak dale-
ce, ze rozaica migdzy, obwodami dwdch wielo-
katéw oftatnich maiacych po 12288 bokéw, rowna
si¢ tylko dwom iednosciom  daiesietnym siodme—
go rzedu. A Ze okrag kolta wigkszy iest od ob-
wodn wielokata wpisartego ; a mnieyszy od ob-
wodu wielokata opisanego; liczha wiec trzyma-
iaca Srodek migdzy waznosciami dwdch tych ob-
wodow, to iestliczba 6,2851855 moze hyé na-
anaczona za waznos¢ okregu kofa, ktérego pro-
mien, lest I. Stosunek zatém ' okregu do $rednicy
bedzie 2: 6,2851855,, cayli podzieliwszy obadwa
wyrazy przez 2, bedzie 1: 5,1415926. A zatém
5,1415926 iest waznoscia stosunku praylizonego;
ktdrysmy wyzéy oznaczyli przez = (263).

W dzialgniach nie wymagaiacych écisléy
dokTadnosci, mozna przefta¢’ na dwdch liczbach
Rzieﬁigtrl'ych: bedzie wiee flosunek écediicy da
okregu 1: 5, 14, c2yli rozmnozywszy przez 10e.
oba wiytazy, iak 100: 3 14. '

‘Archimedes wpisawszy w koto i opisawszy
na niém dwa wielokty foremne o g6 bokach, zna-
~ lazl, Ze okrag kota iest mnieyszy od 5 13, a wie-.
kszy od 5 3. Podlug tego wiec rachunkn be-
dzie stosunek érednicy do okregn 1: 5 133
czyli obréciwszy calkowita na ufomek, i obadwa
wyrazy rozmnokywszy przez 70, a potém ie po-
. dzieliwszy przez 103 bedzie stosunek srednicy do,

: /

" .

Y. fo{qiom sq "tylko = 7 driesiptnemi, Pecz ostatnia liczba

| dziesigtna iest raz wigksza, drugi raz mnigysza od znale-

gionédy. 1 tak obwid 1:kgla wpisanago w tablicy l.dgcy

~iest wigkszy od znaleziomego, i powinienby misd na kodcw

zero nie 1 ; lecz za to obwdd 24 kgta w tablicy peloiony iest

mnieyszy od' znaleZionsgo: analeziony  bowiem wypoda
6,265257226360. .
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okregu 7, 28, Péiniéy dokfadnoi¢ w téy mie-
rze posunicto daléy; lecz ze wszyftkich stosunt
kéw wiadomych dwa nastepuiace, pod wagle-
dem dokladnosci, zasluguia na sczegélna nwage:
1szy 113: 355; 2gi 1250: 3g27.

265. Uwaga. Dziatanie powvisze, za po-
moca ktérego wynayduia si¢ obwody wieloka-
tow foremnych w kolo wpisanych i opisanych
na kole, zabiera nie mafo ‘czasu. Lec¢z mozna
de cokolwiek skrocié sposobem naftepuiacym, Day-
my ze AB fig. 126, iest hokiem 6kata foremne-
w kolo wpisanego; bedzie wigc AM bokiem 12ka-
ta, AP bokiem wielokata maiacego bokdw 24
it d. Poprowadziwszy srédnice AC, i cigciwy
CB, CM it. d. w tréykatach proflokatnych ABC,
AMCit. d. iest - e SR

CB=V "AC* —AB?; CM=VWAC:—AM2 it.d.

Niech bedzie promien AS=1; a tém samém
srédnica AC =13; bok 6kata AB=a, hok 12kata
" AM=} i t.d. ciecciwaCB=m, CM=n. CP=o
i t.d. Réwnania wicc powyZsze zamienia si¢
w naftepuiace.

m=V 4 —at. n=V i—be

Zie zas'azr, b:V2 LNLS ( 264 ;) a tém
samém q? =1, b*=—9 — \./—%T pofozywszy wiee
te waZnosci w réwnaniach poprze(izaizgcyl_;h, bedzie

m=V i _1=V73; n=V 64— 2 —|—\/ 3
e 4 24V 55 cayli n =V 3 4-m; gdyz m
=V 5 z dowodzenia. )

Tymze sposobem okaza¢ mozna, Ze cigei-
wa CP, czyli o:\/z -+n; p:\/?_}:oit. d.
O.lbywezy dziafanie, bedzie m = V 5 =
1,7520508075. Wiec n =V 3+ 1,7520508075"
= 1,9318516525. o=V "3 + 1,9518516525
=1,9828897227 i t. d.
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Znalaﬁszy waénoe.é cigeiw m,n, 0 i t. d. fatwo be-
zie znales¢ waznosé dla b, ¢, d it d: gdyz

wtréykacie ACM jmst AM=Y AC’ — C .7,
czylib == —~V4——:;, Azen=V 3 +1,7a20a05075

g ceyli n::\/r 0,75905u807o ; a tém sdmém

. n%=23;7320508075 ;, wiee waznoéé te odia-
wsay od 4, zostanie 0,2b79491qga, % CTEgO Wy-
ciagnawszy pxerwnasfek Lwadratnwv, hedzie
0,51763809 waznoécia boku dwunaftokata “plSd—
nego; CO TOZMNOZYWs2Y. pruez 1g, bcr'ue ohwdd
tegoi \\rIEIOkﬂtd 6 2[16071, iak w tab]lcy pow}r;’v—h ;
széy (264) it d,

266. Zaﬂanowmmy si¢ nad powmrzchmaml
dwoch wielokatéw foremnych o iedneyze liczbie
bokdw, z ktérych ieden iest na kole opreanv,
drugi wplsany w koto, fatwo jest pc)ﬂnedz ze
powierzchnia opisanego wicksza iest od powiérz-
chm' wpisanego.: Cicgle podwaiaiac liozb@ bokdw
obudwu tyoh WIPIOkdtOW postrzezemy, Ze powiérz—
chnia wpisanego coraz si¢ bardziéy powieksza, po~
wiérzchnia oplsnnego coraz si¢ bardzidy - zmnieysza.
A stad wypada, Ze im wicksza liczhe bokéw ma-
ia'dwa te wielokaty, tém mnieysza roznica za-
- chodzi miedzy ich powwrzchmami MoZna na-
wet réZnice te uczymc ,mnieysza od wszelkiéy -
ilosci naznanzouey

Jakoz' ponlewaz powiérzchnie wiclokatdw
podobnych maia si¢ iak kwadraty z promieni Lok
wpisanych (247), ocnaczywszy zatém powi ﬁrz-
chnig wielokata MI fig. 128 glosky O, powiérz-
chnig wielokata AD ‘glosko W: bedzie O: W=
Sm? ;. 8g%; atém samém O — W; O=58m? — S¢*:

- G (Sm* —8q?)
. Sm?*. Wige O— W=

Sin?
Ze za$ czynnik Sm* —Sg* moze b)c mniey—
szym od wszelkiby ilosci maznaczondy (257);
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wicc O—W, to iest roZnica migdzsy powidrz.. -
chniami tych wielokatow, mozZe byé mnieysza of

wszelkidy ilosei naznaczonéy. S

- Albo tak: Réznica migdzy powiérsehnia wielokata

opisanego MI i wpisanego AD, skifada si¢ z tylu troy-

katow ABG; BCH i t. d. ile wielokaty te maia bokdw.

Powiérzchnia Kazdego z tych troykatow réwna sie
iloezynowi pofowy iege podstawy, ktéra iést bok

wielokata wpisanego, przez wysokesé Gg; a za-

tém powiérzchnia. wszystkich tych tréykatéw,

czyli réznica miedzy powiérzchnia wielokata opi-

sanego i wpisanego, réwna¢: si¢ bedzie iloczyno-

wi pofowy obwodu wielokata wpisanego przez

Gg. A ze Gg mozna uczyni¢ mnieysza od wszel-

kiéy wielkosci naznaczonéy; wiec i réinica « mie-

dzy powiérzchnia wielokata opisanego i wpisane-

go, moZé byé mnieysza od wszelkiéy wielkosci

naznaczoney.

267. Powiérzchnia kofa mmiéysza iest od
powiérzchni wielokata opisanego, a wicksza od
powiérzchni wielokata wpisanego. Kiedy wiec
réZnica miedzy powiérzchniami tych dwdéch wie-
lokatow moze byé mnieysza od wszelkiéy’ wiel-
kodci naznaczonéy; tém bardziéy réZnica miedzy.
powiérzchnia kofa i powiérzchnia wielokata opisa~
nego lub wpisanego, mnieysza by¢ moze od wszel-
kidy wielkosci naznaczonéy. ‘ :

268. Twierd. Jezeli sa tray wielkosci A,
B, X, z ktérych A iest odmienna, ale zawsze wie-
ksza od B i od X, ktdére sa nicodmienne, lecz ta~
kie, ze A moze by¢ razem do B i do X tak przy-
'blizona iak si¢ podoba, czyli Ze réznica tak miedzy
A i B, iako tez migdzy A i X, moze hy¢ muiey-
sza od wszelkiéy wielkoéci naznaczonéy; bedzie
B=X. - . .

Jakoz iezeli X > B, bedzie

A >X 3 zalozenia, X> Bz przypusczenia: kie-



1€ ZIE{ S ©. L 185

dy wige véinica miedzy A i B, moZe by¢ mhiey-
sza od wszelki¢y wielkosei naznaczondy, iakosmy
zalozyli, tém bardziéy réznica micdzy XiB mo-
#e byé mnieysza od wszelkiéy wielkosci nazna-
czonéy. : - :

JezeliB > X bedzie 4 '

A > Bz zalozenia, B>X 2 przypuszczenia, kie-
~ dy wigc réZnica mi¢dzy AiX moze byé mniey-
sza od wszelkidy wielkodcl naznaczonéy, ‘iako-
$my zalozyli, tém bardzi¢y réinica miedzy B iX,
moze b’yé mnieysza od wszelkidy ‘wielkoei na-
2naczoneéy.

Dwie zatém wielkoéci nie odmienne B, X,
sa takie, Z¢ roZpica miedzy niemi moze byé
nmieysza od wszelkidy wielkosci naznaczonéy, a
tém samém B=X (259).

26y, Twierd. Powierzchnia kola rdwna
iest tloczynowi iego okregu przez polowe pro-
mieniay cuyii, oznaczywszy okrag kola gloska X,

trzeba dowiesé, ze X =1 RC.

‘ Dowdd. Opisawszy na kole wiclokat fore-
nmy o iakiéykolwiek liczbie bokéw, i obwéd iego
oznaczywszy glosky O; powiérzchnia tego wielo-
kata réwnac sie bedzie iloczynowi 3 RO (248).
Iloczyn ten RO, wyraZzaiacy powiérzchnia wie—
lokata opisanego, wigkszy iest tak od powiérz—
chni kola oznaczonéy gloska X. iako tez od ilo-
czyvou. £ RC: gdyz zawsze bedzie O>C. Lecz
przez ciagte podwaianie liczby bokdw, mozna be-
dzie nakoniec otzymaé wielokat opisany tali, Ze
réZnica migdzy obwodem O i okr¢giem kola C,
a tém samém miedzy iloczynem 3 RO i & RC;
moze byé mnieysza od wszelkidy ilosci naznaczo-
néy (258). Podobnie réznica micdzy powiérz-
chnia tegoz wielokata i powiérzchnia kola, moze
by¢ mniéysza od wszelkiéy wielkosei naznaczo-
néy ( 266). ‘
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Triy wige te ilodci $ RO, 3 RC; i prawdziwg
pQWIérzdmxa kota X, sa zupeimn takie, o iakich
méwilismy wizdéy (268): bedzie wiee X =1 RC,

Spasob 2gi. Jeieli to rownanie X =  RG
iest falsaywe, to iest, icgeli powiérzchnia kotg
nie iest rowna iloczynowi okregu przez polm\@
- promiema, tedy IIO(Z}H ten iest albo mnieyszy,

alho wickszy ,dd pomeruhm kofa.

W 1wszym- przvpadku ‘iezeli Jloczyn 7 RC
iest mmieyszy od pnwmr?rhm kofa, “ezmy ilosé
M wicksza od C, 1 daym) nato, ieZeli by¢ moze,
ze poW:urzclmm kota réwna sie iloczynowi § RM,
czyli 2e iest X=1 RM.

Opiszmy na kole daném wlelolkat foremny o
takiéy liczbie bokéw, aby réinica lmedzy iego ob=
~wodem, Ktory oznaczamy gloska O, i ul\r(cguem
C mmieysza byla, niz iest miedzy 1luscm M i tym-
ze okregiem C; fo iest, aby byio O —C<M—C,
Dodawszy po obu stronach C, bedzie O<M,
Rozmnozjﬂvszy obie strony przez 3 R, bedzie
1RO < i RM. A Ze podiug przy pusczenia X =
1 1 ’M; wiec bedzie -ER()< X; toivst,iloczyn ob-
woln wu=lokdta opisanego pracz pol’owe promie—
nia kola wpisanego, czyli powiérzchnia wieloka~
ta opisunego (248), mnieysza iest od powilrz~
chni kofa, co byé nie moze. A zatém i to byé-
nie moze, aby 110(‘2}1'1 RC byl mnieyszy od po-
wlerzchm kota, ,

W 2gim p:zypadku, 1ezeli 1locz\n I RC iest
wneLsfy od p)m»rzdml kota, wezmy iloj¢ N
mmeysra od C, idaymy nato, iezeli byc moze,
ze X =1 RN.

Wplsnny w koto dane .wielokat foremny o
talut'y liczbie hokdw, aby réznica nuedzv okre~
giem C i obwodem tego \’VILIOi\dl& oznaczonym
gfoskq W, mm(‘yaza byta od réznicy - mi¢dzy o-
kregiem C iiloscig N, to .est, aby bylo C— W,

r
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< ﬂ-— N. Dodawszy po obu stronach W i N,
a odiawszy C, bedzie N <<W. RozmnoZywszy
a bie strony przez ; R, bedzie 3 RN<3 RW. A
#e podlug przypusczenia X = RN, bedzie wigce
X <:RW; to iest, powiérzchnia kofa mnieysza
iest od powiérzchni wiclokgta w toz kolo wpisa-
nego (250); co byé nie moze. Wicc i to bye
nie moZe, aby iloczyn £ RC byl wigkszy od po-
wiérzchni kofa, | : - ‘

Kiedy wigc iloczyn ¥ RC nie moze by¢ ani
mnieyszy, ani wigkszy od powiérzchni kofa, mu-
si byc zatém iy rowny.

.. Sposéb 5ci. Powiérzchnig kola, ktérego
promien SM fig. 153. oznaczywszy gloska X,
a iego okrag gloska C, trzeba dowie$dz, e X =
3 SM < C.

* Gdyby iloczyn ten § SM < C, nie byl rowny
powiérzchni- kofa X, bytby od niéy albo mniéy-
szy, albo wigkszy; czyli, co na iedno wychodzi,
iloczyn ten bylby réwny albo powiérzchni kofa
mnie%szego od X, albo wickszego.

aymy 16d, ze iloczyn ten réwny iest
powiérzchni kofa mniéyszego wykréslonego pro-
mieniem Sm: oznaczywszy powiérzchnia tego
kola glosky x, bedzie podiug przypusczenia 2 SM
> G =x.

Opiszmy na kole mnieyszém wielokat fore-
mny abec it. d. taki, aby obwdd iego mie scho-
dzil si¢ nigdzie z okrggiem kota wigkszego ((255).

Oznaczywszy obwéd tego wielokata gloska o, po—
wiérzchnia iego réwnac si¢ bedzie iloczynowi } Sm
p<o. Ze zas okrag kofa wickszego C>o0, a tém
“samém £ Smx C> I Sm < o5 wiec ‘tém bardziéy
3SM <XC>1Sm<o. LecziSM < C=ux po-
diug przypusczenia; bedzie wiec x> Sm>< o3
to iest, powiérzchnia kofa mnieyszego, bylaby
wicksza od powiérzchni wielokata na niém opisa~
nego, co byc¢ nie moze. Wiec i'to by¢ nie mozey

: 24
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‘azeby doczyh ‘SM><C bvi’ mnieyszy od pow

chni kofa X, 'c-z,\h, nit ‘moze b\c abv 110czyn g,_
kreguikofa plzez polowe promlema Byi’ mmey..
“s2y od 'powiérzchni tegoZ kofa.” "

are.  Podobnymic sposobem dow:edzmmy )
Ze_ 1loczyn okregu kola przez pofo“c promienia)
nie moze hyé “](.]\S?y od powiérzchni kofa, czy-
li, co na iedno wwhodzn, zeiloczyn ten n‘le moze
by¢ rowny powwrzchm kota WIeLszego ‘Bo day*
my ' ze ‘wyzna czyc “trzcba’ powu rmhmq Loia
wykréslonego promieniem Sin. Uznaczywsz.) ‘o~
krag kofa tego gloskg ¢, d'iego powiérachnia glo-
ska x; trz.eba dowiesé, 'Ze iloczyn- okregu tego-
kota przez pofowe promlema nie moze h)c réwny
powi¢rzchni-X kola WIkazego wykreslonég(f pro-
mieniem SM, czyli, Ze nie moze byé¢ § Sm’ xe=X.

Jakoz mna Kole mnieyszem oplsaWSzy, iak
wyzdy, wielokat foremny abei t:'d. i obwod iego
0znaczy wszy gios!sq 0, powwru ‘hnfa tegs wielo-
kata, bedzie réwna 1loczynom 1 Sm X< o. Ze zas
obw Ao 0>¢, 'a tém samém <% Sm>< o> 3 Sim
> ¢; wige' gdyby iloczyn ' Sm ><c réwny byf po-
witrzelmi kola wickszego X podiug przypusczenia,
wypadioby I Sm < o> X, to iest, powiérzchnia
wiclokata opisanego na kole mmv)szl,m b)ldhy
wicksza od ‘powiérzchni kofa wykréslonego pro-
mieniem SM, co’ byé nie moze; a zatém i to by¢
nie moze aby tloczyn X Sm >< ¢ byl wickszy ‘od
Eowiérzchni x5 ‘cayli, hie moge by¢, ahy okrag

ola rozmnoZony przez polowe prolmema byi’
wiekszy od pow iérzchni tegoz kola.

Kledy wiee 1loczyn okregu kofa przez pol’o~
we promienia, nie. moze byé  ani mme)szy ‘ani
w:ekmy od powiérzchni tegoz kota; musi byc 22~
tém iéy rowny.

270. Wnioski. Oznaczv“szy przez ® okracr
kota, ktérego aredmaa;—_—-l, a" przez Rpromxen, ;

[
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przez C okrag drugiego kola, bedzie podlug tego
coémy powiedzieli wyiéy (265), C=2 =R. Roz~
mnoiywszy obie strony przez ; R, bedzie 3 RO
=== R2. To iest, powiérachnia kola réwna iest
takze iloczynowi, kwadratu iego promienia, przez
stosunek okregn do drednicy, . czyli przez okrag
kota ktdrego srednica iest 1. . vt
. 271.: 2. .Oznaczywszy ,okrag iednego. kola
przeziC, °go przez.c, promien i1go przez R, 2go
przez r; bedzie C: c¢=R: r.  RozmpoZywszy
poprzedniki przez B, a.nastepniki, przez v, bedzie
RC: re=R?2: r2. Podzieliwszy dwa piérwsze wy-
razy przez 2, bedsie 3 RC: f.re=R%: r2. A Ze
R: r=2R: or, czyli oznaczywszy srednice tych
dwoch kél gltoskami S is, bedzie R: r =S:s, a tém
samém R2: 72 =—82%: 4% wicc 1 CR: Lre==5% s,
To iest, powiérzchnie kol sa do siebie w stosun-
ku ' kwadratowym, czyli (dwumnoZnym swoich
promieni lub érednic. _
r272. 3. Niech bedzie czes¢ kota APMS fig.
126, miedzy dwoma promie'niami AS, MS i tu-
kiem APM zawarta, kidra sie zowie wycinkiem
kota, sector circuti:iezeli powiérzchnia tego wycin-
ka iest I, 1, 1]t d.czesag powiérzchnikota, fuk
tez wycinka APM bedzie, £, %, 21t d. czgécia
okregu. tegoz kota (118). Powiérzchnia zatém
W;icinka APMS tak sie ma do powiérzchni kofa,
iak fuk wycinka APM do okregu kota; czyli ozna-
czywszy powiérzchnig kola przez X, iego okrag
przez C, a promien przez R, bedzie APMS: X
== APM: C. RozmnoZywszy wyrazy 2go stosunku
przez 3 R, bedzie : : .

Lo APMS: X=1RXAPM: :RC.

W téy proporcyi nastepnik 1wszy X, toiest,
pewierzchnia kofa danego, réwny iest nastepni-
komi gmu } RC, to iest iloczynowi okregu przez .
pofowe promienia; a zatém ipoprzednik 1wszy
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APMS réwny byé musi poprzednikowi amn g R
> APM; to iest, powiérzchnia wycinka kota, ros
wna iest iloczynowi Tuku tegoZz wycinka, przes
pofowe promienia.

: 273. 4. Powiérzchnia odcinka APMA, iest
- réznica miedzy powiérzchnia wycinka APMS i
powiérzchnia troykata AMS; powiérzchnia dro-
giezo odcinka AMNA, iest réznica miedzy po-
wiérzehnia kola i powiérzchnia odcinka APMA.
A zatém powiérzchnie tych dwéch edcinkéw, mo-
ga by¢ Tatwo wyrachowane. ‘

274. Zagad, Fykrédlic boto ktdregoby po-
wiérzchnid rowna byta summie Pub roinicy po-
wiérzchni dwdch kbt danych. & -l

Rozw, W przypadku 1szym wykréélié troykat
prostokatny i daé ‘mu za ramiona przylegle kato-
wi profiemu promienie dwdch két danych; prze-
ciwprostokatna bedzie promieniem kola szukaneé~
go. W przypadku 2gim wykréslié tréykat pro-
ftokatny, i da¢ mu za iedno ramie kata prestego
promien kota mmiéyszego, a za przeciwprostokatna
promien kofa wi@ﬁszegoz drugie ramie kata pro-
stego bedzie promieniem kola szukanego.

Dowodzenie zupelnie iest takie, iakiego uzy-
lismy wyzéy (215), méwiac o wielokatach podo-
bnych, {tdrye_h powiérzchnie sa do siebie w sto-
sunku dwumnoznym hokéw odpowiadaiacych,
tak iak ‘powiérzchnie két sa do siebie w ftosanku
dwumnoZnym promieni. )

275. Uwaga. Gdyby dwa dane kola byly
miedzy soba rowne, trzecie kolo znalezione ré-
wne summie ich powiérzchni by¥oby od iednego
z nich dwa razy wieksze. W ogélnosci moZna zna-
lezé koko 3, 4, 51 t. d. razy wigksze od kofa danego
tym samyin sposobem iaki$my podali wyzéy (2168),
na znalezienie kwadratu 5, 4, 5 i t. d. rasy wie-

kszego niZ kwadrat dany.
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/996, Zagad. Maiqe done kolo, wykréli¢
drugie apﬁ“rod&owe z daném, kidregoby po-
wiérzchnia byla trzy razy mnieysza od powiérz—
chni kota danego. ' .

Rozw. Mlqdzy cafym promlemem kota da-
nego i Seig iego czedcig znalezé érednia 1eometry—
¢znie proporcyonalna (204 ); ta bedzie promie-
niem: kola szukanego. Daymy Ze AB ﬁg 9g. iest
prom:emem kota danego, AD 3cia czesc tego pro-
mienia; linila AC érednio 1eometr)czme propor-
_ ¢yonalna miedzy AB i AD, iest promieniem kota
sznkanego: gdyZz podiug wykrélenia iest AB: AC
= AC: AD; czyh zamiast luuy pol‘ol.ywszv ich

waznosci w liczbach, bedzie 5: V5 =V35: .
Wiee AB: AC=5: V37 3; a tbm samém ABZ:

AC*—=g: 3: gd'z V3 ><\/ 5=3.2Ze za5po—-
wiérzchnie kot mawc si¢ iak kwadraty 2z promieni,
oznaczywszy zatém powiérzchnia kofa danego przez
X, powiérzchnia kota znalezionego przez x, bedzie
X: x=AB?: AC*, czyli
e x_g.-rﬁ

W téy proporcyi nastepmk 2gi, jest 3 razy
mnieyszy od swego poprzedmka, wige 'i nastepm
1wezy x iest 5 razy mnieyszy od swego poprze-
dnika X; to lest powiérzchnia kola znalezionego
fest'3 razy mnieysza od powiérzehni kola danego.

ym samym sposobem postepuiac, Tatwo be-
dzie rozwiaza¢ dwa naftepuigce zagadnienia:

- 16d, Maigc dané koto znalei¢ drugie spb6i-
$rodkowe z daném, ktdregoby powiérzchnia by-
fa tyle razy mmeysza lub wicksza od powiérz—
chni danego, ile sie podoba.

are. Dane koto podazieli¢ kotami spdlsrodko-
kowemi na tyle réwnych czesci, na ile sie po-
doba.
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a7y Zag Maigc dane dwa kota spblirod-

kowe | 'wyrachowa¢ roimice ich powiérzehni. .

‘Rozw. Oznaczywszy powu‘rzchma kofa wig< "
kszego przez iegookrag przes C, R, przez powiéra.
ehnia kola mnicyszego przez 1ego okrag przez c, -
promien przez 7, bedzie podiug tego cosmy powie—
dzieliwyzéy (269 ) X =1 RC, a==1% rc. Odiawsay
strony réwnania zgo od stl‘on réwnania 1WSzego,
zostanie. ; ‘ .

1 X—x=1 RC~—~Irc: -—:——'—-'A

Ze zas R: r=0C: o | (260); wiec Re=7C;
& tém! gamém. £ Re==§ rC. Odiawszy po obu
stronach' } rC; zostanie § Re—3+C=0.

W 10“namu wiee | oznaczon,e‘m gloska A, do-
dawezy. z prawéy, strony 3 Re—3, rC, rownosc
nie 1gimc, a rown?me to wazm:e nastqpchq
poflad: ;
X-——-—w:_I{(J—-$1"(..-{-%Rc-—-—E Yoot

Rozlozywszy druga strone na c2ynn1k1 bedzie
‘{—-—x———(R——:)(EC—}—Ec), czyh P24
X-—x=(R—r) (C'l'") 1= :==:B.

Nadto pomewaz 'R: r...__(‘ c, a tem samém
r: R + TR 6 -f— c; podmehwszy nastepniki

przez 2, bedzie r & ‘+‘" Wy G+c_-
- 'Ql la ‘
s SuiRsdafien
Niech bedzie —---—;’;?—_—:—P Wzia-wszy Lis

nila oznaczond przez P za promien, i okrag ko~
fa tym promieniem wykréslonego oznaczywszy
przez O; bedzie

r:P==c: O; azez domedz.ema

R+4|r CH4c
¥ SN

. ;kiedy wiee w tych dwéch
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proporeyachtrzy piérwsie wyrazy icdnéy:propor-
cyi sa - vdwne|, trzem odpowiadaiqcym . wyrazom
‘proporoyi cdougiy s, (Wyraz 4ty 1Wsz€y, -TOWny
takze byd:musi wyrazowi 4temu drugicy propor-
p o ) Jiw _! ‘,C- PLTeeT, H1) —_— 1 p § ‘ BN 3
eyi; to iest, .—3‘?——-0. ‘W . réwnaniu zatém B

i) H g
Ay ! *,

¢! 5, D) CoaMg ey '
- polozywszy (0] zamlast-——t-—- , bedzie
s ; [ . torad 2 i
X —x= (R —r) O. To iest, roznica powiérz-
chni.dwéch: két spéfsrodkowych' X — x, réwna
iest iloczynowi réZnicy,ich promieni R — ry przez
okrag kola O wykréslonego promieniem réw:}ym
R+4r

polowie summy dwoch promieni kot danych

{Uwaga.  Wszelka ilo§é rownaiaca si¢ - polo-
wie; summy, dwéch iloéei . innych, iest. miedzy
niemi $rednia artymetycznie  proporcyonalng.
Powyzsze zatém wyraZenie Otriol

X—ax= (R—r) O, mozna inaczéy tak wy-
sfowi¢: réznica powiérzchni dwéch kot spétsrod-
k?s&ych‘réwna iest iloczynowi roZniey ich promie-
ni przez okrag kola wykreslonego promieniem ré-
wnaigcym sie linii srednidy arytmetycznie propor—
cyonalnéy, miedzy promieniami dwéch danych
kot spétérodkowych. '
.. Mozna takZe wyznaczyé te powiérzchnia in-
nym sposobeni, iak iest w nastepuiacém twier-
dzeniu, : :

. ..278. Twierd. Réinica powiérzchni dwich
ot spotsrodkowych, réwng iest prostokgtowi ma-
igcemu za wysokosé réinice dwoch promicni, a za
podstawe liniig prostqg réwng okregowi kola wy-
kréslonego promieniem rownaiqcym sie linii {re-
dnidy arytmetycznie proporcyonalnéy mieiz

promieniami dwoch danych kot spdlirodkowych,



192 JEOMETRY1}

Dowdd. Niech beda SC, Sc fig. 134 pro
mienie dwéch kot spéisrodkowych.  Daymy e
liniia profta CE prostopadia do SC, réwna iest okre-
gowiCkota wigkszego. Poprowadziwszy liniig prosty
SE, iz punktu ¢ liniia ce réwnoodlegta od CE,
atz do przeciecia si¢ z liniiy SE w punkcie ¢, w
dwoch troykatach SCE, Sce podobnych iest SC: /|
Sc=CE: ce; -czyli SC: Sc=C: ce: gdyz

‘SexC
CE = C podiug wykréslenia, a zatém ce ==c

Aie okregi kél maij sig iak promienie (260);
oznaczywszy wiec przez-c okrag kofa wykréslone-
go promieniem Sc, bedzie SC: Sc=C: ¢; ‘a za-

Se < ‘

ém c= E
tem vg

Z dwéch ostatnich réwnan wypada, Ze ce
=c, to iest, ze liniia ce réwna si¢ okregowi ko-
fa wykréslonego promieniem Se. !

Powiérzchnia tréykata SCE=1SC<CE (150),
Powiérzchnia tréykata Sce=— % Sc><ce. Ze za$
CE réwna si¢ okregowi kofa wykréslonego pro-
mieniem SC podlug zalozénia, a ce réwna sie o-
kregowi kola wykréslonego promieniem Sc podiug
do'wiedzenia, powiérzchnia za$ kofa réwna iest ilo-
czynowi iego okregu przez polowe promiénia
(269); powiérzchnia zatém tréykata SCE réwna
iest powicrzchni kota wigkszego, powiérzchnia
tréykata Sce réwna iest powiérzchni kofa mniey-
szego ; a tém samém réZnica miedzy powiérzchnia~
mi dwoch tych. tréykatéw, to iest, czworobok
Ccell iest rowny réznicy miedzy powiérzchniami
dwoch danych kot spétsrodkowych.

Podzieliwszy liniia Ce w punkcie ¢ na dwie
rowne czesci i poprowadziwszy liniia ¢¢ réwno- -

- odlegta od CE, az do przeci¢cia si¢ z liniia SE
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w punkeie €; przez punkt ¢ poprowadzmy liniig
Bb prostopadia do CE, przecinaiaca si¢ w pun-
kcie & z liniia ce: proﬁoﬁqt CchbB réowny iest co
do powiérzchni czworobokéwi CeeE: gdyz dwa
prostokatne tréykaty ebé, ¢BE, maigce katy przy
¢ réwne iboki bé, Bé réwne (79 ), moga do sie-
bie przystaé (26). Prostokat zatém CcbB rowny
jest réznicy dwéch két spotsrodkowych.
Prostokat ten ma za wysokosé liniig Ce,
ktdra iest réZznica dwoch promieni, a za podstawe
liniia CB==cb, ktéra iest réwna okregowi ¢ kofa
w}:krés'lonego promieniem S¢; co tym samym spo—
sobem okaza¢ mozna, iakim okazaliSmy, ze liniia
ce iest rowna okregowi kola wykréilonego pro-
mieniem Sec. Idze wige tylko o to, aby okazad,
ze promien S¢ iest srednim arytmetycznie pro-
porcyonalnym miedzy promieniami SC i Se; czy~
li, co na_iedno wychodzi, Ze promien S¢ ro-
wnay iest potowie summy dwoch promieni SC i
Se; co iest Zlatwo okaza¢ < przediuiywszy
SC do A tak aby CA=S8c, i zwaZywszy, Ze
z dwach ilosei mieréwnych, iakiemi tu sa pro-
mienie 8G i Se, mniéysza réwna iest pofowie ich
summy mniéy pofowaich réznicy, wicksza rowna
polowie ich summy wiecéy polowa ich réznicy.
279. Uwaga. Poniewaz pewiérzchnia kofa
réwna iest iloczynowi iego okregu przez po-
fowe promienia ( 269); podaicliwszy wige powidrz-
chnia kofa przez pofowe promienia, wypadnie na
- iloraz okrag kota. Nadto dowiedlismy wyzéy
(267), Ze mozna w kofo wpisa¢ lubna niém opisaé
wielokat foremny taki,iz réznica mig¢dzy iego po~
wiérzchniai powiérzehnia kolamoze by¢é mnieysza
od wszelkiey ilosci naznaczondy, Nakoniec oka-
zaliSmy (251), Ze maiac wiadome powiérzchnie
dwdch wielokatow foremnych podobnych iednego
w kofo wpisanego, drugiego opisanego na kole,
2b
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mozna znalezé powierzchnie. dwéch innyéh wie-
lokatéw foremnych iednego wpisanego, drugl °go
oplsanegn maja('ych hokéw po dwa_ razy wmcpy
niz wielokaty piérwsze. Wiadom:osci te podaia inn
sposob, cokolwiek fatwieyszy od podanego wyzéy
(2b4), W}na]emenla stosunku ULregu do srednlcy

Trzeba 1dd wpisaé w koto ‘i opisaé na niém
dwa wielokaty foremne o lednevze liczbie bokéw,
ktérychby powiérzchnie mogly byé' fatwo wyra—
chowane.

. are. Podwostzy liczhe bokéw wielokata
wpisan«go i opisanego, wyrachowac powiérzchnie
dwéch  drugich  wielokatéw  maiacych po
dwa razy wiecéy bokow niz d\m wielokaty piér-
wsze t

cie. To ostatie dzialanie powtorzywszy kil-
kanascie razy,’ gdy nakoniec znaydziemy dwie
liczby, iedne mniéysza . wyraZzaiacy pown-rzohm;g
wielokata wpisanego, dru 8a wickszg wyrazmacq
powxerzchmq wielokata opisanego takie ze ich
réznica iest bardzo mala; na ten czas hu.ba §ro-
dek migdzy niemi trzymaiaca, moze byc wrigta
za powiérzchnia kola, ktéra podzieliwszy praes
polowe promienia, wypadnie na iloraz wainoéé
ohrt;gu koia nukoniec wazno$é te porownawszy
7 waznoscia sredmcy, otrzymamy stosunek przy-
blizony okregu do srednicy,

Poniewaz kwadrat w kolo wpisany iest dwa
razy wiekszy od kwadratu promienia ( 256 ), wzia-
wszy wige promien kota=1, bedzie powiérzchnia
kwadratu wpisanego =—2. A Ze kwadrat na kole
{)plbdny iest kwadratem srednicy (244), a tém sa~-
mém 4 razy wwkszy od kwadratu pr omienia; be=
dzie wice powiérzchnia kwadratu oplsanego_——-a

Oanaczywszv powiérzchnia kwadratu wpisa—-
Rego priez a, opisancgo praex A, powiérzchnia

Smeata wpisanego praez b, opisanego przez I,
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POwifrzchnia. 16kata. wpisanego przez c, opisanego
Przez, C it ds bedzie
(Add; a== 2, A = ¢,
} | 43 : on >< A
Ze 288 b=V Axa; B =m(
dzie wiec
2re, b=V 4 x2 =V 8 =—='2,8284271.
44 16
B_2+V 8§ 4,8984a97 1

251); be-

=11

3,5137085.
Podobniez poniewaz e=V B by C=

2h><B e : : .

~ ;3 poloZywszy wiec zamiast B i b znalezione

b+4c i
ich waznosci, i odbywszy dziafanie, znavdziemy.
~powierzchnie ¢ i C 16kata wpisanegoi opisanego.
Tym sposobem postepuiac daléy, znaydzie-
my powiérzchnie wielokatow wpisanyeh. i opisa-
nych, coraz bardziéy do siebie zblizaiacych sic.
I tak np. powifrzchnia wielokata maiacego bokdw
128 wpisanego = 5,1403311, opisanego zas o téy-
Ze saméy liczbie bokéw == 5,1422256. Powifrz-
chnia wielokata' o 2c48 bokach, wpisanego —
3,1415877, opisinego zas = 3,14159561. Powiérz-
chnia wielokata o 16584 bokach wpisanego="
2,1415925; opisanego za$ = 3 ,1415927.
Powierzchnie te réznia si¢ tylko miedzy soba
dwiema iednosciami dziesietnemi siodmego rzedu.
Liczba zatem 3,1415926, moze by¢ wzicta za
waznosé powierzchni kola (*¥). Ze zas powierz-

(*) MV wielokqtach maigrychpo 16584 bokdw, pod-

' woiwszy liczbe bokdéw. otrzymamy wielokqly
o 52768 bokach, ktdrych powiérzchnie w piér-
wszych siedmin licsbach dziesietnych od siebie
sie nie rdZniq; odbywszy bowiem dziatfanie po-
irzebne , wypadnie powiérachnia tak wpisanego
wak.opisanego == 3,1415926,
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chnia kota, réwna iest iloczynowi promienia przez
polowe okregu;kiedy wiec promien iest 1, pofo-
wa okregu bedzie = 3,1415926. Azatém ozna-
czywszy promienn kola przez R, srednice przez
S, aokrag kola przez C, bedzie R: £ C = 1:
3,1415926. RozmnoZywszy piérwezy stosunek
przez 3, bedzie 2R, czyli 8:C =1: 5,1414926.
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PROSTOKRESLNA.

I Z?wierd‘zeﬁ o przystawaniu iz zagadnien
o krésieniu tréykatow prostokréélnych, to iest lini-
jami prostemi zakonczonych, fatwo wnies¢é mo-
Zna, ze iezeli z szesciu czefei tréykata, ktéremi
sa iego bokii katy, trzy czedci s3 wiadome, dru-
gie trzy moga by¢ wyznaczone, i tréykat moze
by¢ wykreslony, byleby ieden bok przynaymniey
znaydowal- si¢ miedzy czedciami wiadomemi. Lecz
kréslenie tréykatéw zalezace od wigkszéy Iub
mnieyszéy wprawy i dokladnosci narzedzi do te-
go uzywanych, podlega rozmaitym uchybieniom,
na ktérych sprostowanie Jeometrya nie moze
podaé zadnych prawidel, kiedy nawet liniia pro-
sta nie moze byé tak wykréslona, aby nie miala
zadnéy szerokosci; gdy tym czasem w rachunku
artymetycznym wszelkie omytki bez trudno$ei po-
prawié mozna. -

Dla dopelnienia wiec nauki o troykatach pro-
stokréslnych, na ktére wszelkie inne wielokgty po—
dzielone 1 zamienione byé moga, wypada do wy-
kréslenia ieometrycznego przydac¢ rachunek aryt-
metyczny, aby z trzech czesei tréykata wyrazo-
nych liczhami, drugie trzy czesci liczbami takze
wyrarazone by¢ mogly z taka dokladnoscia, do
iakiéy tylko rachunck algiebraiciny doprowadzié
mozna, Cresé Jeometryi podaiaca na to sposoby,
zowie sie Irygonometryq prostokrésing.

II. Niech bedzie tréykat ACB fig. 103, w
ktérym wiadome sa katy A, B i bock AB. Wei-
my inny abc, ktérego wszystkie cz¢sci sa wiado-
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me, ‘i wkidrym kat == A, b =B: wict| dwa te
troykaty sa podobne (191), a zatém g
ab: AB =ac: AC;. ub: AB== hc: BC. Wiee
ab>< AC=AB<ac; ab >BC=AB<bc; a tém
AR > be.
ac BC :ABX £ -

sam("m AC o ety ety
ab ab

4o dedeliiwiec ab, ac, be i AB sa wyrazone W licz~
bach,znaydziemy takZe w liczbach boki AC i BC;
a ze' dwa. te tréykaty sa rdéwnokatne; kiedy
wiec katy tréykata abe | sq ‘wiadome;  beda takze
wiadome katy trdykata ABC'a tym sposobem
wszystkie czesci troykata ABC sa wiadome i moga
by¢ wyrazone ' w liczbach, ezyli, iak odtad, mo-
wi¢: bedziemy, tréykat ABC' iest gozwigzany..
IIL. ' Stad si¢ okazvie, Ze gdybysmy. mieli
ciag tréykatéw, ktérychby' katy mialy. wszelka
waznos¢ iaka tylko mie¢ moga, i ktérychhy
wezystkie czesei byly wiadome; w ciagu tym mu-
sialby sic znaydowaé ieden troykat réwnokatny
z tréykatem danym do rozwiazania, za pomoca.
ktérego troykat dany moglibysSmy rozwiazaé spo-
sobem.wyz'éy okazanym. X .
Abyémy ciag taki troykatow ufozyli, dosyc
bedzie uwazaé tréykaty prostokatne, na ktére
wszystkic inne podzielone byé moga przez spuszcze-
nie proftopad téy zwiérzcholka kata naywiekszego na
bok przeciwny. Wizystkie takie tréykaty moga by¢
wykréslone w czwartéy czesel kola, spusczaiac ze
wszystkich punktéw tuku AB fig. 155, liniie SC,
SCi t. d. proftopadfe do promienia RA, i pro=-

wadzac promienie BS,; Rsit. d. Trékaty RCS,

RS 1 t. d. tym sposobem utrworzone, beda

+pray punktach C, Cit d. prostokatne; akaty

ich przy R bedq mialy wszelkie waznosciy, iakie
tylko katy ostre mi<¢ moga: gdyz miara ich'sa fur
ki AS, As it d. ktérych wiclko$é zalezy od na-
széy woli; katy zaé CSR, CSB 1 t. d. w miare
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powieknaiqcych sie katéw przy R zmnieyszac . sig
beda: gdyz kat przy S, z katem przy R w k:;:&.dy{n
troykacie -RCS wazy  feden kat prosty; 1 me
moze byé zaden tréykat prostokatny dany do roz—
wiazania, ktéryby nié byl podobny iednemu z troy-
katéw wykréslonych w ezwartéy engsci kola.

VIV, Wszystkie te troykaty RCS i t. d., ma-
ia iednakowa przeciwprostokatna réwna promie-
niowi RA. Moznaby utworzy¢ inny ciag troyka-
tow prostokatnych, ktérychby iedno ramie kata
prostego, réwne byfo promieniowi RA: na ten
koniec, dosy¢ iest.z konca promienia RA wy-
prowadzié styczna AT nieograniczonéy diugodci,
ize srodka kola R przez punkta S, Sit. d. po-
prowadzi¢ sieczne RN, RN i t. 4. Rzeeza iest
przez si¢ widoczng, Ze katy ostre przy R w tréy-
‘katach prostokatnych RNA, RNA it. d. beda
mialy ‘wszelka waznoéc, iaka tylko katy ostre micé
moga, i Ze tém samém miedzy temi tréykatami,
musi by¢ ieden podobny tréykatowi prostokat-.
nemu danemu do rowiazania,

.o Vo W aréykatach RCS it. d. przeciwprosto-
katna nie odmienia si¢, boki CS i t, d. rosnaw
miare rosnacych katow CRS i t. d.,; i fukéw AS
it.d. Wielkos¢ zatém katdw CRS it. d. i 1u-
kow AS it. d., zalezy wtroykatach prostokatnych
od wielkosci bokdéw CS, Csit. d. Bokite nazwano
Hstawami, sinus, tukéw i katéw im odpowiada—
iacych. I tak CS iest wstawa fuku AS i kata ARS;
CS iest wstawa tuku AS i kata ARS i t d.
W stawa wiec tuku iest prostopadic spusczona
z konca tego tuku nupromien przechodzqcy przez
drugi koniec tego: iuku.

VL Liniie RC. RC it. d. ktére zmnieysza-
. ia sie w miare powiekszaiach sie fukow AS, AS
it d. saréwne liniom SO, SO it. d. prostopa-
d&'ml do promienia RB, kt6ry iest prostopadiy do
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promienia RA. Liniie te SO it, d. sa tém wagle-
dem lukéw BS, BS it d. czém 54 liniie SC, sS¢
it d. wzgledem tukéw AS, AS it. d. To .,iest,
linila SO iest wstawa fuku BS; liniia SO iest
wstawa fuku BSit d. Dwa luki, ktére do sie-
bie dodane lub od siebie odigie rowne sa czwaatéy
czeéci okregu, nazywamy Dopeluieniem ieden
drugiego, complementum. 1 tak fug BS iest do-
pelniem Tuku AS, BSiest dopefniem fuku ASit. d.
Liniie zatém SO, 80 i-t. d. sg wstawami dopel-
nia fukéw AS, it. d, sinus complementi. Wsta-
- wa dopetnienia inaczéy zowie si¢ dostawa,cosinus.,
Wiec liniie SO, SO it. d. tudziez réwne im li- -
niie RC, RC it. d. sa dostawami fukéw AS, AS
it. d. Dostawa zatém tuku iest wstawg dopet-
nienia tego? = tukw, irdwna sie czeSci pro-
mienia bedgcéy miedzy srodkiem kola i wstawq,

Liniia AC, AC it.d. réwna promienio-
wi AR zmnieyszonemu dostawa fuku SA, SA,
'it. d. nazywa sie wstawa odwrdécong, sinus ver-
sus, tegoz taku, Lecz linilata w dalszéy Mutema-
tyce uzywana, do rozwiazywania tréykatow nie
bedzie nam potrzebna.

VII. W tréykatach wiec proftokatnych RCS
it, d. przeciwprostokatna RS i t. d. iest promieniem
kola; boki CSit. d. sa wstawami, a boki RCit. d.
sa dostawami katéw ostrych R maiacych swéy
wiérzchotek w érodku kota. W kazdym wiee
iréykacie prostokatnym wziawszy pzzeciwprosto-
katna za promien, a wiérzchofek iednego z dwdch
katéw ostrych za srodek kofa, bok przeciwny
katowi ostremu maiacemu swoy wiérzcholek w
¢srodku kola bedzie irgo wstawa, a bok przylegly
temuz katowi iego dastawa. :

VIIL. W trékatach ARN, ARN i t. d. bok
AR nie odmienia sie; boki zas RN, RN it d.
tudziez boki AN, AN it d. rosna w miare ros
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lnqeyt'h l:qtow ARN it d. ifukow AS it d
ktére sa miara tychze katéw. Boki RN, RN it. d.
zowia. si¢ Sseczne, secantes , Tukow, AS & e
'ikatow ARN it. d., bokizas AN, ANit. d. sty-
czne , tangentes , tychie fukdw i kaiow

chma zatém tryganometryczna fuku » iest
promien przeéz koniec tego tuku poprowadzony i
przediuiony ai do zeyicia sie ze styczng wy-
prowadzong z drugiego koica tegoi tuku; Stycz—
na za$ trygonometryczna fuku iest czesé, sty-
eznéy przez ieden koniec tego tuku pnprawudzo—
néy, zawarta miedzy dwoma promieniami przes
obadwa koice tegoi tuku poprowadzoremi.
. IX. W tmykatach wiee prostokatn)ch ARN
it d., bok AR iest promieniem kota, boki AN
it d. sa stycznemi, a przec1swprostokqme RN
it.d. siecznemi katow ostrych ARN it d. maia-
cych swdy wiérzchofek w érodku kofa. W kaidym
wxgc tréykacie prostokqtnym, wzigwszy iedno ra-
mie kata prostego za promien, a wiérzchotek ie-
dnego z katéw ostrych za Srodek kofa, drugux
ramie kata prostego bedzie styczna, a puec:wpro-
stokatna sieczna kata ostrego maiacego swéy wiérz—-
chotek w $rodku kofa. '
~ X, Zkonca B tuku AB fig: 156 wyprowa-—
dmwazy styezng Bn, i przed{uzy\wzy ia az do
zeyscm si¢ z sieczna Rz ; liniia B bedzie styczna
a liniia Rz sieczna tuku BS. Ze za$ fuk BS iest
dopelnieniem fuku AS(V),wiec liniia Bz iest styczng
dopelnienia fuku AS, i z0wie si¢ maczey do~
tyczng, cotangens; hmm za§ Rn iest sieczna do-
peinienia tegoz fuku AS, i zowie sie doszccznq,
cosecas.

XI. Wzystkie te liniie trygonometryczne bedac bo-
kami podobnych tréykatowRCS, RNA, RBr, ROS,
sa miedzy soba proporcyonalne: maiac zatém
wiadonie waznotoi iednych, fatwo, bedzie wyazna-
ezyé waznosci drugich,

26
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JakoZ w tmvkacle RCS prostnkqtnym }lrzy
C lest CS\‘—-[-RC’ = RS*; czyli, oznaczywszy -
promien RS przez R, Tuk AS przez a, liniie zag
trygonometryczne pI‘LCZPOCZ&ﬂ(OWt gfoskl ich na-’
ZW‘lsk bedzie
“st2a+rlos a=R#*;: wuar wst? Ct-w-R"—dOS a
dosza=—R2—wst2a: a tém samém

“wsta=V R*—dos?a + — ¢ —: —: 1,
do:sa_.\/R‘-—wst‘l a : — : L R

2re. W tréykatach RAN; RCS podo.mych iestRC:
'CS=RA: AN; cz3h dosa wst 4 ‘=R: stya;
wicta"—R'WSta' r—3

kel s man S mebyy |
e tm}kqtach RCS, RBn podobnvch
iest (,b RC=BR: Br; czyli wst ‘a: dose —= R;

R.dosa
e

wsta _ .
ste. W trdyk‘qtach RCS, RAN podobnych

iest RC: RS=RA: BN; ezyli dos' a: R =R:

ki) ; Rz

siec@; wiec siec ¢= so— e — 1 d,

‘ 10s a .
5te. W trévkat.ch RCS, RBn podobnyeh iest

CS RS=RB: R; czyli, Wsta R:R dosiec «;

Rz

wiec dosmc o Wt W BRI el L ST
' : wst a: .

dot a; wigc dot a——

Przypatrzywszy si¢ réwnaniom 1, 2, 5, 4,51

6, oznaczaiacym waznosé Gein hmv trymnomt.tn)—
: cznvch I)ostrzez_'.emy, Ze Waznosé stycanéy i doty=
cznéy, siecznéy i dmwcmoy zalﬂzy od wy maczema .
Wainosm wstawy, dosfdwyl promienia. Ze za$ dtu-
gosc promlema w mierzeniu katow za pomoca fu-
kow kola iest rzecza oboictna, wige waziawszy
promien == 1, waZnos¢ innych liniy trygonome-
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trycznych zalezéé bedzie- od wyznaczenia wstawy
i dostawy: a wiasciwie mdwiac od wyznaczenia
-waznosei saméy tylko wstawy: gdyz dostawa zale~
2y od waZnoSel wstawy, iak si¢ z rownania pod
liczba 2 przekonac mozna. . ; :

Nastepuiace twierdzenie o waZnosci wstaw 1
dostaw ‘summy lub réznicy dwdch fukéw, zasiu-
guie na naywicksza uwage: gdyz zamyka w sobie
wszystkie wiasnosci wstaw i dostaw. :

XI1I. 'Fwierd. Niech bedg dwa iakiekolwick
{uki a, b; bg&zie . : ]
: ; wst @. dos & == wst b. dos @
wst (G == b) !

RI-
dos a@. dos b == wst a. wst b
dos (G:t: b)) = - R ‘

Dowod. Niech bedzie fig. 157, tuk AM
= a, MN=b: wiigwszy fuk MN = MN, i popro-
wadziwszy cieciwe NN i promien MR, z punktow
N, M, EiN spus¢émy NC, MP, EF i NC pro-

“stopadte do AR, tudziez NG i ED prostopa-
dle do NC. o ; :
: Podiug tego cosmy powiedzieli wyzéy ( V),
. liniia MP iest wstawa, a PR dostawa fuku AM
.= a. Liniia NE z wykr#élenia prostopadfa do pro-
mienia MR ((109), iest wstawa, a RE dostawa

dvku MN=5. ] >

L’il;}iia NC iest wstawa tuku AN =AM MN
=a+tb -, - L :

Liniia NC iest wstawa Tuku ANz= AM—MN
=a—>"b 5 *
™ —'I:;niia RCiest dostawatuku AN =AM |- MN.
=a-+b,. :
_ Liniia RC iest dostawa tuku AN=AM —MN
RS i = i

Lecz NC=DC+ DN=EF4- DN: gdyz EF=DC,

NC =GC=DC — DG =EF—DG.
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RC = RF—FC = RF —ED: gdyz ED-—-FC
RC= RF + FC. -
Nadto, wiréykatach NNG, END podohnych iest

NN;: EN=NG: DN——N(: ED.

A ze poprzednik 157y NN iest dwa razy wie-
kszy od swego nastgpnika EN (108), wice 111—-
niila NG dwa razy wicksza od DN, i NG czyli ( c
dwa razy wigksza od ED czyli, FC atém samém
DG = DN, ED czyli FC= FC..

-WV powyiszych zatém réwnaniach zamiast lmly
NG iFC pofoZzywszy réwne im liniie DN i ED-
bedzie

wst (a+b)—-NC EF —|—DN

wst (a—b)= NC=EF —DN.

dos (a-{—b)—*-RC RF —ED.

dos (u——b).._ RC=RF LED.

1dzie wiec tylko o wynalezienie waznosel
cztérech liniy EF, RF, DN1iED, zktorych dwie
piérwsze s3 bokann trm kata EI'R podobnego
trow,kdtom MPR, dwie drug:e sa bokami troyk;g-
ta EDN podohuego témuz tréykatowi MPR: gdyz
boki 1g0 sa z wykreédlenia prostopadle do bokéw
2g0 troyl\atu Bedzie wiee

RM: MP = RE: EF. RM: PR =RE: RF,
RM: NE=RP: DN. RM: EN=MP: ED.
Czyli polozywszy wainosci trygonometryczne
i ! wet a. dos b

R: wsta==dos b: EF; wigc EF= m
dns a. dosh

R: dos a==dos b: RF; wiec RF =——

t b d
R: wst 5 =dos a: DN; wiec DN:u

R: wst b =wst ¢: ED; wiec ED v «

W powyzszych zatém cztérech réwnaniach
zamiast liniy EF, RF » DN1iED. poioiyw“y ana-
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lezxone ich waznodci, réwnania te zamienia sie
W nastepuiace :
wst a. dos b + wst b dos @

wst (a+ 5) = s =
ws.t (a— b)=“'5t a. dos 5—'-,“'8t b. dos a
dos (a -} 2) =d°5 a. dos b -—Elvj'sk a. wst b
dos” (a_b) __dos a. dos b.l:f.iwst a. wst b

Rownama te za pomoca podwoynego zna-
ku =wyrazaiacego summe iréinice wstaw i do-
staw, mozZna zamieni¢ na dwa rownama, ktore-
Smy zai’o},'yh w twierdzeniu.

“XIII. Chegc znalezc wstawe i1 dostawe Tuku
dwa razy \V:&Lszego , niZ iest fuk dany a, do:yc
jest w rownaniu 1wszém 1 dciém, ze cztérech ro-
wnan poprzedzdlqcyoll, zamlast fuku & waqc Tuk
a@; tym sposobem dwa te réWwnania zamienia si¢ w

nastepulace
wst a. dos a-}- wst a. dos a

wst (a. - a)ﬁ m
dos a. dos a— wst a.wsta .
dos(a+-a)= = sezyli
: awst a. dos a, dos2a—wst® a
wst 2a = e il O8RS
R R

W tychze samych rownaniach zamiast b po-
Yozywszy fuk 2@, otrzymamy waznosé wstawy i
dostawy fuku trzy razy wickszego, niz iest Tuk

dany a: bedzie bowiem
wsta dos 2a—l—wst sa dos a
wst(a - 2¢)= wstdu= i

dosa dos 2a—wst @ wst o,

R

do; (@ 4 2a) =dos3a =
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P'ym_sposobem postepuiaé, moina ofrzymaé
wstawe i dostawe-duku 4, 5 it. d. rvazy wicksze.
80, niz’iest {uk dany. y

dos? a—wst? a

. XIV. Z réwnania dos 2a —

(XIII), mozna takze otrzyma¢ wstawe 1 dostawe
fuku dwa razy mnieyszego niz iest ok dany a:
iakoz zamiast fuku ¢, wziawszy tuk 3 @, rowna-
nie to zamieni sie W nastepyiace: '
dos 2 3 @ —wst2l g

R

dosa— Znioslszy miano-

wnik, bedzie
dos? L a— wst?Lla=—R. dos a. Ze za$
dos * fa -+ wst®; a=R? (XI); wigc strony tych
dwdéch rownan raz od siebie odiawszy, drugiraz
do siebie dodawszy, bedy dwa nastepuigce rd-
wnania: i A
awst? za=R*> —R.dosa. 2dos? £ a=R? -+ R.
dos a. '

Podzieliwszy obie strony przez 2, bedzie
wst?a=iR*—Z1 K. dosq; dos? Za=—=2ZR?-}fRdos a.

Wiec wst £ a= \/% R* — IR dos a;-
dos a=— \/_%-Rz—f—éR.dns a.. R

Druga strone przed znakiem piérwiastkowym
podzieliwszy przez 2, a wyrazy bedace pod zna-
kiem piérwiastkowym rozmnozywszy przez 2%,
«czyli przez 4, co wypadnie na to samo, iak gdy-
by strona ta byfa podzielona i rozmnoZong  przez
2, bedzie s ;

wst 3 a=1} V s Rz —oR. dos a;
“dos La=—3} V Zic <~ 288 dos &

Za pomoca tych dwéch réwnan, meZna be-
daie znalezé wstawe i dostawe nie tylko polowy
Tuku danego, ale tez Tuku 4, 8, 10 jt.d.razy
wmnieyszego, niz igst fuk dany;  gdyZ. wstawa 1
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dostawa Tuku dwa razv mnieyszego niz iest tuk
- Bedzle wstawa i dostdwa ‘fuku 4 razy mmey-
szego, niz iest fuk a@; 1 tod

Te same dwa réwnania otrzymaé moZna . spo-
~sobem mnastepuigcym :

. Podziehwszy tuk AMﬁg 158, na dwie czg-
éci réwne w punkcie N, i poprOWadzuwszy pro—
~mien RN, i cigciwe AM: cieciwa taw puane,

C iest podzielona na' dwie roéwne czedei, i iest
- prostopadfa do promienia RN (108): liniia zatém
CM iest wstawa tuku MN, czyli polowy tuku
- AM( V). W trovkdme AMP prostokatnym przy
P, iest AM=V MP= | APz,

- A ze AP = AR—PR —=R-—dos AM=R—
dos a; MP-__“st AM — wst a, poi’o..sywz‘,?y wiec
visd b3t b o rhwstaniu powyZszém, bedzie

AM =V wst* a+ R*— 2R. dosa+dos* a.
ﬁe zas wst 2a-dos? a=R2 (XI1); bedzie ‘wige
_AM =V 2R*— 2R dos a. Po lzieliwszy obie
strony przez 2, bedzie § AM=MC=wst % a '

1 V 2R* —2R. dos a.

’Dla znalezienia linii RC, ktdra iest dostawa
Tuku MN czyli polotvy fuku danego AM, popro-
wa.dzmv cieciwe BM i promien RN do niéy prosto-
padi’y W tréykacie BMP iest BM==V MP* | BP=,
_ A ze BP _Bﬁ—f—hp—“ﬁ ~+ dos @, MP =
‘wst a; bedzie wice

¢ BDL_V wst 2 @ R2--2R. dos @+ dos? «;

Polozywszy R* zamiast wst * @ +-cos * a,i0-
_bie strony pod?mlmszy przez 2, bedzic
iz BM“— MC=RC=dos f a= z\/ﬁsz—!—QR dos a.

g XV Liniia MP bedaca wstawa fuku AM,
fest oraz wstawa fuku MB, ktéry do fuku AM do=
dany, czyni pétokregn AMB: gdyz linida ta iest
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prostopadia z konica M Yuku BM spusezona  do
promienia RB przechodzacego przez drugi koniee
B tegoz fuku MB.Dwa fuki lub dwa katy, kté-
re do siebie dodane czynia pétokregu lub dwa ka-
'ty proste,zowiemy spelfnieniem ieden drugiego, |
supplementum, 1 tak fuk BM wigkszy od czwartéy
czesei okregu iest speinieniem fuku AM mniey-
suego od czwartéy czesci okregu; fuk AM iest
spelnieniem fuku BM. Stad wniesiemy, Ze wstawa
tuku icst ta sama, co wstawa spelnienia tegol
Auk.
XVI. Poprowadziwszy cieciwe MN réwno-
*odlegla od srednicy AB, fig. 149, i spusciwszy
MP i NQ prostopadie do AB, bedzie NQ=MP,
i fuk BN=AM (116). Ze zaé fuk BN iest spei-
nieniem fuku AN, wige.i fuk AM iest spelnie-
.niem tegoz fuku AN. Dwa te fuki maiace rowne
wstawy MP i NQ, maia takZe réwne dostawy
SP i SQ; lecz kierunek tych dostaw iest odwro-
tny: dostawa SP fuku AM mnieyszego od 4téy cze-
éci okregu lezy polewéy stronie érednicy DC; dosta—
wa zas SQ fuku AN wickszego od 4téy czedei
okregu, lezy po prawéy stronie teyZe érednicy DC;
gdy tym czasem ich wstawy MP iNQ leza obie-
dwie z iednéy strony $rednicy AB. O lwrotnosé
-ta kierunku dostaw i wszelkich innych liniy wy-
raza si¢ w rachunku dwoma znakami -4 i —, 2kt~
rych piérwszy wyraZa ilosci dodayne, drugi od-
jemne. I tak iezeli dostawa SP leZaca po lewéy
stronie érednicy DC uwaza si¢ iako ilos¢ dodayna,
czyli ma przed soba znak +-, dostawa SQ lezgca
" po prawéy stronie téyZe $rednicy DC uwaza sie
iako ilos¢ odiemna, ima przed soba znak—. Do~
stawa zatém fuku wigkszego od 4téy czesci okre-
gn iest réwna dostawie iego spelnienia wzictéy
ze znakiem —; i odwrotnie dostawa tuku mniey-
szego od 4téy ezgici okregu réwna iest dostawie
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iego speluienia wzictey ge znakiem --; czyli, do-
stawa tuke réowna iest dostawie iego spelnienia
wzietéy ze znaliem przeciwnym.’

XVIL Nakoniec widzimy tu, Ze MC wstawa
fukn MN fig. 138 iest potowa AM cicciwy fuku
ANM dwa razy wickszego od fuku MNj; podo-
~bnieZ Mé, wstawa Tuku MN iest polowa MB cieciwy
fuku MNB dwa razy wiekszego od Taku MN.
Stad wniesiemy, Ze wstawa fuku réwna iest po- -
lowie cicciwy tuku dwa razy wiekszego. A ra-
tém gdy wstawy sa wiadome, fatwo mozna wy-
rachowaé cieciwy, i odwrotnie.

XVIIL Poniewaz érednica iest cigeiwa pol-
okregu: pofowa wige Srednicy czyli promien, bedzie
wstawa polowy pol okregn czyli cawartéy cze«
$ci okregu ( XVII); iakcz wstawa fuka AB fig
156, rownego czwartéy czesci okrggu fest pro-
mien BR z kofica B tego fuku spusczony pro-
stopadle do promienia AR przechodzacego priez
drugi koniec A tegoz tuku. A Ze srednica ze
wezyftkich cigeiw kofa iest naywicksza (101);
wige wstawa czwartéy czesci okregn iest ze wszy-
fikich wstaw naywicksza. Wziawszy zatém pro-
mien ==1; Wstawa czwartéy czedci okregu hedzic
1; wstawy za§ innych fukéw beda mnieysze od
1, atém samém waznosei ich beda ufomkowe.

Ze zas kwadrat dostawy réwna si¢ kwadrato-
Wi promienia zmnieyszonemu kwadratem wsta-
wy (XI); kiedy wiec wstawg czwartly cagsci
okregu iest promieft, dostawa eznwartéy czesci
okregn bedzie—o. /1 wsaméy rzeczy dostawa fu- -
ku réwna si¢ czesci promienia zawartéy mic-
dzy wstawa i srodkiem kofa (VI); kiedy wiec
wstawa BR tuku AB rownego cuwartéy czgéel
okregu, przypada na srodek kofa R, dostawa
tegoz {fuku niknie czyli réwna si¢ o.

g 27.
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Poniewaz promien iest cieciwa tuku réwne-
go Btéy czesei okregu;  wiee pofowa promienia
bedzie wstawa fuku rownego 12téy ezedei okregu
(XVII) Wziawszy zatém promiei==1, wstawa
12tdy czesci okregu bedzie =1, A Ze dostawa tu-
~ ku réwna si¢ piérwiastkowi réznicy miedzy kwa-

dratem promienia i kwadratem wstawy (XI),
kiedy wiec promien=1, wstawa 12téy czesei
okregu=1, bedzie dostawa 12téy czesci okregu

V3
=V 1—i=Vi= 4 =1V5 .\

19sta czes¢  kregu idest Seia czedcia Tuku
AB réwnego 4téy czesci okregn.  Oznaczywszy
“zatém 4ta cresc okregu przez Q, bedzie

10d. wst Q=13 dos Q=—o. ‘
dre. wtiQ=3}; dos 3 Q=13 V 5.

Maiac wstawy i dostawy tych dwéch tukéw,
mozna bedzie znalezé nie tylko styczne, doty-
czne, sicezne i dosieczne tychze fukow, za pomo-
ca formul wyzéy (XI) podanych; ale tez wsta-
wy, dostawy i t. d. innych wszystkich fukéw, bio-
rac fuki te, tak podiug nowego podzialu okregn
na 4oo stopni, iako tez podiug podzialu dawne-
go na stopni 56o. Lecz pifrwéy uczynié¢ potrze-
ba dwie nastepuiace uwagi: 7

XIX. 10d. Luk co do dlugoéci zawsze iest
omnieyszy niZ iego styczna, a wickszy niz iego
wetawa. Jakoz wziawspy duk Am=AM fig. 139,
i poprowadziwszy = cigciwe Mm, i styczne 'T'M,
Tim; styczne te przetna. sie z promieniem AR
w punkeie T: gdyZz dwa tréykaty RTM, RTm
moga do siebie przystac. Lecz fuk MAm  czyli
AMFAm<TM+Tmm, AM4-Am> MP- Pmn
(258); 2e zas AMi=Am, TM="I'm, PM=Pm;
bedzie wiec 2AM < aTM; 2AM>2PM; atém
‘samém AM<TM, AM> PAM.
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ore. Stosunck miedzy styezna i wstawa co
raz bardziéy praybliza si¢ d6 1, W mar¢. coraz
bardziéy zmnieyszaiacego si¢ fuku; czyli, co na
iedno wychodzi, im iest fuk mnieyszy,_ tém iest
muieysza réZnica miedzy iego styczna 1 wstawa,

. R. wst @ s ) ]
Jakoz poniewaz sty a= (XI), czyliwzia-
. : ' 5 @ -
. - ) " “'St o o
WS, romien== 3, s de= ¥ ‘wWiec o—
L . .05 dosa . = -

bie strony rozmnoZywszy przez'dos a, i podzie-

. * wst a
liwszy przez sty a, bedzie dos @ = . Ze
7 sty «

za$ dostawa Tuku tém icst wieksza, im iest Tuk
mniéyszy, to iest dostawa tém bardziéy przybli-
Za sie do promienia ciyli do 1, im iest fuk mniey-
szy; wice im Tuk «icst mnieyszy, tém bardzicy
waznoéc¢ dos @, a tém samém,i waznos¢ ulomka
boin 4 s-przybliza sie do1; co dowodzi, Ze réZni-
sty a :
ca migdzy mianownikiem i licznikiem tego ufom-
ka, to iest miedzy sty @i wst @ musi by¢ bardzo
mala, a iescze mnie)-sza migdzy waznoseia fuku
@, iwainodcia iego wstawy lub stycznéy. Wazia-
wszy np, PM = o,0001, bedzie

RP =‘/EM—— PM? —~ \/ 1— 0,00000001 ==
0,999 999'995.

Mp — RM<PM AR

‘ RP 0,999 999 995
0,000 100 000000 53 WaZnosé ta stycznéy MT rézni
si¢ tylko od wazZnoéci wstawy PM s 15téy liczbie
dziesi¢tnéy; moZna ia wiec wziaé za wazuosé fu-
ku AM wyrazonego w czesciach promienia RA:

—_—



214 . PROSTOKRESLNA-

XX, Po tych uwagach i po wiadomosciach
ktore ie poprzedzily, nie trudno bedzie wskazaé
sposéb, ktérym wazZnosé wstaw, dostaw it d,
wszystkich fukéw wynaleziono 1 ui’ozono A .
blice.

Poniewaz wstawa /*tev ezeéci . okregu czyli
wst Q=1, dos Q=0 (XVII), uu.)mwszy wiec
a= Q, i poloiywszy naznaczone waznoscl w
dwéch rownaniach wyzéy znalezionych (XIV),

wit 3 a= V 2R*—2R. dos ¢, dos 3a =

1VoR* + aR, dos a; rownania te zamienla si¢
w nastcpmace
wst L Q=1V 2—sx0=1V a0 ,707106781180-
dosEQ—T\/z—,—sxO ‘V:z._..o, 707:06781186.
Waznosé te wstawy i dostawy Z Q mozna
takze nastepuiacym sposobem wyprowadnc
Jedelituk AB fig. 1dio. réwny cawartéy cze-
Sci okregu iest wpunkeie M podzielony na dwie
cresei mwnn, na ten czas liniia MP czyli wstawa
fuku I AB,réwna iest linii RP czyli dostawie tegoZ
fuku: w no',kame bowiem RPM kat PRM
= RMP, co iest tatwo bkazaé. Ze zasi MP? 4
RP? = MR?; czyliy eMP? =MR? ="1; wi¢c MP*

=1 a témsamém 7\’[]):\/-,(_\/_“;( o=z Va.
Maiac waznosé wstawy i duslaWy Tuku 1Q,
mozZna bgdzle znalezé waznosé wstawy i dostawy
]"ol’owv tego fukw ezyhi Q. Jakoz niech bedzie
s 0=a:w réwnaniach powyzszych (XIV), po-
fozywszy znalezione lub naznaczone Wwaznosci,
bedzie
wst 3 1V (2-—-2><o707106781186)-—'
o, aSﬂb8040206
dos 1 Q = \/ (2423 0,707106781186=
0,q95879’5320n
Lecz duielac tym spasobem kazdy tuk nadwie
¢zesci réwne, medoydmemy anido cz¢sei dziesietych
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ktdre sa stopniami minutami, i t. d. podiug nowego
podzialu okregu, ani do ezeéci takich, Ktéreby
mozna wziaé za stopnie, minuty i t. d. podziatu
dawnego. Znaydziemy tylko fuki coraz mniey-
sze, a tém samém coraz bardziéy przybliZaiace sig
do swoich wstaw: i tak za 14tym podzialem bedzie
Yuke=;33 53 Q, ktsrego witawa =0,00009587579g.
Wstawa ta mnieysza iest od witawy o,0001; fuk
wig¢c ten nie rozni si¢ od swoidy wstawy w piér-
wszych 12tu liczbach dziesictnych (X1X). Ruki
Zatém mmicysze iescze mnify roznié si¢ beda od
swoich wstaw, !

Fuki tak malo rozZniace si¢ od swoich wstaw
istyeznych, moga by¢ uwazane za proporcyo-
nalne tym liniiom: bedzie wice
wstysizg @ Wstrsshos Q=s5337 Q' roo5s0 Q.

ik czyli= 100000: 16384, A zatém

wstysasss Qs czyli wst 0,00001 Q =

16984 X wetysas Q :
100000

Nadto poniewaz fuki male sa propercyonal-
ne swoim wstawom, fukow zatém 2, 3, 4 it. d.
razy wiekszych od fuku o,00001 Q, beda wstawy
2,5, /4 i t. d. razy wicksze od witawy tegoz tuku;
bedzie wiee

wst 0,00002 Q == 2wst o,00001 Q,
wst 0,00003 Q = Jwst o,00601 Q.
wst 0,00004 Q = 4wst 0,00001 Q it d.

Tym sposobem znaydziemy iescze wiele Tukdw
wi¢kszych od tuku o,00001 Q, ktérych wstawy i
styezne nie roznia sie miedzy soba w picrwszvch
12stu liezbach dziesigtnych. A chociaz za dalszém
powiekszaniem - sie fukdw, rézZnica ta coraz sic
bardziéy powicksza; mozna iednak tym sposohem
-postepuiac day$é az do fuku= 0,001 Q, ktérego
wstawa i styczna tymze sposobem znalezione, ie-

= 0,000015707963.
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scze' sie miedzy soba nie roznia w picrwszych
8miu liczbach dziesi¢tnych.. = LI

W tukach wickszych od 0,001 Q, roinica ta
znacznichy sie powickszyla: w ten czas wiec u-
2y¢ potrzeba 4 réwnan wyiéy znalezionych
(XIIiXIID), '

wst. 2a¢ = 2wst a. dos a;

dos 2¢ — dos?® ¢— wst? a;
wst (atb)=wst a. dos b - wst b. dos a.
dos(a@=b)=dosa. dos bt wsta. wst b3

Wziawszy naprzéd a=— o,001 Q, potém a
==0,002 Qi t d. z dwoch réwnan piérwszych
otrzymamy

wst, 0,003 Qj; dos 0,002 Q; wst 0,004 Q;
dos 0,004 Q it. d. Waziawszy znowu naprzéd
@=0,001 Q, b == 0,002 Q; potém « == 0,002 Q,
b=0,005 Qit. d. zdwdch réwnan drugich o-
trzymamy

wst 0,003 Q, dos 0,003 Q; wst o005 Q,
dos 0,005 Q it d.

XXI. ‘Ten sam sposéb poftepowania mozZna
przyflosowac do dawnego podzialu okregu na
560°, z'ta tylko réznica, e dzialanie rozpoczac
nalezy od wftawy i doftawy fuku=j Q = Jo°
(XVIII). Luk ten ciagle dziclac na dwie czgéci
réwne, i za kazdym podzialem wynayduiac waz-
nos$¢ willawy i dostawy Jukéw coraz bardzidy
zmnieyszaiacych sie, doydziemy nakoniec do Tukéw
bardzo malo rozniacych sie od swoich wstaw i
stycznych, ktore moga byé wzicte za proporcyo-
nalne tymze wftawom i stycznym. Dalszy sposob
poftepowania znpelnie iest podobny do podanego
wyiey. : ‘

XXII. Zamiast waznosci witaw, dostaw,
stycznych i dotyeznych w tablicach zwyczaynych
poloZonesa ich logarytmy, dla ulatwienia rachun-
ku wrozwiazaniu dwdch naftepuiacych zagadnieid

M
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do wyrachowania czesci troyLdta istotnie potrze-
bnych:

1. Maiac dany tuk, znale»é logarytm iego
wstawy, albo dostawy , albo sf_yczney albo do~
tycznéy.

‘2. Maige dany logarytm wstawy, albo do-
stawy, albo stycznéy, albo dotycznéy IuLu Zna~
“lezé ten tuk.

Rozwiazanie ‘tych zagadnien zalezy od spo-
sobu rozfozenia i uporzadkowania tablic, ktory
iest rozmaity, lecz zawsze na wfiepie dziefa ta—
blic wyloZony.

XXIII. Tabhco te nie obeymum fukow mc—
kszych nad 4ta czesc okre*u, i nie mald po wie—
kszéy czesei waznosei siecznych 1 doewozn}{h
obaczymy iednak nizéy, Ze one sa doftateczne do
wynalemcma waznoéci wstawy, doﬂawy 5 styczney
i dotyczney wsz\,ﬁLuh fukdw chocby tez naywiek-
szych Co sie zas tycze siecznych i dosu.c,m)oh,
‘te nie wehodza do rozwiazywania trO)kdtow, iak
si¢ o tém przy]\onam) w zagadnieniach rozwiazy-
wanie to za cel mala(:)ch ktére wkrétce podamy,
wylozywszy pifrwéy twierdzenia istotnie po-
trzebne do wyrachowania czeéei troykatow, co
iest wlasciwym przedmiotem T'rygonometryi.

XXIV. W l:azdym troykqcie prostoketnym
tak sie ma promien do wstawy iednego =z kgtow
ostrfch, iak przeciwprostokqtua do bol'u prze-
ciwnego temu kqtowi.

y' " Niech bedzie ABC fig. 141. tr()}l\at prosto-
katny przy A, z punktu Biako ze srodka promienicm
BM réwnym promlemo\m podiug. ktorego ufozo-
ne sa tabljce nakre;hw:;zy Tuk MF, ]\tor} hedzie
miara kata B, iz punktu M do AB spusciwszy
prostopadfa MP, ktora bedzie wstawa kata B;
w tréykatach BMP, BCA podobnych, iest

r
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BM: MP = CB: AC; czyli, poloiywszy wa-
Znoéci trygonometryczne R: wst B=CB: AC.

" XXV. W kaidym triykqeie prostoketnym
tak sie ma promien do stycznéy iednego z kgldw
ostrych, iak bok przylegly temu kgtowi do bo-
ku przeciwnego.

. Wykeésliwszy, iak wyzéy, fuk MF, iz pun-
ktu F do AB P(.\prowadziwézy prostopadia FD,
ktora bedzie styczna kata B: wtroykatach BFD,
CAB podobnych iest BF: FD = AB: AC, czyli
R: sty B=AB: AC, - :

XXVL # tréykqcie prostokréslnym iakim—
kolwiek wstawy maig kqtéw sie iak boki tym kqtom
preeciwne,

Niech bedzie tréykat ABC fig. 95, z wifra-
choika C spusciwszy CD prostopadifa do AB,
prostopadfa ta padnie albo wewnatrz tréykata iak
iest na figurze 1, albo zewnatrz, iak iest na figu-
rze 2. W 1wszym pravpadku, w tréykatach pro-
stokatnych ACD, BCD iest ;
R:wst A=AC: CD;R: wst B=BC: CD (XXIV), wiec

R<CD= wst A < AC;R < CD=wst B <XBC;
a tém samém wst A>AC =—wst B><BC. Wigce
wst A: wst B=BC: AC.

W przypadku e2gim w dwéch tréykatach
prostokatnych CDA, CDB, iest

‘R:wst DAC=AC: CD; R: wst B==CB: CD; wiec

R < CD =wstDAC < AC; Rx<CD=wst B
BC; azatém '

wst DAC><AC=wstB <BC; a tém samém
wst DAC: wst B=BC: AC. Ze za$ kat DAC iest
speinieniem kata CAB czyli kata A (XXV), a tém
samém wst DAC — wst A; bedzie wieec wst A:
wst B=BC: AC. i ¥

T'¢ same wiasnoéé moina takie nastgpuig-
cym sposobem wyprowadzic:

'
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Dany tréykat ACB fig. 142, opisawszy ko-
fem, ize $rodka S promieniem Sa réwnym pro-
mieniowi tablic wykresliwszy kolo, poprowa-
dzié promienie AS, BS, CS przecinaigce okrag
drugiego kofa w punktach @, &, ¢, i poprowadzié
cieciwy ab, be, ac; tréykat abe hedzie podobny
troykatowi ABC, gdyZ poniewaz .aS i bS sa ro-
wne iako promienie iednego kota, tudziez AS i
BS sa takze réwne; wige w tréykacie ASB iest
AS: aS=BHBS: bS; atém samém bok «b iest ro-
wnoodlegly od AB. Tymzie sposobem okazaé
mozna, ze hok bc iest réwnoodlegly od BC, bok
ac réwnoodlegly od AC. A zatém tréykaty ABC
i abe sa podobne: hedzie wiec
AB: ub=BC: bc=AC: ac; czyli

AB: BC: AC=ab: bc: ac; wiec

AB: BC: AC=1ab: 1bc: fac. Ze zas katy
tréykqtai abe, ktorych wiérzcholki sa na okregu,
maia za miare polowy fukéw, krérych cigciwami
sa boki tym katom przeciwne; a wstawa fuku
réwna iest pofowie cigeiwy fuku dwa razy wigk=
szego (XVII); wiee fab—=wst c=wst C; 1 bc
= wst a= wst A; Lac = wstp=wstB; a tém
| sam‘m '
AB: BC: AC=wstC: wst A: wstB.

' XXVIL W kaidym troykgcie prostokré-
$lnym dostawa iednego z kqtéw tak sie ma do
. promienia, iak summa kwadratbw z bokéw przy-
teglych temu kgtowi zmuieyszona kwadratem bo-
ku trzeciego, do podwdynego iloczynu dwich
piérwszych bokow.

W trékacie ACB fig. 73, z wilrzcholka ka-
ta ktéregokolwiek np. C spusciwszy CD proflopa-
dia do AB, i dla skrécenia bok CB przeciwny
katowi ' A oznaczywszy przez @, bok AC przeci-
wny katowi B przez b, bok AB przeciwny kato-

i)
29
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wi C przez ¢, aodcinek AD przez x; bedzie o
=b% f-c2—2gcx (172) Dodawszy po obu stro-
nach 2cx, a’‘odigwszy a2, i podzieliwszy przez
‘ 4 b2 42 —qt. !

ac, bedzie ¥ ===~ s el .

W tréykacie proftokatnym ACD iest R: wst
DCA=b:x (XXIV). A zZe kat DCA iest do-
pefnieniem kata A, gdyZ obadwa czynia kat pro-
sty, a tém sathém wst DCA =dos A (VI); be-
dzie wiec R: dos A=b: «.

dos Ax<b
A zatém x:ﬂi—n——. Poréwnawszy 1z soba
: - ! dos Ax<b
dwie znalezione waZnosci dla x, qume-‘—-(f—h'—— _
_'l)i S (:2-——— a*

—

; podzieliwszy obie strony przez
2¢

dos A b2 %2 —a?
R0 . abp ’
mém dos A: R=b24c*—a?: 2bc. Gdyby troy-
kat ACB byt roztwarto_katny, iakiiest pod liczba
"2, w ktérym prostopadfa CD pada zewnalrz tréy-
kata, na ten czas byloby a?*=0%*-+fc*+2¢x

l : b2 4-c*—a?
« {A)
2¢

(173); atém samém — x —=—
W trc')}'kacci_e CDA iest wst ACD =— dos

a tém sa—

b, ;wypadrni‘,

R. |
CAD= . (XXIV), Ze zaf kat CAB cnyli

kat A iest spelnieniem kata ACD, i ma t¢ same do-
stawe co i'eq CAD leci odiemna (XVI), be-

. %
~ dzie wige — dos A =5 atm samém — x
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dmAXb :
o 'T_ﬁ—*- Waznosé te poloZywszy zamiast — x

Wréwnaniu (A), bedze dos Ax<b _ b*+-c?—a®
B 2¢
lest wprzypadku plerwszym

XXVHL W réwnaniu a? = b? }-¢? — 2cx
(XXVJI), dodawszy po obu stronach 2cx, aod-
iawszy a* ic?, bedzie 2cx —c*=—0»H%* —a?. Stro-
ny tego rownama roztozywszy na czynniki, wy-
‘padnie

¢ (2x—c)=(b+a) (b—a); azatéme: b}
a—b—a: 2x—c.

Ze zaé AB=—¢, AD=x; wicc BD—=c—w,
atém samém AD—BD=ux—c-fxr=—arv—c¢,
Ostatnia wigc proporcya zamieni si¢ w nastepu-
]ac

AB AC+BC=AC—BC: AD—BD. To iest:
W trdykqcie, w ktorym prostopadia z wiérz—
chotka do podstawy spusczona pada wewngtrz
trdykqta, podstawa tak si¢ ma do summy dwbch
innych bokdéw , iak rdinica tychze bokéw, 'do. ro-
2nicy odcinkow podstawy

Jezeli kat A iest roztwarty fig. 75 Nro o,
na ten czas a*=0b?-}c*-}-2cxa (173). Wiec a
—b? = c?-20x; cayli (a+b) (a—b)=c (ox
+¢); azatém c: a4 b=a—>b: 2x 4 ¢. to iest,
kiedy proftopadia z wiérzchotka spusczona do pod-
stawy pada zewnatrz troy kata, tak sie ma pod-
‘stawa do summy dwich mu_yck bokéw, iak ro-
zZnica tychie bokow , do summy odcinkdéw podsta~
wy BD-- AD.

Te same wlasnoé¢ mozna wyprowadzi¢ spo-
;obem naﬁ@pulqcym Z punktu C iako ze Srodka
promieniem GB wykresliwszy kofo fig. 143, i ibok AC *
przedluzywszy do przecigcia si¢ z okregxem W pun-

, 1ak
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cie E, bedzie podlug tego cosmy powiedzicli wy-
zéy (217), AB: AE:=AF: AM; czyli AB: ACY-
CE =AC—CF: AD—DM. Ze zas CE=Ci"'=RC,
aDM=BD; bedzie wice AB: AC+BC=AC—
BC: AD—BD. &

Kiedy kat A iest roztwarty, fig. 73 Nro 2,
Dowodzenic i wykréélenie podobne do. poprze-
dzaiacego. ‘ .

XXIX. 7 kaidym triykqcie prostokrésinym
tak sie ma summa dwdch bokéw do ich roinicy,
iak styczna potowy summy kqtdw tym bokom
przeciwnych do stycznéy polowy réinicy tychie
kqtéw. ;
wsta dosb-+ wstbdos a

N R =
wsta dos b;wst b dos a('XII), e
ny odpowiadaiace raz do siecbic dodawszy, drugi
raz odiz;wr,zy, bedzie

wst (a—b)=

“owst «. dosb

wst (a+b) + wit (a——-b):._-q—--ﬁ-

3
st b. d

wet Ca+8)-L- wt (a——b)——gw‘# & 0s.G

‘Niech bedzie a+b=A, a—b=B; a zatém

't“+l’)+ (a—b) =2a=A-+B; wicc a=
A+B .

o —iA+1B.

(a+b)—-—(a--‘b) =gb :A—;B; wi@c b=2=
—B

- —IA—IB.

Polozywszy te waznosei w dwéch powyz-
szych réownaniach, bedzie

wst A-+wst B :%- wst (LA IB)dos'(£A—3B);
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iy X EHY : o

wst_‘A — Wst B=ﬁwst (3A~3B) dos (FA+3B).
Strohy odpowiadaiace tych réwnan podzie-

liwszy przez siebie, wypadnie

wst Atwst B wst(fA--ZB)dos (:A—3B)

wst A— wst B dos (3 A4+1B) wst (3A—1B)

; Ze za$ wstawa Tuku podzielona przez dosta-

we réwna si¢ stycznéy tegoz Iuku (XI), bedzie .

wiec .

wstA 4+ wst B dos (£A—1B)

i eI e L T RS A ) T ekl S

witA—wstB . (3A+3B)x wst (A —1 B)
Rozmnozywszy obie strony przez wst (2 A—

.;B)_, a podzieliwszy przez dos (3A—3B), wy- |

padnie. ¥

wst A+ wst B wst(IA—1B) Nk .

wst A —wst B dos (%A—%B)=S~t y(3A+3B); enyhi

wst A Lwst B X

mxm(éA—%B):ﬂy (GA-+3B); wige

wstA4-wstB sty (; A4 ;B) A g e

wstA—wstB sty(3A—3B)y ~ om samim

: - A4B A—B
wst A+wstl?:wstA-—-wstB._..st) 0 : sty

Ze za$ w tréykacie wstawy katow, maiq sie
iak boki tym katom przeciwne (XXVI); ozna-
czywszy zatém boki przeciwne katom A iB glo-
skami «ib, bedzie a: b—=wst A: wst B: a tém
sam?m a -+ b:a—b=wst A 4 wst B: wst A —wst

B. Proporcyate poréwnawszy z proporcyg po-
- wy#sza wypadnie :

2

A-1-B A—B
a+b: a— b=sty a : sty

Moznaby to samo okaza¢ sposobem naftepu-

~ dacym. Niech bedzie, fig. 144, Tuk AM=A,
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Tuk AN—=B: bedzie MP = wst A, NQ ='wet B.
Poprowadziwszy NC réwnoodlegia od éredm'cj \
AB, i przedtuzywszy MP do m; bedzie
MR:MP——-PR:MP—'—NQ: wst A—wst B i
mR=mP +PR=MP +NQ=wst A+ wstB,
Z punktu C iako ze sérodka promieniem CD
péwnym promieniowi kola ACBm nakréiliwszy
fuk EDG, i przez punkt D poprowadziwszy sty-
czng FH, az do przeciecia si¢ z liniiami CM, Cm
w punktach F iH; liniia DF bedzie fiyczna fu-
ka DE (VIII), linila DH bedzie styczna luku
DG, z ktérych piérwszy iest miara kata MCN,
drugi miarg kata.mCN; a Ze katy te maig wierz-
chotki na okregu,-wige kata MCN iest takze
miara pc]sowa tuku MM=AM —AN=—A __B;
kata za$ mCN iest miara pofowa Tuku mN— AM

+AN=A-{-B. Badzie zatém DF = sty A-_]%
: g

DH = sty & —:B' ;

Ze za$ linie Mm, FH sa od siebie rdwno-
odlegle, wiec w tréykatach MCR i FCD, tudziez
w tréykatach mCR i DCH podobnych iest :

RC: DC=MR: DF, RC: DC=mR: DH:
a zatém mR: MR=DH: DF; czyli

wst A+ wst B: wst 'A — wst B = sty

A—B ;
sty————; részta iak wyzéy.
2 -

A+B

> e

XXX. Po wylozZeniu tych twierdzen, mozna
bedzie zlatwoscia wyrachowaé czesci tréykatéw -
proftokréslnych we wszyftkich przypadkch, iakie
tylko wydarzy¢ si¢ moga. ;

; A naprzéd co do tréoykatéw proftokatnych,
niech bedzie A kat profty, Bi Cdwa inne katy
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* troykata ‘profiokatnego ABC; niech @ oznacza
przeciw proftokatna, b bok przeciwny katowi B,
¢ bok przeciwny katowi' C. Poniewaz w troy—
kacie proftokatnym summa dwéch katéw oftrych
B i C réwna sig iednemu proftemu, wige katy te
sa dopelnieniem ieden drugiego; a zatém wst C=
dos B, wst B==dos C; podobniez fiy C=dot B,
sty B=dot C. ‘ '

Dla rozwiazania tréykata, czyli dla wyraze-
.nia czesci iego w liczbach, iakoémy iuZz uwazali,
potrzeba mie¢ trzy czesci dane, miedzy ktéremi
powinien by¢ przynaymniéy ieden bok. W tréy-
kacie proftokatnym ABC kat A iest zawsze wia-

domy iak profty: dla rozwiazania wigc trdykata
proftokatnego dosyé ieft oprécz kata proftego,
mie¢ dwie czeéci dane, miedzy ktoremi powinien
by¢ przynaymniéy ieden bok.

Dwie te dane czgéci moga by¢ 14d prazeciw-
proftokgtna i ieden z bokéw przyleglych katowi
proftemu; 2re dwa boki przylegle katowi profte-
mu; 3cie przeciwproftokatna iieden z katow o-
firych; dteieden z bokéw przyleglych katowi pro-
~ ftemu i ieden z kétow oftrych. - Wizyltkie wige
przypadki rozwigzywania troykatéw proftoka-
tnych sprewadzi¢ mozna do cztérech naftepuiach
zagadnien,

XXXI. Zagad. 1. Maigc dang przeciwpro-
stokqtng a i bok b, znalez¢ dwa kqiy ostre BiC,
i bok trzeei c.

Rozw. ¢; b=R: wst B (XXIV); wigcwst B
\ .._.__._._,E_',;.'?__; czyli odbywaigc dziafanie za pomo-
ca logaraytmdw log, wst B=log R --log &—log
a. Zmalazlszv kat B, fatwo bedzie znalezé¢ kat
C, ktory ieft kata B dopelnieniem. Mozna takze
‘kat Cznalezé przez naftepuieca proporeya: a: b=

R: dos C.
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Co sie tycze boku ¢, tenznalezé mozna dv}g.‘.-
ma sposobami: 1dd znalazlszy kat C, hedzie R:
r S’_‘ f‘_ ’ } ¢
sty C=b: ¢ (XXV), azatém c:——T—:_,
i ?

czylilog c=Ilog sty C --log b—1logR. 2re, ¢*=
a®*—b% (169); a zatém c=V a? —b%; ‘czyli
c=V (lat+b) (a—b); czyliloge=2log (a-+b
0 Iog((a—-b).( ) czyliloge=3log (a+ )

XXXII. Zagad. 2. Maigc dane dwa boki
b i c przylegte kqtowi prostemu, znuleié przeciw=
prostoketng a i dwa katy ostre B i C.

Rozw. ¢: b=R: sty B (XXV): wiec sty B

= dot C=—-é-—. Znalazlszy kat C, przeciwpro-

ftokatna @ znaydziemy przez proporcya: wst B: R
= b: a. Moznaby takie znalez¢ przeciwpro-
stokatng @, przez naftepuiace réwnanie: a? =0>0%
~+¢? (162); wiec a=V b*4c?; lecz wyraZenie
to nie iest wygodne do rachunku przez logarytmy.

XXXIII. Zagad. 3. Maigc dang przeciwpro-
stokqtng ai ieden kgt ostry B, znalezé dwa bo-
kibic.

Rozw. R: wst B=uw«: b; R: dos B=a:

ey wst B. @ “dos B. a
c, ‘VIQC b—_"—.-—-—}i-—-———; O R

XXXIV. Zagad. Maige dany bok b przyle-
gly katowi prostemu, i ieden z kqlbw ostr y el
znalei¢ bok drugi i przediwprostokqina.

" Rozw. wst B: R=b: a; R: dot B=1b:
wst B. e dotB. D
T e 5

XXXV. Co sig tycze trokatow. ostrokatnych

i roztwartokgtnych, w tych oznaczywszy 1rzy ka-

€. Wige o=

.
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ty przez A, B, C, aboki tym katem przeciwne
przez a, b, c, azeby za pomoca trzech danych
czgéci wyrachowaé inne trzy czedei tréykata, po-
trzeba mieé dane albo ieden' bok @ i dwa ktére-
kolwick ‘katy; albo dwa boki aib, i kat A prze-
_ciwny bokowi danemu a; albo dwa boki @i b i
l:égt C migdzy niemi zawarty; albo nakoniec trzy
_boki @, bic. Wsayflkie wiec praypadki rozwia—
zywania tych tréykatéw mozna sprowadzi¢ do
eztérech naftepuiacych zagadnien,

XXXVI. Zag. 1. Maige dany bok a i dwa kqty
trdykqta, znalezé dwa inne boki b ic. -

- . Rozw. wst A: wst B=a: b; wst A: wst C
=a: ¢ (XXV); wiec

wst B. « wst C. a
AR — SO ]
wst A > wst A

XXXVIL Zag. 2. Maigc dane dwe boki a
ic, i bat A przeciwny iednemu z bokéw danych,
znalézé bok trzeci b i dwa inne kety B i C.

Rozw. a: c==wst A: wst C; wicc wst C =

t A.
M. i Maiac wiadomy kat A i C, znaydzie~
a : :
my tém samém i kat B. Dla 2znalezienia za$ bo-
ku b, ulozymy naftepuiaca proporcya:

wst A: wst B=a: b ‘
Uwaga. Jezeli kat A iest oftry, a bok a
<¢; na ten czas znaleziona przez powyZsza pro-
' tA e
porcya wst C:v-v—s—-n-f, bedzie albo witawa ka-
; o 5
ta bea fig. 4g, albo tez witawa kata béd', ktory
iest spelnieniem kata beca, iakoSmy to uwazali
wyzéy (g2). VW tym wiec przypadku podwoy-
ne by¢ moze rozwiazanie.
o i ¥ 29



XXXVHI, Zagd. 3. Maiqc' dane dwa bolki a
@ b ikqt Cmiedzy niemi zawarty, znalezé dwa
‘inne katy A i B ibok trzeci c.
* " Rozw. Poniewaz kat C iest wiadomy, tém
simém wiadoma bedzie summa dwdch irnych

-+B

katéw A--B, i polowa téy summ)'A i

zeli wiee @ > b, a tém samém A > Bj znaydziemy
polowe réznicy tychze katéw AiB, prz.z nafte-
puidca proporcya: ks Y : N

£ o) oy e )

a-b: g~ b= sly R sty T (XXIX).
Znalaztszy polowe rdZnicy, znaydziemy kat wic-
kszy A i mnieyszy B. Jakoz niech soznacza sum-—
me, 7 réinice tych dwéch katéw: czyli niech be-
dzie A 4-B=s5, A—B=r. Strony tych dwéch
réwnan raz do siebie dodawszy, drugi raz od
siehie odiawssy, wypadnie 2A =5} r; 2B=s—r;
wicc A=fs+4r, B=js—1Ir. To iest, kat
wiekszy A réwna si¢ polowie ich summy wiceéy
pofowa réznicy; kat mnieyszy B réwna sie po-
fowie summy mniéy polowa réinicy.

Znalaztszy dwa katy A i B, bok trzeci ¢
znaydziemy przez proporcya: wst A: wst C=ua: c.

XXXIX. Zag. 4. Maige danetrzy boki a,b, ¢,zna~

lez¢ trzy kety A, B, C.~
Rozw. dos A: R=5%4c* —a?: 2be (XXVIL).

b2 Jie i a2
wice - dos A=R X +ch © Tymie

sposobeni znaydziemy dwa inne katy. Frgi

Moznaby takZe = zagadnienie to rozwiazac
sposcbem mnaflepuiacym: niech bedzie iro}'ka_t
ACB fig. 143, w ktérym wszyftkie trzy"-bo’l.u sa
wiadome, i w ktérym kat C ieft naywighszy 1bok_
AC>BC, czyli b>a. Zwiéricholka kata C spu-
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sciwszy CD proflopadfa do AB, czyli do ¢, iod-
cinek wigkszy AD oznaczywszy przez ¥, odcinek
mnieyszy DB przez y, bedzie
¢t bla=b—a: x—y (XXVHI). Znalazl-

$2y réZnice odcinkéw x—y, wiedzac PI‘C')CZ_ tego
~ ich summe x4y =c, znaydziemy odcinek wickszy
AD, i mnieyszy BD, z ktdrych piérwszy réwna
si¢ polowie ich summy wiecéy pofowa réznicy,
drugi réwna sie pofowie ich summy mniéy. pofowa
rétnicy. W tréykatach zatém proftokatnych ACD,
+ BCD znaydziemy katy A i B sposobem podanym-
wyzéy (XXXI); maiac zas wiadome " te dwa
Raty, w tréykacie ABC.znaydziemy kat C, kté-
ry- iest ich spelnieniem. '

Jezeli kat A’ieft roztwarty fig. 73, pod li-
czhg 2, ma ten czas z proporeyi ¢: a+b=a—Db:
2z + ¢ (XXVIII), znaydzigmy summe dwoch od-
cinkow BD+AD; aZe réinica tychZe odcinkéw
BD—AD —AB, maiac zatém wiadoma summe i
réznice odcinkéw  a tém samém polowe ich
summy i polowe réZnicy, znaydziemy odcinek .
wigkszy BD i mnidyszy AD. W tréykatach zatém
proftokatnych BDC, ADC, w ktdrvch przeciw-
proftokatne BG, AC i boki BD, AD sa wiado-
me, znaydziemy kat B i CAD (XXXI), a tém
samém i kat CAB, kiory iest spelnieniem kata CAD.

XL. &posob piérwszy, podiug ktorego roz—
wiazalismy ostatnie zagadnienie, unzytym ‘bydz
mozie nie tylko wtym praypadkn, gdy sa dane
trzy boki tréykata: lecz i wtenczas . gdy sa dane
dwa,boki i kat miedzy niemi zawarty, albo teZ
iednemu . z dwéch. danych hokéw ~ przeciwny:
b2 + 62— 2

abe
iezeli wiadome sa dwa hoki 5, ci kat A miedzy
niemi zawarty, fatwo bedzie znalezé bok trzeci a,
i dwa inne katy; podobniez gdy sa wiadome dwa

W _1:6wnaniu bowiem dos A =R><
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boki a, c:i kat ’L 'iednemu z nich przeciwny, ta
two bedzie znalezé bok trzeci b1 dwa inne katy
'I;o tyl.lio iest rzecza 'nnfdogodn'a_, Ze w réwnanin
t m nie riuozni': uzyc logarytméw dla znalezienia
_waznosci licznika p% |- ¢c2 42 v Zna te

liezn +c a*. Lecz mozna te- .

mu zapobieze¢ sposobem naftepuiacym.
PoniewaZ dos 2a—R2z —wst 2 ¢ (XI); wro-

wnaniu zatem dos 2g =d°s2 U W BL XTI )

poloZywszy R% —wst? a zamiast dos? a, “bedzie,
] R2 — owst? ¢

R; ;

Niechbedzie dos 2a=dos A, wst 2a==wst A,

4

atem samém wst =1 A, wst 2 a=— wst?> } A,
2wst?a ==awst? 1A, PoloZzywszy te waZnosci w
PpowyZszem réwnaniu, bedzie
R2-awst?IA

dos A:

dOS 20 ==

dos, A

atém samém .

R2-awstzIA.

Ze za$ (XVII)

R
dos A b*+c?--a? Ay
- shedzie wiec
I abe
Rz — awst? A b*tc*—a? :
Re T ks ; a zatem

b?. _I_ c'l (52 )'
abc

Przeniostzy R2na druga ftrong, rozmuozywszy
obie ftrony przez —1 idruga ftrong sprowadziwszy

do iednakowego mianownika; wypadnie '
; ar—hr—— c'*-—]—-2bc); aze

Rz —a2wst? ;A =R?* (

owst2ZA=R?
¥ 2bc |

. g —D2—c2 + gbﬁffz‘-—- (b—;C)z= ( a —6—-*-— ¢ )
(@+b—c) bedzie wicC
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by FS

((a;b+c) (a45—2)); po-

d ; .ohe '

dzieliwszy przez 9, i wyciagnawszy pierwiaftek
kwadratowy, wypadnie ,
wgt;A'_____RV(a-——b—}—c) (a+b—c)y

St 4be '

Niech- bedzie ¢+-b-4c =s; azatém a —
b+e=s—2b, a4+ b—c==8—2¢; 'atém samém
v (a—b+c) (atb—c) (s—2b) (s—2¢).

I £ gty {*bc I .g o ch

Podzieliwszy z drugiéy strony mianownik i
licznik przez 4, bedzie

(a—b-+c) (a+Db—e)  (3s—B)(Zs—o);

awst*Z A=R?

-

4be ; 5
wypadnie wicc wst A=BV (1s—5b) (3 s—c)
' be

To iest; cheqe znalezé kgt trdykqta ktdrego
trzy boki sq dane, trzeba od pelowy summy trzech
bokéw odigé naprziéd iedem, potém drugi bok
przylegly kqtowi szukanemu, dwie pozostale re-
szty priez siebie rozmnoiy¢; iloczyn ten podzie-
li¢ przez iloczyn dwoch bokdw katowi szukanemu
przyleglych; wyciagned z tego ilorazu picrwiastek
kwadratowy : pierwiastek ten bedzie wstawg po-
towy kqta szukanego. Promien czyni si¢ zwy-
czaynie =1, -a tém samém W mnozeniu i dziele-
niu opuscza sic. 7
XLI. Zagadnienia te zfatwoscia byé moga
przyftosowane do Jeometryi praktycznéy wymiar
gruntéw za przédmiot mai{gc_é_v, iako tez do in-
nych wszyftkich umiei@tnosm_ matematyczno fizy-
cznych.  Praytoczymy tu kilka przykf&déw po
tocznieyszych. :
Przykiad: 1. Cheac zmierzyé na gruncie
z punktu A fig: 145, odlegloi¢ niedoftcpnego
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przedmiotu X, trzeba wymierzyé na gruncie pods
ftawe AB, i za pomoca narzedzia zwanego kgro-
miarem, wymierzy¢ dwa katy XAB, XBA za-
warte miedzy podftawa AB i promieniami oczne-
mi AX, BX z punktéw Ai B do przedmiotu X wy-
kierowa:emi : tym sposobem utworzy si¢ tréyke!t
ABX, w ktorym bok ieden AB i wszyfikie tray
katy sa wiadome. Szukana wiec odleglosé AX
znaydziemy przez proporcya, wst AXB: wst ABX
= AB: AX (XXVI),wieclog AX=log. AB+ log
wst ABX —log. wst AXB.

Daymy ze AB=588 pretow; kat BAX =—103°
50 podfug dawnego podzialu, kat ABX =—36*
15 ; bedzie wiec kat AXB= 40°, 15.

Logarytm AB , . . . 2,7693775

" Log.wst ABX . .. . . : Q7718150
E ‘Samma .V .. 12,5411923
Log. wst AXB . . . . 9,8103159
Log. AX e e . 2,7308764. Loga-

rytm ten odpowiada liezbie 538, 1; bedzie wiec,
AX =558, 1 pretéw.

Cheac z tegoz punktu A znalezé  odleglosé
‘drugiego przedmiotu niedoft¢pnego Y, trzeba wy-
mierzy¢ katy YAB, ABY: tym sposobem utwo-
rzy sie troykat AYB, wktérym bok ieden AR i

wszyftkie trzy katy sa wiadome. Szukana® wice

odlegloéé AY znaydziemy przez proporeva, wstA¥B
wst ABY=AB: AY. Daymy ze kat BAY =35°6',
kat ABY =1.8°" 48'; bedzie wige kat AYB=
26° 6. Odbywszy dzialanie za pomaca logaryt-
mow, iak wyzly, znaydziemy AY = 1171 pretow.

XLIL Przyktad a. Cheac znalezé odleglosé
dwéch przedmiotéw niedoftepnych X, Y, trzeba
wynalezé AX i AY, iak w przyktadzie poprzedza-
iacym; kat XAY bedzie wiadomy: gdyz kat ten ieft
Ebiuica‘ dwoch katow wiadomych BAX =103° 50/,
VBAY ==55° 6": bedzie wiec kat XAY = 68° 24,
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Wirégkacie zatdém AXY maiac wiadome z pray-
kfadu ago dwa'  hoki AY, AX ikat miedzy
nmiemi zawarty XAY, znaydziemy ftyezna pofowy
summy dwoch innych katéw przez proporeya: AY
: XY XY AXY-—
+ AX:AY—-—-AX;:styAK i- A A: sty shad - e
,(XXIX). Odbywszy dzia¥anie za pomoca logaryt-
méw, wypadnie.éXYh_XYAz a8o, 35. Ze
AXY 4+ XYA__ o
za§ ——— - 55° 48'; akat wickszy AXY

réwny pofowie summy obudwu wigcéy polowa
ich réznicy, kat mniéyszy XYA réwny pofowie
ich summy mniéy poiowa roZnicy; bedze wige
kat AXY==8d°c 25, kat XYA==27° 15" Wirdy-
‘kacie zatéin XYA maiac wiadome wszystkie katy
i bok AX, znaydziemy XY przez proporcys,
wst XYA: wst XAY = AX: XY (XXVI). Odby-
wszy dzialanie za pomoca logarytméw , wypadnie
XY = 1095 pretow. : :
XLILL. , Przykiad 3. Niech bedzie DX fig.
146, szeroko$é rzeki ktora zmierzy¢ potrzeba :wy~
mierzywszy na grhm:ie podstawe AB vownoodlegle
od korytarzeki, ktéra tém samém bedzie profto-
~padia do szerokosei rzeki DX, iza pomoca kato-
miara wyznaczywszy kat ABX  zawarly miedzy
podftawa AB i promieniem ocznym BX wykicro-
wanym z punktu B do przedmiotu X hedacego na
dragim brzegu rzeki; bedzie tréykat BAX proflo-
katav pray A, w ktérym kat B ibok AB iest
wiadomy: bok zatém AX znaydziemy przez pro-
poreya, R: fty B=AB: AX (XXV). Znalazl-
szy lym sposobem AX, iodiawszy AD odleglosé
podftawy AB od brzegu rzeki, zostanie DX sze-

roko$¢ szukana( i ‘
(*) W braniu podstaw na gruncie irzeba zachowaé
te wazng pr‘:.t.'.s[zrogg, aby podstawy te nie by-
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Gdyby AX byfa wysokos¢ wierzy, ktéra po~
trzeba z'mierzyé, na ten czas wymierzyw«szy pod=
stawe AF, i zpunktu F za pomoea katomiaru wy=
mierzywszy kat DCX zawarty miedzy liniia pozio~"
maDC rownodlegta od podstawy AF, i promie-
niem ocznym (X wykierowanym zpunktu C do
wierzcholka wierzy X; utworzy sie tréykat pro-
stokatny CDX, w ktérym bok CD czyli AF, i kat
DCX sa wiadome, bok zatém DX znaydzie-
my przez proporeya, R: fiy DCX=DC: DX.
Znalazlszy tym sposobem DX, i dodawszy wyso—
kosc ‘narzedzia CF czyli AD, bedzie AX wys0—~
koéé szukana.

Jezeli punkt A iest niedoftepny, - natenczas
dla zmierzénia wysokosci AX, mozna ‘oznaceyc
odlegtosé¢  CX sposobem takim, iakiego uzyliémy
w przykladzie 1wszym: w troykacie zatém pro-—
ftokatnym CDX maiac wiadomy bok CX i kat
DCX znaydziemy DX przez proporcya, R: wst DCX
iz OX8 DX ’

XLIV. Przykiad 4. Maiac dane na mappie
trzy punkta A, B, C fig. 147, chcac wyznaczayc
pofozZenie 4go punktu M lezacego na teyZe eo i
pi¢rwsze trzy punkta plasczyznie, iz ktérego katy
AMB, AMC sa ‘wymierzone; trzeba na liniii AB
‘wykréslié odcinek kota AMDB, w ktorymby sie
zmieéeil kat dany BMA (156); potém wykréslic
drugi odeinck kota MAC, w ktorymby sie zmiescid
drugi kat dany AMC; dwa fuki przetna si¢ w
punktach A i M; punkt M bedzie punktem szu-
kanym: gdyz ze wszyftkich punktow fuku AMDB
mozna widzieé AB pod katem réwnym katowi

1y ant zbyt male, ani zbyt wielkie wzgledem
odlegiodel szukanéy. 1u np- porgstawa AB moie
wynosi¢ okolo pofowy odleglosei AX.
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danemu AMB, i ze wszyitkich punktéw fuka AMC
mozna widzieé: AC pod katem rownym katowi
danemu AMC; wiec punkt M, , w kitérym sig
te dwa fuki przecinaia, iest punktem takim,
z ktérego widziéé mozna razem AB i AC pod ka-
tami réwnemi katom AMB, AMC.
W tréykacie ABC, ktorego trzy boki beda-"
ce odleglosciami trzech danych punktow A, Bi G,
s4 wiadome, znaydziemy kat BAC podiug formu-
1y podanéy wyzéy ( XL). Poprowadziwszy Sre~
dnice AD, icicciwe DB, w tréykacie BDA pro-
stokatnym przy B, iest bok AB i kat przeciwny
BDA — AMB wiadomy ; znaydziemy wice AD. '
Podobniez poprowadziwszy. érednice AR i
cigeiwe CE, w trévkacie ACE proftokatnym
orzy C, bok AC-iest wiadomyv z zaloZenia, kat
CAE=AMC—go°®: gdyz miara kata CAE to
iest pofowa tuku CE réwna si¢r pofowie fuku be-
dacey miara kata AMC z mnieyszanéy czwarta cze-
scia okregus o czém latwo przekonaé sie mozna.
W troykacie zatém ACE maiae wiadomy bok AC
1 kat przylegly GAE, znaydziemy AE (XXXIV)..
Poprowadziwszy liniie proste MD i ME, po-
mniewaz katy AND i AME sa proste i-ko zawarts
- w poikolu; wice dwie liniie ME i MD czynia ie-
dne liniia prosta DE. Liniia ratem, AM ktordy
dlugosé i polozenie oznaczyé potrzeba, iest wyso-
koscia troykata DAE, wktérym boki AD i AE sa
" wiadome; i kat mig¢dzy niemi zawarty DAE ré-
wna sie summie dwoéch katow wiadomych BAC
i CAE mniéy katem DAB, ktdry iest takze wia-
. domy iako dopetnienie kata wiadomego BDA
W troykacie proflokatnym ABD; znaydziemy wige
kat ADE (XXXVIII).
Nakoniee w troykacie proftokatnym ADM
znaydziemy AM. Odleglo$¢ ta AM ikat BAM
==DAB~--DAM oznaczaia polozenie punkiu M:

=
<20
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. XLV. W wiclu przypadkach mozna takge

w Jeometryi uzyé wygodnie formul trygonome~

trycznych, iak si¢ okaze z nafigpuiacych zagadnien,

Zagad. 1. Maigc wiadome dwa boki tréykg-

ta i kqt miedzy niemi zawarty, znaleié iego po-
wiérzchniq. :

~ Rozw. Powiérzchnia tréykata ABC fig. 145,

réwna iest polowie iloczynu iego poftawy AB przez

wysokosé CD (150) Oznaczywszy zatém powierz—

- AB < CD

2

W trévkacie prostokatnym ACD jest, R: wst A

= AC:CD (XXIV ): wigc CD = AC > wst A.

Wainosé te polozywszy w rownaniu powyzszém,

= AB><AC % ; g
bedzie P = grelpimi vt A; toiest, powiérz-

chnig tréykata przez P, bedzie P==

chnia trbykqta réwna si¢ potowie iloczynu dwoch
iego bokéw rozmnolonego przexz wslawe kqta
miedzy temi bokami zawartego.

XLV, Zag. 2. Maiqec wiadome. trzy boki
troykgta , wyrachowa¢ promiei kota na nim opi-
sanego.

Rozw. W tréykacie ABC fig. 148, ozaczyw-
szy boki przeciwne kotom A, B, C, przez a, b,c,
powiérzchnia tréykata przez P, a'BS szulany
promien kofa opisanego przez x; bedzie podiug

e G . ¢
zagadnienia poprzedzaiacego, P—=——><wst A.
. : a

‘Poprowadziwszy érednice BD i cieciwe CD,
w troykacie prostkatnym BCD iest, R: wst CDB==
BD: BC.' Aze kat CDB=A, BD=—2BS=2x,
BC=ga, R=1; wiec 1: wst- A=2x: a; azatém
@ Waznosé te polezywszy w réwna-

wet A::;;‘

abc;

b r. L . — ——
npiu powyiszém, qum_e = e wigo - &
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A To iest, promier kola na troykqcie opisa-

nego, rowna sie iloczynowi trzech bokow tréyke-
ta podzielonemu przez wzietg 4 razy iego po-
wiérzchniq.

Co si¢ tycze SF' promienia kola wplsanego
w tréykat ABC fig. 121, Iatwo iest okazaé, ze
promien ten réwna sie powiérzchni troykqh po~
dzielonéy przez pofowg summy trzech jego bokow.

XLVIL Zag. 3. Wynalez¢ atosunel: przybli-
Zony okregu do s‘redmcy

Rozw. Poniewaz i’uk co do dl’ugosu ZaWsze
iest wnesty od swowy wstawy, a mmeyszy
od styczney, roznlca 7as. mlqdzw witawa 1 styczna
tém iest mnleysza , im iest mnieyszy tuk (XIX);
Enalazisz.y wiec sposobem podanym wyzéy (XX),
wazno$é witawy i ftycznéy fuku réwnego np. ie-
dnéy sekundzie, i obie te waZno$ci podwoiwszy ,
znaydz;emy dwie hczby bardzo mafo miedzy so-
bat rozniace si¢, z ktorych piérwsza bedaca waz-
noscia cx@mwy fuku réwnego dwom s,ekum{om
(XVII), iest cokolwiek od tego fuku mnieysza,
druga zasé cokolwick od tegoz tugu wicksza: licz-
ba zatém srodek mledzy niemj trzymaigca, bedzie
waznoscia fuku réwnego dwom sekundom. Wizia—
wszy potém obie ‘te podwoione waznosci tyle Tazy,
ile razy fuk réwny dwom sekundom miesci si¢
w pol okregu, otrzy manmy dwie liczby bardzo
mafo m:qdzy soba roznigce sig, iedne mnmieysza
od waznosci pétokregu, druga wicksza. Liczba
zatém Srodek: mxedzy temi dwiema liczbami trzy-
maigca, moze byé wzx@tq za Waznoéc pofokr@gu
ktora podwmwszy i por6wnawszy z waznoécia sre-
dnicy, otrzymamy przyblizony flosunek okregn
do érednicy.
. XLVIII. Do wyrachowama czeéci Aréy-
katdw proﬁokréslnych potrzebne sa tylko sty-
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czne i dotyczoe | tukow mnieyszych od czwayp.
téy czesci okregu, a witawy i doftawy lukdw
mnieyszych od pofowy okregu; o czém fatwo
przekbnndé si¢ mozna przéyrzawszy z uwaga podane.
wyzéyzagadnienia. Liecz w réZnych przyftosowaniach
Trygonometryi potrzebne sa czeftokro¢ fuki nie
tylko wieksz¢ od pofowy okregu, ale tez wicksze
od calego okregu, a nawet fuki rowne kilku okre-
gom kota. Wypada wiec poznaéd waznosé wstaw,
doftaw it. d. fukéw tak wielkich iak tylko by¢
moga. : :

Wyftawmy sobie, 2e promien SM, fig 149.
moze si¢c okofo punktu 8 obracaé tak, Ze punkt
M obiega caly okrag w kierunku ACBDA. . Rze-
cza iest przezsie widoezna, Ze im bardziéy punkt M
oddali sic odpunktu A, tém bedzie wickszy fuk AM.
Gy punkt M znayduie si¢ na punkcic A, to iest, gdy
fuk AM==o0, iego witawa iest takZe o, i styczna
o. Jakoz witawa MP iest odlegtoscia punktu M
od promienia AS: kiedy wicc punkt M znayduie
sie na punkcie A, odlegfosé 'ta musi byé o; toz
mowié¢ o ftyveznéy AT ktdra takie musi byé o,
gdy punkt M znayduie sie na pukcie A; w ten czas
bowiem sieczna ST przechodzaca przez punkt M,
musiataby przechodzi¢ przez punkt A.

' Ze zas doftawa fuku réwna si¢ piérwiaftko-
wi roznicy miedzy kwadratem promienia i kwa-
dratem witawy (XI); kiedy wice fuku o wstawa
iest o, doftawa tegoz fuku musi by¢ rowna pro-
" mieniowi. I w rzeczy saméy dofttawa fuku iest
wiiawa dopelnienia tegoz fuku; dopefnieniem za$
fuku oiest fuk réowny 4téy czesci okregu, ktos
rego wltawa iest promien. A zZe sieczna fuku
réwna sie ‘kwadratowi promienia podzielonemu
przez dostawe tegoz fuku (XI): kiedy wiec tuku
o doftawa iest promien, sieczna fuku o bedzie
kwadrat promienia podzielony przez promien,
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czyli sieczna tuku o iest promien. Co sie tycze do-
siecznéy i dotyeznéy fuku o, z tych piérwsza

‘réwna iest siecznéy, druga stycznéy dopelnienia

tuku o, czyli 4téy czeséci okregu. Dla poznania wige
waznosei dosiécznéy i dotycznéy fuku o, trzeba

piérwéy poznaé siecznai ftyczna 4téy czesel okregu.

Oznzezywszy zatém promien przez R, bedzie
wst 0==0, sty o=0, dos 0=R, siec o=R.

, XLIX. Im bardziéy punkt M przybliza si¢
do C, czyliim bardziéy roénie fuk AM, tém bar-
dziéy powieksza si¢ iego wflawa$ styczna i siecz—
na, atém bardziey zmniéysza sic iego doftawa,
dotyeczna i dosieczna; co iest’ przez sie widoczna.
Gdy punkt M znayduie sie w pofowie drogi od A
do G, czyli gdy fuk AM réwna sie Sméy czgsci
okregu, i iego dopelnienie czyli fuk MC réwna
sic takZze 8méy czesci okregu; na ten czas wsta-
wa réwna iest doftawie, styczma réwna do-
tycznéy sieczna réwna dosiecznéy. Nadio w
troykacie AST proftokatnym pray A, kat AST
=ATS: gdyz miara piérwszego iest Tuk AM ré-
wny 8meéy czesci okregu, czyli® 45°; a zatém i
dopetnienie iego, to jest, kat ATS=45°. Wiec hok
AT=AS; to iest, styczna 8méy czesci okregu
réwna _si¢ promieniowi. I w rzeczy saméy po-
niewaz styczna fuku réwna si¢ iloczynowi pro-
mienia i witawy podzielonemu przez doftawe te-
goz fuku (XI%; kiedy wiec witawa i doflawa
8méy ozgsel okregu sa sobie rowne, styczna 8méy

- ezesei * okregu rdwna. bedzie promieniowi. - Toz

méwié o dotycznéy tego tuku. Ze za¢ okrag ko-

‘Ya maiacego R zapromien réwna &i¢ 2~R (263)

atém samém kiedy R=1, okrag kola=2=; bio-
rac wige kolo ktérego promien =1, bedzie sty I=
==1, dotiw==1. Waznos¢ wstawy i dostawy
tego tuku wyprowadziliémy wyzéy (XX). A co
sie tycze waznosci siecznéy 1 dosiecznéy tegoz fu-
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ku, te fatwo iest wyprowadzi¢ z réwnan poda<
nych wyzéy (XI). :
Gdy punkt M przyydzxe do C, czyli gdy
Tuk AM réwna si¢ 4téy czesci ol\rggu, na ten czas
wstawa fuku tego bedzie promien, a doftawa=
0, iako$my iuz powiedzieli wyzéy (XVIII).

Wainosé ta wstawy i doftawy 4téy ezesed
okrgu, moze bhyc takZe naftepuigcym sposobem
wyprowadzona Poniewaz doftawa - fuku iest
wﬂawq iego dope:l’mcma, a dopei’memem tuku o ieft
Tuk réwny 4téy czgici okregn; wige doftawa fu-
ku o to iest promien, hcdzle wstawa czwartéy
czesei okregu; a wstaTuku o, to iest o quzxe do-
ﬁawq 4téy czesci okregu.

Poniewa ftyezma AT iest rownoodlegl’a od
promienia CS przechodzgcego przez drugi koniec
tuka AC réwnego 4téy czasei okregu; wiec dwie
te liniie zey$¢ si¢ z soba nie moga, chochy naye
daléy byly ptzedfuzone

Styczna zatém 4tey czesci okregu iest ilo-
scia nieskonczona: ilos¢ nieskonczona wyraza
sl¢ zwyczaynie znakiem takim . Bedzie wiec
sty § s=oo. '

Dopelnieniem 4téy czgéei okregu iest Tuk
.0. Styczna zatém uku o, to iest o bedzi¢ doty-
ezng 4téy czeici okregu; afiyczna 4téy czesci o-
kregu czyli o , bedzie dotycznag tuku o; czyli,
dot § #=o; dot 0= ¢ (*)

Co sie tycze smczm‘y 1 domgcznev Tuku ré-
wnego 4tey cz¢éci okregu, z tych plérwaza iest

- N

R. wsta

(*) PoniewaZ sty a— >

(XI), a wst Lx=

Rz .
?

R, dos Fx= o0; bedzie wige sty L = =

ufomek ten otnacza takie ilosé niesokiczong.
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iloscig nieskonezona, druga za$ rowna sie pro-
mieniowi ktdry iest sieczna fuku o bedacego do- -
pelnieniem 4téy czeSci okregu; co i stgd iest
rzecza widoczna, Ze poniewaz dosieczna fuku ré-
wna si¢ kwadratowi promienia podzielonemu przes
wstawe (XI); kiedy wiec witawa 4téy czescl
okregu iest promien, dosieczna 4téy czesci okre-
gu bedzie kwadrat promienia podzielony przez
promien , czyli dosiec £ === 1.

LI. Gdy punkt M oddala sie¢ od C ku B,
wstawy zmnieyszai si¢, a doftawy rosna. I tak
witawa fuku AN wickszego od 4téy czeéci okregu
iest NQ, a dostawa NG-czyli BQ, ktdra iest od-
iemna jak sie wyzéy okazalo XVL
R. wst AN 0

T AN (XI); kiedy

wiec doftawa fuku AN iest odiemna, styczna te-
goz fuku powinna byé odiemna: iloraz bowiem
ilosci dodaynéy podzielonéy przez iloé¢ odiemna .
iest ‘odiemny. I w rzeczy saméy ftyczna fuku AN
iest cze$é proftopadlédy AT zawarta miedzy pro-
mieniem AS i sieczna NS przez drugi koniec tego
Tuku poprowadzona (VIIL);: lecz sieczna ta do-
statecznie przedluzona, zeydzie sie zliniia AT w
punkcie £ ponizéy srednicy AB.  Styczna zatém Tu -
ku AN iest linia At réwna stycznéy AT, lecs
maiaca  kierunek odwrotny, a t¢m samém odiem-
na. Nadto poniewaz At iest styczna fuku Am,
ktéry iest spetnieniem fuku AN, gdyk Nm iest
Srednica; widc styczna fuku wiekszego od 4téy
czeSci okregu, rowna sie styczndy iego spel-
nienia wzietéy ze znakiem—. 'Toz mowic o do-
tycznéy tegoz Tuku, ktéra iest liniia CF réwna
CE dotyeznéy fuku AM, lecz maiaca kierunek
odwrotny, a tém samém odiemna. A Ze sieczna
tuku rowna si¢ kwadratowi promienia podzielo-

Ze za$ sty AN —
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nemu przez doftawe, a dosieczna réwna sie kwas
dratowi promienia podzielonemu przez witawe; ;
kiedy wiec doftawa fuku wickszego od 4téy cze-
sci okregu iest odiemna, bedzie sieczna tego Tu-
ku odigmna, a dosieczna dodayna. Jakoz siecz-
na fuku AN iest St, dosieczna za$ iest SF.

LII. Gdy punk M znayduie si¢ na punkcie
B, czyli gdy fuk AM réwna si¢ potowie okregu,

bedzie wstawa — o,dostawa ==— 1, styczna==0; do-
tyczna=—o0 : sieczna — —1 dosieczna— o ; €O
iest fatwo wyprowadzi¢ z wiadomosci poprzedza-
igeych,

LIII. Gdy-punkt M znayduie sie na pun-
kcie 7, czyli gdy fuk AM iest wiekszy od pofo-
wy okregu, iak iest fuk ACBzr, ‘wstawa iego nQ
znayduigca si¢ ponizéy sérednicy AB, ma kieru-
aek odwrodiny witawom NQ, MP znayduiacym
sic powyzéy érednicy AB; wstawa zatém fuku
wickszego od pofowy okregu iest odiemna. Wila-
wa ta 7Q powieksza sie, a doftawa SQ zmnieysza
sie coraz bardziey, w miare przybliZania sie pun-
ktu M do punktuD, tak dalece, e w punkcie D.
gdzie Tuk ABD =3} okregu, wstawa iest promien
DS wzicty odiemnie, doftawa zas réwna sie o,
Nakoniec gdy punkt M przybliza si¢ do punktu A,
czyli gdy fuki sa wieksze od 3 okregu,iok icst np. fuk
ABm, na ten c¢zas witawa mP zaczyna si¢ zmnicy-
szaé, lecz Jest zawsze odiemna; dostawa 7zas SP
zarzyna sie powiekszac¢, iiest znowu dodayna, az
do punktu A, gdzie witawaréwnasico,a doftawa
promieniowi. Witawa zatém fukurownego okregowi
iest o, doftawa zas promien.

Co sie tycze wazno$ci stycznéy, dotycznéy,
siecznéy i dosiecznéy tak Tuku wickszego od-
pofowy okregu i od § okregu, iako tez tuku ré-
-wnego 3 okregu i calemu okregowi, te fatwo iest
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wyprowadzi¢ za pomoeq réwnan podanych wy-
zéy (XI).
LIV. Gdyby punkt M powrociwszy do pun-
ktu A, rozpoczal nowy ohrot wtymze samym
kierunku, w iakim odbyf obrot piérwszy, mieli-
‘bysmy fuki wieksze od calego okregu, anawet
wigksze od dwéch, trzech i t. d. okregow , gdyby
punkt M po ukonczonym obrocie drugim, rozpo-
czal obrot trzeci, potém cazwarty it d. Lecz
wszystkie te fuki maia zawsze poczatek w pun-
~ keie A, a koniec w punkcie M ;-4 zatém ich wita-
wy, dostawy i t. d. beda te same, iakic sa fukdw
AM wykréslonych przez punkt M w czasie piér-
wszego obrotu. Oznaczywszy wiec fuk iakikol-
wiek przez a, bedzie wst a=—=wst (27+a) =
awvst (d4n4-a)=wst (67+a)it d Toz mo-
wi¢ o dostawach, stycznych it. d.
LV. Waszystkie te waznosci wstaw i doftaw,
a tém samém stycznlych, dotycznych, siecznych i
dosiecznych, moéna takze wyprowadzi¢ z piér—
wszego twierdzenia Trygonometryi (XII). Jakoz
w piérwszém i trzeciém réownanin tego twierdze—
nia wziawszy promien R==1, bedzie

wst (a+b)=—wst a. dos b + wst b dos a

dos (a+b)=dos @. dos b — wsta wst b A.

- W dwéch tych réwnaniach wziawszy 10d
fuk @ réwny 4téy czeéci okregu, ktéréy wstawa
~ dest promien ¢zyli 1, a dostawa réwna o, i wa-
Znosci te polozywszy zamiaft wst @, dos a; be-
dzie

wst (2= +b)==1.dos b+ wsth. o =dosb;

dos (1#+b)=—o0. dos b— 1. wst b=—=— wst 0.
To iest, wstawa Tuku wickszego od 4téy czgsci
okregu iest dodayna, a dostawa odiemna.

ore. Wzigwszy fuk a==%=,ifukb=7L=;dwa
réwnania A zamienia sic w naftepuiace:

; 3y
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wst ® =21/ 01, 0==0; .
dos s=0. 0 —1.1=—1. To lest, wstawa
fuku réwnego poowie okregu iest o, a dostawa
tegoz fuku iest odiemna.
3cie. W tychie réwnaniach A WZI:‘{W‘ZY Tuk
a==7, 1 zamiast wst @, dos @ pofozywszy wazZno~
$ci znalezione w dwdéch poprzedzaiacych réwna-
niach; bedzie
wst (=4b) =o. dosb 4 wstb.— 1 iyt b
dos (b)) =—1.doshb—o.wst b==— dos b
To- iest, Tuku wwl\szeﬂo od- po.’(owy okregu wsta-
wa 1 dostawcx iest odlemna. ;
4te. Waiawszy fuk @ ==, tuk b =jr, 1
zamiast wst @, dos a, wst b, dos b polozywszy ich
waznosci znalezione; rownama A zamienia si¢
w nastepuiace:
Cwst (=457 )==o0. o+ 1,'— 1——1,
dos (':'+_E'rr)._.—-l 0—o0. 1=—o. To iest, Iu-
ku réwnego & okregu wstawa iest odiemna, ado-
stawa r(‘)wna 0.
bte. Wrigwszy Yuk a=3+=, i zamiast wst a,
dos «, poiog"wszy znalezmna waznosé wstawy 1
dostawy § oLregu réwnania A zamienia si¢ W na-
_stepuiace:
wst (§ =+ b)=-—1. dos b—i— wst b. 0_—dosb
dos (% #-+-b )==o0.dosb— (—i. wst b )=wstb.
To iest, tukd wickszego od 3 okregn wstawa iest
o hcnma, a dostawa doda}na
. bte. Wzigwszy fuk a=i}-, Tuk b=2=, i
w réwnaniach A zamiast wst a, dos a pofozywszy
wstawe i dostawe § okregu, a zamiast wst b, dos
‘b pofom wszy wstawg i dostawe ~+tey czescl oqu—
eu, bedzie
t(% w+%r)'—-—-1 o-1. 0__0,
dos( i7t3r)=0.0—(—11)=1. To iest,
hiku réwnego calemu okrggowi wstawa iest o, a
dostawa dodayna.
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yme. l\&lmmﬂc w tychie réwnaniach A
wziawszy fuk a==9=, i zamiast wst 2 dos « potogy-
wszy znaleziona wainosa wstawy i dost’x‘wv tuku
réwnego okregowl, bedzie

wst (254-0) = o. dos b4 wsth. 1== wst b;
dos (2w-|—lj)_.__ 1. dos b—o. wst b=dosb. To icfi
Tuku réwnego cafemu okregowi powuckszonemu
fukiem b, ‘wstawa i dostawa réwna si¢ wstawic i
dostawie tegoz fuku b;it. d. .
 Stad sie okazuie, ze od punkfu A fig. iq,
- az do, punktu B, gdzie fuk ACB réwna sie pofo-
. wie okregu, wstawy sa dodayne; od punklu zas$
B, az (]0 pll]l]xtu A, gdzie fukACBDA réwna sie
okregowi, wstawy sa odiemne. 2re, Ze od punktﬁ
A do C, gdzie Tuk AC réwna sie 41éy czeici o-
‘kregu, dostawy sa doda}ne, od punktu C do D,
gdzie fuk ACBD réwna si¢ 2 okregu, dostawysg od=
temne; od punktu D do -A, gdzie fuk ACBDA
rc')wna si¢ okregowi, flostawy sa dodayne. (Jrani—
- ca gatem wstaw dodaynych i 0d1emn} rch iest sre~
dnica AB; granica dostaw dodaynych i odiemnych
- iest-Srednica DC prostopadia do érednicy AB.

wst a
LVL. Poniewaz sty a= , dot @ ==
dos a

dos @

3 styczna wiec i dotyczna fuku w ten czas
wst @

bedzie dodayna, kiedy i ](”TO wstawa i dostawa ma-
1a pued soba 1odnakowe znaki; co ma mieysce
od pun}\tuA do C i od punktu B doD. Kwdy
. 2as wstawa 1 dostawa maia przed soba znaki od-
mienne, iak icst od punkfu Cdo B, i od punkiu
D'do A na tén ~czas styczna 1 dotyezna bedzie
odiemna. Ttak Yuk ACn, ktérego wstawa z Ql
doftawa SQ iest o Lemna pcminion’ mieé tak
styezng iak ;Iotvcmf. (‘Odﬁ.‘llhl. 1 rzeczy saméy
styczna hﬂm{mo iest liniia AT, dot_yw.na 7.as hmm
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CE bedaca styczna tuku CBn, Ltuny 1est dope]{.._
‘nieniem fukn” ACn: réinica bow'em mledzy temi
dwoma fukami iest fuk AMC — czwartéy cze~
Sci okregu. Fuk zadé ACm, -ktérego wiltawa
mP iest odmmna, a doﬂawa SP dodayna, ma
styczna At i dotycznd CF odiemna. Skad sig
okazuie Ze granica sl‘ycznych dodaynych i odiem-
nych iest $rednica AB, granica dotycznych doday-
)Cthdlen‘lﬂVC]l iest érednica CD.
Rl. RZ
LVII. Poniewaz siec a=———, = dosiec a=— .
dos a i wst a’
fatwo stad wniesiemy, ktérych fukéw sieczne 1
dosieczne moga hy¢ brane za dodayne lub odiem-
ne. Lecz uwazac tu potrzeba, Ze sieczne i dosiecz—
ne, iako liniie przechodzace przez srodek kola
i przez koniec M fukn AM, uftawicznie odmie—
niaia pofoZenie swoie wzgledem dwoch érednic
AB i CD do siebie prostopadfych; gdy tym cza-
sem wstawy i stvezne sa zawsge rownocdlegie od
érednicy CD, dostawy zas i dotyczne sa zawsze
réwnoodlegte od érednicy AB. Przeto tez dla siecz~
ny chi dos‘-]eczn‘y(‘h (]orlaynvch i odiemnych niemo=-
Zna naznaczyc staléy granicy.

LVIIL. Czestokro¢ w rachunku wypadaia fu-
ki odiemne. Abvsmy pnznall iakie sa tych fulkéw
wstawy i dostawv, uwazmy, z,e dwa Tuki réwne
AM, Am fig. 149, z-ktérych pwrws:ry iest dodayny,
dum odiemny, maia wprawdzie réwne wstawy PM

i Pm; lecz wﬂawaplerwszevo iest dodayna drugie-
g0 ot hemna, doftawa zaé obudwu iest ta sama PS.
Podobniez dwarowne iuki ACN, ADz, z kto-
:yoh ]nerwszv jest dodavuy, druvl odiemny ,
maia réowne wstawy NQ inQ, lecz piérwsza do-
dayna druga odiemna; dostawa zaé obudwu iest
8Q. Stad wniesiemy, Ze wstawy tukow odiem—

A
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nych sq odiemne; dosfawy za$ le $ame coi
tukdbw dodaynych rownych odiemnym. W ogdl-
nosci, wst—a=——wsta; dos—a=dos ¢
LIX. Z twierdzenia fundamentalnego wyzéy
(XII) dowiedzionego, mozna iescze wyprowadzié
Wwiele wnioskéw w dalszéy Matemdtyce istotnie
potrzebnych: przytoczymy tu niektore.
16d. Dodawszy do siebie dwa piérwsze réwnania
wsta dos b-}-wstbdosa
wst (a+b) = R J
wsta dosb—wst bdosa
R

wst (a +b)+Wst ( 0—6)22 wat :; dosd

R R '
wst a dosh = vir wst(a+b) +—2—- wst{a—b) . (1)

Drugie z dwéch tychie réwnan odiawszy od piér-
wszego, zostanie i

; bedzie

wst (a—bi‘.__

; wiec

awstbdosa

wst(a+-b)—wst(a—b)= R ; wiee

R R
wsthdosa=— wst(a++0)— =, Wst(a—b) . (9)

Kiedy fuk a=b, formuly (1) i(2) zamieniaig
sie w nastepuiaca:

ivstudosa::-;wstga SR LY,

gre. Dodawszy do siebie dwa drugie réwna-~
nia twierdzenia fundamentalnego, ktdre sa:
dosados b—wsta wstb

- dos (u4-b)= R ’
dos ados b-+-wst awstb i
dos (a—=p)= R , bedzie
2dosadosd

dos (a+b) +dos («—b) = ——p— Wige
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: [R 1) o T o
dos @ dos b:.::-?- dos (a—{—b)—}—; dos (a—b) , (é} s
Pierwsze z dwéch tychze réwnan odiawszy od -
drugiego, zostanie
! owst a wsth

dos (a—b)—dos. (a-—{—b):—-—-—-ﬁ——, wiec

R R
wst @ wst b.—._-ﬂ—clos(pz——b)——z- dos(a+b) . (5)
Kiedy fuk a=b, poniewaz wtym praypadku
dos (@—b)=doso=R (XLVIII); formuly
zatem (4)i(5) zamieniy sie w nastepuiace
ne o
dos? ax-;dos @t R R (6)
: 2 .
R2“R ;
wet2 e s L AT (7)

dcie. Uczyniwszy a-+b=p, a—b=—g, znay-
dziemy przez dodanie do siebie dwéch tych réw-
nan, 2a=—p--q, a przez odigcie drugiego-od pier—
wszego, 2b==p-—q; atém samém a:%(p»kg.),

. T

=% (p—q). Wainosci te poloZywszy zamiast a 1 b
w formutach (1), (2),(4)1(5),.1 kazdego réwna-
nia stad wyniktego podzieliwszy obie strony

priez=—, wyp adnie

\

gt |
wst ptwstg =——wst (p+g)dosi(p—9) - (3)
wst p— wet g ==dos 1(p-+a)Wsti(p—9) - ()
dosp-+dos g= - dosg (p-+g)dos (p—b), . (10)

; 1165 p—dos q:—%_wst%(p-{—q)wst 1(p—q)-(11)

4te. Pierwsze réwnanie twierdzema fund;!-
mentalnego podzicliwszy przez trzecie, wypadnie
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st (“’Fb)‘_\;rst adosb 4 wstl; dose

- dos €atb)  des adosh— wstawsth’ 5
o R wstA i wstA sty
Ade ——-— iy e

e dosk _fStyA(XI)"czyll’dos TR

]

atem samépy

wet(a+5) sty (at-b) g R
dos (a-{-b)_-‘ R 5 powy#sze wiec TO Wnanle
zamieni $¢ W nastepuigce:. )

sty (a+b) - wstadosb+wstbdosa ’

R " dosadosb—wstawstd -~ @

W réwnaniu tém z drugidy strony podazieliwszy
talv licznik iak mianownik przez dosa dos b, wypadnie
licznik = elnd H._b_____ S_ti_a{_l_Lyb_,
dosa  deosd R

wsta wstb  styastyd__
dosa dosd . R®

mianownik=—=1—

R? —styastyb
R?.
Poloiywszy waznoéci te zamiast licznika i mia-
nownika drugi¢y strony réwnania («), iroz-
mnozywszy obie strony przez R, wgpadnie
o _ R? (stya +styd
Q‘Fy ARl R? —styat-styb = ®
Odbywszy podobne do poprzedzaigcego dziafa-
nie z rownaniem drugiém iczwartém twierdzenia
fundamentalnego, znaydziemy
: b __RZ (stya—sty b)
G 1.5 e R2-tstyastyb '
Réwnanie to ziaczywszy z réwnaniem (b) za po-
moca podwoéynego znaku - bedzié
: R2 (styaLstybd)
sty (aztb)=

(12).

R*zsty asty O
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Kiedy Tuk a=5, R=1, réwnanie (5) zamienia si¢
w nastepuiace:
astva

st_\,!r 20 = T (13)

5te. Dwa troykaty ARN, BRn, fig. 156 pro-
stokatne przy A i B, iw ktérych kat ARN=B=nR,
iako wewngtrzne naprzemianlegle wzgledem siecz—
néy RN i dwéch réwnoodlegiych AR, Brn, sa po-
dobne: bedzie wiec
AN: AR=BR:Bnr; czylioznaczaiac liniieiak w art:XI,
n* Rz

sty a:R=R: dot &; wiec sty aza—(')&‘ ,dota=——,
sty a
Rz
atém samém dot ) e ———
(et sty (a+0b)

Z drugiéy strony réwnania tego zamiast fty (a+d)
poIoz’yWszy waznoséznaleziona w formule(12)bg¢dzie

Rz—ftyafly b
dot (a++b)= W.
2
Zerasfty a= ; z drugiéy wiec strony réwna-
a

nia ostatniego potozywszy tak w liczniku iak

N ; R= R? 5
v ownik i '
W mian u P ) zamiast sty a, sty O,
wypadnie
: dot ¢ dotb—R? A
dot (a+b0) = .
(a4:2) dot ¢+ dotd ()

Odbywywszy to samo dziatanie z formuia (12)
biorac w niéy z nak tylko dolny, znaydziemy
d 5) __‘dot a dot b+R?2
i T dota—doth
Réwnanie to ziaczywszy 2 réwnaniem ((¢) za po-
moca podwoynego znakuzi, bedzie
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.  dotadot brR*
dot (at:b)=: o e -+ (a4
e e e T hova - C4)
& K , . R*wst?a . 26__
~ bte. PoniewaZ Stgr e iy MY =
R2wst2 b , >
Taasv 5 ). wige

e, R4 R? wst2a R2wst2b
a—sty2h=— o

: B y dos? e dos2b °

Druga strong sprowadziwszy do iednakowego mia-

nownika, bedzie.

R? (wst*ados?b—wst*b dos*a)
dos? a dos?h (d)
Aze wst?a dos?b—wst2} dos?— s
(wstados b4-wstbdos @) (wst a dos b—wst bdos «)=
Rwst(a+b)Rwst(a—b)=R2wst(a-}+b)wst(a-b) (XII
réwnanie wiec (d) zamieni sie “wnastepuiace :

R 4wst (a+4-b) wst (e—b)

styzti—sty 2h=—

sty"a—-—styzb; dos? qdos2b L,
_ 2 2
' Poniewaz ‘dot? a=*li-d—mi-—E dot* b=
wst2a ’

R2doszh X

- wst2h (XD), wiee

R2 (wst2b dos® a—wst2a dos2))
wst? e wst2b

R2 (wst*ados?b—wst* b dos?a )

dot? g—dot2bh=

. . wst*awstFb -
Odbywszy zlicznikiem : drugiey strony dziatanie
podobne do poprzedzaiacego, znaydziemy
. R4 ( wst(a-+-b) wst (a—D) .

wst?a wst2b e (1 )
nme, Podzieliwszy formule (8) przez (9), wypadnie.
wstpwstq  wst3(p-+q) dosj (p~-9)
wstp—wstg oty (p+g) Wst; (r—q)

dot? ¢ —dot*h=—

; wiec

-~
ey
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wst p—}-wst g wstL( p——q‘f wstz (P+‘7)

Wstp—wssq " “dosi(p—¢) dosi(p-+q) ) Y =

wstp—wstg R R
wst ptwstg  stvi(p+q) (i%)

- wst p—wstq sth(p—g) ’
Odbywszy podobne dziatanie 16d z formuta (8)i(10),

are, z formula (8) i (11), Scie 2 formula ( )1(10),
iten formute (9)1 (11),nakoniec z fomula (10) i(11);
znaydziemy ,

wst p-Lwst q_ __styi(p+q) (18)
dosp-+dos g g AL g e

wst p-}-wst q_/ / dot,‘, (r—a) Ty,
dos p—dos q e
wstp—wstg  styi(p—q) PRI v
dos p+dosq ™~ '

wstp—wstq _ dot} (p+4q) (21)
dos p—dosq R '

dos p+dos g doti( pP—q) : (¢)
dosp—dosq~ sty (p—9) :
Basal e i i iec q(XI); atém samém

= gieC P, ——— ; atém samé
eza$ = siecp o siec q(XI); |
; Rz Pz : X
dos p=—=————=,dos q—= ; bedzie wiec
siec p siec q : .

dos p—|-d0$ ;Y R2 siecp—siecq
"dosp—dosq_siec p--siecq R*

sier D—sireq

7
sice p—r—swc q
mozZna wiee zamiast rwnania (e) napisac ‘ naftepuiace

dosp-+ dosq dot} (p—q__siecp—siecq . (33)
dos p—dosq sty; yi(p—q) siecp-tsiec q
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- 8we, Poniewa? wst o =0, dos o= R (XVIII),
sty 0==0, dof 0 =R (XLVIH);kiedy wi¢c fukq=o,
formuty (18)1 (1g) zamieniaig si¢ w nast¢puiace:

wst p st‘y,}-p :
B-d-dobp <7 s x T S TS T 5
wst P dotIp . i :
dosp—R ™~~~ cayhi
CIRP dutgp '

= : 4
R-—dosp v It et Bl el s e el
Ry sta :
gte. sty &= dVSt a-_: R wit_u___ 3
ose  VREi_wstia’d " o
e TR R? wst2q ’
§ i e Réwnanie to fatwo zamie—

ni¢ moZna w nastepuiace :
Rstya
= "
VR*Fstyta oy )
Odbywszy to samo dziatanie z réwnaniem
R wst @ RVRz———dosza

R —

Sty a= Has o ‘ s : znaydziemy
d Rz .
OB Gt

Ve . (D)

10te. Przypusciwezy Ze Tuk AS = 6o°podiug
dawnego podzialu, fig. 156, cigciwa iego bytaby
bokiem szeéciokata foremnego w kolo wpisanego,
atém samem rdéwnalaby sie promieniowi tegoZ
kola (231). Cieciwa taz promieniem RA i RS utwo-
raytaby tréykat réwnoboczny, aze styczma AN
Juku AS iz czescig NS iego siecznéy RN utwo-
rzylaby tréykat rownoramienny, zktérego fatwo
‘byloby okaza¢, Ze cieciwa ta réwna sie czesci
NS siecznéy RN; skadbysmy wniesli, Ze czeéc
NS siecznéy RN réwna iest promieniowi RS, a tém
samém ze RS czyli R=% RN =14 siec 6o °.
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~ Zuwagi téy iz tego cosmy powiedzieli w ar-
tykule XLVIIL i innych, wypada, Ze

R=wst go°==dos 0°= sty 450—det 45°— siec
0° 45° dosiec go°=—L% siec 60°. e T N ok
Nakoniec z artykulu LV, wypada Ze ;
wst(go°b) =--dos b; dos (go°h)=Twst b
wst{180° b )=wst b;dos(180°1h)=—dosbh (28)
wst(270°7-h)=—dos b; dos(270°-h)—-wstd
wst(360°b)=="-wstb; dos (560°1-b) =--dosD |

Koniec Trygonometryi prastokrésinéy i czga‘ci‘
- pierwszéy Jometryi: :
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161 H2
164 25
171 18
185 19
190 4
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