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J E O M E T R Y I 
C Z Ę Ś Ć J. 

R O Z D Z I A Ł I. 

Wiadomości poprzednicze. 

i . VV SZYSTKIB rzeczy zmys łowe , zwane ina-
ezćy cała, choćby też były naydrobńieysze, są 
zawsze rozciągłe, to ieft: maią d ługość , szerokość 
i wysokość czyli grubość. Spoina ta wszyftkim. 
ciałom własność, o którey nas zmysł widzenia i 
dotykania przekonywa, sama iedna tylko zaymuie 
uwagę nasze, kiedy ciała iakiego wielkość zmie
r z a ć , lub ią z wielkością innego ciała porównać 
chcemy: w ten czas bowiem nie zważaiąc na in
ne ciała tego w ła sność , do mierzenia żadnego 
Wpływu nie maiące , samą się tylko iego rozcią
głością zaprzątamy. Nauka podająca sposoby mie
rżenia rozciągłości, nazywa się nauką mierniczą, 
czyli Jeometryą. 

a. Rozciągłość uważa się rozmaicie, i ma 
rozmaite nazwifka. Jeżeli dla wymierzenia wielf. 
kości iakiego ciała uważamy raz m i 'go długość, 
szerokość i wy sok ić, cz\ l i grubość; rozciągłość 
pod temi trzema wymiarami razem wzięta, zowie 
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się bryłowatością, albo ohietością tego ciała, vO-
lunien, a ciała, k tóneh wielkość pod temi trzema 
wymiarami uważamy, zowią się bryty: i tak ka
m i e ń , kula, belka, budynek i t. cl. są to b ry ły , 
których obiętość ieft mieysce w z d ł u ż , wszerz i 
Wzwyż rozległe, przez te bryły zaięte. Eryły 
pod ług rozmaitego kształtu są rozmaite, okrogłe , 
graniafte, koiiczate i t. d. i mają rozmaite nazwi-
fka, iak to na swoiem mie scu wyłożymy. 

3, Częftokroć w mierzeniu ciał mvaźamy tyl
ko ich długość i szerokość, bez żadm go względu 
na wysokość lub grubość. I tak dla wymierze 
nia pola, ogrodu, posadzki w pokoiu , obicia na 
Ścianę i t. d. dosyć ieft zmierzyć ich długość i 
szerokość. Rozciągłość pod temi dwoma wymia
rami uważana, bez względu na wysokość czyli 
grubość , zowie się powierzchnią, superficies. P o 
wierzchnia pócHug ks?tałtu ciała, do którego na
l eży , icst albo równa ezyli płaska, zwana inaezey 
płasczyzra, plamim; iak ieft powierzchnia papie
ru , tablicy, flolu, posadzki, ieziora, pola równe
go i t. d. albo nierówna czyli krzywa, to ieft 
Avklęsła lub wypukła; iak i< fl powierzchnia naczy
nia wklęsłego, kuli, armaty, góry , doliny i t. d. 
T u iuż łatwo wnieść można, że powierzchnie r ó 
wne czyli pła&czyzny różnią się tylko między so
bą swoia rozległością czyli wielkością: powierz
chnie zaś l r?Ywe tak co do rozległości, iak i co 
do kształtu .swego muszą być ro?n>aite. 

4. O ę f l o nawet i na szerokość nie daicmy 
żadnego względu, lecz tylko ssmę długość uwa
żamy. 1 tak podróżny nie pyta s'e o szerokość 
drogi, która ma przebyć , ale tylko uważa odle
głość mie^, sca do którego dąiy : pro ' ui<c> dziel
ności Arzelby mierzy tylko długość drogi, którą 



kula przebiegła, i t. cl. Rozciągłość taka wzdłuż 
tylko uważana, bez względu na szerokość i 
grubość, zowie się liniia, a końce linii mzywaią 
się\ punktami. Punkt zat-'m, ściśle >i >rac# rzeczy, 
nie ma żadney rozciągłości: gdyż. ieft końcem l i 
nii , która nie ma ani szerokości ani grubości. M ó 
wimy tu, śchle biorąc Tzaczy, gdyż punkta zna
czone rta taolicy lub na papierze nie mogą b c bez 
rozciągłości, równie iako i liniie, które kredą, 
o łówkiem, albo piórem kreślimy, muszą mieć k o 
nieczni" szerokość, choćby też były iak naycień-
§ze. Ale w ścisłem znaczeniu, kiedy p asczyzn* 
będąca końcem czyli granica ciała iakiego, ma 
tylko długość i szerokość bez grubości, l inia b ę 
dąca granicą czyli końcem płaszczyzny, mieć tyl 
ko może długość bez szerokości i grubości; punkt 
zaś, iako granica czyli koniec linii, nie moża m i j ć 
źadney rozciągłości. 

5. Liniia ieft albo profta, albo złamana c z y 
li z kilku proft ch z łożona , albo krzywa. Liniia 
profta ieft naykrótszą droga z iednego punktu do 
drugiego, iak ieft liniia AB. Figara i . W s z e l 
ka zaś inna liniia, która nie ieft naykrótszą d r o 
ga z jednego punktu óo drugiego, ieft albo liniia 
złamana, czyli z proftycb z łożona, iak ieft liniia 
A C D B ; albo k r y w a , iak są liniie A E B , A F B , 
które są tern dłuższe, im się bardziey oddalaią orl 
riaykrótszey drogi z punktu A do B, azyli od linii 
proiley AB. 

fi. Z t^go cośmy dotąd o li&^iii proftey p o 
wiedzieli, wypala ibd że przez ieden punkt tyle 
liniy proftycb prowadzić można, ile się p o d o b a : 
co ieft przez się widoczna; 2r<? że przez dwa pun
kta iedna tylko liaiia profta przechodzić m o ż e : bo 
od iednego punktu do drugiego iedna ieft tylko 
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naykrótsza droga; liniy zaś krzywych i złamanych 
tyle przez dwą punkta prowadzić można , ile się 
podoba: dla tego też liniie krzywe i złamane o -
znaczaią się kilką głoskami; na oznaczenie zaś l i 
nii proftey , dosyć ieft dwóch tylko g łosek , które, 
Jeżeli długość linii proftey ieft wyznaczona, k ła
dą sie przy iey końcach; ieżeli długość linii nie 
ieft wyznaczona, kładą się w dwóch którychkol-
wiek iey punktach. 5cie że gdy zatem dwie lini
ie profte maią dwa punkta spólne, dwie te liniie 
czynią iedne tylko liniią profią: bo przez dwa 
punkta iedna tylko liniia profia przechodzić m o 
że ; 'ite że gdy się dwie liniie profte z sobą prze-
cinaią, przecięciem ich ieft tylko ieden punkt: bo 
gdyby się we dwóch punktach przecinały, na ten 
czas maiąc dwa punkta spólne, czyniłyby iednę 
liniią profią. bte że nakoniec liniie profte różnią 
się między sobą tylko długością swoią; lubo i ta 
różnica nie ieft tak wielką iak się z początku zda-
ie , gdy zważymy, że każda liniia prosta może bvć, 
w myśli przynaymniey w obie strony tak daleko 
przedłużona, iak się podoba; gdy tym czasem l i 
niie złamane i krzywe tak co do długości, iako i 
co do kształtu swego, mogą być rozmaite. 

7. Między liniiami krzywymi, nayznaczniey-
sza iest liniia kolista, zwana okręgiem koła, li~ 
nea circidaris, circumferentia circuli, iaka iest 
Jig. 2. A B C D E A , która zwyczaynie kreśli się za 
pomocą narzędzia cyrklem zw ranego, lecz którą 
wykreślić także można sposobem następującym: 
wziąwszy nitkę lub drócik długości np. linii A S , 
i ieden iego koniec utwierdziwszy na stole lub ha 
tablicy w punkcie S tak, aby około tego punktu 
m ó g ł się obracać; do drugiego końca A , przy
ł ó ż m y ołówek lub kredę, i obróćmy drócik wraz 
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z kredą około punktu S tak, aby powróc i ł na to 
samo mieysce, z którego obracać się począ ł : ślad 
na tablicy" od kredy zastawiony iest okręgiem. 
Płasczyzna tą liniią krzywą określona zowie się 
kołem, circulus. Część jakakolwiek okręgu AED, 
BCD i t. d. nazywa się łukiem, arcus. 

8. Własność okręgu z samego wykreślenia 
wypływaiąca iest ta, że każdy punkt na nim wc ię 
ty znayduie się w równey odległości od punktu S: 
odległością bowiem tą iest drócik A S , którego 
długość w czasie obrotu iest nieodmienna. Punkt 
S zowie się dla tey przyczyny środkiem ko ł a , cen
trum, a liniia prosta SA, SB, i ts d. środek koła 
z punktem którymkolwiek na okręgu wziętym łą
cząca, nazywa się promieniem, radius. W s z y 
stkie zatem promienie koła są równe: bo w s z y 
stkie punkta okręgu są w równey od środka koła 
odległości. Inne własności okręgu wyłożymy^ na 
swoiem mieyscu; tu tylko przestaiemy na tych , 
które nam do początkowych wiadomości o liniiach 
prostych będą potrzebne. 

9. Co się tycze innych liniy krzywych, kszał-
tcm swoim i innemi własnościami od okręgu r ó 
żniących się, te naj*&t do Jeometryi dalszey, któ
rą poprzedzić powinna wiadomość własności l i 
niy prostach, płaszczyzn i b ry ł , co iest przed
miotem ninieyszogo dzieła. • 

R O Z D Z I A Ł II. 

O Liniiach projlych przecinaiących sie, o ką
tach i tróykątach. 

10. Mieysce nieograniczone A C B , fig^tf za
warte między dwiema liniiami prostemi A C i BC, 
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które się z sobą przecinaią w punkcie C , i która 
mogą być tak przedłużone, iak się podoba, na
zywa się kałem, angulus. Liniie A C , B C , prze
cięciem" swoiem kąt tworzące, zowią się ramio
nami kąta, crura, a punkt C , w którym się te dwie. 
liniie przecinaią, nazywa się wierzchołkiem kąta, 
vertex. 

11. Kąt zwyczaynie oznacza się iedną gio-r-
Iką jakąkolwiek J która się kładzie przy iego wierz
chołku. Lecz gdy dwa lub więcey kątów maią 
spoiny wierzchołek, iak iest na figurze 4 , na ten 
czas kąt oznacza się trzema głofkami, z których 
iedna kładzie się przy iego wierzchołku, a dwie 
przy końcach ramion. A że częstokroć końce ra
mion są wierzchołkami innych kątów, iak np. na 
fig. 11, przeto dla dokładnego oznaczania kątów, 
zgodzono się w wymawianiu tych głosek zachować 
następuiący porządek: wymówić naprzód głofke 
będącą przy końcu iednego ramienia, potem g ł o -
fkę będącą przy wierzchołku , nakoniec głofke 
będącą przy końcu drugiego ramienia. I tak fig. 
4 kat zawarty miedzy ramionami BC , D C iest 
B C D , lub DCB ; kąt A C D , , l u b DCA iest kąt za
warty między ramionami AC, DC i t. d. 

12. Ramiona kąta mogą się bardziey lub 
niniey rozchodzić: kąty też pod tym względem są 
większe lub mnieysze. I tak fig. 4 , kąt ACB iest 
większy od kata D C B ; gdyż ramiona pierwszego 
bardziey się rozchodzą, niż ramiona drugiego. Ką
ty równe są te, których ramiona równie się roz
chodzą, i które tem samem przystać mogą do sie^ 
b ie , gdy ieden na drugim będzie położony. I tak, 
położywszy bc, ramie kąta bca, na BC, ramieniu 
kąta BCA, w ten sposób, aby punkt c padł na 
C f ieźeli ramie oc, póydzie po ramieniu AC. kąt 
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bca, iest równy kątowi BCA, chociażby ramiona 
bc, ac, były dłuższe lub krótsze od ramion B C , 
A C : gdyż ramiona kąta iako liniie proste mogą 
być podług potrzeby przedłużone. Jeżeli zaś, p o 
łożywszy bc na B C , ramie ac weźmie tak ie 'po
łożenie , iak C D , lub iak C E ; kat bca iest w pier
wszym przypadku mnieyszy, w drugim większy od 
kata B C A , chociażby ramiona bc, ac były r ó 
wne ramionom B C , AC. Wielkość zatem kata 
nie zależy od długości ramion, lecz od ich roz -
twartości, czyli , co na iedno wychodzi , od p o ł o 
żenia względem siebie dwóch liniy przecięciem 
swoiem kat tworzących. 

10. Gdy liniia DC fig. 5. takie ma wzglęt-
dem linii AB położenie , że z nią tworzy dwa ką
ty A C D , BCD między sobą równe; kąty te zowią 
się proste, recti, a liniia D C iest prostopadła, 
perpendicularis, do linii AB. Wszelki kąt mniey
szy od prostego, iak iest np. fig. 6, kąt ECB, z o -

, wie się ojtry, acutus; wszelki kat większy od p r o 
stego, iak iest np. kąt A C E , zowie się roztwar-
ły, obtusus. 

i4 . Kąty tak ostre iako też i roztwarte m o 
gą się bardziey lub mnićy przybliżać do prostego; 
przeto też tak ostre iako i roztwarte , co do wiel
kości swoiey, są między sobą rozmaite. Lecz ką
ty proste wszystkie sobie są równe , i moga do 
siebie przystać. Jakoż fig. 5, położywszy cb ra-

• mie kata prostego dcb, na CB ramieniu kata p r o 
stego D C B , gdyby ramie cd nie poszło po ra
mieniu C D , padłoby albo z prawey strony linii 
C D , np. na liniia C E ; albo z lewey strony teyźe 
linii C D , np. na liniia C F ; i kąt dcb w pier
wszym przypadku byłby równy kątowi ECB , któ
ry iest ostry, iako mnieyszy od prostego D C B ; w 



4 

8 J E O M E T R Y I 

drugim przypadku kąt dcb byłby równy kątowi 
F C B , który iest ro'.twarty, iako większy od pro
stego DCB'. A że kąt dcb nie iest ani ostry, ani 
roztwarty; wiec i ramie cd nie póydzie ani po l i 
nii C E , ani po linii C F , lecz po linii CD", a za 
tem będzie kąt prosty dcb równy prostemu DCB. 

15. Gdy liniia CE, fig. 6. z liniią AB t w o 
rzy dwa kąty nie równe , ieden ECB ostry % czyli * -
mnieyszy od prostego D C B , drugi ACE roztwar
ty , czyli większy od prostego A C D ; summa tych 
dwóch kątów E C B , ACE pr/.y sobie leżących, 
zwanych inaczey przyległe/ni, adjaceutes, równa 
się dwom kątom prostym. Jakoż kat ostry ECB 
od prostogo DCB mnieyszy iest katem DCE ; kąt 
zaś roztwarty ACE od drugiego prostego A C D 
większy iest tymże samym kątem D C E : wiec o -
badwa kąty przylegle E C B , A C E , równe są dwom 
kątom prostym DCB i A C D . 

16. Stąd wypadam następuiące wniofki: lód 
że kiedy ieden z dwóch kątów przyległych iest 
prosty, drugi także prosty być powinien; gdyż o -
badwa czynią dwa kąty proste; 

2re Ze wszystkie kąty , fig. 7. A C E , E C D , 
D C F , F C B , leżące z jedney strony linii A B , i ma-
iące spoiny wierzchołek C , w.tżą dwa kąty p ro
ste: bo wystawiwszy sobie, że z punktu C iest 
wyprowadzona CM prostopadła do A B , summa 
tych wszystkich kątów równa się widocznie dwom 
kątom prostym A C M , BCM. 

5cie. Ze gdy sie dwie liniie proste, fig. 8. 
A B , D E , przecinaia w punkcie C , summa czte
rech kątów A C D , D C B , 13CE, E C A , równa się 
czterem kątom prostym: gdyż kąty A C D i DCB 
iako przyległe, ważą dwa kąty pioste, i kąty ACE 
i ECB dla teyże przyczyny ważą dwa kąty proste; 
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4/<?. Ze przez punkt C, fig. 9. poprowadzić 
wszy iakakolwiek liczbę liniy prost\ch A C , B C , 
D C , EC^ F C ; summa wszyftkich kątów A C B , 
BCD, DCE, ECF, FCA, maiących spoiny wierz
chołek w punkcie C, równa się czterem kątom 
proflym: gdyż przedłużywszy którakolwiek liniia 
np. DC do Ił, summa kątów HCA, ACB, BCD, 
równa się dwom kątom prostym, i summa kątów 
HCF, FCE, ECD równa się także dwora kątom 
proflym, podług wniófku drugiego. 

17. Uważać tu potrzeba, źe kiedy dwa ką
ty przyległe, fig. 6. ACE , ECB wazą dwa kąty 
profłe, dwa ich ramiona AC i BC są w jedney 
linii; to iefl , AC ramie kąta ACE, ieft przedłu
żeniem CB ramienia kąta ECB. Kąty np. fig. 7 
A C D i DCF nie ważą dwóch kątów proflych,. 
chociaż leżą przy sobie, i maią spoiny wierzcho
łek C: bo ramiona ich AC i CF nie są w jedney 
linii. 

18. Gdy dwie liniie profte, fig. 8. AC , D C 
przecinaiące się w punkcie C przedłużone będą, 
pierwsza do B , druga do E ; dwa kąty A C D , 
BCE maiące spoiny wierzchołek C zowią się ką
tami w wierzchołku przeciwległe/ni, ad verłicem 
oppositi. Kąty ACE, DCB są także w wierzchoł
ku przeciwległe, gdyż obadwa maią spoiny wierz
chołek C, a ramiona iechugo z nich np. kąta A C E , 
są przedłużeniem ramion drugiego kąta D C B . 
Kąty , Jig. 9, ACB, FCE, lubo maią spoiny wierz
chołek C, nie są iednak w wierzchołku przeciw
ległe: gdyż ramiona iednego z nich nie są prze
dłużeniem ramion drugi ego. 

Ig. Kąty ACD, BCE, fig. 8. w wierzchoł
ku przeciwległe, sa sobie rbwne. Jakoż summa 
dwóch kątów przyległych A C D i ACE, równa sir 
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dwom kątom proftym; podobnież summa dwócfe 
kątów przyległych BCE i ACE równa się dwom 
kątom proftym. W i ę c odiąwszy o obudwu sunam 
spoiny kąt A C E , zoftanie kąt A C D , równy ką
towi BCE. 

20. Stąd wypada lód że przedłużywszy l i 
niia MC, fig- 10, która z liniia AB czyni dwa ką
ty A C D i BCD profte, przedłużenie iey CE u -
tworzy z drugiey ftrony linii AB dwa kąty A C E , 
BCE profte: gdyż kąty te są wierzchołkiem prze
ciwległe kątom DCB, A C D proftym ; 

2re. Ze kiedy liniia D E ieft proftopadła do 
A B , wzaiemnie też i liniia AB ieft proftopadła do 
D E : bo że liniia D E ieft proftopadła do A B , 
idzie zatem, iż kąt A C D ieft równy kątowi przy
ległemu B C D , i źe obadwa te kąty są profte 

Lecz źe kąt BCD ieft profty, idzie za tem 
ź e i kąt A C E preciwległy wierzchołkiem ieft p r o 
sty; wiec kąt A C E = A C D , a tem samem liniia 
AB ieft proftopadła do linii D E . 

31 . Mieysce trzema liniiami proftemi okre
ślone zowie się tróykątem, triangulum. I tak, fig. 
1 1 . ACB ieft tróykąt: liniie A B , A C , B C prze
cięciem swoiem tworzące tróykąt, zwać będzie
my bokami, latera. Boki te są oraz ramionami 
trzech kątów A, B , C. W tróykącie zatem , o -
prócz powierzchni, sześć rzeczy uważać należy: 
trzy boki i trzy kąty. 

22. Summa dwóch którychkolwiek boków 
tróykąta, np. summa dwóch boków A C i B C , 
większa ieft od boku trzeciego AB: gdyż liniia 
profta AB ieft naykrótszą drogą od punktu A do 
B ( 5 ) , a tem samem krótsza ieft od B A C linii 
złamaney z punktu Ą do B poprowadzone y. Dla 
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teyie przyczyny summa dwóch innych którychkol-
wiek boków większa ieft od boku trzeciego. 

20. Wziąwszy wewnątrz tróykąta AGB,fłg, 
12. punkt od upodobania D , i do dwóch końców 
któregokolwiek boku, np. AB poprowadziwszy liniie 
profte A D , BD; będzie summa dwóch innych b o 
k ó w A C , BC większa od dwóch liniy A D , B D . 
Własność ta ieft wniofkiem tego , cośmy powie 
dzieli w y ź e y , ( 5 ) . Można ią okazać sposobem 
następuiącym : 

Przedłużywszy liniia A D aż do przecięcia się 
z bokiem CB w punkcie. F , będzie w tróykącie 
A C F summa dwóch boków A C i CF większa od 
boku trzeciego AF; czyli większa od linii A D i 
D F : gdyż bok A F fkłada się z dwóch tych liniy 
A D i DF . Podobnież w tróykącie BDF summa 
dwóch boków BF i D F większa ieft pd boku 
trzeciego B D ; czyli, dla krótkości w tłumaczeniu 
*ie używaiac fkróconych znaków, w trójkącie A C F 
ieft A C + C F > A F ; czyli AC + C F > A D + DF. 
Podobnież w tróykącie BDF", ieft B F + D F > B D . 

W oftatnich dwóch wyrażeniach dodawszy 
ftrony odpowiadaiące sobie, będzie 
A C + CF + BF + DF > A D + D F + BD ; czyli 
A C + C B - f D F > A D + D F 4 - B D : gdyż CF - f 
B F = C B . Odiawszy poobudwu ftronach DF, z o 
ftanie AC + CB > AD-f- BD to ieft: summa dwóch 
boków AC i CB większa od dwóch liniy A D i 
BD. 

24. Twierdzenie. Dwa tróykąty mogą przy-
Jłać do siebie, a tein samem są sobie rbwne, gdy 
dwa boki i kąt miedzy niemi zawarty w jednym, 
rbwne są dwom bokom i kątowi między niemi za-
wurUmu w drugim tróykącie. 
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Dowodzenie. Niech będą dwa tróykąty, fig. 
i5. A B C , abc w których bok A C = ac, bok 
RC = bc, i kąt C zawarty między temi bokami 
A C , BC równy kątowi c zawartemu między b o 
kami ac , bc ; mamy okazać, źe bok AB == ab, 
kąt A = ^ « , - k ą t B = b, to iejl, źe dwa te tróyką
ty prtyftaną do siebie. ' -

Jakoż wyftawmy sobie , źe tróykąt abc ieft 
% mieysca swego oderwany i położony na tróy-
kącie ABC tak, aby punkt c padł na punkt C, i 
bok ac poszedł po boku AC : w takiem p o ł o ż e 
niu punkt a padnie na punkt A : gdyż bok ac 
— AC z założenia; bok bc póydzie po boku B C : 
gdyż kąt c = C (12) punkt/; padnie na punkt B: 
gdyż bok bc — BC. A gdy punkt a padł na A i 
punkt b padł na B ; więc i bok ab przyflanie do 
boku A B : gdyż przez dwa punkta A i B iedna 
tylko liniia profla przechodzić może ( 6 ) ; a zatem 
i kąty a, b, przyftaną do kątów A, B, ( i 2 ) i c a ~ 

y tróykat abc przyflanie do troykąta A B C . 

2 5. Uważać tu potrzeba, źe boki równe we 
dwóch tróykątach leża na przeciwko równych ką
tów, i odwrotnie kąty równe leżą na przeciwko 
równych boków. I lak bok ab równy bokowi AB, 
leży na przeciwko kąta c równego kątowi C; kąt 
b równy kątowi B leży na przeciwko boku ac r ó 
wnego bokowi A C i t. d. 

26. Twierdzenie. Dwa tróykąty mogą do 
•siebie przyftai, gdy dwa kąty i bok przy nich 
lezący w jednym, rbwne są dwom kątom i boko
wi przy nich lezącemu w drugim trby kącie. 

Dowodzenie.. Niech będą dwa tróykąty,/źg. 
i 5 . A B C X abc , W których kąt A = a , kąt B = 
fi i bok AB E = ab : mamy dowieśdź ż e , bok A C 
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== ac, bok BC = bc, i kąt C — c, czyli że dwa te 
tróykąty przyfłaną do siebie. 

Wyftawmy sobie, że tróykąt abc ieft p o ł o 
żony na tróykącie ABC tak, aby punkt a padł na'. 
A , i bok ab poszedł po boku A B ; ponieważ d\ra 
te boki są równe z założenia , więc punkt b pa
dnie na punkt B : a że kąt a — k , wiec bok ac 
poydzie po boku A C (12), a tern samem punkt c 
padnie na którykolwiek punkt linii AC. P o d o 
bnież dla równości kątów b i B , bok bc poy
dzie po boku B C , atera samem punkt c padnie 
na którykolwiek punkt linii BC. A zatem punkt 

który musi się znaydować razem na dwóch l i -
niiach A C i BC, padnie na "spólne ich przecięcie 
C: więc tróykąt abc przyftanie do tróykąta ABC. 

27. Twierdzenie. Jeżeli we dwóch tróyką-
iach dwa boki iednego, są równe dwom bokom 
drugiego trbykąta, a kały między łemi bokami 
nie są rbwne, ten z boków -przeciwnych tym nie
równym kątom ieft więksiy, który lezy naprze
ciwko większego kąta: i odwrotnie, ten z dwóch 
kątów zawartych między równemi bokami we 
dwóch tróykąlach ieft większy, który leży na
przeciwko większego boku. 

Dowodzenie. Niech będą dwa tróykąty fig. 
i 4 . ABC, abc, w których bok AR = ab, bok BC 
~ bc, a kąt B zawarty między dwoma piewsze-
mi większy ieft od kąta b zawartego miedzy d w o 
ma drugiemi bokami: trzeba dowieśdż, że bok 
AC przeciwny kątowi B w tróykącie A B C , wię
kszy ieft od boku ac przeciwnego kątowi b w tróy
kącie abc. 

Położywszy tróykąt abc na tróykącie ABC 
tak, aby bok ab przyflał do boku AB, boki ac , 
bc wezmą albo takie położenie, iak na figura® 
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pod liczbą i , gdzie punkt c znayduie się na b o 
ku A C 5 albo takie iak na fig. 2 , gdzie punkt c 
znayduie się wewnątrz tróykąta A B C ; albo na-
koniec takie, iak n? fig. 3, gdzie punkt c znay-; 
duie się za tróykątem ABC-

^f/V 1 wszym przypadku bok A C widocznie ieft 
większy od Ac, iako całość od swoićy części: a 
z e A c ' = ac z wykreślenia , więc bok A C większy 
ieft także od ac. 

W 2gim przypadku fig. 2. A C -f- BC > Ae 
4 - B c ; ( a 3 ) czyli A C - j - B C > A c 
- j - B C : g d y ź podług założenia bok Bc = 6 c = B C . 

Odiąwszy po obudwu ftronach B C , zoftanie 
A C > Ac . A że A c = ac, z wykreślenia, będzie 
więc A C > ac, to ieft, bok A G większy ieft od 
boku ac. 

W 5cim przypadku, fig 5 w tróykącie A c D , 
A D - ( - D c > A c (22) ; Podobnież w tróykącie B D C 
D C - j - D B > B C . Dodawszy ftrony odpowiadaiące 
sobie, będzie A D - f D C - f D c 4- DB > A c - f BC ; 
czyli A C + B c > A c -f- B C (gdyż na figurze A D 
- f D C = A C , D c - f - D B = B c ) czyli A C + B C > 
A c -f- BC (gdyż Bc = bc = BC z założenia). O -
diąwrszy BC po obu ftronach, będzie AC^> A c ; 
czyli A C > ac: gdyż Ac = ac z wykreślenia. 

Odwrotnie. Jeżeli we dwóch trzykątach A B C , 
abc, fig. 14, bok A B = ab, bok BĆ — bc, a bok 
A C > ac ; będzie kąt B > £ . Jakoż gdyby kąt B 
nie by ł większy od kąta b, byłby albo mu r ó 
wny', albo od niego mnieyszy, W pierwszym przy
padku dwa te tróykąty przyftałyby do siebie (24), 
a tem samem byłby bok ac = A C , co być nie 
m o ż e , iako przeciwne założeniu. W drugim przy
padku byłby *bok <2C> AC, podług pierwszey c z ę -
ąoi ninieyszego twierdzenia; co się także sprzeciw 
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wia założeniu , a tern samem być nic raoźe. K i e 
dy więc kat B nie może być ani równy kątowi 
b , ani od niego, jnnieyszy, więc musi być od 
niego większy. ^Mff 

28. Twierdzenie. Dwa tróykąty mogą do 
siebie przyjiać, gdy trzy boki iednego, równe stg 
trzem bokom drugiego tróykąta. 

Dowodzenie. Niech będą dwa tróykąty/^J 
i 5 A B C , abc, w których bok A B = ab, bok A C 
= ac, bok BC = bc; trzeba dowieśdź że kąt A —a. 
kąt B = b i kąt C — c, czyli że dwa te tróyką-
ty przyflaną do siebie. 

Gdyby np. kąt b nie był równy kątowi B, te-r 
dy byłby od niego albo większy albo mnieyszy. 
W pierwszym przypadku, ponieważ boki ab , bc 
tróykąta abc równe są podług założenia, bokom 
A B , BC tróykąta A B C , bok ac, przeciwny w i ę 
kszemu kątowi b, byłby większy od boku A C 
przeciwnego mnieyszemu kątowi B , podług twier
dzenia poprzedzaiącego; co być nie m o ż e , gdyż 
podług założenia bok ac = A C . 

W drugim przypadku, gdyby kąt b był n j ^ e y -
szy od kątaB; bok A C przeciwny kątowi B wię
kszemu , byłby większy od boku ac przeciwnego 
kątowi b mnieyszemu ( 2 7 ) ; co bydź nie może : 
gdyż , podług założenia , bok A C = ac. Kiedy 
więc kąt b nie może być ani większy , ani mniey
szy od kąta B, musi być mu równy. Dwa zatem, 
tróykąty A B C , abc, w których dwa boki A B , BC 
i kąt B między niemi zawarty w jednym, równe 
są bokom ab, bc i kątowi b między niemi zawar
temu w drugim tróykącie, przyflaną do siebie (24). 

ag. Twierd. tróykącie maiacym dtea 
boki równe, koty przeciwne bokom róuwymsa 
równe. 
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Dowód. Niech będzie tróykat fig. i5 . A B C 
w którym bok A C = B C ; trzeba dowieśdź, że kat 

Podzieliwszy trzeci bok Affcma dwie równe 
części w punkcie D, i poprowadziwszy liniią CD; 
w dwóch tróykątach A C D , B C D , bok A C pier
wszego, równy icft bokowi BC drugiego troyką
ta, podług założenia; bok A D pierwszego, równy 
iefl bokowi B D drugiego troykąta podług wykre
ślenia; bok CD iefl dla obudwu tróykątów spoi
ny: a zatem dwa te tróykąty przyflaną do siebie 
( 2 8 ) ; a w sczególności, kąt A przyflanie do kąta 
B; więc dwa te kąty są równe. 

5o. Stąd wypada, że w tróykącie A C B , fig. 
16 maiącym wszyflkie trzy boki między sobą r ó 
wne , wszyflkie też trzy kąty są między sobą r ó 
wne: gdyż kąt A równy iest kątowi B , dla r ó 
wności boków A C , B C ; a że też boki A B i A C 
są równe, więc kąt B równy iefl kątowi C. 

ó i . Tróykat maiący trzy boki równe zowie 
się równoboczny, aequilatefum; tróykat maią
cy dwa boki równe , zowie się równoramienny, 
aecjuicrurttm albo isoscele; tróykat maiący trzy 
boki nierówne, zowie się róznoboczuy, scale-
num. 

W tróykącie równoramiennym A C B fig. i5 
trzeci bok AB zowie się zwyczaynie podstawą, 
basis , a kąt C przeciwny podflawie nazywa się 
wierzchołkiem troykąta, vertex. W innych tróy
kątach którykolwiek bok można wziąć za podfla-
w e , a kąt mu przeciwny za wierzchołek. 

Powyższe zatem twierdzenie (29) możnaby 
tak wysłowić : w tróykącie równoramiennym kąty 
przy podflawie są równe. 
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5s . Twierd, W tróykącie maiącym dwa 
kąty równe, buli przeciwne katoni równym sq. 
równe. . 

Dowód. Niech będzie tróykąt ABC, fig. 17; 
w którym kąt A — B ; trzeba dowieśdź , źe bok 
BC — A Q , czyli że tróykąt ten ieft . równora*-
mienny. . 

Na okazanie t ego , podz^flmy bok trzeci A B 
w punkcie F na dwie równe części, i poprowa
dziwszy liniią CF, przedłużmy ią do D tak, aby 
by ło D F — C F ; poprowadziwszy potem liniia A D 
i B D ; w dwóch tróykątach A F C , B F D , b o k A F 
== BF z wykreślenia; bok CF = D F z wykreśle
nia; i kąt A F C ~ B F D (19); więc dwa te t róy
kąty przyftana do siebie (24); a w szególności bok 
A C = B D , i kąt F A C — F B D . A że kąt F A C 
== F B C z założenia, więc i kąt F B D = F B C . 
Podobnymźe sposobem dowiedziemy przez p rzy 
ftanie do siebie dwóch tróykatów C F B , A F D , że 
kąt F A D = FAC. W i ę c dwa tróykąty ACB , 
A D B maiące bok AB spoiny, i kąty przy nim, 
leżące przy A i B równe , przyftana do siebie 
( 2 6 ) ; a w sczególności bok BC = BD : a że bok 
B D = AC podług dowiedzenia, więc i B C = AC^ 

53. Stąd wypada: że ieżeli w tróykącie wszy— 
llkie trzy kąty są równe , będą też i wszyftkie-
trzy boki równe. 

54. Twierd. W tróykącie roinobocznym 
bok większy, przeciwny ieft większemu kątowi, i 
odwrotnie kąt większy, przeciwny ieft większemu 
bokowi. • 

Dowód. 1 od Niech będzie tróykąt, fig 18. 
A B C , w którym kąt CAB ieft większy od kąta B; 
trzeba dowieśdź, że bok BC przeciwny wieksze-

. 5 
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mu kątowi CAB , ieft większy od boku AC prze
ciwnego mniejszemu kątowi B. 

Z punktu A poprowadziwszy liniia A D tak, 
aby kąt DAB by ł równy kątowi B , w tróykącie 
równoramiennym DAB ieft bok A D = DB ( 5 a ) . 
W t r ó v k « c i e A C D ieft CD + A D > A C ( 2 2 ) r c z y -
li C D + DB > A C : gdyż A D = D B ; czyli C B > 
A C ; to ieft: b o k ' r C ^ przeciwny większemu kąto
wi CAB ieft większy od boku A C przeciwnego 
mnieyszemu kątowi B. 

2rc. * W tróykącie A B C , w którym bok B C > 
A C , będzie kąt CAB przeciwny większemu b o k o 
wi B C , większy od kata B przeciwnego mnieysze
mu bokowi AC. 

Jakoż gdyby kąt CAB nie by ł większy od 
kąta B , byłby albo równy kątowi B ; albo od n ie 
go mnieyszy. Gdyby kąt CAB b y ł równy ką
towi B, bok BC byłby równy bokowi A C ; 
co się sprzeciwia założeniu. Gdyby kąt CAB b y ł 
mnieyszy od kata B , bok BC przeciwny katowi 
C A B mnieyszemu , byłby mnioyszy od boku A C 
przeciwnego kątowi większemu, podług pierwszey 
części ninieyszego twierdzenia ; co się także sprze
ciwia założeniu. Kiedy zatem kąt C A B nie m o 
że być ani równy kątowi B , ani od niego mniey
szy, musi więc być od niego większy. 

35. Dla dowiedzenia oftatnich trzech twier
dzeń, trzeba było bok A B , fig. 10 i 77 dzielić na 
dwie równe części, i wykreślić kąt D A B , fig. 18 
równy kątowi B. Ułatwią to naftępuiące zaga
dnienia : 

Zagadnienie. 1. Maiąc dane dwa panktaA 
i B fig. 19, znaleźć punkt trzeci, któryby odobu-
dwu był w jednakowey odległości. 
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Rozwiązanie. Z punktu A , promieniem Ja
kimkolwiek, byle większym niź iefl połowa odle
głości dwóch dam eh punktów, nakreślmy łuk 
D E , a z punktu B tymże samym promieniem na
kreślmy łuk F G , który z łukiem pierwszym p r z e 
cina się w punkcie C : punkt C iefl punktem szu
kanym. 

Uwaga. Uważać tu potrzeba, iż promień 
którynai kreślimy dwa łuki przecinaiące się, p o 
winien być większy , niż ieft połoWa odległości , 
dwóch punktów danych: gdyż inaczey dwa łuki 
wykreślone przeciąćby się z sobą nie m o g ł y , iak 
są np. łuki de i jg. 

56. Zagad. 53. Daną liniia projią ylB,Jig. 
20 podzielić na dwie równe części. 

Rozwiąż. Znaydźmy, podług poprzedzaią-
cego zagadnienia , punkt C będący w jędnakowey 
odległości od obudwu końców flancy linii A B ; 
podobnież z drugiey flrony linii AB znaydźmy 
punkt D będący w iednakowey odległości od ty 
chże końców. Punkt C złączmy z punktem D 
liniia profta C D , która dana liniia A B podzieli w 
ptmkcie F na dwie części równe. Jakoż popro
wadziwszy liniie prof le , A C , C B , B D , DA, dwa 
tróykąty C A D , C B D , w których bok A C — CB 
( 5 5 ) bok A D = B D , a bok CD spoiny, przyflaną 
do siebie (28) , a w sczególności k;'tv przy C są 
równe. Dwa zatem tróykąty A C F , B ^ F , w któ
rych bok AC = B C , bok CF spoiny i kąty przy 
C równe , przyflaną do siebie ( 2 i ) , a w sczegól
ności A F = BF. W i ę c liniia AB w punkcie F 
podzielona iefl na dwie części równe. 

57. T y m samym sposobem możnaby liniia 
A F i BF podzielić na dwie równe części, a tem 
samem liniia A B byłaby podzielona na części r ó -
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wnych 4. Moźnaby potem każdą czwartą część 
linii A B podzielić tymże sposobem na dwie r ó 
wne części, a zatem liniia A B byłaby podzielona 
na części równych 8 i t. d. Lecz sposób ten nie 
iefl doflateczny do podzielenia linii daney na c z ę 
ści równych 5 , 5 , 6 i t. d. Podamy na to spo- , 
sób niżey 

58. Zagad. 5. Maiąc dane dwie liniie pro
ste, znaleźć ich spoiną miarę. 

Rozwiąż. Niech będą dwie liniie A B i CD 
Jig. 2 1 : mnieyszą CD przenieśmy na większą ty
le razy, ile można : daymy że liniia C D mieści sie 
w linii A B trzy razy, począwszy od A do E , i ź » 
ioflanie cześć E B ; będzie wiec 

A B = 5 C D - f EB. 
Niech zilowu liniia EB przeniesiona na liniia 

C D mieści się w niey cztery razy począwszy od C 
do F , i zoftaie cześć F D ; będzie wiec 

CD = 4 E B + F D . 
Podobnież F D przeniesiona na E B , mieści 

sie w niey raz od E do G , i zoftaie cześć B G ; 
będzie wiec EB = F D + B G . 

Nakoniec BG'przeniesiona na F D , mieści się 
w niey trzy razy zupełnie: będzie wiec 

F D — 5 BG. A zatem 
E B = F D -fi B G — 5 B G -f B G — 4 BG. 
C D === 4EB -f F D s z 16BG + 5 B G = i g B G . 
A B = 5CD -f EB = 5 7 B G + 4 B G = 6 i B G . 

T o ieft, liniia B G ieft spoiną miarą dwóch liniy 
A B i C D : w pierwszey bowiem mieści się razy 
6 i , w drugiey razy j g ; i dwie te liniie A B , C D 
gą do siebie iak dwie liczby 6 i i lg . p» 

Uwaga. Sposób ten szukania spólnćy mia
ry dwóch liniy danych, zupełnie ieft podobny do 
tego, który podaie Arytmetyka, gdy idzie o zna-r 
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lezienie spólnego dzielnika dwóch liczb danych, z 
tą tylka różnicą, źe dwóch iakichkolwiek liczb 
ieźeli nie inna iaka l ic iba , to przynaymniey i e -
dność iefl spólnym dzielnikiem, czyli spoiną mia
rą; w szukaniu zaś spólney miary dwóch liniy da
nych trafić się czeflokroć może , iż się nigdy nie 
doydzie do takiey części pozoflałey, któraby się w 
poprzedzaiącey zupełnie mieściła, choćby działa
nie to naydaley posunięte by ło . Na ten czas dwie 
dane liniie nie maią spólney miary, Liniie takie 
i wszyflkie ilości nie inaiące . spólney miary, na-
zywaią się niespółmierne, incommensurabiles. 

5g. Zagad. 4. Narysować tróykat równy da
nemu tróykątowi ABC fig. i3. 

Rozwiąż. Poprowadziwszy liniią ab = A B , 
z punktu a promieniem równym bokowi AC, kre
ślę łuk ; z punktn b, promieniem równym b o k o 
wi B C , kreślę łuk drugi, z pierwszym *w pun
kcie c przecinaiący się; punkt c łączę z punktem 
a i b, liniiami proflemi an,, bc, tróykat ab& iefl 
ezukany: gdyż dwa te tróykąty mogą do siebie 
przyflać (28). 

4o. Zagad. 5. Maiąc dany kąt A fig. 22, 
wykreślić kąt drugi równy danemu, ktbre.goby 
wierzchołkiem był punkt a na daney linii ab. 

Rozwiąż. Na ramionach danego kąta A , b i o 
rę dwa punkta C , D od upodobania, i łączę ie 
liniią proflą CD. Na linii ab, wziąwszy ad = A D , 
z punktu a promieniem równym linii A C kreślę 
ł u k ; z punktu d promieniem równym linii CD kre
ślę drugi łuk z pierwszym w punkcie c przecina-ij 
iący się; punkt przecięcia c łączę z punktem a 
liniią ac, kąt cab iefl szukany: gdyż poprowa
dziwszy liniią proftą cd, dwa tróykąty cad, C A D 
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przyftana do siebie ( 2 8 ) , a w sczególności kąt 
a=A. 

41. Zagad. 6. Mai^c dane dwie liniie pro
fte na dwa boki tróykąta, i kąt maiący być mie
dzy temi bohami zawarty, narysować tróykąt. 

Rozwiąż. Nakreśliwszy kąt równy danemu , 
maiacy za ramiona dwie dane liniie, i końce tych 
ramion złączywszy liniią proftą; będzie tróykąt, 
szukany (24) , 

42. Zagad. 7. Maiąc daną liniią profią i 
dwa kąty, wyrysować tróykąt, w ktbrymby dwa 
kąty i bok im przyległy były równe dwom da
nym kątom i daney linii. 

Rozwiąż. Poprowadzić liniią równą daney, 
i przy obudwu ićy końcach wykreślić dwa kąty 
równe danym, i maiące za ramie spólne liniią 
daną; drugie dwa ramiona tych kątów przedłuż 
żywszym póki się z sobą nie przetną; będzie t róy
kąt szukany (26) . 

45. Zagad. 8. Maiąc dane trzy liniie na 
trzy boki tróykąta, narysować tróykąt. 

Rozwiąż. Poprowadziwszy liniią równą któ~ 
reykolwiek z trzech liniy danych, i wykreśliwszy 
na niey tróykąt, daiąc mu dwa drugie boki równe 
d w o m pozoftałym linhom danym, będzie tróykąt 
szukany (28) . 

Uwaga. Ponieważ w tróykącie summa dwóch 
b o k ó w ieft większa od trzeciego, (1) . Zagadnie-

(1) Prawda ta w art. 22 przytoczona iako wniosek te
go , cośmy wyźey (5) o riniiach prollych i złama-

% pych powiedzieli, może być teraz uaftępuiącym 
, sposobem okazana. 

W tróykącie A C D , fig. 18, summa dwóch któ-
rychkolwiek boków, np. summa dwóch boków 
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nie to w ten czas tylko może być rozwiązane, k i e 
dy każda zdanych liniy mnieysza ieft od dwóch 
innych razem wziętych. 

44. Zagad. 9. Wykreślić tróykąt równo
ramienny, maiąc daną liniią na podstawę i kąt 
maiący być przy niey; albo tez maiąc dany kąt 
przy wierzchołka i iedno ramie. 

. Rozwiąż W pierwszym przypadku p o p r o 
wadziwszy liniią równą daney i przy obudwu iey 
końcach nakreśliwszy dwa kąty równe między s o 
bą i katowi danemu*, ramiona tych katów prze 
dłużam póki się z sobą nie zeydą, będę mia ł t r óy -
kąt szukany (02). 

W drugim przypadku, nakreśliwszy kąt r ó 
wny danemu, daiąc mu za ramiona liniie równe 
ramieniu danemu ; końce tych^ liniy złączywszy l i 
nią prostą, będzie tróykąt szukany (29). 

45. Zagad. 10. Na dandy linii wyftawić 
tróykąt równoboczny?. 

Rozwiąż. Na daney linii wykreśliwszy t róy
kąt, daiąc mu dwa inne boki równe linii daney, 
tróykąt ten będzie szukany. 

46. Zagad. 1 1 . Dany kąt A fig. 22 po^ 
dzielić na dwie równe części. 

Rozwiąż. Na ramionach kąta danego wzią-* 
wszy A F = - = A E , i z punktów F , E iakimkolwiek 

CD i A T ) , ieft większa od boku trzeciego AC. ' 
Jakoż przedłużywszy bok CD do B tak, aby b y 
ło DB — A D , i punkt B złączywszy z punk tom 
A liniią proftą A B ; w tr>'.ykącie ABC kąt B A C 
ieft większy od kąta B równego kątowi B A D (^9). 
który ieft częścią kąta B A C ; a tera samem bok 
CB > AC.(54) , czyli^ CD + D B > A C , ożyli C » 
- j - A D > A C , 
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promieniem nekreśliwszy dwa. łuki w punkcie B 
przecinaiące się, prowadzę liniia A B : liniia ta 
podzieli kat A na dwie równe części: gdyż p o 
prowadziwszy liniie BP, BE, dwa tróykąty ABF, 
ABE uiaią bok AB spoiny, bok AF = AE i bok 
BF = BE z wykreślenia: więc dwa te tróykąty 
przyftana do siebie (28) ; a w sczególności kąt BAF 
= B A E / 

A zatem dany kąt można podzielić na części 
równych 8 , 16 i t. d. dzieląc każdą po łowę na 
dwie równe części. 

R O Z D Z I A Ł IIL 

O Liniiach projiopadłych, pochyłych i rbwne 
0 odległych. 

47. Twierd. Ze wszyftkich liniy proftych \ 
fig. 20. które z punktu C wziętego za liniia AB 
do tey linii prowadzić można , naykrótsza ieft' p ro -
ftopadła CD; inne zaś liniie CA, CF, CB i tym 
podobne, które zwać będziemy pochyłemi, obli— 
quce, tem są dłuższe, im się bardziey oddalaią 
od punktu D , w którym proftopadła przecina się 
z liniia AB, i który zwać będziemy spodkiem 
proftopadłey ; i te tylko między pochyłemi są so 
bie równe, ' które są równie od spodku proftopa
dłey oddalone. 

Dowód. iód Przedłużywszy CD do E tak, 
aby było ED = CD, i poprowadziwszy liniia FE; 
w dwóch tróykątach CDF , EDF bok CD = ED 
as wrykreślenia, bok FD spoiny, kąty przyD m i e 
dzy temi bokami zawarte równe iako profte, ( i 4 ) 
więc dwa te tróykąty przyftana do siebie podług 
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twierdzenia lwszego o przystawaniu Jróykątów 
(24), a w sczególności bok FE = F C W t r ó y -
kącie CFE iest 

CF + F E > C E (22); czyli 
CF -f- F E > CD + ED, cza li 
CF + C F > CD + CD. (gdyż F E = CF z d o -

wiedzenia, E D = CD z wykreślenia). Czyli 
2CF > 2CD: więc 

C F > C D : to ieft, Jakakolwiek pochyła CF 
większa ieft od proftopadłey C D , a tem samem 
proftopadła ieft naykrótszą. 

are Wziąwszy A D > F D , będzie pochyła A C 
bardziey od spodku proftopadłey oddalona w i ę 
ksza, niż ieft pochyła FC . Na okazanie, że p o 
chyła pierwsza ieft większa od drugie" y , p o p r o 
wadźmy liniia AE . Dwa tróykąty C A D , E A D , 
w których bok A D ieft spoiny, bok C D = E D 
z wykreślenia, i kąty przy D między temi boka
mi zawarte równe iako profte , przyflaną do sie
bie podług twierdzenia pierwszego o przyftawaniu 
tróykątów ; a w sczególności A C == AE. W tróy -
kacie CAE ieft 

' A C + A E > F C + F E (20); czyli 
A C + A C > F C + F C : gdyż A E = A C , F E 

= F C z dowodzenia; czyli 2AC > 2 F C : w i ę c 
A C > F C : to ieft: pochyła A C bardziey od 

spodku D proftopadłey CD oddalona, większa ieft 
od pochyłey F C mniey od tegoż spodku oddalo-
ney. 

5cie Wziąwszy D B = DF , i poprowadziwszy 
liniie CB , C F , dwie te pochyłe równie od spod
ku proftopadłey oddalone, będa równe. Jakoż 
w dwóch.tróykatach C D B , CDF bok C D ieft 
spoiny, bok D B — D F z założenia; kąty przy D 
między temi bokami zawarte równe iako profte 

. - 4 
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więc dwa te tróykąty przyflaną flo sióbie, a w 
sczególności C F = = C B : to ie f l , dwie pochyłe r ó 
wnie od spodku proflopadłey oddalone są równe. 

48. Wnioski. Sfft^ wypada lód. Z o dwie liniie 
pochyłe z jednego punktu do linii trzeciey popro
wadzone , ieźeli sobie są równe , nie mogą obie-
dwie znaydowaó się z jednćy flrony proflopadłey 
C D ; lecz iedna z nich musi znaydowaó się ze 
flrony A , druga ze ilrony B , w równey od leg ło 
ści od spodku proflopadłey. 

49. 2re Z e z punktu C do linii profley A B 
nie można poprowadzić trzech Jiniy równych mie 
dzy sobą: gdyż dwie z nich musiałyby znaydo
waó się z jedney flrony proflopadłey C D ; co być 
nie może . 

50. 5cie. Ze ze środka D linii A B fig. 24. 
wyprowadziwszy proflopadłą C D do linii A B , 
każdy punkt wzięty na tey proslopadłey np. punkt 
F iefl w równey odległości od obudwu k o ń c ó w 
linii A B : gdyż poprowadziwszy linie pochyłe FA, 
F B , pochyle te są sobie równe ( 1 7 ) . Każdy zaś 
punkt wzięty za tą proflopadłą np. punkt E nie 
iefl w równey odległości od końców A i B linii 
A B : gdyż poprowadziwszy liniie EA, EB, v. t róy
kącie BFE. 

BF -f- F E > EB ( 2 2 ) wiec 
AF ~f- F E > ĘB: gdyż A F = BF z dowodze

nia; czyli A E > EB ; to iefl, odległość punktu E 
od punktu A iefl większa, niż od punktu B. 

51. Proflopadłą z punktu C do linii A B 
spuśczona, iako naykrótsza ze wszyflkich liniy 
które z tegoż punktu do linii AB mogą być p o - ' 
prowadzone, oznacza prawdziwą odległość pun
ktu C otl linii AB. Przeto teź proflopadłą z pun-
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ktii iakiego do danćy linii śpuśczona, zowie się 
odległością tego punktu od daney linii. 

52. TwierH. Dwa ił by kąty ABC, abc, fig. 
25. w których kąty A i a tą profte; boki tym ką
tom przeciwne BC i be równe, i boki tymże ka
łom przyległe AC i ac równe, mogą przyftać do 
•ielńe. 

Dowód. Dwa te tróykąty przyftałyby do sie
bie , gdyby bok trzeci ab b y ł równy bokowi trze
ciemu AB. Dayrayż, ieżeli być m o ż e , iż ieden 
z nich np. AB ieft większy od ab, i że liniia A F 
mnieysza od A B , ieft równa bokowi ab. Popro
wadziwszy liniia CF, w dwóch tróykątach A C F , 
acb, bok A C — ac z założenia ; bok A F — ab z 
przypuszczenia; kąt A = a, bo są obadwa profte: 
więc dwa te tróykąty przyflałyby do siebie (24) , 
a w sczególności bok CF byłby równy bokowi cb; 
a że podług założenia cb = C B ; wiec i liniia CF, 
ty łaby równa C B ; co być nie może : gdyż p o 
chyłe te obiedwie znayduią sic z jedńey ftrony 
proflopadłey CA ( 4 8 ) , a zatem z dwóch boków 
AB i ab nie może być ieden od drugiego wię 
kszy: wiec boki te są sobie, równe ; a tem samem 
tróykąty A B C , abc przyftana do siebie (28) . 

55. Zagad. 7 pu,'ktu D danego' na linii pro
ftey AB, fig. 26. wyprowadzić proftopadłą do 
te'y linii. 

Rozwiąż. Wziąwszy D F — DB , i z punktu 
B i F jakimkolwiek promieniem nakreśliwszy dwa 
łuki w punkci C przecina!;, •<) s ię , punkt C łą
czę z punktem D liniią profią C D : ta liniia ieft 
szukana: gdyż poprowadziwszy liniie CB i C F , 
w dwóch trójkątach C D B , CDF buk CD iell spoi
ny ; bok DB — D F z wykreślenia; bok BO—ĆF, 
wiec dwa te tróykąty przydaną da siebie ( 2 8 ) , 
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a wsczególności kąt C.DB = C D F : więc kąty te 
są profte ( i 5 ) ; a tern samem liniia CD _ ieft p ro 
ftopadła do linii AB. 

' 54. Zagad. Z punktu C danego za liniia AB 
jig. 27. spuścić proftopadła do tey linii. 

Rozwiąż. Z punktu C promieniem iakim-
kolwiek, byle większym niż ieft odległość pun
ktu tego od linii daney, kreślę łuk przecinaiący 
liniia A B w punktach B i F ; z drugiey ftrony l i 
nii A B znalazłszy punkt G równie od punktów 
B i F odległy ( 5 5 ) , punkt C z punktem G łączę 
liniia proftą C G , która liniia A B przecina w pun
kcie D : liniia CD ieft szukana: gdyż w tróyka-
tach C B G , C F G bok C G ieft spoiny; bok CB = 
C F , i B G == F G z wykreślenia: więc dwa te t róy 
kąty przyftana do siebie ( 2 8 ) , a w sczególności ką
ty przy C są równe. W dwóch tróykatach CDB, 
Ć D F , bok C D ieft spoiny; bok CB = CF , i ką
ty jirzy C równe ; więc dwa te tróykąty przyfta
na do siebie ( a 4 ) , a w sczególności kąty przy D 
są. rów rne, a tem samem liniia CD ieft proftopa
dła do linii A B ( i5 ) -

55. Wnioski. Stąd wypada icJJ, że z pun
ktu C danego za liniia A B , nie można spuścić 
więcey proftopadłych do tey linii, tylko iednę 
C D : gdyż liniie pochyłe CB i CF iako sobie r ó 
wne, po winny być równie oddalone od spodku D 
proftopadłey CD ( 4 8 ) ; a zatem proftopadła do l i 
nii A B z punktu C spusczona powinna przecho
dzić przez środek D linii BF : a przez dwa pun-
kta C , D iedna tylko liniia profta przechodzić 
może (6) . Dla teyże przyczyny z punktu D da
nego na linii A B nie można wyprowadzić- w i ę -
eey proftopadłych do tey linii , tylko iednę CD. 
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66. a re . 'Dwa tróykąty ABC, abc, fig. s5. 
W których, kąty A i a są profte, boki tym kątom 
przeciwne BC i bc r ó w n e , i kąty B i b r ó w n e , 
przyflaną do siebie : gdyż położywszy tróykąt abe 
na tróykącie A B C tak, aby kąt b przyftał do ką
ta B , i bok ab poszedł po A B , bok bc przyfta-J 
nie do boku CB i punkt c padnie na punkt C , 
gdyż dwa te boki są sobie równe: gdyby bok ac 
nie przyftał do boku A C , lecz wziął odmienne 
położenie , natenczas z punktu C , móźnaby b y 
ł o do linii AB poprowadzić dwie proftopadłe, i e -
dnę będącą ramieniem kąta proftego A , drugą 
będącą ramieniem kąta proftego a; co być nie 
może ( 5 5 ) . 

67. 5cie Z tego tez twierdzenia wypada, że 
dwie liniie , fig. 28. CH, F I , proftopadłe do t r ze -
ciey linii A B , nigdy się z sobą nie zeydą, c h o ć 
by też naydaley były przedłużone , tak w górę ku 
x, iako też na d ó ł t u y : bo gdyby się z sobą 
zeszły, z punktu ich przecięcia się moźnaby b y 
ł o spuścić dwie proftopadłe do linii AB ; co być 
nie może ( 5 5 ) . 

58. Dwie liniie profte na iedneyże płasczy-
znie poproAvadzone tak , że się z sobą zeyść nie 
m o g ą , choćby naydaley były przedłużone, zo~ 
wią się równoodległe, pąralellce. A zatem dwie 
liniie proftopadłe do trzeciey są od siebie r ó 
wnoodległe : gdyż się z sobą zeyść nie mcga, c h o ć 
b y naydaley były przedłużone. . 

5g. Lecz ieżeli liniia IK z liniia AB t w o 
rzy kąt A I K mnieyszy od proftego CHB , liniie 
te, I K pochyła i CH proftopadła do A B zeydzie 
się powyźey linii A B , gdy obiedwie doftateczhie 
będą przedłużone: ieżeli zaś liniia IL , z liniia A B 
tworzy kąt A I L więkzy od proftego CHB , dwie 
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te liniie IŁ pochyła i C H proftopr.dła do A B zey-
dą się z sobą poniźey lin" A B , gdy obiedwie d o -
ftatecznie będą przedłużone. Własność ta liniy 
tak ieft sama prze i się widoczna, że żadnego d o 
wodzenia nie potrzebuie. 

60. Wnioski.Stąd wypada lud, że gdy z dwóch 
liniy iedna ieft proftopadła do trzeciey, a druga 
tworzy z trzecią kąt ostry lub roztwarty ; dwie 
pierwsze liniie doftatecznie przed łużone , zeydą 
się z sobą zjedney lub drugiey ftrony linii trze
ciey. 

61. 2re Ze gdy dwie liniie D H , GI są p r o -
ftopadłe do trzeciey AB, każda liniia, iak iest np. 
D G , prostopadła do iedney'z nich, iest razem i do 
drugiey prostopadłą: bo gdyby liniia D G pro 
stopadła do D H w punkcie D , nie była prosto
padła do linii GI w punkcie G ; klat G byłby o -
stry lub roztwarty, a tern samem dwie liniie D H , 
G I , z których pierwsza tworzy z liniia D G kąt 
prosty, druga z tą samą liniia D G tworzy kat o -
stry lub roztwarty, dwie mówię , te liniie dosta
tecznie przedłużone, zeszłyby się z sobą: co być 
nie m o ż e : gdyż obiedwie podług założenia, są 
prostopadłe do linii trzeciey A B . 

62. 5cie Ze dwie iiniie A B , CD fig. 20,. r ó 
wnoodległe od trzeciey E F , są także i między 
sobą równoodległe : gdyż poprowadziwszy liniia 
G H prostopadłą do E F , liniia A B iako równole
gła od E F , będzie także prostopadłą do G H ; i 
liniia C D iako równoległa od E F , będzie prosto
padła do G H : a zatem dwie liniie A B , CD, p r o 
stopadłe do trzeciey G H , sa od siebie równole
g łe (58 ) . 

65. kle. Stad nakoniec wypada, że gdy dwie 
liniie E H , F G fig. 5o. sa prostopadłe, pierwsza 



do linii A G , druga do linii BC przecinaiącóy się 
z liniią A C w punkcie C j dwie te prostopadłe E H , 
F G zeydą się z sobą, gdy będą dostatecznie prze
dłużone : gdyż inaczey byłyby od siebie równo le 
gle ( 5 8 ) ; a i e iedna z nich np. F G iest prosto
padła do CB , więc i druga E H byłaby także do 
CB prostopadła: dwie zatem liniie A C , BC z j e - , 
dnego punktu C wyprowadzone byłyby do ieduey-
źe linii E H prostopadłe, co być nie może ( 5 5 ) . 

6 i . Twierd. Gdy dwie liniie fig. "o\. AB, 
CD przecięte od trzecióy EF, tworzą z nią- dwa 
laty ylGF, CifF równe; liniie te AB, CD sn od 
siebie równoległe • i odwrotnie 

Dowód. Podzieliwszy liniią G H w punkcie 
I na dwie równe części, i przez punkt I p o p r o 
wadziwszy liniią K L prostopadła do A B ; w dwóch 
trójkątach L G I , H I K , bok GI = HI z wykreśle
nia; kąty przy I równe ( 1 9 ) ; kąt KH1 — CHF, 
a kąt C H F = A G F z założenia; więc i kąt A G F 
czyli L G I = KHI-. a zatem dwa te tróykąty p rzy 
staną do siebie (26) , a w sczególności kąt GL1 
= H K I : a że kąt G L I iest prosty z wykreślenia, 
więc i kąt H K I iest prosty, atera samem liniią 
C D iest prostopadła do K L ; źe zaś i liniią A B 
iest prostopadła do K L z wykreślenia, więc dwie 
te liniie A B , C D prostopadłe do trzeciey K L są 
równoległe ( 5 8 ) . 

Odwrotnie. Gdy dwie liniie A B , C D od sie
bie równoległe przecięte są od trzeciey linii E F ; 
kąty A G F , CHF będą sobie równe. Gdyż p o 
dzieliwszy liniią G H w punkcie I na d w b równe 
części, i przez punkt I poprowadziwszy liniią K L 
prostopadłą do linii A B , a tern samem i do linii 
C D równoległćy od A B ; w dwóch tróykatach 
L G I , H K I , kąty przy I, są równe ; kąt G L I — H K I , 
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bo śą obadwa proste; bok GI = HI z wykreślenia, 
więc dwa te tróykąty przystaną do [siebie ( 5 6 ) ; 
a w sczególności kat = K.HI: <a że kat 
K H 1 = C H F , więc i kąt L G I , czyli A G F = CHF. 

65. Ponieważ \V dalszym ciągu Jeometryi : 
często wypada używać liriiy równoodległych; dla 
łatwiejszego tłumaczenia się, ponadawano scze-
gólne nazwiska kątom utworzonym przez dwie l i 
niie równoodległe przecięte od trzeciey, którą 
zwać będziemy sieczną | secans. 

I tak kąty zawarte między równoległemi A B , 
C D fig. 52. i częścią G H sieczney E F , zowią się 
wewnętrzne, interni: iakie sa, A G F , C H E , BGF, 
DHE. 

Kąty zawarte między równoległemi i częścia
mi E G , H F sieczney E F , ^owia sie katy zewnę
trzne, externi, iakie są: A G E , BGE* CHF, D H F . 

Kąty leżące po iedney stronie sieczney, z o -
wia sie iednostronne, ad eandem partem positi; 
i tak kąty A G E , A G F , C H E , C H F z jedney stro
ny sieczney leżące, są jednostronne: podolmież 
kąty B G E , B G F , D H E , D H F leżące z drugiey 
strony sieczney, są także iednostronne. 

Dwa kąty iednostronne, iak sąnp. kąty CHF, 
A G F , których ramiona rozchodzą się w tę sarnę 
stronę, zowią się kąty iednostronne odpowiada-
iące sobie, correspondentes. Kąty A G E , C H E 
są także iednostronne odpowiadaiace' sobie: toż 
m ó w i ć o katach B G E , D H E , i o kitach D H F , 
B G F . 

Dwa kąty iednostronne A G F , C H E , tudzież 
B G F , D H E , zowią się iednostronne wewnętrzne. 

Dwa kąty iednostronne A G E , C H F , tudzież 
B G E : D H F , zowią sic iednostronne zewnętrzne. 
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Dwa kąty, których ramiona rozchodzą się w 
fłrony przeciwne, zowią się kąty naprze mian le
głe wewnętrzne lub zewnętrzne alterni: i tak dwa 
kąty A G F , D H E , są kąty naprzcmi.in-ległe w e 
wnętrzne; toż mówić o dwóch kątach CHE, BGF. 
Dwa kąty C H F , B G E ; są kąty naprzemian-legte 
zewnętrzne; toź mówić o katach A G E , D H F . 

66. Stosownie do tych nazwisk powyższe 
twierdzenie takby można wys łowić : gdy dwa ką
ty AGI1, CHF, iednoftronne odpowiadaiące są 
równe; dwie liniie AB, CD są od siebie równo
ległe: i odwrotnie gdy dwie liniie Ali, CD sa 
od siebie równoległe; dwa kąty AGF, CHF, 
iednojłrotine odpowiadaiące są sobie równe. 

67. Twierd. Gdy dwie liniie AB, CD, od 
siebie równoodległe przzeiete są od trzeciey EF, 
będą l ó d , kąty iednoftronne odpowiadaiące so
bie równe; 2re Kąty naprzemiunległe wewnętrzne 
równe - 5cie kąty naprzemiunległe zewnętrzne ró
wne; 4te Kąty wewnętrzne iednoftronne równe 
dwom kątom profłym; 5te k^ty zewnętrzne iedno
ftronne równe dwom kątom proflym: 6te gdy 
którakolwiek z tych pięciu własności ieft dowie
dziona, można będzie dowieśdź i innych czterech. 

Dowód. Co d o ' i . Równość kątów iedno-
stronnych odpowiadaiących sobie A G F , C H F , 
iefl okazana wyźey ( 6 4 ) . P o okazaniu zaś r ó w n o 
ści tych kątów , ła two iefl dowieśdź równości in
nych kątów iednostronnych odpowiadaiącycJi. I tak 
biorąc np. dwa katy odpowiadaiące sobie D H F , 
B G F fig. 5 2 , kąt CHF z kątem D H F ważą dwa 
kąty profte, bo są przyległe. Kąt A G F z kątem 
B G F ważą dwa kąty profle, dla tćyże przyczy
ny. W i ę c , 

C H F + D H F = A G F - f BGF. 
5 
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w tem równaniu odiąwszy z jedney strony kąt 
C H F , a z drugiey kąt A G F , które sobie są równe, 
zoftanie D H F = BGF. 

Podobnież dwa kąty iednoflronne odpowia-
daiące B G E , D H E są równe: gdyż są przeciw
ległe w wierzchołku (JC,) kątom A G F , C H F , któ
rych równość ieft dowiedziona. Dla teyźe przy
czyny i kąty C H E , A G E są sobie równe , iako 
przeciwległe w wierzchołku kątom D H F , BGF. 
równym z dowiedzenia. 

sre. Kąty naprzemianległe wewnętrzne A G F , 
D H E , sa sobie równe: gdyż kat 
A G F = CHF ( 6 6 ) . 
D H E — C H F iako wierzchołkiem przeciwległe : 
wiec A G F = D H E . 

Podobnymże sposobem dowieśdź można r ó 
wności drugich dwóch katów na przemianległych 
wewnętrznych CHE i B G F . 

3cie Kąty na przeraianległe zewnętrzne CF 
i B G E sa równe: g d \ ż kat 
C H F = D H E (19) 
B G E = D H E iako jednostronne odpowiadaiace : 
więc CHF = BGE. 

Tymże sposobem okazać można równość dru-
gich dwóch katów na przemianległych zewnę
trznych D H F , A G E . 

Ąte Kąty iednoflronne wewnętrzne A G F , 
C H E ważą dwa kąty proste: gdyż kąt A G F -f-
A G E — dwom kątom proftym (10) , a że kąt A G E 
= C H E , iako iednoflronne odpowiadaiace; więc 
A G F - j - CHE = dwom kątom proflym. 

T o ż mówić o drugich dwóch kątach iedno-
ftronnych wewnętrznych B G F , D H E . 

5łe Kąty iednostronne zewnętrzne A G E , 
CHF równe są dwom kątom proftym: gdyż kąt 
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A G E -f- A G F = dwom katom proflym ( i 5 ) . A ze 
kąt A G F — C H F (66) więc 
AGE -f- C H F = dwom kątom proflym. 

T o ż mówić o kątach 'BGE, D H F . 
6łe Naoflatek, gdy którakolwiek z tych p ię 

ciu własności iefl dowiedziona, można będzie d o 
wieśdź innych czterech, i liniie A B , CD będą 
równoległe. Bo ieżeli np. równość kątów iedno-
flronnych odpowiadaiących sobie iefl dowiedzio
na, liniie A B , CD są równoległe, iakośmy to iuż 
©kazali wyźey. 

Jeżeli kąty naprzemianległe wewnętrzne A G F , 
D H E są równe, będzie kąt C H F — D H E ; a za
tem i kąt A G F = CHE : więc dwie liniie AB, CD 
są od siebie równoległe ( 6 6 ) . . 

Jeżeli katy naprzemianległe zewnętrzne CHF, 
B G E są równe, będzie kąt B G E = A G F ( 1 9 ) , 
a zatem i kąt C H F = A G F : więc dwie liniie A B , 
C D są od siebie równoległe ( 6 6 ) . 

Gdy kąty iednoflronne wewnętrzne A G F , 
CHE są równe dwom kątom proflym; będzie 
C H E - f - C H F = dwom kątom proflym ( i 5 ) , a że 

z założenia 
A G F -f- CHE = dwom katom prof lym; więc 
CHĘ - f CHF = A G F 4. CHE, 

W tem równaniu odiawszy po obudwu A r e 
nach kąt CHE , zoflanie C H F = A G F : więc l i 
niie A B , CD są od siebie równoległe . 

Gdy kąty iednoflronne zewnętrzne A G E , C H F 
są równe dwom kątom proflym, będzie A G E 
-f- A G F sm dwom kątom proflym ( i 5 ) : a że z za-

, - łożenia 
A G E - j - CHF = dwom kątom proflym; więc A G E 
+ A G F = A G E + CHF. 
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W teiu równaniu odiąwszy A G E po obudwU 
ftronach, zoftanie A G F == C H F : więc liniie A B , 
CD są równoodległe. 

6tS. Zagad. Przez punkt C wzięty za liniia 
daną JIB, fig. 55. poprowadzić równoległą od 
tćy linii. 

Rozwiąż. Z punktu C prowadzę liniia C D , 
któraby się z liniia A B przecinała pod iakimkol-
wiek kątem CDB. Na Unii C D przy punkcie C 
kreślę kąt D C F = CDB. Liniia EF będzie szu
kana : gdyż kąty C D B , D C F wewnętrzne napr/e-
mianległe są równe. 

69. Zagad. Przez punit C wzięty za liniia 
AB fig. 34. poprowadzić liniia CE któraby z da-
hą liniia AB czyniła kąt BEC równy danemu. 

Rozwiąż. Przy punkcie którymkolwiek A 
wziętym na dan^y linii A B , kreślę kąt D A B r ó 
wny danemu, i przez punkt C prowadzę linią CE 
równoległą od A D , aż do przęcięcja się z liniia 
A B w puuicie E : kąt BEC ieft szukany. 

70. " Twierd. Dwa kąty ACB, ach, fig. 35. 
których ramiona AC i ac , tudzież BC i bc są. 
między sobą równoodległe, i rozchodzą się w je
dne ftronę, są sobie rbwne. 

Dowód. Przedłużywszy ac aż do przecięcia 
się z ramieniem CB w punkcie D ; będzie kąt A C B 
= a D B , bo M iednoflronne odpowiadaiące sobie 
względem sieczney CB i dwóch równoległych A C 
i aD: kąt aDB —acby bo są iednoflronne o d p o 
wiadaiące sobie względem sieczney a D , i dwóch 
równoległych D B , cb; a zatem kąt A C B == acb. 
Podobne byłoby dowodzenie, gdyby ramiona dwóch 
kątów A C B , acb miały takie położenie , iakie ieft 
pod liczbą 2. 

Łatwo byłoby dowieśdź równości tych kątów 
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innym sposobem, poprowadziwzy w obudwu figurach 
przez wierzchołki tych kątów liniią proflą CE. 

71. Uwaga. W powyźszem twierdzeniu d o -
daiemy, źe ramiona tych dwóch kątów rozcho
dzą się w jednęź flrone: gdy bowiem ramiona te 
rozchodzą się w flrony przeciwne, kąty między 
niemi zawarte nie zawsze są równe. I tak dwa 
kąty A C B , acb fig. 56. których ramiona A C i ac 
BC i bc są między sobą równoległe, lecz rozcho
dzą się w flrony przeciwne, nie są równe. Ja
koż kąt ACB == aDB , bo są iednoflronne o d p o 
wiadające; kąt a D B — bcF, bo są zewnętrzne 
naprzemianległe względem sieczney a F , i dwóch 
równoległych CB i cb; a zatem, i kąt A C B = bcF; 
więc gdy kąt ACB iefl ofłry, będzie też i kąt bcF 
oflry, a tern samem przyległy mu kąt bca r o z -
twarty ( i 5 ) : będzie więc kąt bca > BCA. 

Lecz dwa kąty B C A , 6 c P , lubo ramiona ich 
rozchodzą się w flrony przeciwne , są sobie iednak 
r ó w n e , iakośmy wyżey okazali. Gdy więc ramio
na dwóch kątów są między sobą równo leg łe , a 

/rozchodzą się w flrony przeciwne; kąty £e mogą 
być albo równe sobie, iak są dwa kąty ACB, bcF; 
albo też nie równe, iak są dwa kąty ACB, acb. 

72. Twierd. Gdy dwie liniie fig. 07. EF, 
GH od siebie równoległe, przecięte są od dwóch 
drugich linii IK, LM od siebie równoległych ; 
części AB i CD dwóch pierwszych liniy zawarte 
między dwiema drugie"mi, tudzież części AC, BD 
dwóch drugich liniy zawarte między dwiema pićr-
wszemi równoodległemi, są między sobą równe: 
i odwrotnie, ieleli części te są rbwne, liniie, do 
których te części należą, będą. równoległe. 

Dowód.^ Poprowadziwszy liniią profla C B , 
w dwóch tróykatach A C B , D C B , bok CB iefl spól-
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n y ; kąt A B C = B C D , gdyż s » wewnętrzne na
przemianległe względem sieczney B C , i dwóclt 
równoległych E F , O H ; kąt ACB == C B D , gdyż 
są wewnętrzne naprzemianległe względem sie
czney CB i dwóch równoodległych I K , L M , wiec 
dwa te tróykąty przyftana do siebie ( 26 ) : a w 
sczególności A B = C D , i A C = B D , iako przeci
wne kątom równym (25). 

Odwrotnie. Jeżeli AB = C D , i AC = B D ; 
będzie liniia EF równoodległa od G H , i liniia IK. 
równoodległa od L M . 

Gdyż poprowadziwszy liniią C B , dwa tróy
kąty A C B , D C B , w których trzy boki w jednym 
równe są trzem bokom w drugim tróykącie, przy
ftana do siebie ( 2 8 ) , a w sczególności kąt A B C 
= B C D , i ACB = C B D , iako przeciwne bokom 
równym ( 2 5 ) , a że kąty A B C , i BCD są wewnę
trzne naprzemianległe względem sieczney BC i 
dwóch liniy EF i G H ; kąty ACB i CBD są tak
że wewnętrzne naprzemianległe względem siecznćy 
B C i dwóch liniy I K i L M ; więc liniia EF ieft 
równoległa od G H a liniia IK równoodległa od 
L M (67). 

75. Wniosek 1. Jeżeli AB i CD są sobie r ó 
wne i od siebie równoodległe , będą także A C i 
B D równe i równoodległe: gdyż w dwóch tróy-
kątach ACB, B C D , bok BC ieft spoiny; bok A B 
— CD z założenia, i kąt ABC = B C D , iako w e 
wnętrzne na przemianległe względem sieczney CB 
i dwóch równoległych A B , C D : wiec dwa te 
tróykąty przyftana do siebie ( 2 4 ) , a w sczególno
ści bok A C = B D , i kąt ACB = C B D ; a że dwa 
te kąty są wewnętrzne naprzemianległe względem 
sieczney BC i dwóch liniiy A C , B D , wiec liniie 
te są od siebie fównoległe (67). 
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74. TFniosek 2. Gdy dwie liniie A B , C D 
fig. 58. sa od siebie równoodległe , poprowadzi
wszy liniie E F , G H , IK i t. d. proftopadłe do 
tych dwóch liniy; proftopadłe te , iako od siebie 
równoległe ( 5 8 ) , będą sobie równe ( 7 3 ) ; a że 
proftopadłe te oznaczaią odległość linii A B i CD 
( 5 i ) , a zatem dwie liniie równoodległe zachowu-
ią wszędzie iednakową między sobą odległość. 

R O Z D Z I A Ł I V . 

O wielokątach w powszechności, tz w sczególno
ści o ich ketach, 

75. Płasczyzna określona iakąkolwiek liczbą 
liniy proftych, zowie się wielokątem lub wielobo-
kiem, polygonum. Wielokąty maią rozmaite na-
zwifka, podług rozmaitćy liczby boków, lub ką
tów. I tak tróykąt iest wielokątem maiącym trzy 
boki , czyli trzy kąty; czworokąt, ąuadrilaterum, 
pięciokąta pentagonum, sześ^iokąt, hexagonum, 
siedmiokąt, heptagonum, ośmiokąt, octogonnm, 
dziewięciokąt, enneagonum, dziesięciokąt, deca-
gonum, dwunaftokąt, dodecagonurn, piętnafto-
iąt, pentedecagonum i t. d. sa wielokąty maiace 4 , 
5* 6 , 7 , S i t . d. boków lub kątów. A B C D E 

fig. 5g. ie*t pięciokąt; ABCDEF f i g , 4o . iestsze-
óciokąt i t. d. 

76. Lubo wielokąty zwyczaynie oznaczaią 
się tyla głoskami, ile maią kątów, dla krótkości 
iednak oznaczać ie można dwiema tylko głofkami 
naydaley od siebie leżącemi: i tak, czworokąty 
AfSCD Jig. 4 i , 42 , 45. mogą być oznaczone dwie 
ma głgfkami A C , lab BD: Podobnież sześciokąt 
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A B C D E F fig. 4o. może być oznaczony dwiema g ł o 
d a m i np. EB. lub F Ć i t. d. 

77. Kąt taki iak iest F AB fig. 45. zowie się 
wklęsły, dlą różnicy od innych kątów B,C,D,E,F* 
które się zowią wyskakuiące. 

W wielokącie iakimkolwiek przedłużywszy 
którykolwiek bok AB fig. 4o. kąt CBH zawarty 
miedzy bokiem CB i przedłużeniem boku AB z o 
wie się kątem zewnętrznym, externus, dla różnicy 
od kątów A B C , B C D i t. d. które się nazy waią ką
tami wewnętrznemi, interni. Liniia prosta łączą
ca wierzchołki dwóch kątów wielokąta, zowie się 
prsekatnią, diagonalis, iakie są fig. 4o< A C , A D , 
A E . 

78. Kiedy wielokąt ma wszystkie boki i ką
ty równe , iak iest fig. 4o , 4 5 , i t. d. zowie się 
foremnym, regulare: kiedy zaś boki i kąty są nie
równe , iak iest fig. 5g, 45. i t. d., zowie sie nie-
foremny f irregulare. 

79. Między czworokątami niektóre maią b o 
ki przeciwne równoodległe; iak iest np. c zworo 
kąt B D figr 4 k w którym bok AB iest r ó w n o o d 
legły od boku CD i bok A D równoodległy od b o 
ku BC. Czworokąt taki zowie się równolegloho~ 
kiem, parallelogrammum. 

Z tego cośmy powiedzieli wyżey (72, 75) w y 
pada: 

lbd Ze przekątnia A C , dzieli równoległobok 
na dwa"tróykąty równe : 

2re Ze boki przeciwne w równoległoboku są 
sobie równe ; 

5cie Ze gdy w czworokącie boki przeciwne 
są sobie równe , taki czworokąt iest równoległo-
bokiem; 
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lite Ze gdy w czworokącie dwa boki przeci-
wne są sobb- równe i od siebie równo leg łe , 
taki czworokąt iefl równoległoboki<m. 

80. Uwaga. Może być czworokąt taki , w 
którym dwa boki przeciwne są od siebie r ó w n o -

, od ległe , lecz nierówne, iak i ft czworokąt abed 
fig. +6. w którym boki cd, ab są od siebie r ó 
wnoodleg łe , lecz nierówne; taki czworokąt nie? 
iefl równoleglobokiem: gdyż drugie dwa boki ad 
i cb nie są od siebie równoodległe. Czworokąt 
taki zowie się po łacinie trapezium; po poliku 
można by go nazwać równoległobok niezupełny. 

81. Równoległobok A C fig. 42. maiący wszy
flkie kąty profte , zowie się proftokatem, reetan-
gulum. 

Proflokąt A C fig. 45 ' maiący wszyflkie boki 
równe zowie się kwadratem, ąuadratum. 

Równoległobok ac, fig. 44. maiący wszyflkie 
boki równe, lecz kąty nierówn , zwać się może 
kwadratem ukośnym , rhombus. 

82. Chcąc zatem na daney linii AB, fig. 45 . 
wykreślić kwadrat, trzeba z obudwu ióy k o ń c ó w 
A i B, wyprowadzić dwie liniie A D i BC prof lo-
padłe do A B , i równe linii daney A B : końce 
tych dwóch liniy C i D złączywszy liniią proflą 
C D , czworokąt ABCD będzie kwadratem szuka
nym. 

Chcąc wykreślić proflokąt, któregoby boki 
równe były liniiom danym , trz ba poprowadzić 
liniią AB, fig. 42. równą iedney linii daney, i z 
dwóch iey końców A i B wyprowadzić liniie A D 
i BC proflopałłe do A B i równe drugiey linii 
daney : końce tych dwóch liniy C i D złączywszy 
liniią proflą C D , czworokąt A B C D będzie p ro -
flokatem szukanym. 

6 
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Chcąc wykreślić równoleg lobok , któregoby 
boki równe były dwom liniiom danym, i kat r ó 
wny kćitowi danemu, trzeba poprowadzić liniia 
AB fig. 4 i . równą iedney linii daney, z końca A 
wyprowadzić liniia A D równą drugey linii daney 
tak: aby kąt B A D był równy kątowi danemu j 
poprowadziwszy potem z punktu B liniia BC r ó -
yvna linii A D , i od niey równoodległą, końce D 
i C złączyć liniia proflą D C ; czworo ' t A B C D 
będzie równoległobokiem szukanym. 

Dowodzenie w e yyszyftkich trzech przypad
kach iefł łatwe maiąc yvzgląd na to , cośmy p o 
wiedzieli o liniiach równoodległych (58 , 70). 

85. W każdym wielokącie uważać będzie
my lód kąty; 2re boki , które razem wzięte z o 
wią się ohwodem wie lokąta ,perimeter; 5cie p ła -
sczyzne obwodem określoną, która się zowie po
wierzchnią wielokąta. 

84. Twier . JV każdym tróykącie summa 
trzech katów wazy dwa kąty profie. 

Dowodź. W tróykącie ACB, fig. 47. prze^ 
dłuźywszy którykolwiek bok np. A B do D , i z 
punktu B wyprowadziwszy liniia BF równoodle
głą od boku A C ; będzie kąt CBF = C, gdyż są 
naprzemianległe wewnętrzne względem sieczney 
B C , i dwóch równoodległych AC,*BF. K ą t F B D 
= A , gdyż są iednoflronne odpowiadające sobie 
względem sieczney A D i dwóch równoodległych 
A C , BF. Do kątów CBF i F B D , czyli co na ie-* 
dno wychodz i , do kąta CBD dodawszy kąt CBA, 
wypadnie summa równa dwom kątom proftym 
( i 5 ) . W i ę c i do kątów C i A dodawszy tenże 
kąt C B A , wypadnie summa kątów C, A i C B A , 
to iest, summa trzech kątów tróykąta, równa 
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dwom katom proflym. Czyli , kat CBF = C . K a t 
F B D = A. W i ę c 

CBF -f- F B D = C - j - A ; czyli 
CBD = C + A. 

Dodawszy po obu ftronach kat C B A , będzie 
CBD -f CBA = C 4- A - f CBA. 
A że kąty CBD i CBA iako przyległe wazą 

dwa kąty profle; więc tez i kąty C , A i CBA, to 
iefl trzy kąty tróykąta, wazą dwa kąty profle. 

85. JTrnU>Jki. i . Ponieważ w tróykącie kąt 
zewnętrzny C B D równy iefl dwom kątom wewnę
trznym C i A naprzeciwko- niego leżącym , iako 
się w poprzedzaiącerii twierdzeniu okazało, wiec 
od iednego z nich np. od kąta A iefl większy. 

86. 2. W tróykącie równobocznym, którego 
wszyflkie kąty są między sobą równe ( 5 o ) , każdy 
kąt iefl trzecią częścią dwóch kątów prof lych, 
czyli dwiema trzeciemi iednego kąta proftego. 

87. 5. Kiedy w tróykącie ieden kąt iefl pro -
fty, lub roztwarty, drugie dwa musza być oftre : 
gdyż inaczey summa trzech kątów tróykąta, waży
łaby wiecey niż dwa kąty profte: co ieft przeciwne 
twierdzeniu powyższemu. Kąt zatem profly lub r o z 
twarty ieft w tróykącie naywiększy, a tem samem 
i bok przeciwny kątowi proftemu lub roztwarte-
m u ieft w tróykącie naywiekszy ( 5 4 ) . . 

88. Tróykąt maiący kąt prof ly, zowie się 
projlohątny, rectangulum; tróykąt maiący kat 
roztwarty, zowie się rozlwarłokąiny, obtusangu-
lum ; tróykąt maiący wszyflkie kąty oftre, zowie 
się oflrohątny, acutanguliun. Bok przeciwny ka
towi proftemu, zowie sieprzeciwprojlohątną, hy— 
połhenusa: bok przeciwny katowi roztwariemu 
nazywać można przeciwroztwarlohajną, bok prze
ciwny kątowi oftremu, przeciwostrokatną. 



44 J E O M E T R Y I. 

89. 4. Z twierdzenia poprzedzaiącego W y p a 
da także, źe gdy dwa kąty w jednym tróykącie, 
równe są dwom kątom w drugim tróykącie, trze
ci kąt pierwszego równy ieft także trzeciemu ką
towi drugiego tróykąta: gdyż ten trzeci kąt przy
dany do dwóch pierwszych w obu dwu tróy kątach, 
czyni dwa kąty profte. 

90. A ftąd wypada, źe twierdzenie wyżey -
podane ( 5 6 ) , podług którego dwa tróykąty A B C , 
abc, fig. a5. maiące kąty A i a profte, kąt 
= 6 , i bok BC = bc, mogą do siebie przyftać; 
do tróykatów także oftrokątnych i roztwartoką-
tnych może być zaftosowune: bo ieźeli fig. 48 . , 
dwa kąty A i B w jednym tróykącie, równe są 
d w o m katom aib w drugim tróykącie, będzie też 
i trzeci kąt C pierwszego równy trzeciemu kąto
wi c drugiego tróykąta- a gdy ieszcze i bok CB 
= cb z założenia, dwa te tróykąty przyftana do 
siebie podług twierdzenia drugiego o przyftawaniu 
tróykatów! 

91. Podobnież twierdzenie podane wyżey 
(52), podług którego dwa tróykąty, fig. 28. ACB, 
acb, maiące kąty A i a proste, bok BC — bc, i 
bok AC = ac przyftana do siebie, do niektórych 
także innych tróykatów zaftosować można. Jakoż 
niech będą dwa tróykąty, fig. 48. ABC, abc, w 
których kąty oftre A, a są równe, boki tym ką
tom przeciwne B C , bc równe, i boki tymże ką
tom przyległe A C , ac równe; dwa te tróykąty 
przyftana do siebie: g d \ ż z punktów C i c spu
ściwszy liniie CD i cd pierwszą proftopadłą do A B , 

• drugą proftopadłą do ab, w dwóch tr<>\kątach CDA, 
eda, kąt A = a z założenia , kat D — d iako p r o 
fte, a t em samem i trzeci kąt A C D — acd ( 89 ) ; 
a że i bak A C =a ac z założenia, więc dwa to 



C Z Ę S C I- 45 

tróykąty przyftana do siebie ( 26 ) , a w sczególno
ści bok CU ~ cd, bok A D — ad. Dwa zatem 
tróykąty C D B , ćdb, w których kąty przy D i d 
*ą profte z wykreśl- nia, bok CD = cd z d o w o 
dzenia, i bok CB = c6 z założenia,'przyftana do 
siebie (5a) , a w sczególności bok DB — db A kie-7 
(!y A D = ad , i DB = db; więc A D + DB b== ad 
-\- db, czyli AB = ab. D w i zatem tróvkąty A B C , 
abc, w których bok AC = ac z załoź nia , bok 
AB — ab z dowodzenia, i kąt A = a z założenia, 
przyftana do siebie podług pierwszego twierdzenia 
o przyftawaniu tróykatów. 

02. Mogą iednak być dwa takie tróykąty , 
które nie przyftana do siebie, chociaż w nich bę* 
dzie kąt iednego równy kątowi drugiego tró\ ka
ta, i bok przeciwny i przyległy ternu kątowi w je— 
dnym, równy bokowi przeciwnemu i przyległemu 
w drugim tróykącie. Trafić się to może w ten 
czas, kiedy boki przeciwne kątom róy\nym nuiiey-
sze są od boków przyległych tymże kątom. Ja
koż niech będą fig. 4y. dyva tróykąty A B C , abc, 
w który'h kąt A = « , bok BC — bc, i bok A B 
= ab, lecz w obudwu tróykatach boki BC , bc 
przeciwne kątom równym, innie*, sze są od boków 
A B , ab przyległych tymże kątom. 

Z wierzchołka k;ita b spuściwszy db profto
padła do a c , będzie liniia ad większa od linii cd; 
czego łatwo można dowieśdź zważaiac, ż>' liniia 
ad nie może być ani równa linii cd, ani od nićy 
mnieysza: gdyż w pierwszym przypadku pochyła 
ab byłaby równa pochyłey bc, w drugim pochy
ła ab byłaby mnieysza od pochyłey bc ( 4 7 ) , co 
się sprzeciwia założeniu. Na linii zatem ad wzią-. 
wszy dć — dc, i poprowadziwszy bć, będzie bć 
= bc. A że bc = BC z założenia, więc i &c'=rBC. 
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A zatem trzy tróykąty A B C , abc, abć maią Ła
ty A , a równe , "boki tym kątom przeciwne BC , 
bc, bć, r ó w n e , i boki tymże kątom przyległe AB, 
ab równe. Lecz ieżeli tróykat abc przyflanie do 
troykąta A B C podług poprzedzaiącego wniofku, 
tedy trzeci tróykat abć, będący częścią troykąta 
drugiego abc nie może przyflać do troykąta ABC. 

0,5. W tych wiec tylko przypadkach dwa 
tróykąty mogą do siebie przyflać: \ód gdy dwa 
boki i kąt między niemi zawarty w jednym równe 
są dwom bokom i kątowi między niemi zawarte
mu w drugim tróykącie ; 2re gdy dwa kąty i bok 
im przyległy w jednym równe są dwom kątom i 
bokowi im przyległemu w drugim tróykącie; 3cie 
gdy trzy boki iednego równe są trzem bokom dru
giego troykąta; Ałe g d y kąt profly, bok mu prze
ciwny i przyległy w jednym równe są kątowi p ro -
flemu i bokom przeciwnemu i przyległemu w dru
gim tróykącie. Przypadek ten lubo może być za
stosowany i do niektórych innych tróykątów, i e -
dnakźe ponieważ czasem zayść może wątpliwość, 
czy dwa tróykąty nieproftokątne mogą do siebie 
przystać, iakośmy to okazali wyżey , używać go w 
dziele ninieyszćm nie będziemy, na okazanie r ó 
wności dwóch tróykątów nieproflokątnych. Co 
się tycze twierdzenia podanego wyżey (56 , g o ) 
twierdzenie to iuż nam więcey potrzebne nie b ę 
dzie, bo w takim przypadku dwa tróykąty przy-
flaną do siebie podług twierdzenia drugiego o przy-
flawaniu tróykątów, iakośmy to okazali wyżey, ( 9 0 ) . 

94 . Gdy dwa tróykąty mogą do siebie przy
flać, tern samem powierzchnia iednego iest równa 
powierzchni drugiego troykąta. Niżey obaczymy, 
źe dwa tróykąty mogą mieć równe powierzchnie, 
chociażby ni? mogły do siebie przyflać. 
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95. Twierd. Summa kątbw wewhetrznych 

wielokąta iakiegokolwiek waty kątbw profłych 
dwa razy tyle ile wielokąt ma boków, mniey 4: 
czyli, liczbę boków wielokąta rozmnożywszy przez 
8, i od tak rozmnoioney odlawszy 4 , reszta o-
kaze wolność kątów wewnętrznych wielokąta w 
kątach profłych. 

Dowód. Wziąwszy wewnątrz iakiegokolwiek 
Wielokąta AD, Jig. 5g. punkt S od upodobania, 
i z punktu tego poprowadziwszy liniie SA, SB, 
SC i t. d. łączące wszyflkie wierzchołki kątów 
wielokąta z punktem S, utworzą się tróykąty A SB, 
BSC, CSD i t. d. których spólnym wierzchoł
kiem iefl punkt S, a z których każdy ma za pod-
flawę bok ieden wielokąta, i dwa przy niey ką
ty należące do kątów wielokąta. Liniie więc te 
A S , BS, CS i t. d. podzielą wielokąt na tyle t róy
kątów, ile wielokąt ma boków. A źe w każdym 
tróykącie summa trzech kątów waży dwa kąty 
profle ( 8 4 ) ; więc wszyflkie te tróykąty ważyć b ę 
dą kątów profłych dwa razy tyle, ile wielokąt ma 
boków. Ze zaś kąty przy punkcie S będące, wa 
żą 4 kąty profle (16) •, a nie należą do kątów 
wewnętrznych wielokąta, więc od podwoioney l i 
czby boków wielokąta odiąwszy 4 , reszta okaże 
ważność kątów wewnętrznych wielokąta w kątach 
profłych. 

T o samo twierdzenie możnaby okazać naftę-? 
puiącym sposobem: z wierzchołka kąta którego
kolwiek w wielokącie FG fig. 4o , 45. np. z w i e 
rzchołka kąta A, poprowadziwszy do wierzchołków 
wszyflkich innych kątów przekątne AC, AD i t. d. 
przekątne te podzielą wielokąt na tyle tróykątów, 
ile ma wielokąt b o k ó w , mniey 2;gdyż do wie rz 
chołka dwóch kątów B i F przyległych ramionom 
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k."ta A , prz' k.-tn rh poprowadzić, niemożna. A źe 
summa trzech kątów'łrórkata waży dwa kąty pro
ste ( 8 i ) , więc summa katów we wszystkich łvch 
tró katach, czyl i , co n.i i e ' Inowychodzi} summa 

' wsz> flkieh katów wewnętrznych wielokąta, wa
żyć będzie katów proftveh dwa razy tyle, ile w i e 
lokąt ma beków, mniey 4. 

g6. ffniosek. Gdy iest wielokąt foremny 
( 7 8 ) , wszystkie i ego kąty wewnętrzne są między 
sobą równe; a tera samom i kąty zewnętrzne są 
między sobą równe: gdyż każdy kąt zewnętrzny, 
np. kąt C.BH: fig. 4o. z prz l eg ! ym sobie w e 
wnętrznym C B A , waży dwa kąty proste. A za
tem maiąc wiadoma liczbę boków wielokąta f o 
remnego, można doyść ważności kąta i ego wewnę
trznego i zewnętrznego. I tak w pięciokącie np. 
foremnym, summa wszyftkich kątów wewnętznych, 
równa ieft liczbie boków iego rozmnoźoney przez 
2 , i zmnieyszoney 4 ; czyli równa 5 X 2 — 4 = 6 : 
wiec każdy iego kat ważyć będzie piątą część 
sześciu kątów proflych, czyli £ iednego kata p ro 
stego: a zatem kąt zewnętrzny pięciokąta foremne
go ważyć będzie resztę do dwóch kątów p ro 
stych, to iest £ : gdyż £ - f £.'== = 2 kątom p r o 
stym. 

Podobnież w sześciokąeie foremnym summa 
wszystkich kątów wewnętrznych = 6 x 2 — 4 = 8 
kątom prostym; więc każdy iego kąt wewnętrzny 
ważyć będzie § czyli | kata prostego: a zatem 
kąt zewnętrzny ważyć będzie § kąta prostego, gdyż 
3 + 1 == I = 2 kątom prostym i t. d. 

97. Twierd. TV wielokącie maiącym wszy— 
ftkie kąty wy/kakuiące, przedłużywszy w jedne 
>tronę wszystkie boki, iak iest na fig. 5o. sum-
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tila wszystkich kątów zewnętrznych FAK, GBF 
t t. d. wazy 4 kąty proste. 

Dowód. Każdy kąt zewnętrzny np. GBF z 
przyległym sobie wewnętrznym G B A , waży dwa 
kąty profle: wszyflkie'zatem kąty zewnętrzne z 
wewnętrznemu ważyć będą kątów proftyeh dwa 
razy tyle ile wielokąt raa boków. A że same w e 
wnętrzne ważą kątów proftyeh dwa razy tyle ile 
wielokąt ma boków mniey 4 ( j j 5 ) , więc same ze 
wnętrzne ważą 4 kąty profle. 

98, frniosek. Gdy iest wielokąt foremny, 
kąty iego zewnętrzne są między sobą równe; a że 
wszyflkie zewnętrzne ważą 4 kidy profle , wiec 4 
podzieliwszy przez liczbę b o k ó w , iloraz będzie Wa
żnością kąta zewnętrznego w wielokącie foremnym. 
I tak w pięciokącie np. foremnym ponieważ 5 ką
tów zewnętrznych yvaźą 4 kąty proste, wice 1 wa 
ży piątą cześć 4 kątów proftyeh, czyli £ iednego 
proftego: a tern samem kąt wewnętrzny iako mu 
przyległy, ważyć będzie resztę do dwóch kątów 
prostych; to ieft •£ kata proftego. Podobnież W 
śześciokącie foremnym ieden kąt zewnętrzny wa
ży 4 czyli | kąta proftego; a tern samem kąt w e 
wnętrzny ważyć będzie 4 kąta proftego. W sied-
iniokącie foremnym kąt zewnętrzny yyaźy 4fo a w e 
wnętrzny - 7 ° kąta proftego i t. d. 

99. Uwaga. Poftrzegamy tu, że im więc>'y 
ma boków wielokąt foremny; tern kąty iego z e 
wnętrzne są innieysze, a wewnętrzne większe. 

Inne własności wielokątów ściągaiące się do 
ich powierzchni i obwodu, wyłożymy na swoiem 
mieyscUi 

? 
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R O Z D Z I A Ł V. 

O Ihiilach prostych i o kole. 

100. Powiedzieliśmy wyżćy ( 7 ) , że cześć o -
kregii zowie się łukiem. Liniia profla CD fig. 
5 i . łącząca dwa końce łuku C G D zowie się cię
ciwą, cliorda. 

TJważać tu potrzeba ibd, że cięciwa każda np. 
C D łączy końce dwóch1 ł u k ó w : iednego C G D , 
drugiego C H D , których summa czyni okrąg koła; 
iezeli więc iedeu z nich mnieyszy iest od p ó ł o -
kręgu, drugi tern samem będzie większy; ire że 
każda cięciwa dzieli ko ło na dwie części zwane 
odcinkami, segrnenta, ieden D C C , drugi D C H , 
których summa czyni k o ł o ; i icżeli ieden z nich 
mnieyszy icst od półkola, drugi tein samem w i ę 
kszy być musi. 

1 0 1 . Gdy cięciwa przechodzi przez środek 
koła iak iest A B , nazywa się średnicą, diameter. 

Uważać tu potrzeba lód, że średnica równa 
ieft dwom promieniom: gdyż promień, iakośmy 
powiedzieli wyżey ( 7 ) , iefl liniia profla od środka 
koła do iakiego punktu na okręgu poprowadzoną: 
a zatem średnica A B równa iefl dwom promie
niom SB i SA. 2re Ze tćm samem wszyflkie śre
dnice w jcdnemże kole są sobie równe: gdyż ka
żda z nich równa iefl dwom promieniom, które są 
między sobą wszyflkie równe ; 5cie że średnica ieft 
większa, niż iakakolwiek inna cięciwa: gdyż k o ń 
ce iakie> kol wiek cięciwy CD złączywszy ze śro
dkiem koła liniiami proftemi S C , S D , w tróyką-
cie SDC summa dwóch boków S C - f ~ S D > CD 
( 2 2 ) , to iefl , summa dwóch promieni, czyli śre
dnica } większa iefl od cięciwy; 4te że średnica 



A B dzieli koło i iego okrąg na dwie części r ó 
wne: gdyż złożywszy figurę wzdłuż linii AB, gdy
by część okręgu A H B , nie przyflała do części o -
kręgu A G B , punfcta iedney z nich byłyby mniey 
lub wiecey od środka koła oddalone, niż punkta 
drugiey: co być nie może (7). 

102. T y m samym sposobem dowieść można, 
że dwa koła nakreślone iednymże promieniem są 
sobie równe, i mogą do siebie przyflać, g.ly ie • 
dno na drugiem będzie położone tak, aby środek 
iednego padt na środek drugiego kola. 

100. Liniia profla EF, przecinaiąca k o l o , 
którą sieczna koła , secarts circuli zwać będziemy, 
dwa tylko" punkta G i D spólne z okręgiem mieć 
m o ż e : bo gdyby miała np. trzy punkta spólne, trzy 
te punkta iako znayduiące się na okręgu, byłyby 
w równey od środka koła odległości (7); a tein sa
mem z punktu danego S do linii proflćy EF 1110-
żnaby było poprowadzić trzy limie równe : co być 
nie może (4o). 

104. Gdy liniia profla ma tylko ieden punki 
spoiny z okręgiem, to iest, gdy się okręgu w j e 
dnym tylko punkcie dotyka, a w drugim punkcie 
dotykać sic nie m o ż e , choćl)y była przedłużona; 
taka liniia zowie się styczną koła , tangeris cir
culi. I tak liniia I K w jednym tylko punkcie 11 
dotykaiącą się okręgu, iest (tyczną: liniia zaś IIL 
lubo w jednym tylko punkcie H dotyka się okrę
gu, przecież dostatecznie przedłużona, przecięła
by go w punkcie drugim, a zatem nie iefl (tyczna. 

105. Twierd. Wziąwszy dwa jakiekolwiek 
luki iednegoż koła , albo dwóeli k ó ł rowityeh , i 
położywszy ieden na drugim tuk, aby ich wklę
słości obrócone były w jedne flronę, i aby dwa 
Jakiekolwiek punkta iednego. padły na dwa pón-
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kta łuku drugiego; łuk mnieyszy zeydzie się zu
pełnie z łukiem większym. 

Dowód. Jakoż przeniósłszy łuk ac fig. 5 2 . 
na łuk A E tak aby punkt a padł na A , i punkt c 
na C cięciwa ac przy lianie zupełnie do cięciwy A C : 
a że promienie sa, sc, są podług założenia równe 
promieniom SA, S C , więc dwa tróykąty sca, SCA, 
przyftana do siebie (28) ; a w sczególności punkt 
s padnie na S : a zatem wszyflkie punkta łuku ac 
padną na punkta łuku A C : gdyż punkta te są r ó 
wnie oddalone od środków s, S , które sa w j e 
dnym punkcie: a tern samem łuk ac zeydzie się 
zupełnie z łukiem AE. 

106. Wnics. Stąd wypada, że dwa łuki iedne-
goź ko ła , albo dwóch kół równych , są równe , gdy 
ich cięciwy są równe; i odwrotnie, byleby łuki te 
b y ł y iednegoż gatunku, to ieft, obadwa mnieysze, 
lub obadwa większe od p ó ł okręgu. Jakoż c ięc i 
wę iednę położywszy na drugiey, dwa końce pier-
wszey padną na dwa końce drugiey cięciwy7, a tom 
samem i dwa końce iednego łuku , padną na dwa 
końce drugiego: więc dwa te łuki podług twier
dzenia poprzedzaiącego, zeydą się z sobą, i ieden 
do drugiego zupełnie przyfianie, a zatem są sobie 
równe. 

Odwrotnie , ieżeli dwra łuki iednegoż koła 
albo dwóch k ó ł równych , są równe ; będą też r ó 
wne i ich cięciwy: gdyż łuki te iako równe przy
ftana do siebie podług w niofku poprzedzającego; 
a tern samem końce iednego padną na końce dru
giego łuku; więc i 'cięciwy ich przyftana do siebie: 
przez dwa bowiem punkta, iedna tylko liniia pro -
fta przechodzi": 
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107. Zagad. Maiąc dane dwa łuki AB, CD, 
fig. 55. iednegoi koła, albo dwbch kbł równych, 
znaleść spoina ich miarę. 

Rozwiąż. Zagadnienie to rozwiązać można 
tym samym sposobem, któregośmy użyli w p o d o 
bnym przypadku z liniiami proflemi ( 5 8 ) ; z ta tyl
ko różnicą, że zamiaft przenoszenia łuków mniey-
szych na większe, przenosić będziemy ich cięciwy 
które gdy sa równe, łuki ich są także równe (106). 

Cięciwa łuku CD może być na łuk AB dwa 
razy przeniesiona od A do E , z pozoftała resztą 
EB"; będzie więc łuk AB == aCD -f EB. 

Cięciwa łuku EB może być na łuk CD raz 
przeniesiona od C do F , z pozostałą reszta F D • 
będzie więc łuk CD = EB -f F D . 

Nakoniec cięciwa łuku F D może być na łuk 
EB 4 razy przeniesiona, bez źadney reszty: będzie 
więc łuk 

EB — 4 F D . A zatem 
CD = EB + F D = 4 F D + F D = 5 F D . 
A B = 2 C D 4 - E B = i o F D - f 4 F D = i 4 F D . to 

iefl: łuk F D iefl spoiną miarą dwóch danych ł u -
iiów A B , G D , i mieści się w pierwszym łuku i 4 
razy, w drugim 5 razy. Dwa więc łuki dane są 
od siebie iak dwie liczby i4 i 5. 

Uwaga. Mogą być dwa dane łuki takie, że 
spólney ich miary znaleźć nie można, choćby p o 
wyższe działanie było iak naydaley posunięte: ł u 
ki wiec takie będą ilościami niespółmiernemi, ia-
kośmy wyżćy powiedzieli ( 0 8 ) . 

108. Twierd. Promień SM, fig. 54. pro
stopadły do cięciwy AB, dzieli tę cięciwę w pun
kcie C i łuk AMB w punkcie M rui dwie równe 
części. 
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Dowód, lbd Poprowadziwszy promienie SA, 
S B , promienie te względem proflopadłey SC są 
dwiema pochyłemi równe mi , a tern samem muszą 
być równie oddalone od spodku C prostopadłe* 
SĆ ( 4 8 ) ; więc A C = B C . 

sre Ponieważ SM iefl prostopadła ze środka 
C linii A B wyprowadzona, więc każdy punkt na, 
tey proflopadłey wzięty np. punkt M iest w równey 
odległości od końców linii AB ( 5 o ) ; a zatem liniią 
A M = BM. Ze zaś liniie te są cięciwami łuków 
A M , B M , więc i łuki te są sobie równe (106). 
A zatem promień S M , proflopadły do cięciwy AB 
dzieli ią w punkcie C , i iey łuk A M B w punkcie 
M na dwie równe cz'ęści. 

109. Wniojki. Z tego twierdzenia okazuie się 
ibd, że trzy te punkta, środek koła S,-środek 
cięciwy C , i środek iey łuku M znayduią się na 
iedney linii SM proflopadłey do cięciwy : a źe na 
oznaczenie linii profley dosyć iefl dwóch tylko pun
któw; więc kiedy liniią proflą przechodzi przez 
dwa punkta którekolwiek Z trzech punktów w y 
mienionych, przeydzie tein samem i przez punki 
trzeci , i będzie prostopadła do cięciwy. 

2re Ponieważ z punktu wziętego na linii p ro 
f ley , nie można więcey profłopadłych do tey linii 
wyprowadzić , tylko iedne (55), wiec proflopadłą 
ze środka cięciwy wyprowadzona przechodzi przez 
środek ko ła , i dzieli łuk do tey cięciwy należący 
na dwie równe części. 

110 . 3cie Z tego też twierdzenia wypada, źe 
chcąc podzielić łuk na dwie równe części, trzeba 
ze środka cięciwy tego łuku wyprowadzić proflo
padłą, aż do przecięcia się z lukiem danym; albo 

_ też w kole danem przez środek cięciwy łuku da
nego do podzielenia poprowadzić p romień , albo 
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tutkoniec poprowadzić promień proftopadły do c i ę 
ciwy łuku danego. Tymże sposobem pofłępuiąc 
można będzie łuk podzielić na części równych, 4 , . 
8, 16 i t. d. 

m . Zagad. Wykreślić koło, któregoby o~ 
krąg przechodził przez trzy punkta sl, J3, C da
lie nie w prostóy linii. fig. 55. 

Rozwiąż. Złączywszy punkt A z punktem B, 
i punkt B z punktem C liniiami proflemi A B , BC, 
i liniią AB w punkcie D , liniią BC w punkcie E 
podzieliwszy na dwie części równe ; z punktu D i 
E wyprowadźmy dwie prostopadłe D F , EG, pier
wszą do A B , drugą do B C : dwie te prostopadłe, 
podług tego cośmy powiedzieli wyżey ( 6 5 ) , dosta
tecznie przedłużone, zeydą się z sobą w.punkcie 
S: punkt S będzie środkiem , a odległość iego od 
któregokolwiek z trzech punktów danych , będzie 
promieniem koła szukanego: gdyż punkt S uważa
ny na prostopadłey D F , iest w równey odległości 
od dwóch punktów A i B ( 5 o ) : tenże sam punkt 
S uważany na prostopadłey E G , iest w równey 
odległości od dwóch punktów7 B i C. T r z y więc 
odległości, A S , B S , CS są między sobą r ó w n e : 
a zatem ze środka S promieniem AS nakreśliwszy 
ko ło , okrąg tego koła przeydzie przez punkta A, 
B , C. 

112. Uwaga. i. Ponieważ liniie A B , BC są 
w kole szukanem cięciwami w punktach D i E na 
dwie równe części podzielonemi, środek tego k o 
ła powinien się znaydować tak na profłopadłey 
D F , iako też na prostopadłey G E (109), to iest,. 
na spólnem tych dwóch liniy przecięciu S: a że l i 
niie proste w jednym tylko punkcie przecinać się 
mogą, więc tylko ieden iest punkt S mogący być 
środkiem koła szukanego. T o ż samo koło nie 
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może mieć inliegó promienia, tylko liniia AS: bo 
wziąwszy za promień liniia krótszą lub dłuższą 
od A S , i z punktu S promieniem tym nakreśli
wszy ko ło , okrąg tego koła nie przeydzie przez 
punkta A , B , C : co iest przez się widoczne. 

A stąd wypada \bd, że przez trzy dane pun
kta iednego tylko koła okrąg przechodzić może ; 
are, że gdy okręgi dwóch kół maią trzy punkta 
spólne, dwa te koła są iednemże k o ł e m ; 3cie,Ż6 
zatem okręgi dwóch kó ł nie mogą się z sobą prze
cinać tylko we dwóch punktach. 

Uwaga, 2. Gdyby trzy punkta A , B , C } da
ne były w linii prostey, na ten czas dwie prosto
padłe D F , E G byłyby od siebie równoodległe (58) , 
a tem samem zeyśćby się z sobą nie mogły : a że 
punkt ich zeyścia się iest środkiem, a i ego odle
głość od któregokolwiek z trzech punktów danych, 
iest promieniem koła szukanego ; w tym więc przy
padku, nie mogąc mieć ani środka , ani p romie
nia, by łoby rzeczą niepodobną wykreślić koło szu
kane. A zatem przez trzy: punkta dane w linii 
prostey, okrąg iednego koła przechodzić nie może. 
Co i z tego względu iest rzeczą widoczną, że l i 
niia prosta z okręgiem koła trzech punktów spól-
nych mieć nic może ( i o 5 ) . 

i i o. Zagad. Maiąc dane koło, znaleźć iego 
środek. 

Rozwiąż. Na okręgu danego koła wziąwszy 
trzy punkta od upodobania A , B , C , fig. 55. i 
złączywszy ie liniiami prostemi A B , B C , ze śro
dków tych liniy D i E , wyprowadzam dwie p ro 
stopadłe D F , E G , pierwszą do A B , drugą do BC, 
przecinaiące się z sobą w punkcie S: pujikt S bę
dzie środkiem szukanym danego koła. 
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H i . Twierci. Z punktu któregokolwiek C 
jig. 56. wziętego na okręgu kola poprowadziwszy 
CA proftopadłą do promienia SC, przez ten punkt 
C przechodzącego, pro/lopadła la do promienia 
będzie ftyczna kota. I odwrotnie, Jłyczna z kto-
regokąlwiek punkta wzietśgo na okręgu popro
wadzona, ieft projtopadta do fĄjmienia prze
chodzącego przez punkt zetknięcia się ftyczhey z 
kołem. 

Dowód. Wziąwszy jakiekolwiek punkta D , 
E i t. d. na proftopadley A B , i złączywszy ie ze 
środkiem koła 3 liniiaini proftemi D S , E S , liniie 
te iako pochyłe do linii A B są dłuższe od p r o -
ftopadłey SC (47). A że punkt C znayduie się 
na okręgu; więc punkta D , E i. t. d. znaydować 
się muszą za okręgiem. Liniia zatem A B , ieden 
tylko punkt C ma z okręgiem, spoiny: inne zaś 
wszyftkie iey punkta są za okręgiem : wiec liniia 
ta ieft ftyczną z kołem ( i o 4 ) . 

Odwrotnie. Styczna z kołem AB ieft profto
padłą do promienia SC przechodzącego przez punkt 
zetknięcia się C : Gdyż ponieważ ftyczna AB ma 
tylko ieden punkt C na okręgu, inne zaś wszy
ftkie iey punkta są za okręgiem; więc ze wszy—' 
flkich liniy proftyeh, które z punktu S do ftyczney 
A B prowadzić można, naykrótszy ieft promień 
S C : ten bowiem kończy sie na okręgu, gdy tyra. 
czasem inne wszyftkie, iak są np. S D , SE , w y 
chodzą za okrąg. Gdyby więc promień SC nie 
by ł proftopadły do ftyczney A B , tedy inna któ
rakolwiek liniia z punktu S do linii AB poprowa
dzona, dłuższa od promienia S C , byłaby do linii 
A B proftopadłą, co być nie może (/ff). 

I I 5 . Wniosek. Stąd wypada lbd, że przez 
punkt C dany na okręgu k o ł a , nie można w i e -

8 
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cey ftycznyeh wyprowadzić, tylko iednę: gdyż fly— 
czna ta powinna być proftopadła do promienia 
S C , prze? dany punkt przechodzącego: a z punktu 
C do linii SC nie można wyprowadzić dwóch pro
ftopadłych , różnych od siebie ( 5 5 ) ; are Ze- przez 
dany punkt na okręgu koła , chcąc wyprowadzić 
ftyczną z kołei , ; , trzeba z danego punktu wypro
wadzić proftopadła do promienia przez tenże da
ny punkt przechodzącego. 

116. Twierd. Dwa łuki iednegoi koła za
warte między dwiema cięciwami od siebie równo— 
odległemi, lub zawarte między cięciwą i styczną 
od niey równoległą, są sobie równe. 

Dowód. lód. Niech będą dwie cięciwy AB, 
C D , fig. 57. od siebie równoleg łe : poprowadzi
wszy promień SG proftopadły do cięciwy C D , p r o 
mień ten będzie razem proftopadły i do cięciwy 
A B iako równoległey od CD ( 6 1 ) , i punkt G b ę 
dzie środkiem tak łuku C G D , iako też łuku A G B 
(108) : będzie zatem łuk CG == D G , łuk A G = B G : 
odiąwszy ftrony równania drugiego , od ftron r ó 
wnania pierwszego, zoftanie C G — A G = D G 
— B G ; czyli CA = D B ; to ieft, łuki zawarte m i ę 
dzy dwiema cięciwami od siebie równoległemi, są 
sobie równe. 

sre Niech będzie cięciwa IK. równoległa od 
ftyczjiey E F : przez punkt zetknięcia się H , p o 
prowadziwszy promień S H , promień ten będzie, 
proftopadły do ftycznęy EF ( 1 1 4 ) , i do cięciwy 
flv iako równoległey, od EF; a tern samem łuk 
K H I ieft podzielony w punkcie H , na dwie równe 
eze.f i (108) ; będzie wiec łuk I H - = K H , to iest, 
łuki zawarte między ftyczną i cięciwą od niey r ó 
wnoległą są równe. 

http://eze.fi
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117. Twierd. Wierzchołki S, s, dwóch ką
tów równych ASB, asb fig. 58. wziąwszy za ś ro
dek ko ła , i iakimkolwiek promieniem nakreśli
wszy łuk ACB przecinaiący ramiona kąta ASB , 
wiunktach A i B, i tymże samem promieniem 
nakreśliwszy łuk acb przecinaiący ramiona kąta 
asb w punktach a i b; łuki ACB, acb zawarte 
miedzy ramionami tych dwbch kątów równych, 
będą subie równe; i odwrotnie, iezeli łuki kół ró
wnych zawarte między ramionami dwóch katów 
maiących swoie wierzchołki w środku kół, są so
bie równe; kąty te będą takie równe. 

Dowód. Poprowadziwszy cięciwy AB , ab, w 
dwóch tróykatach A S B , asb: kąt S — s, boki AS, 
B S , równe bokom as, bs, iako promienie, z za 
łożenia ; więc dwa te tróykąty przyflaną do siebie 
(24), a w sczególności cięciwa A B = ab; a zatem 
i łuki A C B , acb są równe (106). 

Odwrót. Jeżeli ł u k ab = AB , będzie kąt 
asb = A S B : bo ponieważ łuki tk są równe, więc 
i cięciwy ich AB, ab są równe ( 1 0 6 ) , a źe i p r o 
mienie SA, S B , sa, sb, są między sobą równe z 
założenia, wiec dwa tróykąty A S B , asb przystaną 
do siebie ( 2 8 ) , a w sczególności kąt ASB — asb. 

118. Twierd. Wierzchołki O , o, fig. 5g. 
dwóch Jakichkolwiek kątów A O B , aob wziąwszy 
za środek, i iednymźe promieniem nakreśliwszy 
dwa łuki, któreby przecinały ramiona dwóch da
nych kątów w punktach A , B , a, b; będzie fto-
sunek kąta AOB do kąta aob, równy fłosunkowi 
łuku AB do łuku ab; to iefl, tyle razy kąt ieden 
będzie większy lub mnieyszy od drugiego, ile razy 
łuk zawarty między ramionami kąta pierwszego, 
"efł w :^kszy lub mi»ip.*TO,w od łuku zawartego m i ę -
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dzy ramionami kąta drugiego : czyl i , będzie AOE, 
aob = A B : ab. 

Dowód. ' Mogą tu być dwa przypadki, albo 
łuki A B , ab są ilościami spółmiernemi, albo nie 
spółmiernemi. lód Jeżeli łuki A B , ab, są ilości 
spółmierne, daymy, że łuk AB ma takich części 
4 , iakich łuk ab ma 2. Podzieliwszy łuk ab ną 
dwie części równe w punkcie c, a łuk A B na czte
ry części równe w punktach C , D , E , i popro
wadziwszy promienie oc; O C , O D , O E , katy 
aoc; cob, A O C , C O D , D O E , E O B , są między 
sobą równe , podług twierdzenia.poprzedzającego. 
A zatem kąt A O B , fk Tarła się ze czterech takich 
kątów, z jakich dwóch fkłada się kąt aob : więc 
kąty te maią się do siebie, iak 4 do 2. Czyli, AOB : 
aob = &: 2, A że podług założenia, łuk A B : ab 
= 4: 2; więc A O B :"' aob = Ą B : ab, to ieft, kąt 
A O B do kata aob ma się iak łuk A B zawarty m i ę 
dzy ramionami i g o , do łuku ab zawartego m i e 
dzy ramionajmi kąta sgo T 

arę Jeżeli łuki A B , ab, fig. 6o . są niespół-
mierne, będzie także 

Ą O B : aob = A B : ab . -r- . — . — A. 
Jeżeli ta proporcya ieft fałszywa, tedy oftatni 

wyraz ab ieft albo zamał-y, albo zawielki do uczy
nienia proporcyi: trzy bowiem pierwsze wyrazy 
proporcyi, mogą być iakiekolwiek, 

W e ź m y ż naprzód łuk as ^> ab, i niech będzie, 
ieżeli być może 

A O B : aob — A B : as 
Podzielmy łuk AB na części równych 2 , 4 , 

8 i t. d- ( n o ) , aż póki'nie doydziemy do części 
ninieyszych od łuku bs. Przenieśmy potem c z ę 
ści te mnieysze od łuku bs na łuk ab, poczyna
jąc od punktu « ku h: 
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Ponieważ łuki ab, A B są niespółmierne, więc 
punkt podziału nie może przypaść na purkt b, lecz 
padnie albo z prawey strony 'punktu i , np w pun-
fcc:e c, albo z lewey flrony, np. w punkcie 6. P o 
prowadziwszy promień oc, kąty aoc, A O B obey-
muiące ramionami swemi łuki ac, AB spółmier-
ne z wykreślenia , maią się do siebie iak te łuki, 
podług iszey części ninieyszego twierdzenia; to 
iest, aoc: AOB = ac: AB. A ie podług przypu-
sczenia A O B : aob —AB: as ; więc rozmnożywszy 
przez siebie wyrazy odpowiadaiące w tych dwóch 
proporcyach, będzie aoc X A O B : A O B X aob=ac 
X A B : A B Xas. 

Podzieliwszy dwa pierwsze wyrazy przez A O B 
a dwa drugie przez A B , będzie 

aoc: aob=:ac: as. 
Lecz kąt aoc^> aob • łuk zaś ac <^ as z w y 

kreślenia ; to ieft, w oftatniey proporcyi poprzednik 
igo ftosunku, większy ieft od sw<go naftępnika ; 
poprzednik zaś 2 g o ftosunku mnieyszy iest od swe
go naftępnika: a zatem prouorcya ta ieft fałszywa, 
Proporcya ta powftała ze złożenia dwóch propor-
cyy poprzedzaiących, z których lwsza aoc: A O B 
=p= oo: A B iest dowiedziona w iszey części niniey
szego twierdzenia; druga zatem A O B : aob=AB; 

•as, w którey łuk as wzięliśmy większy od ab, 
musi być fałszywa. W proporcyi wiec oznaczo-
ney głofką A oftatni wyraź ab nie może być za-
mały: obaczmy czy nie iest zawielki. 

W e ź m y łuk ąś <C ob i niech będzie, ieźeli być 
p o ż e , ta proporcya prawdziwa : \ 

A O B : aob — A B : ai. 
Podzielmy łuk AB na takie części równe, aby 

przeniósłszy ie na łuk ab zaczynaiąc od punktu a, 
iedna takowa cześć (kończyła^, się między punkta-
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mi 'i i b, np. w punkcie d. Poprowadziwszy p r o _ 
inień od, dwa kąty aoó, A O B obeymuiące ramio
nami swoiemi łuki ad, AB spółmierne z wykre
ślenia, ma iąs iędo siebie iak te łuki , podług iszey 
części ninieyszego twierdzenia-, to ieft, aod: AOB 
— ad: A B ; a że podług przypusczenia AOB: aob 
— AB : aś; więc 
aod X A O B : A O B X aob = adX AB: AB X aś, 

Podzieliwszy dwa pierwsze wyrazy przez A O B , 
dwa drugie przez A B , będzie 

aod: aob = ad: aś; co być nie m o ż e : gdyż 
kąt aod <^ aob ; łuk zaś ad ^> aś z wykreślenia: wiec 
i proporcya ta: A O B : aob = AB: aś, w którey 
wzięliśmy łuk aś<^ab, iest fałszywa. 

W p r o p c r c y i zatem A ostatni wyraz ab nie 
może być ani zamały , ani zawielki do uczynie
nia proporcyi; a tern. samem wyraz ten iest takim, 
iakim być powinien; to iest, proporcya ta A O B : 
aob = AB : ab, iest prawdziwa. « 

Czy wiec łuki są spółmierne, czy nie s p ó ł 
mierne, zawsze kąty maią się do siebie, iak łuki 
zawarte między ich ramionami. 

n g . Wniosek i . Ponieważ ftosunek łuków 
A B , ab, równy iest ftosunkowi kątów A O B , aob; 
wiec gdy się kąty A O B , aob powiększą lub zmniey-
szą w iakimkolwiek stosunku, łuki także A B , ab 
powiększą się, albo zmnieyszą w tymże samym 
stosunku; i odwrotnie, za powiększeniem lub zmniey-
szeniem łuków A B , ab, kąty także A O B , aob 
powiększą się albo zmnieyszą. Łuki wiec te m o 
gą być użyte za miarę wielkości kątów. Przeto 
też miarą kąta ieji łuk miedzy iego ramionami 
zawarty, należący do koła, którego środek ieft 
wierzchołkiem tego kąta. 
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Byłoby wprawdzie rzeczą przyzwoitśzą d o 
chodzić wielkości kątów, za pomocą kąta iakiego 
wziętego za iedność, niżeli za pomocą łuków. I tak 
np. wziąwszy kąt prosty za \, kąt ostry, iako mniey-
sźy od prostego, byłby mnieyszym od iedności , 
kąt rozłwarty iako większy od prostego, by łby 
większym od iedności. Lecz takowy sposób mie
rzenia kątów lubo nayprzyzwoitszy, w użyciu i e -
dnak nie iest wygodny, dla tey naybardzićy przy
czyny , że łatwiey iest brać 'równe łuki danym 
ł u k o m , niż równe kąty danym kątom. W tako
wym sposobie mierzenia kątów, mówić np. że łuk 
A B iest miarą kąta A O B , iest to samo co mówić, | 
źe kąt A O B taką iest częścią kąta iakiego wz ię 
tego za i , iaką częścią iest łuk A B łuku zawar
tego między ramionami kąta wziętego za i , i k tó
ry iest częścią okręgu koła maiącego swóy środek 
w wierzchołku tegoż kąta. 

120. Wniosek 2. Miarą kąta prostego, któ
ryby nayprzyzwoiciey by ło wziąć za iedność do 
mierzenia kątów, iest czwarta cześć okręgu: gdyż 
wierzchołek S fig. 56. kąta prostego F S G wzią
wszy za środek i promieniem iakimkolwiek np. SG 
nakreśliwszy k o ł o ; przedłużmy FS do I I ; będzie 
F H średnica tego koła (101) ; a zatem F G H iest 
połową okręgu: a że kąt GSF = G S H iako p ro 
ste, więc i łuk F G — GHfiako miary kątów r ó 
wnych. Łuk przeto F G iest połową p ó ł okręgu 
F G H , czyli czwartą częścią okręgu całego. 

Miarą zatem kąta ostrego będzie łuk m n i e j 
szy od czwartey części okręgu: miara kąta r o z -
twartego będzie łuk większy od czwartey części 
okręgu. 

1 3 1. Wniosek 5. Z twierdzenia poprzedza-
l ącego wypada także, źe chcąc dany kąt podzielić 
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» a iakąkolwiek liczbę części równych, dosyć iest 
łuk służący mu za miarę podzielić na tyleż części r o - ' 
wnych, i punkta podziału połączyć liniiami prostemi 
wierzchołkiem k; ;ta: brnie te podzielą kąt dany na 
części szukane. 

Uwaga. Widzieliśmy wyżey ( n o ) , że łuk 
dany podzielić nioźna na części równych 2, 4 , 8 , 
16 i t. d. W i ę c na te same części równe można 
także podzielić dany kąt, iak to iuź innym sposo
bem okazaliśmy wyżey ( 4 6 ) . Co się tycze dziele
nia łuku na inne części równe , iak np. na 3, 5 , 
6 i t. d. do tego potrzeba wyższych wiadomości, 
niżeli są te , które w Jeometryi elementarney m o 
gą być umiesczone: i kąt wice na takie części r ó 
wne ieometrycznie dzielonym być nie m o ż e , w y 
łączywszy tylko nie wielką liczbę przypadków scze-
gólnych, które poźniey wymienimy. 

122. Twierd. W dwóch kołach równych lub 
w jednymze kole łuk większy, ma -większą cięci
wę; i odwrotnie: (byleby łuki , o których mowa , 
były mnieysze od półokręgu). 

Dowód. Niech będzie fig. 6i. łuk CB > BA, 
trzeba dowieśdź, źe cięciwa C B ^ > B A . Jakoż p o 
prowadziwszy promienie S A , S B , S C , w dwóch 
tróykatach BSC, BSA , boki BS , CS pierwszego 
równe są bokom B S , . A S drugiego troykąta: a źe 
kąt B S C > B S A , bo nrrarą pierwszego iest łuk BC 
z założenia większy od łuku B A , który iest mia
rą kąta drugiego ; wiec i bok BC przeciwny kąto-

, wi większemu iest większy pd boku AB przeci
wnego kątowi mnieyszemn ( 2 7 ) ; czyl i , cięciwa 
BC>BA. 

Odwrotnie. Jeżeli cięciwa B C > A B , będzie 
łuk B C > A B : gdyż w dwóch tróykatach BCS, ABS, 
boki B S , CS pierwszego równe są bokom BS, AS 
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drugiego tróykata; a że bok trzeci B C > A B z za-> 
nia, wice i kat B S C > A S B (27) , a tern samem 

i łuk B C > A B . 
f 2 20. Uwaga. Twierdzenie to ma tylko miey-

sce wtenczas, gdy łuki są mnieysze od półokregu; 
łuki za ś większe od półokregu, maią przeciwną 
własność, to ieft im większy ieft łuk , tćm ieft 
mnieysza cięciwa, i odwrotnie: i tak łuk AFCB^> 
A F C : a cięciwa pierwszego A B mnieysza ieft od 
A C cięciwy drugiego łuku. 

i 2 ł . Twierd. Dwie cięciwy rbwrte są w ró— 
wney od środka koła odległości: a z dwbch cię
ciw nierównych mnieysza iest w większey od śro
dka koła oaległości. 

Dowód, lód Niech będzie fig. 62. cięciwa 
AB ~ C D : ze środka S spuściwszy dwie profto-
padłe S E , S G , 1 w sza do A B , 2gą do C D , i p o 
prowadziwszy promienie SA, S C , w dwóch tróy— 
katach S A E , SCG proftokątnych, ieft bok SA = 
S C , iako promienie; bok AE — C G , iako p o ł o 
wy dwóch cięciw równych ( j o 8 ) ; a zatem dwa 
te tróykąty przyftana do siebie ( 5 2 ) , a wr sczegól
ności SE = SG : a że S E , SG są odległością śro
dka S od cięciw A B , CD ( 5 i ) ; więc cięciwy ter 
sa w równey odległości od środka S. 

2re Niech będzie cięciwa C F > A B ; łuk CF 
ieft większy od łuku AB ( 1 2 2 ) . Na łuku CF wzią--
wszy łuk CD = A B , i poprowadziwszy cięciwę 
C D , tudzież ze środka S spuściwszy dwie profto-
padłe S H , S G , iwszą do cięciwy C F , 2gą do 
cięciwy C D ; w tróykącie SHI proftokatnym przy 
H , ieft S I > S H ( 8 7 ) , atem bardziey SI - f I G > 
S H ; czyli S G > S H : a że S G — S E podług iszey 
części ninieyszego twierdzenia; więc i S E > S H ; to 
ieft, odległość mnjeyszey cięciwy od środka koła 

9 
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iefl większa, niź odległość wiekszćy cięciwy od te
goż środka. 

125. Twierd. Kąt maiący swóy wierzchołek 
na okręgu koła, ma za miarę potowe łuku za
wartego miedzy ramionami. 

Dowód, ibd Niech będzie kąt ACB, fig: 65. 
maiący wierzchołek C na okręgu, i którego iedńo 
ramie CB przechodzi przez środek koła S. Popro 
wadziwszy średnicę D E równoodległą od drugie
go ramienia A C , będzie kat ACB — DSB iako i e 
dnoflronne odpowiadaiące względem sieczney CB 
i dwóch równoodległych A C , DE . A że miarą 
kata DSB iefl łuk DB ( 1 1 9 ) , wice i miarą kata 
A C B iefl łuk D B . Łuk D B = C E , iako miary 
kątów D S B , CSE równych; łuk CE — A D : gdyż 
są zawarte między cięciwami równoodleglemi: wiec 
i ł u k D B = A D ; to iefl, łuk AB podzielony iefl 
w punkcie D na dwie równe części; a tern samem 
łuk D B , będący miarą kąta A C B iefl połową ł u 
ku AB zawartego miedzy ramionami tegoż kąta. 

are Gdy środek koła S znayduie się miedzy 
ramionami kąta A C F maiącego wierzchołek C na 
okręgu, średnica B C , dzieli kąt A C F na dwa in
ne ACB i B C F , których spóinem ramieniem iefl 
średnica BC. A zatem podług przypadku iszego 
miarą kąta ACB iefl połowa łuku A B ; miarą ka
ta B C F iefl połowa łuku B F : wiec miarą katów 
A C B + B C F , iefl połowa łuków AB + B F ; czy 
li miarą kąta A C F iefl po łowa łuku A F zawar
tego między iego ramionami. 

ocie Gdy środek koła S iefl za ramionami ką
ta H C A maiacego wierzchołek C na okręgu, kat 
H C A = HCB — ACB. Miarą kąta H C B ieft p o 
ł o w a łuku H B , podług przypadku iszego. Miarą 
kąta ACB iefl połowa łuku AB. W i ę c miarą ką-
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H C B — A C B ieft | HB — | AB ; czyli miarą 
kąta H C A ieft | H B — f AB. A że łuk H B 
— AB = A H , a tern samem * H B — \ AB = | A H ; 
v i ce miarą kąta HCA ieft | A H . 

T o samo twierdzenie może być dowiedzione 
sposobem naftępuiącym: 

Poprowadziwszy promień SA fig. (54. w .tróy
kącie ACS kąt zewnętrzny A S B , równy ieft dwom 
wewnętrznym ACS i SAG naprzeciwko leżącym 
( 8 5 ) . * A źe kąt S A C = : A C S : gdyż tróykąt ACS 
ieft równoramienny ; więc kąt ASB = 2ACS; c z y 
li kąt ASB = ; 2ACB: więc połowa kąta A S B = A C B . 
A tern samem i połowa miary kąta A S B , czyli p o 
łowa łuku AB iest miarą kąta ACB. 

Tegoż samego dowodzenia użyć można w 
dwóch innych przypadkach, uwaźaiąc, źe kąt A C F 
ieft równy summie dwóch kątów A C B , BCF ma-
iącvm za spólne ramie średnicę C B , kąt zaś H C A 
równy ieft różnicy dwóch kątów HCB i ACB ma-
iących za spólne ramie średnicę BC. 

126. TFnioJki 1. Kąt G C H zawarty między 
ftyczna i c ięciwą, ma także za miarę po łowę ł u 
ku C H zawartego miedzy ramionami: gdyż kat 
G C H = GCB — HCB. 'Miarą k ąta G C B iako pro*-
ftego ( n 4 ) , ieft połowa półokręgu CHB ; miarą 
kąta HCB ieft połowa łuku H A B ( i a 5 > W i ę c 
miara kata G C H będzie połowa łuku C H B , mniey 
połową łuku H A B :* że zaś łuk CHB — H A B = C H ; 
a tem samem | CHB — J H A B = £ C H ; więc mia
rą kąta G C H będzie połowa łuku C H zawartego 
między ramionami. 

W'iios. 2. Kąt H C M zawarty miedzy cięci
wą C H i przedłużeniem cięciwy C F , ma za mia
rę połowę summy łuków należących do tych dwóch 
cięciw, to iest, p o ł o w ę łuku C H wiecey połową 
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łuku CF: gdyż kat HCM równy dwom kątom 
proftym mniey katem H C F , będ/.ie miał za mia
rę półokręgu "mniey po łowę luku H F ; źe zaś ca
ł y okrąg mniey łukiem HF równa się dwom ł u 
kom C H i CF , a tem samem połowa okręgu mniey 
po łowa łuku H F , równa się połowie dwóch ł u 
ków C H i C F ; wiec miara kata H C M herlzie p o 
ł o w a łuków C H i CF. Albo tak: kat HCM =k 
H C G + G C M ; czyli , kąt H C M = H C G - f F C I : 
gdyż kąf F C I = GCM. A źe miarą kata H C G 
iefl połowa łuku C H , a miarą kąta FCI iest p o 
łowa łuku CF podług wnioiku poprzedzaiącego ; 
więc też i kąta H C M będzie miarą połowa sinn-
jny tychże łuków. 

127. Wnios. 5. Katy E, H, I, fig. 65. ma
jące wierzchołki na okręgu , a ramionami swoieroi 
obeymuiące tenże sam łuk FCG, sa sobie równe: 
gdyż wszyftkich miarą iefl połowa łuku FCG. 

128. Wnios. 4. Kąt ACB"maiący wierzcho
łek na okręgu, a którego ramiona przechodzą przez 
końce średnicy A B , iefl profly: gdyż ma za mia
rę po łowę półokręgu A E B : czyli czwarta cześć o -
kręgu ca łego ; co także można okazać sposobem na-
stępuiącym: 

Poprowadziwszy promień SC, w dwóch t róy
katach równoramiennych A C S , B C S , iefl kat SCA 
— CAS ; kąt SCB—CBS': więc SCA 4- S C B = C A S 
- f CBS : czyli, kat ACB = CAS + CBS. T o iefl, 
w tróykącie A B C , kat ACB równy iefl summie 
dwóch innych kątów CAS i C B S ; a tem samem 
kat ACB iest połową summy wszyftkich trzech 
kątów troykąta A B C : a że wszyflkie trzy katy t roy
kąta ważą dwa katy profle ( 8 4 ) , więc kąt ACB 
waży po łowę dwóch kątów proftyeh, czyli waży 
ieden kąt profly. 
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Własność ta zwyczajnie tak się wyraża: ląt 
w półkolu iest prosty. 

Uwaga, W dowodzeniu pierwszym sposo
bem poprzedzającego twierdzenia wyprowadziliśmy 
ważność kąta maiąeego wierzchołek na okręgu za 
pomocą prawdy w\żey okazaney , Że dwa łuki za
warte między dwiema cięciwami równoodleglemi 
sa równe. Wzaiemnie prawdę te możnaby teraz 
okazać za pomocą twierdzenia poprzedzającego : 
gdyż fig. 65. ieżeli dwie cięciwy A B , F G , sa od 
siebie równoodległe , poprowadziwszy cięciwę FB, 
kały A B F , B F G maią za miarę po łowy łuków A F 
i B G : a że kąty te są równe , iako naprzemian l e 
głe wewnętrzne, więc i miary ich są równe; a tern 
samem łuk A F = B G . 

129. Twicrd. Kąt ACB fig. 66. maiący 
wierzchołek w kole między okręgiem i środkiem 
koła, ma za miarę połowę łuku AB zawartego 
między ramionami, więcey połowę łuku DE za
wartego miedzy przedłużeniami ramion. 

Dowód. Z punktu D poprowadziwszy cięci
w ę D F równoodległa od BC , będzie .miara kata 
A D F połowa łuku AF (12 5 ) . Łuk A F = AB4-BF, 
czyli, łuk AF — A B + D E , gdyż łuk DE = BF 
( 1 1 6 ) , a tern samem | AF = i A B - j - £ D E : wiec 
miara kąta A D F iefl £ A B 4-1 E D . A że kat A D F 
— ACB ( 67 ) , wiec miara kata ACB iefl połowa 
łuku AB wiecćy połowa łuku ED. 

i5o. Twierd. Kat ACB,fig. 67. maiacv wierz
chołek z a k o l e m , a ramionami swemi obeyrauiący 
dwa łuki AB, ED, ma :a miarę połowę rolnicy 
tychże łuków to iefl, ma za miarę połowę łuku 
A B , mniev połową łuku DE. 

Dowód. Z punktu D pop -nwa^ziwszy cieci- : 

w c D F równoodległą oi B C , będzie miara kąta 
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A D F = * A F . A źe łuk A F = AB — B F , czyli 
luk A F = A B — D E , gdyż łuk D E = B F ; a t /m 
samem 4 A F = £ AB — \ D E ; wiec miara kata 
A D F = | A B — l D E •' ź e z a ś k ^ ł A D F = A C B ( 6 7 ) , 
więc miara kąta ACB = § A B — \ DE. 

Ofiarnie trzy twierdzenia, mogą być także na
stępującym sposobem dowiedzione: 

Kąt ACB Jlg. 68. maiący wierzchołek wewnątrz 
koła fig. i, lub za k o ł e m , fig. 2. lub na okręgu 
fig. 5; w iszym przypadku ma za miarę po łowę 
summy dwóch łuków A B , ab: w 2gim przypadku 
p o ł o w ę różnicy dwóch łuków A B , ab: w ocim 
przypadku połowę łuku A B . 

Dowód. W e wszyflkich trzech figurach p o 
prowadziwszy średnice Dd, Ee równoodległe pier
wsze od ramion A C , drugie od ramion B C ; b ę 
dzie w e wszyflkich trzech przypadkach kąt DSE 
= dSe, iako wierzchołkiem przeciwległe: kąt A C B 
= DSE (70). W i ę c łuk D E będący miarą kąta 
DSE (119), będzie oraz miarą kąta A C B . Idzie 
w iec tylko o wynalezienie ważności łuku D E we 
wszyflkich trzech figurach. 

W przypadku lwszym,f tg. 1. 
Łuk D E = A B — A D — B E ; 
łuk de s=r ab -f- ad -f- be. 

W tych dwóch równaniach dodawszy flrony 
odpowiadaiace sobie, będzie 

D E - f de = A B + ab — A D + ad — BE-\-be. 
Ze zaś łuk D E = de, iako miary równych 

kątów D S E , dSe, łuk AD=«<:Z, i łuk B E = be, 
iako zawarte między cięciwami równoodleg łemi ; 
więc powyższe równanie zamieni się w następujące: 

2 D E = A B + « 5 . Podzieliwszy obie flrony przez 
2, będzie 
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m = AB + ab . - A . 

T o ieft, łuk DE, będący miarą kąta ACB m a -
ią'-ego wierzchołek wewnątrz koła , równy ieft p o 
łowie summy dwóch łuków AB, ab. 

W przypadku 2gim, fig. 2. 
Ł u k DE = AB — A D — BE: 
łuk de — ad - j - be — ab. A zatem 

D E - f f f e = A B - | - a c ? — A D - j - be — B E — a b ; czyli 
2DE = A B — ab ; a zatem 

M A B — ab 
D E = B. 

2 
T o ieft, łuk D E będący miara kata A C B któ

ry ma wierzchołek za ko ł em, równy ieft po łowie 
różnicy łuków A B , ab. 

W przypadku 5cim, fig. 3. 
Ł u k D E = A B — A D — B E ; łuk J c = C a 7 - f Ce : więc 
D E + de = A B + C J — A D + Ce — B E ; czyli 

2DE = A B : gdyż Cd = AD, C c - r = B E : wiec 
AB . . . 

DE r= _ - . T o ieft, łuk D E będący miarą ką
ta A C B , który ma wierzchołek na okręgu, równy 
ieft połowie łuku AB. 

Uwaga. Równania oznaczone głolkami A i 
B różnią się tylko znakiem oftatniego wyrazu , 
który ieft w równaniu A dodayny, w równaniu B 
odiemny. Dwa wiec te równania możnaby tak w y -

/ V T W A B ± ab 
razie: łuk DE : = . 

2 
Ze zaś w przypadku ocim nie masz łuku ab. 

czyli, co na iedno wychodzi, łuk ab = o; wiec 
w przypadku tym oftatni wvraz o ; będzie 

, , A B 
w i e c łuk DE s = — . 
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l 3 l . Zagad. Z końca daney linii AC, fig. 
65, wyprowadzić proflopadłą^ nie przediuiaiąc 
daney linii, iak wymaga sposób podany wyićy 

Rozw. Z punktu któregokolwiek S wziętego 
za daną liniią nakreślić k o ł o , któregoby okrąg da
na liniią przecinał w punkcie A ; przez punkta A 
i Ś poprowadzić linią proflą A B , przecinającą się 
z okręgiem w punkcie B ; punkta B i C z łączy
wszy liniią proflą B C , liniią ta be Izie proflopa
d łą ' do A Ć : gdyź kąt ACB iefl profly (128) . 

Zagad. 2. Z punktu A fig. 6g. danego za 
kołem poprowadzić ftyczną koła. 

Rozw. Środek danego koła S złączywszy z 
punktem A liniią proflą S A , i podzieliwszy ią w 
punkcie C na dwie części równe, z punktu C iako 
ze środka, promieniem CS wykreślić koło, które
go okrąg z okręgiem koła danego, przecina się w 
punktach R , T . Punkt R lub T złączywszy l i 
niią proflą z punktem A , liniią ta będzie ftyczną 
szukaną: gdyż poprowadziwszy promień S T , kat 
S T A iefl profly (128) , a zatem liniią A T iefl p ro
flopadłą do promienia S T , a tem samem iefl fty
czną danego koła ( n 4 ) . 

i52. . Twierd. Okręgi dwóch kół przechodzą
ce przez ieden punkt A, fig. 70. linii AS która 
łączy ich środki, maią tylko len ieden punkt A 
spoiny, w którym się stykaią. i odwrotnie: gdy 
się okręgi dwóch kot ftykaią, środki ich i punkt 
zetknięcia sic są na iedney linii. 

Dowód. Środki tych kół mogą być albo z j e -
dney flrony punktu zetknięcia się A , iak sa S,.s; 
albo ieden z jedney, drugi z drugiey flrony tego 
punktu, iak są S, ś. W lwszym przypadku, na 
okręgu koła większego, wziąwszy iakikolwiek punkt 
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C, i z punktu tego do środków S, * dwóch k ó ł p o 
prowadziwszy liniie proste CS, Cs ; w tróykącie 
CSs, iest. 
S / - j - C s > C S ( 2 2 ) , czyli S* + C * > A S ; czyli 
Ss-f-Cs > S s - f As. Odiąwszy po obu stronach Ss, 
zostanie C s > A s . T o iest, liniia Ci większa iest 
od A s , promienia koła mnieyszego, a tem samem 
punkt C musi być za okręgiem tego koła. 

W przypadku 2 g i m , kiedy środkiS, śsą po obu 
stronach punktu A , na okręgu koła wykreślonego 
promieniem AS, wziąwszy którykolwiek punkt C, i 
poprowadziwszy liniie proste C S , C i ; w tróykącie 
CSś, iest C / - f C S > S * k

f czyli Cs< - f A S > As x AS: 
a zatem C^ > As. T o iest: liniia Cs" dłuższa iest 
od promienia A s ; a tera samem punkt C musi być 
za okręgiem koła wykreślonego promieniem As. 

Odwrotnie. Jeżeli okręgi dwóch kó ł stykaią 
się z sobą yv punkcie A, środki ich i punkt zetknię
cia się, są na iednćy linii: gdyż z punktu ze 
tknięcia się A wyprowadziwszy styczną A T , liniia 
ta prostopadła będzie do promieni A S , A s , Ąs" 
( n 4 ) i yyzaiamnie promienie te będą w punkcie 
A prostopadłe do linii A T . A że z punktu A wzię-^ 
tego na linii A T nie można wiecey prostopadłych 
do nićy wyprowadzić , tylko iednę ( 5 5 ) ; yyięc 
wszystkie trzy promienie , a tem samem i środki 
k ó ł S, s, £ znaydować się muszą na iedneyże linii, 
przez punkt A przechodzącćy. 

i 55 . Uwaga. W przypadku nszym iest 
S s ± = A S — A s ; czyli Ss-f-As = AS . W przypadku 
2glm, Ss" = AS-f-A/. Gdyby w przypadku iszym, 
S s > A S — As, a tem samem S s - f - A s < A S ; na ten 
czas okręgi dwóch k ó ł , nie mogłyby się z sobą 
zetknąć, lecz okrąg koła mniśyszego, byłby za 
warty w okręgu koła większego. Gdyby zaś Ss > 

±0 
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A S — A s , a tem samem S s + A 5 > AS; na ten czas 
okręgi dwóch kół , przecięłyby się z sobą w pun
ktach C , c , iak iest na figurze 71. 

W przypadku 2gim, gdyby S ^ A S - f - A ś , 
rzeczą iest widoczną, iż okręgi dwóch kół nie 
mogłyby się z sobą zetknąć. Lecz gdyby była l i 
niia S i < AS -f- Aś iak iest na fig. 7 1 ; na ten czas 
okręgi dwóch k ó ł , przecięłyby się z sobą w pun
ktach F , f. 

T o iest, okręgi dwóch kó ł nie mogą się z 
sobą przeciąć; lód, gdy odległość ich środków 
powiększona iednym promieniem, albo się równa 
promieniowi drugiemu, albo iest od niego mniey-
sza; 2re, gdy odległość środków iest albo równa 
summie dwóch promieni, albo od niey większa. 
G d y zaś odległość środków powiększona promie
niem mnieyszym, większa iest od promienia dru
giego; albo gdy odległość ś rodków, mnieysza iest 
o d summy dwóch promieni; na ten czas okręgi 
dwóch k ó ł mogą się . - . sobą przeciąć, byleby 
w drugim przypadku promień ieden nie b y ł w i ę 
kszy od summy promienia drugiego i odległości 
środków. 

Widzieliśmy wyźey, że kreśląc tróykąt, k ie
dy są dane trzy liniie proste niaiące być iego b o 
kami, iedna z nich bierze się za podstawę, dwa 
iey końce za środki, a dwie inne liniie dane za 
promienie dwóch ł u k ó w , których przecięcie się 
oznaczy wierzchołek szukanego tróykąta. Lecz 
przecięcie się tych dwóch ł u k ó w , w tych tylko 
przypadkach nastąpić m o ż e , któreśmy dopiero 
wymienili, a które wychodzą na to samo, cośmy 
iuż wyźey powiedzieli ( 4 5 ) , że trzy dane liniie 
na boki tróykąta, takie być powinny, aby każda 
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ż nich mnieysza była od summy dwóch pozosta
łych. 

i54 . Zagad. JFykrMlić koło, któregoby 
okrąg zetknął się z daną liniia Al w punkcie 
A fig. 70. i przeszedł przez punkt B, dany za tą 
liniia AT. 

Rozw. Z pu l tu A wyprowadziwszy AE p r o 
stopadłą do A T , punkt A z punktem B łączę li-^ 
niią prostą AB , którą w punkcie D podzieliwszy 
na dwie równe csęści, i z punktu D wyprowadzi
wszy prostopadłą do AB przecinaiącą się w punkcie 
i z linią A F , punkt ś będzie środkiem, a liniia Aś 
promieniem koła szukanego. Jakoż środek tego k o 
ła powinien się znaydowaó tak na linii A E , k tó
ra iest w punkcie A prostopadła do styczney A T 
( 1 0 2 ) , iako też na linii Dś ( 1 0 9 ) , która iest 
prostopadłą ze środka cięciwy A B wyprowadzo
na: wiec środek ten znaydowaó się będzie na 
spólnem tych dwóch liniy przecięciu, którem 
iest punkt 

i 55. Zagad: Maiąc dane koło AFII, fig. 
70. i punkt za niem B, wykreślić drugie koło, 
któregoby okrąg przeszedł przez punkt B, i ze
tknął sie z okręgiem koła danego u> danóm 
punkcie A. 

Rozw. Punkt A z punktem B złącz/wszy 
liniia prostą A B , i ze środka D linii AB wypro
wadziwszy Dś prostopadłą do A B , przez środek 
s danego koła i przez kunkt A prowadzę liniia 
prostą sA, aż do przecięcia się z liniia DA w pun
kcie ś; punkt ś będzie środkiem, a liniia Aś pro
mieniem koła szTikancgo: gdyż tak prostopadła 
Dś ze środka cięciwy AB wyprowadzona, iako 
też i liniia As środek danego koła z punktem A 
łącząca powinny przechodzić przez środek kola 
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szukanego: środek zatćm ten należąc do ohudwu 
liniy, znaydowaó się musi na spólnem ich prze
cięciu, którem iest punkt ś. 

i36. Zagad. Na linii daney AB , fig. 7 3 . 
wykreślić odcinek koła w który niby sic zmieścit 
kąt rbwny danemu. 

Rozw. Przez punkt A , linii A B prowadzę l i 
nią A D , którąby z liriia A B czyniła kąt D A B 
równy danemu. Kreślę 'potem k o ł o , którego
by okrąg przeszedł pzzez punkt B i zetknął się 
z liniią A D w punkcie A ( i 5 4 ) odcinek A B E iest 
szukany: gdyż kąt B A D zawarty między cięciwą 
A B i styczną A D maiący za miarę połowę łuku 
A F B ( 1 2 6 ) , równy iest kątowi ACB umieszczo 
nemu w odcinku koła ABE i maiącemu za mia
rę po łowę tegoż łuku A F B ( 1 2 Ś ) . 

R O Z D Z I A Ł V I . 
o Powierzchni wielokątów. 

157. W tróykącie iakimkolwiek ACB fig. 
70. z wierzchoła kąta C przeciwnego podstawie 
A B , spuściwszy C D prostopadłą do A B , prosto
padła ta zowie się wysokością tego troykąta. 

Prostopadła ta C D , może paść albo w e 
wnątrz trójkąta, iak iest na fig. 1; albo zewnątrz' 
na przedłużenie podstawy A B , iak iest na fig. 2 ; 
albo też na sani koniec A podstawy A B , iak iest 
na fig. 5 ; a w tym przypadku bok CA iest w y s o 
kością troykąta. 

W Rówroleg łoboku A B C D fig. 74. wzią
wszy którykolwiek bok , np. AB za podstawę, i 
s któregokolwiek punktu wziętego na boku C D 
przeciwnym podstawie spuściwszy prostopadłą F E 
do-podstawy A B , prostopadła ta nazywa się w y 
soko ścią, r ó w n o! eg 1 o! > ok u. 
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Ponieważ kwadrat i prostokąt ma wszystkie 
kąty proste ( 8 1 ) więc wziąwszy którykolwiek 
ich bok za podstawę, bok drugi przyległy podsta
wie będzie wysokością kwadratu lub prostokąta. 
A źe kwadrat ma wszystkie boki r ó w n e ; więc 
wysokość kwadratu równa iest iego podstawie, 

108. Twierd. Dwa iakiekolwiek równole-
głoboki mażące równe podstawy i wysokości, ma-
ia równe powierzchnie. 

Dowód. Wystawmy* sobie źe równo leg ło -
bok ABEF fig. 75 . iest położony na równo leg ło -
boku A B C D , tak aby ich podstawy do siebie przy
stały: ponieważ te dwa równoległoboki maią r ó 
wne wysokości ; wiec bok E F równoodległy od 
podstawy AB drugiego, padnie na bok C D r ó 
wnoodległy od podstawy AB pierwszego r ó w n o -
ległoboku ( 7 4 ) ; inne zaś dwa boki A F , B E , w e 
zmą położenie albo takie iak iest na fig. 1 ; albo 
iak iest na fig. 2 ; albo też iak iest mfig 5. 

W przypadku 1: w dwóch tróykatach A D F , 
B C F , bok A D = - B C , bok A F ^ B E , iako boki 
przeciwne w równoległobokach ( 7 9 ) . Nadto kąt 
D A F = C B E , gdyż ramiona ich są równoodległe 
i rozchodzą się w jednęź stronę: wiec dwa te 
tróykąty przystaną do siebie, a tem samem p o 
wierzchnie ich sa równe ; czyli tróykąt B C E = 
A D F : w i e c A B E D — B C E - = A B E D — A D F ; czy
li A B C D == ABEF. 

T o samo iest dowodzenie w drugich dwóch 
przypadkach. 

i o g . Twied. Tróykąt iakikolwiek T//>C 
jig. 76 . iesł połowa równoległobóku AD maiace-
go te sam? podstawę i wysokość. 

Dowód. Z punktu B wyprowadziwszy BF 
równoległą od A C , aź do przecięcia sio w pun-
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kcie P z przedłużonym bokiem E D , czworokąt 
ABFC iest równolegtobokiem; a zatem przekątna 
BC dzieli go na dwa tróykąty A B C , BCF mogące 
do siebie przystać, a tem samem równe co do 
powierzchni ( 7 9 ) ; więc ieden z nich np. t róy
kąt A B C , iest połową powierzchni obudwu, czy
li iest połową powierzchni równoległoboku A F : , 
a że równoległobok A F równy iest co do powie
rzchni równoległobokowi A D ( i 5 8 ) , więc t róy
kąt ACB iest połową powierzchni równoległobo-
ku A D . 

140. Wniosek. Stąd wypada, że dwa t róy
kąty maiące równe wysokości i podstawy są r ó 
wne c o d o powierzchni; gdyż każdy z nich iest 
połową równoległoboku maiącego tęż samę w y 
sokość i podstawę co i tróykąty. 

141. Zagad. Dany wielokąt zamienić na 
inny równy danemu co do powierzchni, i któ
ryby miał boków mniey iednym, rdz wielokąt 
dany. 

Rozwiąż. Niechby wielokąt dany b y ł p i ę 
ciokątem A D fig. 77. który zamienić trzeba na 
czworokąt równy mu w powierzchni. Przez wierz
chołki dwóch kątów E i C poprowadziwszy liniia 
E C , w tróykącie EDC przez wierzchołek kąta D 
poprowadźmy liniia D F równoodległą od E C , aż 
do spotkania się w punkcie F zprzedłużonym pięcio
kąta bokiem AE. Poprowadziwszy liniia C F , c z w o 
rokąt A B C F będzie szukany: gdyż tróykąty E C D , 
ECF podług poprzedzaiącego wniosku są równe 
co do powierzchni, iako maiące tę same podsta
wę i wysokość ( 7 4 ) ; azatem 

AB CE J - E C D — ABCG + ECF; czyli A B C D E 
— A B C P . 
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Gdyby w pięciokącie danym ABCDE fig. 78. 
kąt D b y ł wklęsły, wykreślenie byłoby zupełnie 
to samo co wyźey; lecz w dowodzeniu zacho
dzi nieiaka odmiana; okazaws y bowiem że t róy-
kąt ECD = E C F , będzie. 

A B C E — ECD — A B C E — E C F ; czyli 
A B C D E = A B C F . 

i42. Wniosek. Tymże samym sposobem 
postepuiąc , można czworokąt A B C F zamienić na 
tróykąt równy mu co do powierzchni; i w ogólno
ści każdy wielokąt zamienionym być może na tróyląfc 
równy mu co do powierzchni. I lak sześciokąt 
zamieniwszy naprzód sposobem wyżey podanym na 
pięciokąt, zamienilibyśmy potem pięciokąt na 
czworokąt, a c. worokąt na tróykąt. 

i45. Twierd. Dwa prostokąty AC, EG? 
fig- 79- których wysokości są równe, maią sic 
do siebie iak podstawy; to iest, prostokąt ieden 
tyle razy iest większy lub mnieyszy od drugiego, 
ile razy podstawa pierwszego iest większa lub 
mnieysza od podstawy drugiego; czyli. 

- A B C D : . E F G H = A B : EF. 

Dowód. Podstawy A B , EF, mogą być ś p ó ł -
mierne lub niespólmierne. W iszym przypadku 
daymy że A B zamyka takich części 8 , iakich E F 
zamyka 4. Podzieliwszy AB na 8, EF na 4 części 
równe ( ^ 7 ) , i z punktów podziału wyprowadzi
wszy prostopadłe do tych podstaw, aż do przecię
cia się z bokami D C , H G przeciwnemi podstawom 
A B , EF ; prostopadłe te podzielą prostokąt AC na 
8, prostokąt E G na 4 prostokąty równe między 
sobą ( i 5 8 ) , gdyż wszystkie maią równe podstawy 
i wysokości. Będzie więc A B C D - E F G H — S : 4. 
A że A B ; E F = 8 : i: wiec ABCD; E F G H — A B : EF. 
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W 2gim przypadku, kiedy podstawy A B , 
E F fig. 80. saniespółmierne, będzie także ABCD: 
E F G H s s AB: EF . . . • • . . - A. 
Jakoż gdyby proporcya ta była fałszywa, ostatni 
iey wyraz E F , byłby albo zaznały, albo za wielki 
do uczynienia proporcyi, trzy bowiem pierwsze 
wyrazy mogą b y ć iakiekolwiek. Daymyż nato, 
ieżeli być m o ż e , że ta proporcya iest prawdziwa: 

A B Ć D : E F G H = A B : EJ, W którey Es > EF. 
Podzielmy A B na części równych 2, 4 . 8. i 

t. d., aż póki nie doydziemy do części mnieyszych 
od linii Fs. Przenieśmy potem części te mnieysze 
od linii Fs na liniią EF zaczynaiąc od punktu E 
ku F- Ponieważ liniie AB, EF są niespółmierne, 

• więc punkt podziału nie może prz.paść na punkt 
F, lecz padnie albo z prawćy strony np. w pun
kcie c, albo z lewey strony, np. w punkcie 6. 
Z punktu c wyprowadziwszy co prostopadłą do Es, 
aż do przecięcia się z przedłużonym bokiem G H 
w punkcie o, prostokąty EcoH, A B C D maią pod
stawy Ec, AB spółmierne z wykreślenia, będzie 
więc podług iszey części ninieyszego twierdzenia. 

E c o H : Ą B C D = Ę c : AB. A że podług p r zy -
pusczenia 

A B C D : E F G H = A B : Es , więc rozmnożywszy 
w tych dwóch proporcya eh wyrazy sobie o d p o -
wiadaiace, będzie 

E c o ł ł X A B C D : A B C D X E F G H ~Ec X A B : 
AB x E s . 

Podzieliwszy dwa pierwsze wyrazy przez 
A B C D , dwa drugie przez A B , będzie E c o H : 
E F G H - = E c : Es. W tey proporcyi lwszy p o 
przednik większy iest od swego następnika, agi 
zaś poprzednik mnieyszy iest od swego następni
ka podług wykreślenia: proporcya więc ta iest' 
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fałszywa. Proporcya ta powstała ze złożenia 
dwóch proporcyy poprzedzaiących, z których 
pierwsza iest wypadkiem lwszćy części niniejsze
go twierdzenia: druga więc, w którzy ostatni w y 
raz Es wzięliśmy więksy o d E F , musi być fałszy
wa. A zatem w proporcyi A ostatni wyraz E F 
nie może być zamały: obaczmy czy nie iest za-
wielki. Daymy że ta proporcya iest prawdziwa: 

A B C D . E F G H = A B : E ś , " w k t ó r e y E * < E F . 
Podzielmy AB na takie części r ó w n e , aby 

przeniósłszy ie na E F zaczynaiąc od E ku F , i e -
den punkt podziału padł między ś i F , np. w 
punkcie ć. Zpunktu ć wyprowadziwszy ću prostopa
dłą do EF aż do przecięcia się z bokiem H G w 
punkcie 6; prostokąty E ć ó H , A B C D maią p o d 
stawy spółmierne z wykreślenia: będzie więc 

EćbH: A B C D = Eć: AB; a że podług ' przy-
pusczenia 

A B C D : F F G H — A B : Eś; będzie wiec 
EćóH X A B C D : A B C D x E F G H == Eć X A B : 

A B X Eś. W i e c 
EbćH: F F G H = Ec: Eś. 

W tey proporcyi pierwszy poprzednik mniey
szy iest od swego następnika, drugi zaś poprze
dnik większy iest od swego następnika z wykre
ślenia. Proporcya zatem ta iest fałszywa; a wiec 
i proporcya ią poprzedzaiąca, w którey ostatni 
wyraz Eś wzięliśmy mnieyszy od E F , musi być 
fałszywa. W proporcyi zatem oznaczoney głoską 
A wyraz E F nie może. być zawielki. 

Kiedy więc wyraz ten EF nie iest ani zama
ł y , ani zawielki do utworzenia proporcyi A ; pi*o-
poreya zatem ta iest prawdziwa, to iest, dwa pro
stokąty z równani wysokościami, maią. sic iak 
podstawy, choćby podstawy były niespółmierne. 
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- i 44 . Tymże samym sposobem dowieść m o 
żna, źe dwa prostokąty, których podstawy są 
równe, maią się iak wysokości. Jakoż wziąwszy 
wysokości ich za podstawy, a podstawy za wyso
kości, twierdzenie to niczem nie będzie się różni
ł o od poprzedzaiącego.. 

i45 . Twierd. Dwa iakiekolwiek prostokąt 
ty, AC: EG fig. 81 maią się iak iloczyny ich 
podstaw, przez wysokości: to iest, będzie ABCD: 
E F G H — AB X BC: E F x F G . 

Dowód. Na wysokości F G prostokota E G 
wziąwszy FI — B C , i poprowadziwszy I K r ó w n o 
odległą o d E F ; d w a prostokąty AC, E l , maiące 
równe wysokości, są do siebie iak podstawy, p o 
dobnież dwa prostokąty E l , E G , maiące równe 
podstawy, sa do siebie iak wysokości, to iest. 

ABCD: E F I K == AB: EF. 
E F I K : E F G H = F I ; F G . 

W tych dwóch proporcyach rozmnożywszy 
wyrazy sobie odpowiadaiące, cztery iloczyny będą 
w proporcyi, to iest 

ABCD X E F I K : E F I K X E F G H == AB X F I : 
E F X FG. 

Podzieliwszy dwa pierwsze wyrazy przez 
E F I K , i w 5cim wyrazie zamiast F I położywszy 
BC, będzie ABCD: E F G H = A B x B G : EF X F G . 

i46*. Wnioski. 1. Niech będzie prostokąt 
AC i kwadrat ac fig. 82. w któryvch bok AB ma 8 
s top, bok BC ma 4, stopy, bok ab ma iednę sto
pę i bok bc 1 stopę. Podług twierdzenia poprze 
dzaiącego iest ABCD: abcd= AB X BC: abxbc. 
Zamiast boków położywszy liczby wyrażaiące ich 
ważność w stopach, będzie ABCD: « fo^ = 5 2 : 1, 
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W tey proporcyi ponieważ poprzednik 2go 
stosunku iest 32 razy większy od swego następni-
ka; więc i poprzednik lgo stosunku iest 3a razy 
większy od swego następnika; to iest, powierz
chnia prostokąta A B C D zamyka w sobie 02 kwa
dratów równych kwadratowi ac: i gdyby powierz
chnia kwadratu ac wzięta była za iedność do mie
rzenia powierzchni prostokątów, maiąc dany iaki-
kolwiek prostokąt, łatwoby znaleźć można, ile 
razy' powierzchnia iego zamyka w sobie powierz
chnią kwadratu ac wziętego za iedność. Na tenko-
niec dosyćby" było zmierzyć danego prostokąta 
podstawę AB i wysokość BC w stopach mierni
czych , i rozmnożyć liczbę stóp podstawy, przez 
liczbę stóp w*ysokości: iloczyn okaże ile razy p o 
wierzchnia danego prostokąta zamyka w sobie p o 
wierzchnią kwadratu ac wziętego za iedność; czy 
l i , co na iedno wychodzi , ile powierzchnia dane
go prostokąta zamyka w sobie stóp kwadratowych: 
kwadrat bowiem którego bok ma stopę mierniczą, 
zowie się stopą kwadratową. 

Gdyby kwadrat wzięty za iedność do m i e 
rzenia powierzchni prostokątów, b y ł łokc iem, 
prętem lub sznurem kwadratowym; podstawę i 
wysokość danego prostokąta zmierzylibyśmy przez 
łokc ie , pręty lub sznury miernicze; a w ten czas 
iloczyn podstawy przez wysokość okazałby, ile p o 
wierzchnia danego prostokąta zamyka w sobie ł o k 
c i , prętów lub sznurów kwadratowych. A stąd 
wypada, ze powierzchnia prostokąta równa, iest 
iloczynowi iego podstawy przez wysokość. 

Prawdę te naocznie okazać można sposobem 
następuiącym: Niech będzie prostokąt A C które
go powierzchnią zmierzyć mamy. Daymy źe p o d - -
stawa AB zamyka w sobie bok ab kwadratu abcd 
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wziętego za iedność 8 razy; wysokość zaś BC za
myka w sobie tenże bok ab 4 razy. Podzieliwszy 
A B na 8 części równych , B C na 4 części równe , 
i przez punkta podziału poprowadziwszy liniie -ró
wnoodległe od B C i A B , powierzchnia prostokąta 
A C podzieloną, zostanie przez te liniie równoodle
głe na 4 / y rzędy kwadratów równych kwadrato
wi ac , a każdy rząd zamyka 8 takich kwadratów: 
liczba zatem wszystkich kwadratów w powierz
chni prostokąta A C zawartych iest 4 razy 8, c z y 
li 5 2 . 

Gdyby wysokość B C zamykała w sobie 5 , 
I O , i 5 i t. d. razy bok ab kwadratu abcd; p o 
wierzchnia prostokąta A C byłaby podzielona na 5, 
i o , i5 i t. d. r zędów, z których każdy zamykał
by 8 kwadratów równych kwadratowi ac; a tem 
samem powierzchnia ta zamykałaby 5 , i o , i5 i 
t. d. razy 8 takich kwadratów, iak iest ac; to 
iest, powierzchnia byłaby równa iloczynowi p o d 
stawy pr~ez wysokość. 

147. Wniosek. 2. Ponieważ w kwadracie w y 
sokość równa iest podstawie, a zatem dla zna
lezienia powierzchni kwadratu dosyć iest zmie
rzyć iftgo podstawę, i znalezioną liczbę stóp, ł o 
kci , lub prętów i t. d. rozmnożyć przez siebie sa
m e , czyli podnieść liczbę tę do drugiego stopnia. 

148. Wniosek. 5. Powierzchnia równo leg ło -
boku jakiegokolwiek równa iest także iloczynowi 
iego podstawy przez wysoskość: gdyż równo leg ło -
bek równy iest w powierzchni prostokątowi maią-
cemu tę sarnę podstawę i wysokość ( 1Ó8). 

149. Wniosek, i . A zatem równoległbboki 
maiące równe wysokości, sa do siebie iak podstawy: 
gdyż nazwawszy ieden równoległobok Rl drugi r, 
podstawę pierwszego P , wysokość W , podstawę 
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drugiego p, wysokość W ; będzie powierzchnia 
pierwszego P x W , powierzchnia drugiego pXW: 
a zatem będzie R : r = P X W : p X W , W tey 
proporcyi dwa wyrazy drugiego stosunku podzie
liwszy przez W , będzie II: r = V: p. 

T y m ż e samym sposobem okazać można, że 
dwa równoległoboki mające równe podstawy, są 
do siebie iak wysokości; maiące różne podsta
wy i wysokości , są do siebie iak iloczyny podstaw 
przez wysokości. 

150. Wniosek. 5. Ponieważ tróykąt iest p o 
łową równoległoboku maiącegotę samę podstawę i 
wysokość ( i 5 q ) ; wiec powierzchnia tróykąta 
równa iest polowie iloczynu iego podstawy przez 
wysokość; albo, e o n a icdno wychodzi, równa i l o 
czynowi iego podstawy przez po łowę wysokości , 
albo też równa iloczynowi iego wysokości, przez 
p o ł o w ę podstawy. 

151. Wniosek. 6. A zatem tróykąty maiące 
równe wysokości są do siebie iak podstawy: gdyż 
oznaczywszy ieden tróykąt głoską T , drugi t, 
podstawę pierwszego P , wysokość W , podstawę 
drugiego p, wysokość W : będzie powierzchnia 
i g o P x | W , powierzchnia 2go pXź\V: a za
tem T : t •= P X | W : p X | W . Podzieliwszy 
dwa drugie wyrazy przez | W , będzie T: t=P. p. 

T y m ż e sposobem okazać można , źe tróyką
ty maiące równe podstawy są do siebie iak wyso
kości ; maiące różne podstawy i wysokości, są do 
siebie iak iloczyny podstaw przez wysokości. 

152. Wniosek. 7. Chcąc znaleźć powie rz 
chnią iakiegokolwiek wielokąta, trzeba go na 
przód podzielić przekątnemi na tróykąty ( p , 5 ) . 
potem wyrachować powierzchnią każdego tróyką
ta podług wniosku 5: summa powierzchni wszyst-
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kich tróykątów będzie powierzchnią daneg© wie
lokąta. 

i55 . Twierd. Powierzchnia czworoboku 
ABCD, fig. 85. w którym dwa tylko boki AB, 
CD są równoodległe, równa iest iloczynowi iego 
wysokości BF, przez połowę summy dwóch bo
ków równoodległych. 

Dowód. Poprowadziwszy przekątną A C , p o 
wierzchnia tego czworoboku podzieloną będzie na 
dwa tróykąty A C B , A C D , w których bola AB i 
C D wziąwszy za podstawy, wysokość pierwszego 
będzie prostopadła z punktu C spusczona na A B , 
wysokość drugiego będzie prostopadła z punktu A 
spusczona na C D . Dwie tę prostopadłe są sobie 
równe ( 7 4 ) , i równe wysokości czworoboku 
A B C D ; będzie zatem powierzchnia troykąta A C B 
= E F X i AB, powierzchnia troykąta A C D == EF 
X | CD ( 1 6 0 ) : wiec 

A C B + A C D — E F | X A B - f E F X ^ C D : czyli 
A B C D s s EF ( | A B + § C D ) ; czyli 

A B C D = E F ( l i i - £ 2 ) . 

i54. Twierd. W czworoboku A B C D ieden 
z boków nie równoodległych , np. bok CB p o 
dzieliwszy w punkcie M na dwie części r ó w n e , i 
z punktu M poprowadziwszy M P równoległą o d 
A B ; będzie połowa summy dwóch boków równo
odległych AB i CD równa linii MP. 

Dowód. Przez puukt M poprowadziwszy lini
ią G H równoodległą od A D , aź do przecięcia 
się w punkcie G z przedłużonym bokiem C D ; w 
dwóch tróykatach C G M , B H M , bok C M ssę B M 
z wykreślenia,- katy przy M równe iako wierz
chołkiem przeciwległe ," kąt M C G r= M B H ( 6 7 ) , 
wiec dwa te tróykąty przystaną do siebie podług 
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twierdzenia 2go o przystawaniu tróykątów, a w 
sczególności C G = BH. Ze zaś liniie A H , P M > 

D G , są między sobą równe ( 7 2 ) więc 2 P M = 
A H -f- D G . W tern równaniu z drugiey strony, 
dodawszy B H , a odiąwszy C G , przez co się r ó 
wnanie nie odmieni, gdyż dwie te liniie są sobie 
równe z dowiedzenia, będzie. 

2 P M = A H - f B H + D G — C G ; c z y l i , 2 P M 
= A B -f- D C ; a zatem 

n < A B - f C D 
P M = — _ 

2 
a 5 5 . Wniosek 1. A zatem powierzchnia 

czworoboku A B C D równa iest wysokości iego E F 
rozmnoźoney przez liniia PM, 

Wniosek. 2. Można więc powierzchnią w i e 
lokąta iakiegokolwiek A D fig. 84. wynaleźć tak
że sposobem następuiącym: przez wierzchołki ka
tów E, C, F poprowadziwszy liniie E l , C H , GF* 
równoodległe od A B , powierzchnia wielokąta A D 
podzieloną będzie na czworoboki A G , F C , H I , 
i na tróykąt EDI. Znalałszy więc powierzchnią 
tych czworoboków którymkolwiek z dwóch spo
sobów podanych wyżćy*, i dodawszy ie do p o 
wierzchni tróykata E D I , summa ta równa będzie 
powierzchni danego wielokąta. 

i 56 . Zagad. Dany tróykąt zamienić na pro
stokąt lub iakikolwiek równoległobok rbwny tróy-
kątowi co do powierzchni. 

Rozwiąż. Wykryś lmy prostokąt lub r ó w n o 
leg łobok, daiąc mu podstawę równą podstawie 
danego tróykata, a wysokość równą p o ł o w i e w y 
sokości tegoż tróykata ; albo też daiąc mu podsta
w ę równą połowie podstawy dtn go tróykata, 
a wysokość równą w y ÓkoŚci teg ż tróy kąta : p r o 
stokąt ten lub równoległobok będzie szukany ^109). 
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157. Zagad. Dany prostokąt AC fig. 85. 
lub równoległobok iakikolwiek zamienić na pro
stokąt lub równoległobok inny, równy danemu 
co do powierzchni, któryby miał za podstawę 
liniią dana BG. 

Bozw. Podstawę A B danego prostokąta lub 
równoległoboku przedłużmy do G tak aby prze
dłużenie to by ło równe linii daney B G ; z punktu 
G poprowadźmy G H równoodległą o d B C , aż do 
przecięcia się z przedłużonym bokiem A D w punk
cie H . Poprowadziwszy przekątną B H , i prze
dłużywszy ią aż do zeyścia się z przedłużonym 
bokiem A D w punkcie I , z punktu I poprowadź
my FI równoległą od A G , która z przedłuźone-
mi bokami C B , H G spotyka się w punktach E , 
F: równoległobok BF* iest szukany. 

Gdyż równoległobok D F przez przekątnią 
H I podzielony iest na dwa tróykąty I D H , I F H , 
równe ( 7 9 ) . Tróykąt I D H składa się z r ó w n o 
legloboku A C , z tróykąta B C H , i tróykąta A B I ; 
tróykąt I F H składa się z równoległoboku BF, z 
trókąta B G H , i z tróykąta IBE: a źe trókąt B C H 
= B G H , i tró>kat ABI = I B E ; wiec i r ówno le - ' -
g ł o b o k AC = BF. 

Albo tak: tróykąt C B H = B G H ; tróykąt 
A B I = E B I ; wiec 
CBH + ABI =s B G H + EBI. Tróykąt I D H == FHI . 
od stron tego równania odiąwszy strony równania 
poprzedzającego, zostanie 

I D H — C B H — A B I = F H I — E B I ; czyli AC 
= BF. 

Uwaga. T y m samym sposobem postąpić na
l eży , chcąc dany kwadrat zamienić na prostokąt 
równy kwadratowi co do powierzchni, i któryby 
podstawę miał równą linii daney. 
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i58. Zagad. Maiąc dane dwa prostąkąfy 
lub iakiekolwiek rbwnolegloboki, wykreślić óci 
któregoby powierzchnia równa była summie lub 
rolnicy powierzchni dwbch równoległobokbw da
nych. 

Rozwiąż. Dwa dane równoległoboki maią 
albo równe podstawy a wysokości różne ; albo r ó 
wne wysokości, a różne podstawy; albo i podsta
wy i wysokości różne. 

W przypadku lwszym nazwłymy ieden r ó 
wnoległobok R , drugi r, podstawę igo P , wyso
kość W , podstawę Qgo P , wysokość w. 

Ponieważ powierzchnia równoległobok u , r ó 
wna iest iloczynowi iego podstawy przez wyso
kość ( i 4 8 ) , będzie więc R — P X W ; 7 — P 
X w. Strony dwóch tych równań, naprzód doda
wszy, potćm odia wszy od siebie, będą dwa na-
stepuiace równania: 

R | r = P x W + P X * ; R — r — P X W — 
P X w. Czyli 

R + r « s P ; ( W ^ « ) 5 R — r = P ( W — u>). 
T o iest, snmma powierf.chni obudwu równo lc -
głoboków równa iest iloczynowi podstawy iedne
go z nich przez snramę wysokości obudwóch : r ó ż 
nica powierzchni obudwu równoległoboków równa 
iest iloczynowi podstawy iednego z nich przez roc
znicę wysokości obudwu. 

A zatem chcąc wykreślić równoległobok r ó 
wny co do powierzchni dwóm danym; trzeba mu 
dać za podstawę liniią równą podstawie iednego 
z nich, a za wysokość-liniią równą wysokości o -
'budwu: chcąc zaś wykreślić równoległobok, któ
regoby powierzchnia równa była różnicy powierz
chni dwóch danych; trzeba mu dać za podstawa 

12 



9© J E O M E T R Y i 

linią równą podstawie iednego z danych, a za w y 
sokość liniia równą różnicy wysokości obudwu. 

W przypadku 2gim, kiedy wysokości dwóch 
danych równolegloboków są równe , a podstawy 
różne ; nazwawszy ieden równoległobok R , drugi 
T, podstawę iednego P , drugiego p , a wysokości 
obudwu W , i odbywszy działanie iak wyźey , 
będzie 

*R-f-r r r=W ( P r + p ) . R — r — W ( P _ p ) ; i t . d . 
W przypadku 5 , kiedy dwóch danych r ó 

wnolegloboków i podstawy i wysokości są różne , 
zamieniwszy ieden z nich na inny równy mu co 
do powierzchni, któryby miał za podstawę liniia 
równą podstawie lub wysokości drugiego r ó w n c -
ległoboku danego; będą dwa równolegloboki ma
iące równe podstawy, iak w przypadku i , albo 
równe wysokości iak w przypadku 2. 

T y m ż e sposobem postąpić należy, chcąc zna
leźć prostokąt równy co do powierzchni summie, 
lub różnicy dwóch danych kwadratów, lub iedne
g o kwadratu drugiego prostokąta. Lecz aby zna
leźć kwadrat równy summie albo różnicy dwóch 
danych kwadratów, sposoby dotąd wyłożone nie 
są dostateczne: ułatwi to iedno z nastcpuiących 
twierdzeń. 

i5g . Twierdz . Kwadrat wykreślony na li
nii AB, Jig. 86. ktbra iest summa dwóch liniy 
AC i BC, składa się z kwadratu wykreślonego 
na linii AC, z kwadratu wykreślonego na 
linii BC, i z dwóch prostokątów, których bokami 
przyległemi są liniie AC i BC; czyli A B 2 , albo 
( A C - f BC y = A G 2 + BC • + 2 A C x B C , 

Dowód. Na liniii A B wykreśliwszy kwadrat 
A B D E , i wziąwszy A H = A C , przez punkt H 
poprowadźmy H F równoległą od A B , przez punkt 
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C poprowadźmy CI równoległą od B D . T y m spo
sobem kwadrat A D podzielony został na części : 
pierwsza A G iest kwadratem wykreślonym na l i 
nii A C : gdyż wzięliśmy A H = A C ; druga FI iest 
kwadratem wykreślonym ną linii B C ; ponieważ 
A B - = A E , A C = = A H ; wice A B — A C = A E — A H ; 
czyli CB . = E H = I G = GF. 

Nakoniec trzecia i czwarta część są dwa p r o 
stokąty HI , C F , których boki H G i CG równe są 
linii A C ; boki zaś H E i G F równe są linii BC. 

Albo tak: Liniia A C oznaczywszy głoską a, 
a liniia CB głoską b, będzie liniia A B = a -f- b. 
Wlec A B a = ( « - j - 6 ) (a-\-b); czyli A B 2 ~a'i 

-f- bz -f- 2ab. T o iest, kwadrat z linii A B równy 
iest summie kwadratów z linii A C i B C , więcey 
podwóynym iloczynem z ważności linii A C , przez 
ważność linii BC; czyli co na iedno wychodzi, wię 
cey dwoma prostokątami z linii A C i BC. 

160. Twierd. Kwadrat wykreślony na 
linii AB fig. 87 . która iest rolnicą dwóch liniy 
AC, iBC, składa się z kwadratu linii AC, z kwa
dratu linii BC, mniły dwoma prostokątami z linii 
AC i BC; czyli 

A B 2 albo ( A C — B C ) 2 = A C 2 - f - B C 2 — 2 A C x BC . 
Dowód. Na linii A C wykróśliwszy kwadrat 

A D , i wziąwszy A H — A B , z punktu H poprowadź
my H F równoodległą od A C , i z punktu B p o 
prowadźmy BI równoodległą od CD nakoniec na 
linii H E wykreślmy kwadrat L E . 

Ła two iest okazać, że L E iest kwadratem 
z linii B C ; A G iest kwadratem z linii A B ; że LJ 
iest prostokątem z linii AC i B C ; CI iest prosto
kątem z^inii A C i BC. Od całey figury A C D 
K L H , czyli od kwadratu z linii A C i od kwadra
tu z linii BC odiąwszy dwa prostokąty L I , CJ 
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czyli dwa prostokąty z A C i B C , zostanie A G 
kwadrat z linii i AB. 

Oznaczywszy liniie A C , ^BC głoskami a'\b, 
i odbywszy działanie iak wtwierdzeniupoprzedza-
iacem, wypadnie A B 2 — (a — b) (a— b); czyli 
AB 2 = a 2 + b - — -2- ab. _ 

161. Twierd. Prostokąt maiący za podsta
wę sjummę dwóch liniy AB, CB, fig. 88. a ich 
różnicę za wysokość, równy iest różnicy kwadra
tów z tychże liniy: czyli 

( A B + B C ) ( A B — B C ) — A B 2 — B C 2 . 
Dowód. Wykreśliwszy na liniach A B , A C 

kwadraty A D , A l , przedłużmy AB do K tak, 
aby b y ł o BK = B C , i dopełniyiny prostokąta A L : 
nroftokąt ten ma za podstawę liniia A K równą 
summie dwóch danych liniy AB i B C , a za w y 
sokość liniia A E równa różnicy tychże liniy: 
gdyż AE = A F — FE = AB — BC. A zatem pro
stokąt A L — ( A B + B C ) ( A B — B C ) . Ten sam 
prostokąt A L =-•= A H + B L ; a ż e B L = F I , co iest 
łatwo okazać; wiec A L — AH-f -FI . A H + FI — 
A D — D l — A B 2 — B C * : gdyż kwadrat D I — C B 2 . 
W i e c A L — A B 2 — B C 2 ; czyli ( A B + B C ) ( A B 
— B C ) == A B 2 — B C 2 . . ; « 

Oznaczywszy liniie AB, BC głoskami a i b, 
i odby ;wszy działanie iak wyźey, wypadnie ( A B + 
E C ) ( A B — B C ) — ( c / + & ) ( a — b ) = a 2 — Z>2. 

i 6 s . Twierd. Wtróykącie prostokątnym 
ABC fig 89. kwadrat AK z przeciw prostokąt
ne1^' AB równy iest summie kwadratów AH i CG 
z dwóch ramion kąta prostego. 

Dowód. Z wierzchołka kąta prostego C spu
ściwszy C D prostopadłą do A B , i przedłużywszy 
ią aż do przecięcia się z bokiem I K w punkcie M , 
poprowadźmy liniie A G , GK: kąt C B G - = : A B K , 
bo obadwa proste: więc kąt CBG + CBA = A B K 



- j - C B A ; czyli kat A B G == CBK. A zatem 
w dwóch tróykatach A B G , CBK bok BG = CB ia
ko boki kwadratu B E , bok A B == B K iako boki 
kwadratu A K , i katy miedzy temi bokami zawar
te A B G , CBK równe: więc dwa te tróykąty przy
staną do siebie ( 2 4 ) , a tem samem powierzch
nie ich są równe. Tróykąt A B G iest p o l o 
wą kwadratu B E : gdyż maią tę sarnę podstawę 
B G , i wysokość CB ( 7 4 ) : gdy bowiem kąty B C A 
i BCE czynią dwa kąty proste, liniie AC i CE 
składaią iednę liniią prostą AE ( 1 7 ) , która iest 
równoodległa od BG. Tróykąt C B K iest polową 
prostokąta B M , gdyż maią tę same podstawę B K , 
i wysokość BD. Gdy więc polowa kwadratu B E , 
równa iest połowie prostokąta B M , tem samem i 
cały kwadrat BE równy iest całemu prostokąto
wi BM. Poprowadziwszy liniie od F d« B , i od 
C do I tym samym sposobem dowiedlibyśmy, źe 
kwadrat A H równy iest prostokątowi A M . 

Lecz summa prostokątów A M i B M czyni 
kwadrat A K ; więc kwadrat A K z przeciwpro-
stokątney A B równy iest suuunie kwadratów A H 
i BE z dwóch ramion kąta prostego. 

1.65. Wniosek 1. Prostokąt A M i kwadrat 
A K maiąc te same podstawę A l są do siebie iak w y 
sokości A D , A B : podobnież prostokąt B M i kwa
drat A K , maiąc tę same podstawę K B są do sie
bie iak wysokości BD i A B : to iest A D M I : 
A B K I = A D : A B . BDMK: A B K I = B D : A B . 
W tych dwóch propórcvach zamiast prostokątów 
A D M I , B D M K położywszy równe im kwadraty 
A C H F , B C E G : będzie A C H F : A B K I = A D : AB. 
B C E G : A B K I = BD: AB. to iest, kwadraty z ra
mion kąta prostego, maią się do kwadratu p rze -
ciwprostokątney, iak odcinki A D , B D przyległe 
tym ramionom, do p^zeciwprostókątney. 
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164. Wniosek. 2. A D M I , B D M K 
maiące 

równe podstawy, są do siebie iak wysokości A D , BD • 
to iest, A D M I : B D M K = = A D : B D . Zamiast pro
stokątów położywszy równe im kwadraty, będzie 
A C H F : B C E G — A D : B D . T o iest, kwadraty 
i ramie 11 kąta prostego, maią się do siebie iak 
przyległe tem ramionom odcinki przeciwprosto-
kątney. «• 

165. Zagad. Wykreślić kwadrat równy 
mmrnie dwóch kwadratów danych. 

Rozwiąż. Wykreśl iwszy kąt prosty daiąc ulu 
za iedno ramie bok iednego kwadratu, za drugie 
ramie bok drugiego kwadratu danego, i końce tych 
dwóch ramion złączywszy liniią prostą; utworzy 
się tróykat prostokątny, którego przeciwprosto-
kątna będzie bokiem kwadratu szukanego (162). 

166. Wniosek. Gdyby dwa dane kwadraty 
b y ł y sobie r ó w n e , kwadrat trzeci znaleziony 
równy ich summie, byłby dwa razy większy od 
iednego z danych. A zatem chcąc mieć kwadrat 
dwa razy większy od danego; trzeba wykreślić 
kąt prosty, daiąc mu za ramiona dwie liniie r ó 
wne bokowi danego kwadratu; złączywszy k o ń 
ce tych ramion liniią prostą, utworzy się tróykat 
prostokątny, 'którego przeciwprostokątna będzie 
bokiem kwadratu szukanego. 

Uwaga. W danym kwadracie A B C D fig. 
90. poprowadziwszy przekątnią A C , w tróykącie 
A B C prostokątnym przy B , iest A C 2 : = A B 2 - f -
B C 2 ( 1 6 2 ) czyli A C 2 = 2 A B 2 gdyż BC = A B . 
T o iest, kwadrat przekątney iest dwa razy wię 
kszy od kwadratu z boku A B , czyli od kwadratu 
danego. 

Prawdę tę można okazać naocznie. Przez 
puukta D i B poprowadziwszy liniie H G , EF r ó -
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wnoodległe od A C , aż do przecięcia się z liana
mi H E , G F przez punkt A i C poprowadzonymi 
równoodległe od Di i przekatney danego kwadra
tu A B C D , utworzy się nowy kwadrat E F G H , któ
ry iest kwadratem" z A C przekatney danego kwa
dratu, i który zamyka 8 tróykątów równych m i e 
dzy sobą, i takich, iakich dany kwadrat A B C D 
zamyka 4. W i ę c kwadrat E F G H iest dwa razy 
większy od kwadratu A B C D . 

A zatem chcąc wykreślić kwadrat dwa razy 
większy od danego, trzeba w danym kwadracie 
poprowadzić przekątną: ta będzie bokiem kwadra
tu szukanego. 

167. Wniosek. Ponieważ kwadrat z prze
katney A C iest dwa razy większy od kw radrata 
A B C D , czyli od kwadratu z boku A B , będzie 
wiec A B 2 : A C 2 — 1: 2. A zatem A B : A C = i : 
V^2. T o iest. bok kwadratu tak się ma do prze
katney tegoż kwadratu, iak 1 do pierwiastku l i 
czby 2. A że 1, i \/ 2 są dwie liczby niespółraier-
n e , gdyż prawdziwego pierwiastku liczby 2 mieć 
nie można; wiec bok i przekątna kwadratu, 
są dwie liniie Hiespółmierne. 

168. Z poprzedzaiącego twierdzenia w y p a 
da, że chcąc wykreślić kwadrat trzy razy w i ę 
kszy od danego, trzeba narysować tróykąt p r o 
stokątny , w którymby iedno ramie kąta prostego, 
było równe bokowi danego kwadratu, a drugia 
ramie równe przekatney tegoż kw radratu: prze-
eiwprostokątna będzie bokiem kwadratu szukane
go. Chąc mieć kwadrat 4 razy większy od da
n e g o , trzeba tróykątowi prostokątnemu dać ra 
miona kąta prostego równe przekatney danego 
kwadratu; przeciwprostąkatna będzie bokiem kwa
dratu saukanego; albo też wykreślić kwadrat. 

1 • 
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któregoby bok b y ł dwa razy większy od boku 
kwadratu danego. Chcąc mieć kwadrat 5 razy 
większy od danego, trzeba dać tróykątowi prosto
kątnemu iedno ramie kąta prostego równe prze-
kątney danego kwadratu, drugie równe bokowi 
kwadratu o razy większego niż iest dany; prze-
ciwprostokątna będzie bokiem kwadrata szukane
g o : albo też znaleźć kwadrat równy summie da
nego i 4 rary większego niż iest dany. Podobnież 
ehcąc mieć kwaarat 6 razy większy od danego, 
trzeba znaleźć kwadrat równy summie kwadratu 
danego, i pięć razy większego niż iest dany; albo 
też trzeba znaleźć kwadrat równy summie dwóch 
kwadratów innych, z którychby ieden b y ł dwa 
razy, drugi 4 razy większy od danego, albo na-
koniec, trzeba znaleźć kwadrat 5 razy większy 
od danego; przekątna tego kwadratu, będzie b o 
kiem kwadratu 6 razy większego niż iest dany. 

T y m sposobem można znaleźć kwadrat tyle 
razy większy od danego, ile się podoba. Lecz 
można także i następującym sposobem rozwiązać 
to samo zagadnienie: 

Daymy że trzeba znaleźć kwadrat 5 razy 
większy od danego kwadratu ac fig. y i . P rowa
dzę liniią A B 5 razy dłuższą od boku ab danego 
kwadratu; na tey linii iako na średnicy kreślę p ó ł 
ko le ; wziąwszy potem A D — ab, z punktu D w y 
prowadzam D C prostopadłą do A B aż dr) przecię
cia się z okręgiem w punkcie C ; nakoniec p ro
wadzę cięciwę A C ; cięciwa ta będzie bokiem 
kwadratu szukanego: gdyż poprowadziwszy cięci
w ę C B , kąt ACB iest prosty ( 1 2 8 ) , a zatem 
kwadrat z ramienia kąta prostego A C , równy 
iest prostokątowi z linii AB i A D ( 1 6 2 ) , ten zaś 
prostokąt maiąc podstawę 5 razy większą od w y -
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s o k o ś c i A E = A D z wykreślenia, może b y ć p o 
dzielonym na 5 kwadratów maiącycb za boki li
niia A D - czyli prostokąt ten może być podzielo
ny na b kwadratów takich, iak iest kwadrat da
ny a c : a zatem prostokąt ten iest od kwadratu 
danego ac 5 razy większy; a tem samem i kwa
drat % linii A C będzie od danego kwadratu 5 r a 
zy większy. 

169. Zagad. Wykreślić kwadrat równy ro
lnicy dwóch kwadratów danych ABK2, CBGE 
fig- 89-

Rozwiąż. Kreślę kąt prosty A C B , daiąc mu 
za iedno ramie bok CB kwadratu mnieyszego; z 
punktu B iako ze środka promieniem równym b o 
kowi kwadratu większego, kreślę łuk przecinaią-
c y drugie ramie kąta prostego w punkcie A : l i 
niia A C będzie bokiem kwadratu szukanego: 
gdyż poprowadziwszy liniia A B , w tróykącie A C B 
prostokątnym przy O iest A B 2 — A C 2 + B C 2 . O d -
iąwszy po obu stronach B C 2 , zostanie A B 2 — B C * 
= A C * . T o iest, różnica między kwadratem z b o 
ku A B , którym iest kwadrat dany A 3 K I , i m i ę 
dzy kwadratem z boku B C , którym iest drugi 
kwadrat dany CBGE iest kwadrat z linii A C , 

Sposób 2. Prowadzę liniia AB fig. 91. r ó 
wną bokowi kwadratu więksiego z dwóch danych, 
i na niey iako na średnicy wykreśliwszy pó łko l e , 
z punktu B prowadzę cięciwę CB równą bokowi 
kwadratu mnieyszego, z punktu A poprowadziw
szy cięciwę A C , ta będzie bokiem kwadratu szu
kanego: gdyż kat ACB iest prosty ( 1 2 8 ) , a za
tem A B 2 = A C 2 - f - B C 2 ; wiec A B 2 — BC* 
= A C » . 

170. Zagad. Prostokąt AF fig. 91. żarnie-* 
nić nu kwadrat rómty ma co do powierzchuL 

i5 
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Rozwiąż. Na większym boku danego prosto
kąta iako na średnicy, kreślę pó łko le ; wziąwszy 
potom AD = A E , i z punktu D wyprowadziwszy 
D C prostopadłą do A B , aź do przecięcia się z 
okręgiem w punkcie C, prowadzę cięciwę CA; 
ta będzie bokiem kwadratu szukanego: gdyż p o 
prowadziwszy cięciwę CB, w tróykącie ACB 
prostokątnym przy C, kwadrat z ramienia kąta 
prostego AC równy iest prostokątowi z p rze -
ciwprostokątney AB, i z odcinka AD przyległego 
temu ramien iowi (162) , to iest, A C 2 = A B x A D ; 
czyl i , A C 2 = AB x A E ; gdyż AD — AE z w y 
kreślenia: to iest, kwadrat z linii AC równy iest 
prostokątowi danemu. 

171. Wniosek. Ponieważ wielokąt iakikol-
wiek można zamienić na tróykat ( i 4 2 ) , tróykat 
zaś na prostokąt ( i 5 6 ) , a prostokąt na kwadrat 
równy mu co do powierzchni; wiec każdy wie lo
kąt zamienić można na kwadrat równy mu co 
do powierzchni. 

172. Twierd. W tróykącie ACB fig. 7 5 , 
z końca C , boku CB przeciwnego kątowi ostre
m u A, spuściwszy CD prostopadłą do AB ramie
nia tegoż kąta A , będzie kwadrat z przeciwostro-
kątnćy CB równy summie kwadratów z dwbch 
ramion kąta ostrego AC i AB, mniey dwoma 
prostokątami z ramienia AB na które spusczona 
iest prostopadła, i z odcinku AD przyległego te- > 
mul katowi ostremu A; to iest, bądzie B C 2 = 
A C 2 - f - A R 2 — 2 AB X AD. 

Dowód. Wtróykacie CDB prostokątnym 
przy D, iest B C 2 = Ć D 2 4 - D B 2 (162) . W tróy
kącie ACD, C D 2 = A C 2 — A D 2 (169) . Limia 
DB — AB — A D ; a zatem D B 2 = A B 2 4 - A D 2 — 
a A B ^ A D (ib*o), Wrówonniu więcpi&wst&m* 
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drusney strony zamiast CD 2 - f D B 2 położywszy 
znalezione ich ważności, równanie to zamieni się 
w nastepuiace: 

B Ć 2 = A C 2 — A D 2 + A B 2 + A D 2 —2 A B x 
AD: czyli BC 2 = A C 2 + A B 2 — 2 AB X A D . 

Albo tak, Liniia DB = AB — A D : w i ę c D B 2 -
= A B 2 - f A D 2 —2 A B X A D ( 1 6 0 ) . W tem r ó 
wnaniu dodawszy po obu stronach C D 2 , będzie 
D B * - f - C D 2 = A B 2 - f A D 2 + C D 2 — 2 A B x A D . . " . . . . A . 

W tróykącie CDB iest D B 2 - f - C D 2 = C B 2 , 
wtróykącie CDA iest A D 2 - f C D 2 = A C « (162) . 
W równaniu A z jedney strony zamiast D B 2 - f - C D Ł 

położywszy C B 2 , z drugiey strony zamiast A D 2 -
-f- C D 2 położywszy A C 2 ; ' równanie to zamieni 
»ię w nastepuiace: BC* = A C 2 - f AB 2 —2ABxAD. 

170. Twierd. W tróykącie ACB fig. 70. 
Nro 2 z końca C boku BC przeciwnego kątowi 
roztwartemu A, spuściwszy CD prostopadłą do 
AB ramienia tegoż kąta, będzie kwadrat z prze-
ciwroztwartokątndy BC równy summie kwadra
tów z ramion AC, AB, powiększoney dwoma 
prostokątami z AB i AD; to iest, będzie B C 2 

= AC 2 + A B 2 - f 2 A B X A D . 
Dowód. W tróykącie CDB prostokątnym 

p r z y D , i e s f C B 2 = C D 2 4 - B D 2 ( i 6 a ) . W t r ó y 
kącie C D A , C D 2 = A C 2 — A D 2 ( 1 6 9 ) . Limia 
B D = A B + A D : wiec B D 2 = A B 2 - } - A D 2 - f s A ! i x 
A D ( i 5 g ) . W równaniu więc pierWszem zatniast 
CD 2 - f -BD 2 położywszy znalezione ich ważno
ści , równanie to zamieni się w nastepuiace.• 

C B 2 = A C 2 — A D 2 + A B 2 - f AD 2 - ł -2ABxAD: 
czyli CB 2 = A C 2 + A B * - r - 2 A B x A D . Sposób 2 g i 
iak vr twierdzeniu poprzedzaiącein. 

174. Wniosek. Z trzech ostatnich twierdzeń 
wypada, ie maiąc w liczbach wyrażone trzy bo-
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ki tróykata, można doyść c z y k ą t przeciwny któ-
remukolwiek z boków iest prosty, czy ostry, C l y 
roztwarty. Jeżeli kwadrat z jednego boku iest 
równy summie kwadratów z dwóch innych b o 
k ó w , kąt przeciwny pierwszemu bokowi iest p r o 
sty: Jeżeli zaś kwadrat iednego boku iest mniey
szy lub większy od summy kwadratów z dwóch 
innych b o k ó w , kąt przeciwny bokowi pierwsze
m u będzie w pierwszym przypadku ostry, w dru
gim roztwarty. 

175. Twierd. W tróykącie ABC fig. 92. 
podzieliwszy podstawę AB na dwie równe czę
ści w punkcie E, i poprowadziwszy liniia CE, 
będzie AC*-\-BC^*AE%+zCE*. 

Dowód: Z wierzchołka kąta C spuściwszy 
C D prostopadłą do A B , w tróykącie C D E p r o 
stokątnym przy D , kąt C E D iest ostry ( 8 7 ) , a 
zatem w t ró jkąc ieACE i e s t A C 2 = A E 2 - f - C E 2 — 
2AĘ X E D (172). 

W tróykącie C B E , którego kąt CEB iest 
roztwarty ( i 5 ) , iest B C 2 = C E 2 - f B E 2 - f 2BEx . 
E D ( i 7 5 ) , c z y l i B C 2 = C E 2 - f - A E - f 2 A E 2 x E D : gdy* 
B E = A E . 

Dodawszy strony równania pierwszego i osta
tniego , bedzi* 

A C 2 4 - B C 2 = A E 2 - f -CE 2 - f C E 2 - f - A E 2 — 2AE 
X E D + 2 A E x E D ; czyli 

A C 2 - f - B C 2 —-2AE 2 -f- 2CE 3 . 
176. Wniosek. A zatem w każdym r ó w n o -

ległoboku A B C D fig. 4 i . summa kwadratów ze 
czterech b o k ó w , równa iest summie kwadratów 
z dwóch przekątnych A C , B D : gdyż przekątne 
te w punkcie F dzielą się na dsvie części' r ó w n e : 
frókaty bowiem D F C , A F B , w których bok D C 
= A B (79) , k ą t D C F = B A F d i kgt CDFs^ABF, 



C Z Ę S G I. 

iako naprzemianległe wewnętrzne, przystaną do 
siebie ( 26 ) , a w sczególności D F == B F , i A F = 
CE. W i e c w tróykącie A B C , podług twierdze
nia poprzedzaiącego, iest A B 2 4 ~ B C 2 = 2 A F 2 4 -
2 B F 2 . Podobnież w tróykącie A D C , i e s t D C 2 - j -
A D 2 = 2 A F 2 - f - 2 D F 2 , czyH D C 2 + A D 2 = 2AF* 
- ( - 2 B F 2 ; gdyż DF=r=BF z dowodzeni* 

Dodawszy strony równania pierwszego i osta
tniego , będzie 

A B 2 + B C 2 4 - D C 2 + A D 2 = 4 A F 2 + 4 B F 2 . . . . A . 
Lecz A C = 2 A F ; więc A C 2 — 4 A F 2 ; BD = 

2BF; wiec B D 2 — 4BF 2 : W równaniu A zamiast 
4 A F 2 - f 4 B F 2 , położywszy A C 2 4 " B D 2 , będzie 
A B 2 4 - B C 2 4 - D C 2 4 - A D 2 = A C 2 4 - B D 2 , to iest, 
summa kwadratów ze czterech boków równole -
g łoboku , równa iest summie kwadratów z dwóch 
iego przekątnych. 

R O Z D Z I A Ł VII . 

Opodobieństwie wielokątów, a naprzód tróy
kątów, i o proporcyonalności ich boków. 

177. Twierd. W tróykącie iakimkolwiek 
ACB .fig. go . poprowadziwszy liniią D E równo
odległe od postawy A B ; liniią ta podzieli boki 
AC, BC na części proporcyonalne: to iest bę
dzie C D : ADs== CE : EB. 

Dowód. Poprowadziwszy liniie proste A E 
B D , dwa tróykąty A D E , BDE stoiące na iedney 
podstawie D E , i maiące wierzchołki swoie A i B 
na linii A B równolegley od podstawy , maią i e -
dnakową podsta wę i wysokość: a tem sarnom s„ą 
sobie równe co do powierzchni ( i 4 o ) « 
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Dwa tróykąty C D E , D A E , maiące podsta
wy na linii C A , a spoiny wierzchołek w punkcie 
E , maią równą wysokość, a zatćni są do siebie 
idk .podstawy ( i 5 i ) : t o i e f a t » 

C D E : D A E = C D : A D : — . — . — A . 
Podobnież trójkąty CDE i BDE maiące p o d 

stawy na linii B C , a spoiny wierzchołek w pun
kcie D , maią równą wysokość, a zatem są do 
siebie iak podstawy: to iest, C D E : B D E = C E : 
E B ; czyli C D E : D A E s e s C E : E B ; B. gdyż 
tróykąt B D E — D A E co do powierzchni, iakośmy 
dowiedli wyźey. Porównawszy z sobą dwie p r o 
porc je A i B , postrzeźemy że dwa pierwsze w y 
razy C D E , D E A , w obudwu proporcyach są te 
same: wiec tak się ma pierwszy poprzednik do 
swego następnika w pierwszey proporcyi, iak pier
wszy poprzednik do swego następnika w drugiey: 
a zatem będzie leż i drugi poprzednik do swego 
następnika w pierwszey, iak drugi poprzednik do 
swego następnika w drugiev proporcyi: to iest, 
będzie C D : . A D = C E : EB. 

178. Wniosek. 1. Ponieważ iest C D : A D 
• = C E : E B ; więc też będzie 

lod C D 4 - A D : C D = C E - f - E B : C E ; czyli, 
A C : C D = B C : C E ; 

2re C D - f A D : A D = CE + E B : E B ; czyli , 
AC A D ^ B C : EB. 

179 Wniosek. 2. Kiedy dwie linie prosta 
1 A B , C D , fig. g4. iakiekolwiek położenie wzg lę 

dem siebie maiące, przecięte są od iakieykolwiek 
liczby liniy między sobą równoległych A C , EF G H 
itcl. części dwóch pierwszych liniy zawarte m i ę 
dzy równoległemi sa sobie proporcjonalne, to iest, 
będzie Ą E : C F = = E G ; F H = B G : D H . 
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Jakoż przedłużywszy lirine A B , CD aż do 
przecięcia się w punkcie S , w tróykącie S E F , 
którego boki S E , SF przecina liniia A C równole
gle od podstawy E F , iest SE: A E = SF: CF 
( 1 7 8 ) ; czyli, S E : S F = A E : C F . — : — : A . 

Podobnież w tróykącie S G H , którego boki 
S G , SH przecina liniia EF równolegle od p o d 
stawy G H , iest SE: S F - = E G : F H : — . — B. 

Porównawszy z sobą proporcve A i B b ę 
dzie A E : C F = E G : F H . 

Podobnymźe sposobem dowieśdż można źe 
E G : F H = B G : D H . 

180. Iwierd. Gdy w tróykącie A B C fig. g 5 . 
liniia D E dzieli dwa którekolwiek boki np. A C , 
BC na części proporoyonalae; liniia ta DE bę
dzie od trzeciego boku AB równoodległa. 

Dowód. Jakoż gdyby liniia D E niebyła r ó 
wnoległa od A B , natenczas z punktu D m o ź n a -
by by ło wyprowadzić inną iaką liniią np. D F od 
boku A B równoległą. A zatem w tróykącie ACB* 
którego dwa boki A C , BC przecina liniia D F r ó 
wnoległa od boku trzeciego A B , byłaby następu
jąca proporcya : A C : CD = B C : CF- a że podług 
założenia A Ć : CD = B C : C E ; więc gdy 5 wyra
zy pierwszey proporcyi równe są trzem odpowia-
daiącym wyrazom drugiey proporcyi, czwarty w y 
raz w pierwszey powinien być równy czwartemu 
wyrazowi drugiey proporcyy; czyli powinno b y ć 
CF = CE. T o iest, liniia z punktu D wyprowa
dzona równoodległe od boku A B powinna bok CB 
przecinać w takiey odległości od wierzchołka Ct 

w iakiey odległości przecina go liniia z tegoż pun
ktu D wyprowadzona, i dzieląca dwa boki A C , 
B C proporcyonalnie: czyli, eona ieduo wychodzi , 
punkta F i E powinny się znaydować na boku B C 
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w iedneyże odległości od punktu C; a zatem dwa 
te punkta F i E powinny być iednymże punktem; 
a tem samem liniie D E , DF, z których isz« dzie
li boki A C , BC proporcyonalniie, aga iest r ó w n o 
legła od boku A B , 6kładaią iednę liniią, bo przez 
dwa punkta iedna tylko liniią prosta przechodzić 
może . 

181. Twierd. W tróykącie iakimkolwiek 
ACB fig- 96. podzieliwszy ieden z kątów np. kąt 
C na dwie równe części liniią C D ; liniią ta po
dzieli bok AB na dwa odcinki AD i DB pro
porcjonalne bokom przyległym ; to iest, będzie 
AC: BC=AD: BD. 

Dowód. Wyprowadziwszy z punktu A liniią 
AF równoodległą od CD, aż do przecięcia się 
w punkcie F z przedłużonym bokiem BC; w t róy
kącie ABF, w którym liniią CD iest równoległa 
o*d AF: iest CF: B C = AD: BD ( 1 7 7 ) : 

Nadto k ą t C A F = A C D iako wewnętrzne na
przemianległe względem sieczney AC i równole 
g łych AF, C D ; kąt A CD = DCB podług z a ł o ż e 
nia; kąt DCB = AFC iako iednostronne o d p o -
wiadaiace względem sieczney FB i równoległych 
AF, D C ; a zatem kąt CAF = AFC. W i e c t róy
kat ACF iest równoramienny ( 5 a ) ; i bok CF— 
AC. W powyższey wiec proporcyi położywszy 
AC aamiast FC, będzie AC: BC = AD: BD. 

182. Zagad. 1. Przez punkt D wzięty od 
upodobania między ramionami kąta C, fig. 97. 
poprowadzić liniią AB tak, aby części iey AD t 

BD, będące między ramionami kąta C i pun-
item D były równe. 

Rozwiąż. Przez punkt D poprowadziwszy DF 
równoodległą od BC, wziąć FA—CF; ' i przez 
punktą A Ł D poprowadzić, liniią prostą ADB: l i -
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ni id ta' iest szukana: g l y ż w tróykącie ABC iest 
A F : CF — A D : DB ( 1 7 7 ) , a że AF == CF z w y 
kreślenia , wice i A D = DB. 

180. Zagad. Maiąc dane 5 liniie ylC, BC, 
DC fig. 98 znalelć czwartą proporcyonalną. 

liozw: Wykreśliwszy kat iakikolwiek C „ na 
Jednym iego ramieniu biorę CA równą rszey l i 
nii daney, i CB równą 2 g i e y linii daney y a na 
drugiem ramieniu biorę C D równą 5cisy linii daney; 
złączywszy potem punkta A i D liniia prostą A l ) , 
i z punktu B poprowadziwszy BE równoodległą 
od A D , aż do przecięcia się z bokiem CD w pun
kcie Ey liniia CE iest szukana: gdyż w trójkącie 
A C D iest A C : B C - = D C : CE ( 1 7 8 ) . 

181. Uwaga. Gdyby druga liniia dana CB 
była dłuższa od pierwszey A B , znaleźlibyśmy 4tą 
proporcyonalną tymże samym sposobem, z tą tyl-* 
ko odmianą, źe liniia CB równa agiey linii da
ney wypadłaby na przedłużeniu boku A C ; a linia 
CE na przedłużeniu boku CD. 

Gdyby aga i ocia liniia dana były sobie r ó 
wne , na ten czas liniia szukana byłaby Zcią ciągłą 
ieomctrycznie proporcyonalną. YYykreślenie iest 
to samo; Kreśli się naprzód iakikolwiek kąt C , 

-potem wziąwszy CA równe pierwszey linii daney, 
a CB i Co równe między sobą i równe drugióy l i 
nii danóy, punkta A i b łączą się liniia profta Ab; 
a z punktu B prowadzi się He równodlcgła od Ab: 
liniia Ce iest szukana, gdyż w tróykącie AC6 iest 
A C : CB = Cb: Ce; czyli A C : CB = CB. Ce: al
bowiem C i — C B . 

i 85 . Wiedząc sposób, którym się znayduie 
•ita lininiia ieometrycznie proporcyonalną, można 
dwa zagadnienia w y ź ' y podane ( . 1 6 7 , ] 58 ) roz
wiązać innym sposobem. 
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Zagai). Dany prost ąkąt AC lab równole^ 
głobok iakikolwiek jig 85. zamienić na prostokąt 
lub rów nolegl obok inny równy danemu co do 
powiórzchni, któryby miał za podstawę liniia 
dana BG. 

Rozw. D o daney linii B G , do podstawy AB 
i wysokości BG danego prostokąta, szukam itey 
ieomytryeznie proporcyonalney BE), ł a b ę d z i e w y 
sokością szukanego prostokąta: gdyż podług w y 
kreślenia iest BG: AB — B G : BE; więc B G X B E 
= AB X BC; to iest: powierzchnia prostokąta 
znalezionego, równa powierzchni prostąkąta da
nego. 

186. Zagad. Maiąc dane dwa prostokąty 
lub rbwnoległoboki, których podstawy i wysoko
ści s-ę rbzne, wykreślić trzeci któregoby powierz
chnia równa była summie lub różnicy powierz
chni dwóch równoległoboków danych. 

' Rozw. Nazwawszy powierzchnią iednego r ó -
wnoległoboku R , iego podstawę P, wysokość W ; 
pawierzchnią drugiego r , podstawę p, wysokość 
w, będzie R = P x W ; r=pXw.A zatem R - f 
7 — P x W +p X w; R — r ==P X W — / ; X 
w : — : — : — : j — : — : — : — A. 

D o obudwu podstaw P i p , tudzież do w y 
sokości w, znaydźmy 4tą ieometrycznie propor-
cyonalną ( 1 8 5 ) , którą nazwiymy M, będzie P: 
p=w: M. więc P x M - p X < c 

W równaniach A, zamiastpXu>, położywszy 
P x M , równania te zamienią sie w nastepuiace: 
R - f r = P x W + P x M = P ( W + M > R - r 
— P X W — P-X M===P ( W — M ) : to iest, sum
ma lub różnica powierzchni dwóch równoleg ło
boków danych, równa iest 3mu maiącemu p o d 
stawa równą podstawie iednego z dwóch danych, 



C Z E S C Ł 

a wysokość równą summie lub różnicy wysokości 
tegoż równoległeboku danego, i 4 % ieometry-
c/.nie proporcyonalney do obudwu podstaw i w y 
sokości 2go równolegtoboku danego. 

187. Zagad. Maiąc dane dwa prostokąty 
AC i EG fig. 81, wyrazić ich stosunek w liniiach: 
to insi-, znaleźć dwie liniie proste, któreby sic 
tak miały do siebie, iak się maią dwa dane p r o 
stokąty, 

Jtozw. J3o wysokości BC i rdnego, do p o d 
stawy EF i wysokości FG drugiego prostokąta da
nego, szukam czwartey ieometrycznie proporcyo
nalney, którą nazwiymy M. Prostokąt AC tak 
się będzie miał do prostokąta EG, iak podstawa 
AB do lir:ii znalezioney M: gdyż ABCD: EFGH— 
A B x B C : E F x F G ( i 4 5 ) ; że zaś podług w y 
kreślenia BC: E F : = F G : M ; wiec B C x M = 
E F x F G . W pierwszey proporcyi zamiast E F x 
FG położywszy B G x M ; proporcya ta zamieni 
się w następuiącą: ABCD: EFGH — A B X BC; 
B C x M . Podzieliwszy dwa drugie wyrazy przez 
BC, będzie ABCD: E F G H — A B : M . 

j88. T y m samym sposobem postępuiąc m o 
żna znaleźć dwie liniie któreby się tak miały do 
siebie, iak dyya dane kwadraty. Możnaby też za
gadnienie to rozwiązać sposobem następuiącym: 

Niech będą A Ć , AF , fig. 9 9 , boki danych 
kwadratów, których stosunek wyrazić mamy 
w liniiach. Prowadzę liniią AB, iakieykolwiek 
długości , byleby większą od AF boku kwadratu 
większego z dwóch danych: na linii AB iako 
na średnicy wykreśliwszy półkole , z końca A śre
dnicy AB prowadzę dwie cięciwy AC, AF pier-
yvszą równą bokowi danemu AC, drugą równa 
bokowi danemu AF •, z punktu C i F spuszczam 
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C D , F G prostopadłe do A B : odcinki A D , A G 
są liniiami szukanemi; to iest, dwa dane kwadra
ty bydą się miały do siebie iak liniie A D , A G . Jakoż 
poprowadziwszy cięciwy C B , F B , kąty A C B , 
AFB ta proste ( ia3) . A źe A C 2 3= AB X A D , 
A F * = A « X A G ( 1 6 2 ) ; wiec A C 2 : A F 2 == AB 
X A D : A B X A G ; czyli A C 2 : A F * = A D . A G . 

Albo tak. Kreślę, kąt prosty daiąc mu ra
miona równe bokom dwóch kwadratów danych: p o 
prowadziwszy potem przeciwprostokątną, i z wierz
chołka kąta prostego spuściwszy do niey prostopa
dłą, przeciwprostakatna podzielona będzie na dwa 
odcinki , które są liniiami szukanemi ( i 6 4 ) . 

189. Jeżeli dwa tróykąty A B C , ębc fig. 
j o o . są równokątiie, to iest takie, źe kąt A —a, B = b , 
C= c; i ieźeli boki ich odpowiadaiq.ee, czyli 
przyległe kątom równym są między sobą propor -
cyonalne; to iest, gdy iest A B ; ab^=BC bc — 
A C ; ac; takie dwa tróykąty nazywać będziemy 
podobnymi, Triangula similią, 

W ogólności wszystkie wielpkąty równokątne, 
i których boki oddpowiadaiące, to iest, przyległe 
kątom r ó w n y m , są między sobą proporcyonalne, 
zwać będziemy podobnemi. 1 tak np. pięciokąty 
ABCDE,abedefig. 108. są podobne, ieżeli kątA== 
a, B — b, C = c, D = d E = e ; i ieźeli iest ABJ 
ab = BC 6c = C D : c J — D E : de — A E : ae. 

190. Twierd . Jeleli dwa tróykąty'ABC', abc 
fig. 100., są równokątne, będą tei boki odpowia-
daiace proporcyonalne, a tem samom tróykąty 
te będą podobne. 

Dowód. Na boku A C wziąwszy CD = ac, 
na boku CB wziąwszy CE= cb i poprowadziwszy 
D E ; w dwóch tróykatach C D E , cab, bok C D = = 
ac, bok CE = cb zwykreślenia, i kąty miedzy tę-

http://odpowiadaiq.ee
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mi bokami zawarte C i c równe z założenia; więc 
dwa tc trójkąty przystaną do siebie podług Twierd. 
i. o przystawaniu' t rójkątów; a w sczególności 
kok D E = ab, i kąt CDE — cab; że zaś kąt cab 
=2= CAB podług założenia, więc i kąt C D E = CAB, 
a tern .samem liniia D E iest równoległa od A B 
( 6 7 ) . Będzie więc A C : D C = B C : CE ( 1 7 8 ) , 
czyli A C : tib=~liC: bc; gdyż ac = D C , bc= CE. 

W tróykącie ABC z punktu E poprowadzi
wszy EF równoległą od A C , będzie B C : CE = 
A D ; A F czyli B C : bc=AB: ab: gdyż bc=QE, 
ĄF —VE = ab. 

T ę ostania proporcja złączywszy z powyższą 
A C : ac = B C : bć; będzie AC: \ac — BC; bc. = A B : 
ab. 

191. Wnioski \. Stąd wypada, że dwa 
tróykąty są rewnokątne, a tern samem p o d o b n e , 
gdy dwa kąty iednego równe są dwom kątom dru^ 
giego tróykąta: gdyż i trzeci kąt pierwszego musi 
być równy 5mu kątowi drugiego tróykąta ( 8 4 ) . 

192. Wnios. 2. Dwa tróykąty są także równoką-
ine a tćm samem podobne , gdy boki iednego są r ó 
wnoodległe względem boków drugiego tróykąta: 
bo ieżeli boki C A , CB fig. 100. są równoodległe 
względem boków ca, cb, a boki CB, Ą B są równo-* 
odległe względem boków cb, ąb; będzie kąt C"=? 
c , kąt B = b, iako zawarte między ramionami 
względem siebie równoodległemi, i rozchodzace-
nii się w iednęź stronę ( 7 0 ) , a"satem dwa te tróy-r 
kąty są podobne podług poprzedzaiącego wniosku. 

Jeżeli zaś w dwóch tróykątach A B C , abc, fig. 
r o i . boki AB i ab, A C i ac, względem siebie r ó 
wnoodległe, rozchodzą się w strony przeciwne 
przedłużywszy bok C B a ź do pi"zecięcia się z bokam 
fib, ac w punktach d, f} w dwóch tróykątach ĄBC, 
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adf, kąt CBA ~f da iako naprzemian ległe z e 
wnętrze wzlędc n sieczney Cf, i dwóch równoodle
głych A B , ab; kąt A C B = ajd, iako naprzemian-
ległe wewnętrzne względem sieczney Cf, i dwóch 
równoodległych A C , ac; Więc dwa te tróykąty ABC, 
adf są równokątne (191) . A źe trókąty adf, abc 
są równokątne,. gdyż maią kąt a spoiny, kąt adf 
— abc iako iednostronne odpowiadaiące względem 
sieczney ab i dwóch równoległych Cf, bc, więc i 
tróykąty A B C , abc są równokątne. 

igS. Wniosek o. Nakoniec dwa trójkąty są 
także równokątne a tern samem podobne,gdy boki 
iednego są prostopadłe względem boków drugiego 
tróykata. Jakoż gdy w dwóch tróykątach C A B , cab 

fig. 1 0 2 , boki AB i cd), A C i ac, BC i bc są 
względem siebie prostopadłe; z wierzhołka kąta C 
wyprowadziwszy iednę liniia C D prostopadłą do 
CB a tern samem równoległą od cb ( 5 8 ) ; drugą 
CF prostopadłą do AC a tein samem równoodle
głą od ac, będzie kąt D C B = A C F iako proste 
z wykreślenia. Dodawszy po obu stronach kat 
B C F , będzie D C B + B C F = A C F + B C F : czyli D C F 
— A C B . A że kąt D C F - = bca, iako zawarte między 
ramionami względem siebie równoodległcmi z w y 
kreślenia, i rozchodzącemi się w jednęź stronę, więc 
i kąt ACB = bca. 

Podobnież z punktu A wyprowadziwszy iednę 
linią A G prostopadłą do A B , a tern samem r ó 
wnoodległą od ab, drugą A H prostopadłą do AC„ 
a teni samem równoodległą od ac, będzie kąt C A H 
~ B A G iako profte z wykreślenia. Odiąwszy po obu 
stronach kat C A G , zostanie C A H — C A G = B A G 
— C A G ; czyli G A H — B A C A źe kąt.GAH = *ae, 
iako zawarte między ramionami względem siebie 
równoodległemi z wykreślenia, i rozchodzącemi się 
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w iednęź stronę: więc i kąt B A C — bac. Dwa 
więc tróykąty B A C , buc są podług wniosku i . ró
wnokatne, a tem samem podobne. 

Gdyby tróykąt abc znaydował się wewrtątrż 
li'03'kąta A B C , iak iest fig. pod liczbą 2, dowodze
nie byłoby leszcze latwieysze: gdyż w czworokącie 
A daf summa wszystkich kątów waży 4 kąty p ro 
ste (c)f ) : a że dwa katy przy difważą dwa kąty 
proste z założenia, więc kąt daf z kątem A , w a 
ży dwa kąty proste. Tenże sam kąt daf z kątem 
przyległym cab, waży także dwa kąty proste: 
więc kąt &~cab. T y m sposobem okazać można, 
że kąt B — cba; a zatóm dwa tróykąty A C B , acb 
są równokatne, a tein samem podobne: będzie 
więc A B : ab = B C : bc AC: = « c . 

19 i. Uwaga. Uważać tu należy ibd, źe 
kiedy dwa tróykąty A B C , abc fig. 100, są r ó 
wnokatne, boki ich te są odpówiadaiące a tem sa
mem proporcyonalne, które są przeciwne kątom 
r ó w n y m ; i tak np. boki BC i bc przeciwne kątom 
równym A i a , są bokami odpowiadaiącemi: 2r<?, 
że kiedy dwa tróykąty A B C , abc fig. 101. maią 
boki względem siebie równoodległe , te boki są 
odpówiadaiące, a tem samem proporcyonałne, k tó 
re są od siebie równoodległe; ocie, Ze. kiedy dwa 
tróykąty A B C , abc, fig. 102. maią boki względem 
siebie prostopadłe; te boki są proporcyonałne, które 
są względem siebie prostopadłe. 

195. Twierd. Jeieli we dwóch trójkątach 
trzy boki w iednym są proporcyonałne, względem 
trzech boków w drugim tróykącie, takie dwa tróy
kąty są równokatne a tem samdm podobne. 

Dowód. Niech będą dwa tróykąty A C B , 
acb fig. 100. których boki są między sobą p r o 
porcyonałne: na okazanie że trókąty te są równo-
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kątne a tern samem podobne, na boku AC wzią
wszy CD = a c , i poprowadziwszy D E równoodle
gła od A B ; dwa tróykąty A C B , D C E są podobne 
( 1 9 0 , będzie więc A C : C D : = C B : C E = A B : 

DE.) Lecz z założenia iest A C : « c = C B : c£>=AB: 
ab. W tych dwóch ciągach stosunek pierwszy-cią
gu igo równy iest; stosunkowi pierwszemu ciągu 
2go: gdyż C D — « c ' z wykreślenia; a zatem wszyst
kie stosunki obudwu ciągów muszą być między 
sobą równe. A że poprzedniki ciągu igo równe 
są poprzednikom ciągu 2go, więc i następniki 
w ciągu lwszym muszą być równe następnikom 
w c i ą g u 2gim; to iest CE = cb, DE = ab. Dwa 
więc trókąty C D E , ach przystaną do siebie (28), 
a tem samem są roWnokątne : a źe tróykąty CDE, 
AQB są równokątne, więc i trókąty acb i ACB 
są równokątne, a tem samem podobne ( 1 9 0 ) . 

196. Twierd. Dwa tróykąty są podobne 
gdy dwa boki iednego są proporcyonalne wzglę
dem dwóch boków drugiego troykąta, i gdy ką
ty między te/ni bokami zawarte, są sobie równe. 

Dowód. Niech będą dwa tróykąty A C B , abc 
fig. 100. w których kąt C==c , - i AC: A C — B C : 
bc. Na boku A C wziąwszy C D = = a £ , na boku 
CB wziąwszy C E ~ Z J C ; 1 poprowadziwszy D E , dwa 
tróykąty C D E , cab przystaną do siebie podług 
Twierd. 1 o przystawaniu tróykątów a tern samem 
sa równokątne. Ponieważ zaś podług założenia 
iest A C : ac = B C : bc; będzie więc AC: C D = B C ; 
C E ; gdyż CD =ac, CE=bć. 

W i e c liniią DE iest równoległa od AB (180), 
a tem samem tróykąty A B C , D E C są równo ką
tne : źe zaś tróykat DCE iest równokątny z tróy-
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kątem ae&, więc tróykąty ACB, ach są równoką-
tne, a tein samem podobne ( j g ó ) . 

197. Zagad. Na daney Unii AB fig. 100. 
u*ystawić tróykąt podobny danemu ach. 

Rozw. Sposób 1. Przy punktach A i B , 
kreślę kąt A = a i kąt B~b, ramiona tych kątów 
przedłużam aż do przecięcia się w punkcie C : 
tróykąt A C B iest szukany ( 191). 

Sposób 2. Przedłużam bok ab do d, tak aby 
była liniia ad —AB; przez punki: d prowadzę 
równoodległą od bc aż do przecięcia się z prze
d łużonym bokiem ac w punkcie / : trójkąt adf 
iest szukany ( 1 9 6 ) . 

Sposobno. D o ab, AB i ac szukam linii &tćy 
ieometrycznie proporeyonalnóy ( i S 5 ) . Przy pun
kcie A na daney linii A B , kreślę kąt A — « , da-
iąc mu za drugie ramie znalezioną <itą ieomytry-
cznie proporcyonalną: końce tych dwóch ramion 
łączę liniia prostą i będzie tróykąt podobny da
nemu ( 1 9 6 ) . , 

Sbosób ify. Szukam itey ieómylryczrue 
proporcyonalniićy: lod. do ab, AB i ac; '2re, 
do ab AB i bc, i na linii AB kr<'ślę trókąt A B C 
daiąc mu za boki AB i BC dwie Me p iopo rcyo -
nalne znalezione, będzie tróykąt A B C podobny 
danemu ( 1 9 0 ) . 

198. Twierd. Z punktu.A, fig. i c 4 . popro
wadziwszy iakąkolwiek liczbę liniy A B , A C , A D 
i t. d. któreby się przycinały z dwiema równoodle-
głemi G L i B F ; liniie te slB, AC i t. cl. po
dzielone będo w punktach przecięcia się z równood-
legtemi na części proporcyonalne, i liniie ró
wnoodległe będą takie podzielone na części pró>-
porcyonalne. 

15 
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- Dowód. Dwa tróykąty A C B , A H G , maią* 
ce kąt przy A spoiny i kąt A B C = A G H ( 6 7 ) , 
są podobne (191) . Dla teyże przyczyny dwa 
tróykąty A C D , A I H są także podobne. T o ż m ó 
wić o tróykątch A E D , A K I , tudzież o tróyką-
tach A F E , A L K . Boki zatem tych tróykatów są 
miedzy soba proporcyonałne: będzie wiec , 

A B : A G = A C : A H = B C : G H , 
A C : A H — A D : A I - = C D : H I . 
A D : A l = A E : A K = D E : IK. 
A E . A K = A F : A L = E F : K L . 

Wszystkie te stosunki są równe : gdyż W 
każdym ciągu stosunek drugi iest ten sam, co 
w. następuiącym ciągu stosunek pierwszy. Wz ią 
wszy naprzód te tylko stosunki, których wyra
zami są liniie z punktu A poprowadzone , będzie. 

A B : A G = A C : A H — A D : A I = = A E : A K — 
A F : A L ; wiec. 

A B — A G : A G == A C — A H : A H — A D — A l : A l 
i t. d.; czyli. 

B G : A G == CH: A H = D I : A L = E K : A K = F L : 
A L ; to iest, liniie A B , A C , A D i t. d. podzielo
ne są na części proporcyonałne. 

Wziąwszy potem w 4 powyższych ciągach 
te tylko stosunki, których wyrazami są części 
dwóch liniy równoodległych G L , B F , będzie. 

B C : G H — C D : HI = D E : IK — E F : K L ; to 
iest. liniie równoodległe G L , BF podzielone są 
na części proporcyonałne. 

199. Zagaó, Daną linią MN podzielić na 
części proporcyonałne częściom linii BF. 

Rozw. Na linii BF kreślę tróykąt r ó w n o 
boczny B A F ; wziąwszy potem A G = M N , i A L 
= M N , i poprowadziwszy liniią G L , punkt A 
z punktami podziałów linii BF łączę liniiami p r o -



AB wyrażała sznur i, liniia Ab lub C a 'Wyraża
łaby i pręt, a liniie zawarte między liniami BC 
i Ba wyrażałyby i, 2 , 5 , 4 i t. d. pręciki!. Liniia 
np. cd. wynosi. 5 prętów i 5 pręciki; 'liniia ef 
wynosi 7 prętów i 6 pręcików. Przedłużywszy 
liniia A B do E tak aby BE — A B i dokończy
wszy figury; liniia cg wynosi sznur 1, prętów 5, 
pręcików 5 ; liniia eh wynosi sznur l , prętów 7 i 
6 pręcików i t. d. 

202!. Twierd. W tróykącie prostokątnym 
ACB fig. 107, z wierzchołka' kąta prostego C 
spuściwszy CD prostopadłą do A B ; 

lód. Prostopadła ta podzieli tróykąt da
ny na dwa inne podobne danemu, a tśm samem po'-
dobne miedzy sobą; 2re. Przeciwprostokątna po-* 
dzielona będzie na dwa odcinki, między kióremi 
prostopadła ta iest średnią ieometrycznie pro-r 
porcyonalną; ocie. ramiona kąta prostego w tróy
kącie danym, będą średniemi ieometrycznie pro— 
porcyonalnemi między przeciwprostokątna i odr-
cinkami przyległemi. 

Dowód. lbd Dwa tróykąty A C D , ACB 
maią kąt A spoiny, kąt prosty ADC pierwszego, 
równy kątowi prostemu ACB drugiego tróyka
ta : więc i trzeci kat ACD który oznaczamy 
głoską m, w pierwszym, równy iest trzeciemu 
kątowi B oznaczonemu głoską m w drugim 
tróykącie. Azatem dwa te tróykąty są podobne 
(190). Podobnież dwa tróykąty CBD, ACB m a 
ią kąt B spoiny, kąt CDB pierwszego równy ką
ta towi A C B 2gotróykata; wiec i trzeci kąt DCB 
czyli o w pierwszym równy iest 3mu kątowi B A C 
czyli o w drugim tróykącie, a zatem dwa te t róy
kąty są podobne. 

2re: Aby okazać, że prostopadła CD iest brednią 
ieometrycznie proporcyonalną między AD, i BD> 
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czyli źe iest A D : D C — D C : DB , uwaźmy d w a 

podobne tróykąty A C D i B C D , których bokami 
«ą liniie A D , D C i DB tę proporeyą składające. 
Ponieważ w tróykatach podobnych boki odpowia-
daiące, to iest, przyległe albo też przeciwne ką
tom równym są proporcyonalne ( I Q 4 ) , będzie 
wiec bok A D przeciwny kątOA\i m w iszym t róy
kącie A C D , do boku CD przeciwnego kątowi ni 
w agim tróykącie D C B , iak bok CD przeciwny 
kątowi o w iszym, do boku DB przeciwnego ką
towi o W agim tróykącie; czydi A D : D C = D C : DB. 

ocie. Aby okazać, że A C iest średnią i e o m e -
trycznie proporcyonalną między A D i A B , czyli 
ż e iest A B : A C = A C : A D , uwaźmy dwa p o d o 
bne tróykąty ACB i A C D , których bokami są l i 
niie A B , A C , A D proporeyą te składaiące: b ę 
dzie więc iak wyżey , bok A B przeciwny kątowi 
prostemu w iszym tróykącie A C B , do boku AC 
przeciwnego kątowi prostemu w agim tróykącie 
A C D , iak bok AC przeciwny kątowi m w iszym, 
d o boku A D przeciwnego katawi m w agim t róy
kącie; czyli A B : AC = A C : ' A D . 

Podobnież na okazanie źe iest A B : B C = B C : B D 
uwaźmy dwa podobe tróykąty A B C , D B C , któ
rych bokami są liniie A B , BC i B D , składaiące 
tę proporeyą: będzie w i e c , bok AB przeciwny ką
towi prostemu w pierwszym tróykącie. A B C , do 
boku BC, przeciwnego kątowi prostemu w agim 
tróykącie D C B , iak bok BC przeciwny kątowi o w 
iszym do boku B D przeciwnego katowi o vr agim 
tróykącie: czyli A B : BC — B C : B D . 

200. Wniosek. Ponieważ podług ociey c z ę 
ści poprzedzaiacego twierdzenia iest. 

A B : A C = A C : A D , A B : C B = C B : DB; wiec: 
A B X A D = A C 2 , AB X D B = C B 2 . A zatem-



A B x A D + A B x D B = A C 2 -\-CB-. czyli 
AB ( A D + D B ) = A C 2 + CB 2 ; c^yli 
AB x AB — A B 2 r s A C 2 + CB; gdyż AD - f 

DB — A B ; to ies i , w tróykącie prostokątnym ACB 
kwadrat przeciwprosrostokątney AB, równy iest 
summie kwadratów z dwóch ramion kąta proste
g o ; yvłasność którą.śmy iuź wyźey ( 1 6 2 ) innym 
sposobem okazali. 

204. Zagad. Maiąc dane dwie liniie, zna— 
leić między niemi średnią ieo/netrycznie propor-
eyonalną. 

Rozw. Poprowadziwszy iakieykolwiek d łu 
gości liniią prostą, i yvziąwszy na nićy linią AD 
fig. 91 . rWwną pierwszey lirtii daney i DB r ó w 
ną drugiey linii daney, na linii AB iako na śre
dnicy wykreślić pulkole; i z punktu D wyproyya-
dzić liniią DC prostopadłą do AB, aż do prze
cięcia się z półokregiem w punkcie C: prostopa
dła CD będzie szukana: gdyż poprowadziwszy 
dwie cięciwy AC^ BC, w tróykącie ACB prosto
kątnym przy C ( 1 2 8 ) , iest A D : CD = CD: 
DB ( 202). 

Spoóó 2. Poprowadziwszy liniią AB ró 
wną yviększey z dwóch liniy danych, i od końca 
B wziąwszy BD równą mnieyszey z dwóch liniy 
danych; na linii AB iako na średnicy', wykreślić 
pó łko le , i z punktu D poprowadzić DC prostopa
dłą do AB, aż do przecięcia się z półokręgiem 
w punkcie C;punktCpunktem B złączywszy cięciyvą 
CB, ta będzie liniią szukana: gdyż poprowadziwszy 
cięciwę CA, w tróykącie ACB prostokątnym przy 
C, iest AB: CB = CB: BD ( 2 0 2 ) . 

205. Zagad a. Dany prostokąt ABCD fig. 
80 , zamienić na kwadrat równy mu co do po
wierzchni. 

• 1 6 
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Rozw. Między podstawą, AB i Wysokością 
BC danego prostokąta, znaydzmy średnią ieome-
trycznie proporcyonalną ( s o i ) , którą oznaczmy 
głoską M : ta będzie bokiem szukanego kwadratu; 
gdyż podług wykreślenia iest AB: M == M: CB; 
wie AB X CB M 2 : to iest, powierzchnia dane
go prostokąta, równa iest powierzchni kwadra
tu wykreślonego na linii M. 

5206. Zagad. 5. Dany tróykąt ABC fig. 107. za^ 
mienić na kwadrat równy mu co do powierzchni. 

Rozw. Między połową podstawy AB i mię
dzy wysokością CD danego tróykąta znaydzmy 
średnią ieometrycznie proporcyonaną, którą o -
znaczmy głoską M ; ta będzie bokiem szukanego 
kwadratu: gdyż podług wykreślenia iest f AB: 
M — M ; CD; wiec | AB x C D = M 2 ; to iest, 
powierzchnia danego tróykąta, równa iest powierz
chni kwadratu wykreślonego na linii M. 

207. Wniosek. Okazaliśmy wyźey ( 1 4 2 ) , 
że każdy wielokąt może być zamieniony na t róy
kąt równy mu co do powierzchni : w zagadnieniu 
poprzedzaiącem podaliśmy sposób zamieniena t róy
kąta na kwadrat równy mu co do powierzchni: 
a zatem każdy wielokąt raoźna zamienić na kwa
drat równy mu co dopowierzehni. 

208. Twierd. Wielokąty forem/te o ie-
dneyze liczbie boków sa podobne. 

Dowód. Ponieważ kąty wewnętrzne wie lo
kąta, ważą kątów prostych 2 razy ty le , ile wie 
lokąt ma, boków mńiey 4 (o , 5 ) , w dwóch zatem 
wielokątach o iedneyżc liczbie b o k ó w kąty w e 
wnętrzne icdngo tyle ważą kątów prostych, ile 
ich ważą kąty wewnętrzne wielokąta drugiego. 
A że kąty iednego wielokąta są miedzy sobą r ó 
w n e , i kąty drugiego wielokąta są także między 



sobą równe, gdyż dwa te wieloląty sa podług 
założenia foremne; będą więc kąty iednego r ó 
wne kotom drugiego wielokąta; to iest, dwa te 
wielokąty będą równokątne, 

are. Ponieważ wielokąty te są foremne, więc 
boki iednego wielokąta są między sobą. równe , i 
boki drugiego wielokąta, są także między sobą 
równe. Jeżeli więc bok ieden w iszym wieloką
cie iest np. dwa razy większy od boku iednego 
w drugim; będzie też bok drugi w pierwszym, 
dwa razy większy od boku drugiego w 2gim wie
lokącie; i bok trzeci w uzym dwa razy większy 
iod boku 5go w 2gi/n wielokącie i t. d. to iest 
boki tych dwóch wielokątów będą między sobą 
proporcyonalne. 

Kiedy więc dwa te wielokąty są równokątne 
i maią boki proporcyonalne, są tem samem podobne. 

209. Twierd. Dwa iakiekolwiek wielokąty 
np. dwa pięciokąty sźBCDE, abcde fig 108. 
złożone z teyte samey liczby tróykątów podobnych 
miedzy sobą i podobnie ułożonych, są sobie po
dobne; i odwrotnie. 

. Dow. W dwóch tróykątaoh A B C , abc p o 
dobnych z założenia icśt kąt B — £ ; kąt ACB = 
acb. Podobnież w tróykątach C A D , cud p o d o 
bnych z założenia iest kat A C D = aod: gdy wiec 
iest A C B = = a c i , A C D — acd; wiec A C B - f - A C D 
= acb - j - acd; czyli kat BCD = bcd. T y m ż e 
sposobem okać można równość katów CDE i ede, 
D E A i dea. Co się się tycze kątów B A E , bae, 
te są także sobie równe, gdyż pierwszy znich skła
da się z kątów B A C , G A D , DAE. równych kątom 
odpowiadaiącym bac, cad, dae z których składa 
si'e kąt drugi. , 
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Nadto w tróykatach A B C i abc, A C D i acd, 
A D E i acle podobnych między sobą z założenia, 
iest: 

A B : « / ; = r B C : fic=AC: ac. 
A C : a c — C D : cd= A D : ad. 
A D : ad— DE: cŁ? = A E : ae. 

Wszystkie te stosunki są równe : gdyż w pier
wszym ciągu ostatni stosunek iest ten sam co pier
wszy w drugim ciągu, ostatni zaś w drugim cią
gu , iest ten sam co pierwszy w trzecim. Biorąc 
zatóm te tylko stosunki, których wyrazy są bokami 
wielokątów, będzie Ą B : ab — B C : bc: = C D : 
c c ? s = D E : de = A E : ae. Dwa wiec te wielokąty 
będąc równokątnenii, i maiąc boki odpowiadaią-
ce proporcyonalne są podobne ( 1 8 9 ) . 

Odwrotnie. Gdy są dwa wielokąty p o d o 
bne , składaią się z jedneyże liczby tróykątów 
podobnych i podobnie ułożonych. 

Dow. Niech będą dwa wielokąty A B C D E , 
abcde podobne: z wierzchołka dwóch kątów A , 
a, odpowiadaiąeych sobie poprowadziwszy prze
kątne A C , A D , ac ,ad; tróykąty ABC i abc, 
A C D i acd, A D E i ade będą między sobą p o 
dobne, łakoż w tróykąntach A B G , abc kąt 
B = 6 z założenia, i boki AB, BC są proporcyonal
ne bokom ab, bc z założenia; więc dwa te t róy
kąty są podobne ( 1 9 6 ) będzie więc B C : bc = AC: 
a c ; i kąt ACB — acb iako przyległe bokom p r o 
porcjonalnym B C , bc. Ze zaś podług założenia 
kąt BCD — bed; będzie wiec BCD — ACB = bcd 
— acb; czyli A CD == acd. 
A że B C : bc=CD: cd podług założenia, 

B C : bc—AC: ac z dowodzenia; wiec 
C D : cd—AC: ac. 
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Dwa więc tróykąty A D G , ctdc maiąc kąty 
A C D , ucd-równe, zawarte między bokami wzg lę 
dem siebie proporcyonalnemi są sobie podobne 
( 1 9 6 ) , a w sczególności kąt A D C - = adc, iako 
przyległe bokom proporcyonalnym CD i cd, będzie 
więc C D : cd^=AD: ad. Tymże samym sposobem 
dowieść można podobieństwa innych tróykatów. 

210. Uwaga. W dwóch Jakichkolwiek wieloką
tach podobnych, w dwóch np. pięciokątach ABCDE, 
abcde fig. 109 , z dwóch końców któregokolwiek 
boku np. AB i ab poprowadziwszy przekątne A D , 
A C , B D , B E , ad, ac, bd, be: łatwo byłoby 
okazać sposobem któregośmy użvli w twierdzeniu 
poprzedzaiącem, że tróykąty A B C , A B D A B E , 
których spoiną podstawą iest bok AB wielokąta 
i g o , tudzież tróykąty abc, abd, abe, których spoi
ną podstawą iest bok ab wielokąta 2go odpowia-
daiący bokowi AB źe mówię , te wszystkie t róy
kąty są między sobą podobne. I odwrotne za łoży
wszy, ż,e tróykąty te są miedzy sobą podobne, 
łatwo byłoby okazać źe wielokąty A B C D E , abcdę 
»ą także podobne. 

211. Zagad. Na daney linii ab fig. 108. 
wykreślić wielokąt podoby danemu BD. 

Rozw. W danym wielokącie BD prowadzę 
przekątne A C , A D ; na daney linii ab kreślę t róy 
kąt abc podobny tróykątowi A B C ; na linii ac 
kreślę tróykąt acd podobny tróykątwi A C D , na l i 
nii ad kreśję tróykąt ade podobny tróykątowi 
A D E . Wielokąt abcde będzie podobny dane
mu ( 2 0 9 ) . 

Sposób 2gi. Wierzchołki kątów danego wie-; 
lokata A B C D E fig. 109. złączywszy z dwoma 
końcami któregokolwiek boku np. AB przez prze-* 
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kątne A G , A D , B D , BE i na daney linii ab wy
kreśliwszy tróykąty acb, adb, aeb podobne wzglę
dem tróykątów A C B , A D B A E B : punkt d złą
czyć z punktem c i i ? , liniiami prostemi da, de; 
wielokąt abcde będzie podobny danemu ( 2 1 0 ) . 

Sposób 5ci. Na boku A B danego wielokąta 
A B C D E Jig. 108. wziąć linią Ab, równą linii da
ney ; z punktu b poprowadzić bc równoodległą od 
B C , aź do przecięcia się z przekątna A C w pun
kcie c; z punktu c poprowadzić cd równoodlogłą 
od GD, aź do przecięcia się z przekątną A D w pun
kcie d, z punktu d poprowadzić de równoodległą 
od D E , aź do przecięcia się z bokiem AE w pun
kcie e: wielokąt Abcde będzie szukany. 

Gdyby dana liniia ab dłuższa była od boku 
A B , na ten czas przedłużywszy bok A B tak, aby 
wraz z przedłużeniem równy by ł linii daney, 
prowadząc iak wyźey równoodległe od boku BC, 
C D , D E , aź do przecięcia się z liniiami A C , A D , 
AE przedłuźonemi, wykreślimy wielokąt p o d o 
bny danemu. » 

212. Twierd. W dwóch wielokątach po^ 
dobnych A B C D E , abcde fig 110. na dwóch o d -
powiadaiąch sobie bokaeh A B , ab, wziąwsy dwa 
punkta G i g podobnie po łożone , to iest tak, 
aby by ło BG: bg = BC: bc; i poprowadziwszy l i 
niie G F , g / t e k , aby kąt F G B — fgb; albo też 
tak, aby liniie te G F , gf\ przecinały boki D C i 
dc na części prop orcyonalne bokom wielekata; 
w obudwu przypadkach liniie GF gf będą pro
porcjonalne bokom w'iclokatóu>: to iest, będzie 
F G : fg.=r-BC: bc. 

Dowód. W pierwszym przypadku, kiedy 
kąt F G B ~ f g b , poprowadziwszy przekątne C G , 



eg; w dwóch, tróykątach C B G , cbg, kąt B — bi 
B G : fcgscrBC: bc podług założenia; więe dwa 
te tróykąty sa sobie podobne ( 1 9 6 ) , będzie zatem, 

B G : bg:=CG: cg; a że iest. 
B G : bg =BC: bc; wiec C G : c £ = B C : bc; i 

kąt B C G — bcg, kąt BGĆ = bgc. A źe kąt B C F 
— bc/, iako odpowiadaiace w wielokątach p o d o 
bnych, wiec B C F — B C G = 6 c / — b c g ; czyli kąt 
G Ć F — gcf; kąt F G B = fgb podług założenia, 
kąt B G C = £ % c z dowiedzenia; więc F G B — B G C 
—fgb—bgc; czyli FGC—fgc. 

Tróykąty zatem F G C , fgc są równokątne 
a tóm samem pobobne: będzie wiec F G : 

}g=CG: cg: a że C G : bc; więc F G : / g = B C : bc. 
W 2gim przypadku, założywszy źe liniie. 

F G , fg tak są prowadzone, iż przecinała boki 
D C , dc na części proporcyonalne bokonl wielo
kątów, czyli źe iest F C : fc — B G : bg— B C : bc; 
poprowadziwszy, iak wyżey przekątne C G , cg, 
i okazawszy, źc dwa tróykąty C B G , cbg są po- 1 

dobne, będzie 
CCi: cg ~ B G : bg; a źe podług założenia 
F C : / < ? — B G : 6gr, wiec C G : c £ = F C : fc. 

Dwa wiec tróykąty C G F , cgf maiące kąty 
przy C i c równe, zawarte między bokami wzglę
dem siebie proporcyonalnemi, sa podobne ( 1 9 6 ) , 
a zatem F G : fg = = F C : fc — B C : bc. 

2 i o . Twierd. Obwody dwóch wielokątów 
podobnych, są do niebie w stosunku dwóch boków 
odpowiad&iach sobie w tych wielokątach. 

Dow. Ponieważ wielokąty A B C D E , abede 
fig. 110 sa podobne, będzie wiec. 

A B : dZ> — B C : * c = C D : cd = D E = s = de: EĄ t 
ea; więc 
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A B - f B G + C D - f DE 4- E A : ab + bc + cd+de 
- f - < ? a = A ] k ab; to iest; obwód wielokąta ABCDE 

do obwo^pvie loką ta abcde, iak bok lwszego AJ> 
do boku ab w drogim wielokącie. 

214. Twierd. Powierzchnie wielokątów po
dobnych maią się iak kwadraty z boków odpo
wiadających. 

lód. Niech będą dwa tróykąty A B C , a 5 f fig. 
i i i . podobne, mamy dowieść, że powierzchnia 
tróykąta ACB, tak się ma do powierzchni tróykąta 
abc, iak kwadrat z boku np. A C do kwadratu z b o 
ku ac, czyli, że iest tróykąi A C B : ac£==AC* : ac1. 

Z wierzchołka kąta C i f spuściwszy CD i 
td pierwszą prostopadłą do A B , drugą p r o 
stopadłą do ab; dwa tróykąty A C D acd p ro
stokątne przy D i d i w których kąt A równy kąto
wi a, są podobne ( 1 9 1 ) , będzie wiec. 

C D : cc/ = A C : ac: a że podług założenia 
A B : ab = AC: ac, wiec rozmnożywszy w tych 

dwóch proporcjach wyrazy sobie odpówiadaiące, 
będzie. 

A B x C D : aZ>Xca' = A C x A C : UCXac; czyłi 
A B x C D : abXcd= \CZ : ac*. Podzieliwszy 

dwa pierwsze wyrazy przez 2, będzie. 
A B X CD ab X cd 

— — A C 2 : aćŁ: t o iest, p o ł o -
3 2 1 

wa iloczynu podstawy tróykąta A B C przez wyso
kość tegoż tróykąta, tak się ma do po łowy i lo
czynu podstawy trókąta abc przez wysokość te
goż tróykąta, iak kwadrat z boku A C do kwa
dratu z boku ac. Aże iloczyny te równe są, pier
wszy powierzchni tróykąta A B C , drugi powierz
chni tróykąta abc ( i 5 o ) wiec powierzchnie tych 
dwóch tróykatów maią sie iak kwadraty z boków 
odpowiadających. 
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sre. Niech będą dwa jakiekolwiek wieloką
ty podobne , np. dwa pięciokąty A B C D E , obcde 
fig. 108. Z wierzchołka kątów A,_ u, poprowa
dziwszy przekątne A C , A D , ac, a'd; obadwa te 
wielokąty podzielone będą na równą liczbę t róy
kątów podobnie u łożonych i podobnych ( a o g ) ; 
będzie zatem podług pierwszey części nmieyszego 
twierdzenia, tróykat. 

A B C : a 6 e = B C 2 bc2. 
A C D : acd = C D 2 : ęd* 
ADE; ac/<? = D E z . d e 2 A źe dla podobieństwa 

wielokątów iest. 
B C : 6 c = r C D : cd = BE: de; a tem samem 
B C 2 : Ł e * = C D ^ c r f 2 = D E * de*, więc b ę 

dzie też 
A B C : a&c = A C D : acd — A D E : ade. A za* 

tem summa wszystkich poprzedników do sum
my wszystkich następników iak którykolwiek p o 
przednik do swego następnika; to iest. 

A B C + A C D + A D E : abc -f- acd -f- ade a s ABC* 
a*ó: czyli A B C D E .\ a/jctfe — ABC: o f c . A że 
A B C : rt//c = BC*:oc* , więc ABCDE: abcde=BC*: 
bc2: to iest, powierzchnie dwóch wielokątów p o 
dobnych maią sic iak kwadraty z boków odpowia*-
daiących. 

Uwaga.. Stosunek kwadratowy zowie się 
inaczey stosunkiem dwuntnoznym, ratio duplicata. 
Przeto teź twierdzenie poprzedzaiaee zwyczaynie 
tak się wyraża: Dwa wielokąty podobne są do 
siebie w stosunku dwu-mnożuym bokbw odpowia-
daiących. 

215. Zagad. Maiąc dane dwa wielokąty 
podobne, wykreślić trzeci podobny któremu kol-
wiek z dwóch danych, i któregoby powierzchnią 
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równa była summie lub różnicy dwóch wieloką
tów danych. 

Rozw. i . Wykreśliwszy tróykąt ABC fig. 
t i 2 . prostokątny przy C. w klórymby ramiona 
kata proflego A C , BC były bokami odpowiadaią-
cenii dwóch danych wielokątów P i Q , na p rze -
ciwprostokątuey AB wykreślmy wielokąt R p o d o 
bny wielokątom P i Q , i w ktoryinby bok AB b y ł 

. odpowiadaiąey bokom A C , EC w dwóch wieloką
tach danych: wielokąt R iest szukany: gdyż p o 
nieważ wielokąty te sa podobne , więc p o d ł u g 
twierdzenia poprzedzającego P : Q — A C 2 . B C 2 : , 
a tern samem. 

P - f Q : Q = A C 2 + B C 2 : B C 2 . A że też iest 
Q : R — B C 2 : A B 2 ; więc złożywszy te 

d w i e p r o p o r c j e , będzie P + Q : R = A C 2 - f B C 2 : 
A B 2 . W tey proporcji ponieważ 2gi poprzednik 
A C 2 - j - B C 2 równy iest swemu następnikowi ( 1 6 2 ) ; 
więc i poprzednik iszy P--f- Q równy iest także 
swoiemu nastąpnikowi R ; to iest, dwa dane w i e 
lokąty P i Q równe są znalezionemu R . 

2. Chcąc znaleźć wielokąt Q podobny d w o m 
wielokątom danym P i R , i któregoby powie rz 
chnia równa była różnicy tychże dwóch wielokątów 
danych, trzeba wykreślić tróykątprostokątny ABC, ' 
daiąc mu za iedno ramie kata prostego A*C bok 
wielokąta mniejszego P, a za przeeiwproflokątną 
AB bok odpowia.laiący wielokąta większego R : 
BC będzie boki m odpowiadaiącym wielokąta szu
kanego Q: g iyż ponieważ wielokąty R i P są p o - t 
dobne , będzie R : P — A B 2 : A C 2 ; a tćm samem. 

R — P : P = A B 2 — A C 2 : A C 2 . A że iest także 
P : Q = A C 2 : BC* ; wiec złożywszy te 

dwie p roporc je , będzie R — P: Q = A B 2 r - A C 2 : 
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BC*. W tey proporcyi poprzerluik agi A B 2 — A C 2 

równy iest swemu następnikowi B C 2 ( 169 . ) ; więc 
i poprzednik lwszy R — P r ó w n y iest także s w e 
mu naflępnikowi Q; to iest, różnica powierzchni 
dwóch danych wielokątów R i P równa iest wie
lokątowi znalezionemu Q. , 

216. Zagad, Wykreślić wielokąt podobny 
danemu, i ktbregoby powier/,chn;a do powierz
chni danego, miała się w slos/mku danym; lub 
któregoby powierzchnia równa była danemu kwa
dratowi. 

Rozw. 1. Daymy że powierzchnia danego 
wielokąta X fig. ii5, ma być do powierzchni w i e 
lokąta szukanego w stosunku dwóch iakichkol.wiek 
liniy prostych M i N . Poprowadziwszy liniią A B 
iakieykolwiek długości , i wziąwszy na niey dwie 
części A D i B D , któreby się miały do siebie 
w stosunku dwóeh liniy M i N; na linii A B iako na 
średnicy wykreślić p ó ł k o l e , i z punktu D wypro 
wadzić D C prostopadłą do AB. Poprowadziwszy 
potem cięciwy A $ , B C , i wziąwszy CE równą 
ce bokowi danego wielokąta X ; z punktu E p o 
prowadzić EF równoodległą od A B , aż do prze
cięcia się w punkcie F z cięciwa C B : liniia CF 
będzie bokiem szukanego wielokąta odpowiadaią-
cym bokowi ce: to iest, na linii CF wykreśliwszy 
wielokąt podobny danemu, wielokąt ten będzie 
szukany. Jakoż w tróykącie A C B , i e s t A C : Ć B = 
E C : F C ( 1 7 S ) , a tem samem 

A C 2 : B C 2 — E C * : FC*. A że 
A C 2 : B C * = A D : B D ( 1 6 4 ) ; więc z ł o 

żywszy dwie te proporeye będzie E C * : F C 2 — 
A D : B D . Z e zaś A D : BD = M : N podług w y 
kreślenia, wiec E C 2 : F C * = M : N ; a tem samem 
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wielokąt wykreślony na boku E C , czyli ec, t o 
iest, wielokąt dany X , ma się do podobnego 
wielokąta wykreślonego na boku F C , iak liniia M 
do linii N : gdyż wielokąty podobne maią się iak 
kwadraty z boków odpowiadaiąch ( a i 4 ) . -

Gdyby bok ec wielokąta X większy b y ł od 
A C , na ten czas liniia CA przedłużylibyśmy do e 
tak, aby C e — ce: w reszcie wykreślenie i d o w o 
dzenie byłoby to samo. 

2re. Chcąc wykreślić wielokąt podobny da
nemu X , któregoby powierzchnia równa była da
nemu kwadratowi N 2 , trzeba naprzód wielokąt 
dany X zamienić na kwadrat M równy mu c o do p o 
wierzchni; potem do boków tych dwóch kwadratów, 
to iest do M i N, tudzież do boku ec danego wie
lokąta X znaleźć 4tą ieometrycznie proporcyonal-
ną; ta będzie bokiem szukanego wielokąta o d p o 
wiadającym bokowi ec. Jakoż oznaczywszy 4tą 
ieometrycznie proporcyonalną głoską P, a wielokąt 
na niey wykreślony głoską Z , ponieważ dwa w i e 
lokąty X i Z sa podobne z wykreślenia, będzie więc 
X : Z = « > a : P* — : — : — ; — . — A . 

A źe podług wykreślenia M: N = ec: P , a tern 
samem M 2 : N 2 = ec'Ł: P 2 , z łożywszy tę propor
cya zproporcyą oznaczoną głoską A , będzie X : Z 

= M « : N* . 
W tey proporcyi ponieważ poprzednik iszy 

X iest równy z wykreślenia poprzednikowi 2 m u 
M " , wiec i następnik iwszy Z , iest także równy 
naftępnikowi 2 m u N 2 ; to iest, wielokąt znalezio
n y , równy iest co do powierzchni danemu kwadra*-
towi . 

3 1 7 . Twierd. Z punktu C wziętego zako
lem fig. l i 4 . poprowadziwszy dwie liniie CAy 
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CB przecinaiace olrcg w punktach D i A, B i 
F; będzie CA: CB = CF: CD. 

Dowód. Poprowadziwszy dwie cięciwv A F , 
B D , dwa tróykąty A G F , BCD, maią kąt C spoi
n y , kąty A i B równe, gdyż obudwu miarą iest 
po łowa luku D F : wiec dwa te tróykąty są p o d o 
bne; będzie zatem C . \ : CB = C F : C D . 

Uwaga. W proporcyi tey CA : CB s= CF : 

C D , sieczna iedna CA i część iey za ko ł em G D , 
są wyrazami skraynemi; sieczna druga CB i część 
iey za kołem C F , są wyrazami średniemi p ropor 
cy i ; to iest, tak się ma sieczna J wsza do 2giey, 
iak część za kołem sieczney 2giey, do części za 
k o l e m sieczney iwszćy. Stosunek takowy nazy
wa się odwrotny , ratio irwersa, dla różnicy od 
stosunku proftego directa, któryby b y ł na len 
czas, gdyby się miała sieczna rwsza do sgiey, iak 
czei'ć za ko łem sieczney lwszey , do części za ko 
łem drugiey. Dla tego też poprzedzaiąoe twier
dzenie zwyczajnie tak się wyraża: zpunitu wzię
tego za lotem poprowadziwszy dwie sieczne; sie
czne te są do siebie w stosunku odwrotnym czę
ści swoich za kołem. . L 

218. Twierd. Z punktu Cwziętego za ko
łem, poprowadziwszy styczną CB fig. i i 5 , i sie
czną CA, przecinaiącn okrąg w punktach A i Dy 
będzie styczna CB średnią ieometryczine propor-
cyonolną miedzy cała sieczna CA, i częścią iey 
za kołem CD: to, iest, będzie C A : C B — Ć B : CD. 

Dowód. Poprowadziwszy dwie cięciwy B A , 
B D , dwa tróykąty A B C , B D C maią kąt C spoi
n y , kąt A — D B C , gdyż obadwa maią za miarę 
po łowę łuku B D (126), a zatem dwa te tróykąty 
są podobne ; będzie więc C \ " C B = GB: CD. 
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219. Twierd. Wziąwszy w kole punkt C 
fig. l i f i . od upodobania, i przez ten punkt p o 
prowadziwszy dwie cięciwy A B , D F w punkcie 
C przecinające się; części tych cięciw będą do sie
bie w stosunku odwrotnym; ta iest będzie A C : 
D C = F C : BC. 

Dow*>d. Poprowadziwszy cięciwy F A , B D , 
tróykąty C F A , C B D maią kąty przy C równe ? 

kąt A równy kątowi D , gdyż obadwa maią za 
miarę po łowę łuku B F : więc dwa te tróvkaty są 
podobne; będzie zatem A C : D C = F C : BC.' 

3 2 0 . Uwaga. Porównawszyto twierdzenie i twier -
dzeniem wyź-ey podanem (217), łatwo iest postrzedz, 
że one sa dwoma przypadkami nastepuiacego twier
dzenia: 

(srdy dwie umie proste przecinaiące się z so
bą w punkcie wziętym w kole lub za kołem, prze
dłużone będą tak aby każda z nich przecinała 
okrąg we dwbch punktach; odległości spólnego ich 
przecięcia się od punktów przecięcia się ich z o-
kregiem są db siebie w stosunku odwrotnym. 

221. Wniosek. Gdyby cięciwa A B fig. 117. 
przechodziła przez środek koła , a cięciwa D F 
ła do niey prostopadłą, a"tem samćm w punkcie 
C n a dwie równe części podzieloną ( 1 0 8 ) ; na 
len czas proporcya A C : D C = F C : B C ( 2 1 9 ) , 
zamieniłaby się w naftępuiącą: A C : D C = D C : 
B C : gdyż F C — D C ; to iest, D C iest średnią i e 
ometrycznie proporcyon&lną m ędzy odcinkami AC 
i BC średnicy A B : cośmy iuż wyźey innym spo
sobem okazali ( 2 0 2 ) . 

222. Zagad. Daną liniia BC fig. 118. po
dzielić w stosunku średnim iskraynym: to iest, po-
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dzielić tę liniia na dwie części tak, aby cześć 
większa CF była średnią ieometryoznie p ropor 
cyonalną miedzy cala liniia l iC i częścią mniey-
szą B F , czyli a:>y b y ł o B F : C F - = C F : CB. 

Rozw. Z końca B liniy daney poprowadzi-
A\szy BS prostopadłą do BC i równą połowie linii 
B C ; punkt S z drugim końcem C daney linii złą
czyć liniia prostą S C ; z punktu S iako ze środka 
promieniem SB nakreślić ko ło którego okrąg linką SC 
przecina w punkcie D ; nakoniec z punktu C iako 
ze środka pomieniem CD wykreślić iuk D F , k tó 
ry liniia daną BC podzieli w punkcie F na części 
szukane. 

Gdyż ponieważ BC iako proftopadła z końca 
promienia SB wyprowadzona, iest styczna z k o -
i c m ( 1 1 4 ) , przedłużywszy zatem CS do A , b ę 
dzie C D : C B = : C B : CA (218) . Azatem 

CB — C D : CA — C B = C D : CB. 

Ze zaś podług wykrćślenią CB — C D = CB 
— CF = BF ; a liniia BS równa p o ł o w i e B C , a 
tein tamom BC = 2BS = A D ; będzie w i e c 

CA — CB = C A — A D -=-= C D ss= C F ; 
ostatnia zatem proporeya zamieni sie w nastepu-
iącą. B F : CF = CF : CB. 

220. Zagad. Nakreślić koło, ktbregoby o -
krąg przeszedł przez dwa dane punkta A i D, 1 
stykał się z dana liniia CE fig. 119. 

Rozw. Złączywszy dwa dane punkta liniia 
profta A D i przedłużywszy ią aź do przecięcia się 
z liniia daną CE w punkcie C ; między liniiami 
CA i C D znaleźć średnią ieomytrycznie propor
cyonalną, którą będzie liniia C F , podług tego 
co się wyźey powiedziało ( 2 0 4 ) Z punktu C p r o -
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inieniem CF wykreślić łuk F B , przecinaiący ]i_ 
niią dana CE w punkcie B. Nakoniec wykreślić 
koło, to któregoby okrąg przechodził przez trzy pun
kta A, B, D sposobem podanym wyżey ( l n ) , 
k o ł o to bed-ie szukane: iakoż podług wykreślenia 
A C : CF = C F : C D ; czyli A C : CB = C B : C D : 
gdyż CB = CF z wykreślenia. A że A C iest sie
czna' koła A D B . a CD iest część iey za k o ł e m , 
więc CB iest styczna tegoż koła ( 2 1 8 ) . Gdy wiec 
okrąg znalczion go koła przechodzi przez dwa 
dane punkta A i D , i dotyka się linii daney CE 
w punkcie B , ko ło zatem A D B iest szukane. 

Gdy linia A D iest od CE równoodległa , na 
ten czas punkt szukany B oznaczy*prostopadła ze 
środka liniii A D spuszczona do CE. 

R O Z D Z I A Ł V i n . 

o Wielokątach w koło wpisanych i opisanych na 
kole. 

224. Uwaga 1. Powiedzieliśmy wyżey (111), 
źe maiąc. dane trzy punkta, byle nie w linii p r o -
stey, można . zawsze wykreślić k o ł o , któregoby 
okrąg przechodził pjzez te trzy punkta. Z tego 
wypada, że maiąc dany iakikolwiek tróykąt A B C 

fig. 120 można zawsze wykreślić k o ł o , któregoby 
okrąg przechodził przez wierzchołki trzech kątów 
tego tróykąta: taki tróykąt zowie sie tróykątem 
w ko ło wpisanym, triangulum circulo inscripium. 
W powszechności każdy wielokąt nazywa sic wie
lokątem w koło wpisanym, gdy przez wierzchołki 
wszystkich iego katów przechodzi okrąg iednego 
k o ł a ; ko ło zaś takie zowie się ko ł em opisanem 
na wielokącie. 

225. Uwaga. 2. Zastanowiwszy się nad t róy
kątem A B C w ko ło wpisanym , m o ż na niektóre 



iego własności wyżey dowiedzione innym sposo
bem okazać, ł tak lód, trzy kąty troykąta w a 
żą dwa kąty profle: gdyż każdy z nich ma za 
miarę po lowe luku zawartego między iego ramio
nami ( 1 2 5 ) ; a że łuki miedzy ramionami tych 
trzech kątów zawarte równaią się całemu o k r ę 
g o w i , więc miarą tych trzech kątów iest po łowa 
okręgu ,. czyli miara dwóch kątów profłych. 

are. Gdy dwa kąty B i C są równe , p o ł o 
wa łuku AC równa będzie po łowie ł u 
ku A B , a tern samem i cały łuk A C równy ca 
ł emu łukowi A B : gdy zaś łuki tę są r ó w n e , b ę 
dą też i cięciwy ich A C , A B równe ( 106)', a że 
cięciwy te są bokami troykąta A B C , więc troykąt 
ten iest równoramienny. 

5cie. Odwrotnie równość boków A C , A B 
ciągnie za sobe równość luków A C , A B i równość 
kątów B i C. 

^te. Gdy trzy kąty A, B,- C są r ó w n e , ł u 
ki też C B , C A , A B będą równe , i cięciwy tych 
łuków C B , C A , A B które tu są bokami troykąta, 
będą równe: to iest, tróykat będzie równoboczny, 

5te. Odwrotnie równość boków C B , C A . 
A B , ciągnie za sobą równość łuków C B , CA, A B , 
i równość kątów A , B , C. 

6le. Jeżeli kąt^L2>B będzie też łuk C B > 
AC, a tern samem i cręciwa C B , która tu iest b o 
kiem troykąta, większa od cięciwy A C ( 1 2 2 ) , 
i t. d. 

226. Zagad. Wewnątrz ciernego troykąta ABC 
fig. 121. wykreślić koto takie, aby boki troyką
ta by/y stycznerni tego koła. 

• 18. . 
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Rozw. Dwa którekolwiek kąty A i B p o d z i r , . 
Ii wszy na dwie równe części ( 4 6 ) , przez, liniie AS, 
BS przecinaiaee się w punkcie S, i z punktu S do 
którcgolwiek boku troykąta np. do boku AB spu
ściwszy proflopadłą S D , punkt S będzie środkiem, 
a proflopadłą SD promieniem koła szukanego. 

Gdyż spuściwszy do innych dwóch boków 
prostopadłe S E , S F , w dwóch tróykatach A S D , 
A S E , bok AS iest spoiny, kąty przy A równe 
z wykreślenia, kąt ADS = AES iako prolte: więc 
dwa te trókąty przystaną do siebie ( 2 6 ) , a w 
sczególności S D = = S E . T y m ż e sposobem z t róy
kątów. S D B , SFB mogących do siebie przyflać d o 
wiedziemy, źe SF = SD. T rzy wice proflopadłe 
S D , S E , SF są sobie równe. Okrąg zatem koła 
z puktu S promieniem SD nakreślonego, przeydzie 
przez punkta E i F ; i boki troykąta A B C W 
punktach D , E, F, będą styczne/ni z kołem ( 1 1 4 . ) 

K o ł o wewnątrz troykąta wykreślone, które
go boki troykąta są stycznemi, zowie się k o ł e m 
w tróykat wpisanem: a t i ó y k ą t zowie się t róy-
kątem opisanym na kole; Trianguliim circu-
ło circtimscriptum. W powszechności każdy wie 
lokąt, którego wszyflkie boki są stycznemi iedne
go koła wykreślonego wewnątrz wielokąta , zowie 
się wielokątem na kole opisanym, a koło takie 
zowie się kołem wpisanem^r wielokąt. 

Poprzedzaiące więc zagadnienie można ina-
czey tak wysłowić: wpisać koło w dany tróykat. 

227. Uwaga: Ponieważ przez trzy punkta 
A , C , B fig. 120 , okrąg tylko iednego koła prze
chodzić może ( i i 2 ) - więc wziąwszy punkt 4ty D 
za k o ł e m , rzeczą iest widoczną, źe okrąg koła 
A C B nie może przejść przez punkt D , a tem sa— 
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meiij czworokąt A D G B nie i m i ę być w kolo 
wpisany. Lecz gdyby 4ty punkt F znaydował 
się na okręgu koła A C B , czworokąt A F C B b y ł 
by w kolo wpisany. Stąd się okazuie, że niift 

I każdy czworokąt, a tem hardziey nie każdy w i e 
lokąt niaiący boków więcey niż 4 , może być W 
ko ło wpisanym. 

228. Twierd. Każdy wielokąt foremny mo* 
Łe być w koło wpisany i opisany na kole. 

Dowód. Niech- będzie iakikclwiek wielokąt 
foremny A B C D E F fig. 122. Nakreślmy koło k tó
regoby okrąg-przechodził przez trzy wierzchołki 
trzech przyległych kątów, A, B, C ; niech punkt: 
S będzie środkiem tego koła : mamy okazać, źe 
okrąg iego prz-eydzie przez wszystkie wierzchołki 
katów wielokąta. Jakoż %'punktu S poprowadziw
szy liniie prosire SA, SB, S C , S D i t. d. do 
wszystkich wierzchołków kątów wielokąta, trzy 
pierwsze liniie S A , S B , SC są podług wykreśle
nia, promieniami tego ko ła , a tem samem xówne: 
więc dwa tróykąty SB A , S B C , w których bók SB 
spoiny, bok SA. = S C , bok B A = B C , przystaną 
do siebie ( 2 8 ) , a w sczególności kąt SBA — SBC; 
a zatem ieden z nioh np. SBC iest połową o b u -
d w u , czyli kat SBC iest połową kata A B C ; źe 
zaś kąt A B C = BCD, gdyż wielokąt A B C E F iest 
foremny; wiec kąt SBC iest także połową kąta 
BCD. Nadto w tróykącie SBC bok SB — SC z w y 
kreślenia; więc kąt SBC = SCB, zatem i kąt SCB 
iest połowią kąta B C D , a tem samem kąt SCD iest 
druga po łowa tegoż kata B C D . W i ę c kat 
SCB = SCD. W dwóch zatem tróykątach S C B , 
S C D , bok SC iest spoiny, bok CB — CD z za
łożenia, i kąty między temi bokami zawarte 
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S C B , SCD r ó w n e : więc dwa te tróykąty przy-, 
staną do siebie ( 2 4 ) a w sczeglności bok SB=r 
SD : a zatem okrąg przechodzący przez 3 punkta 
A , B, C, przeydzie także i przez punkt D . T y m 
że sposobem okazać można, że okrąg prechodzą-
cy przez 3 punkta B, C, D , przeydzie także przez 
punkt E i t. d. W i e c ten sam okrąg który prze
chodzi przez punkta A , B , C, praeydzie przez 
punkta D , E, F, to iest j przez wszyftkie wierz
chołki kątów wielokąta. 

2re. Ze środka S koła opisanego na wie lo 
kącie , spuściwszy proftopadłe S M , SN i t. d. do 
boków wielokąta, wszyftkie te proftopadłe b ę 
dą miedzy sobą równe : gdyż boki wielokąta są 
cięciwami koła opisanego: cięciwy te są między 
sobą równe , wielokąt bowiem A B C D E F iest f o 
remny; a zatem odległości tych cięciw od ś ro 
dka k o ł a , to iest, prostopadłe S M , SN i t. d. są 
między sobą równe ( i 2 4 ) . Wziąwszy więc linią 
SM za promień i z punktu S iako ze środka 
nakreśliwszy k o ł o , okrąg tego koła przeydzie 
przez wszyftkie punkta M, N , O i t. d. , i boki 
wielokąta w punktach M, N, O i t. d. będą styczne 
tego koła ( n 4 ) , a zatem ko ło to będzie wpisa
ne w wielokąt. 

229. Uwaga. Punkt S spoiny środek koła 
wpisanego w wielokąt i na nim opisanego, może 
być także uważany iako środek wielokąta, dla 
tey przyczyny kąty A S B , BSC i t. d. zawarte 
między dwoma promieniami do k o ń c ó w boków 
wielokąta poprowadzonemi, zowią się kątami we 
Środku wielokąta. 

Wszyftkie kąty we środku wielokąta f o r e 
mnego , są miedzy sobą równe: gdyż cięciwy A B , 
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BC i t. d., a tem samem i łuki A B , BĆ i t. d. 
będące miarami tych kątów, są równe. A że wszyst
kie te kąty ważą 4 kąty profte ( 1 6 ) , więc i e -
dnego ważność znaydzie się podzieliwszy 4 
przez liczbę boków wielokąta. I tak np. w ośmio -
kącie foremnym ieden kąt we środku iest \ cz te 
rech kątów proftych czyli $sS= \ iednego kąta p r o 
stego i t. d. 

a5o. Wniosek. A stąd wypada, że wpisać 
w ko łc wielokąt foremay o iakieykolwiek liczbie 
b o k ó w , iest to sarno, co podzielić okrąg koła 
danego na tyde łuków równych, ile wielokąt mieć 
powinien boków, i poprowadzić cięciwy tych ł u 
k ó w ; cięciwy fce będą bokami wielokąta foremne
go w kp&j wpisanego : gdyż lót /boki A B , B C i t. d. 
iako cięciwy łuków równych, są sobie równe. 

are. Tróykąty ABS, BCS, CDS i t. d. przy
staną do siebie ( 2 8 ) , więc kąty SB A , SBC, SCB, 
SCD i t. d. są równe: a tem samem i kąty A B C , 
B C D i t. d. będą sobie równe. A zatem figura 
A B C D E F będzie wielokątem foremnym. 

201. Zagad. W dane koło wpisać tróykąt 
równoboczny. 

Rozw. Ponieważ tróykąt równoboczny 
iest wielokątem foremnym m&iącym trzy b o 
ki , trzeba więc okr;ig koła danego podzielić na 5 
części rówrte; a cięciwa ooiey części okręgu b ę 
dzie bokiem tróykąta szukanego ( 2 i ) o ) -

r albo też 
okrąg podzielić na 6 części r ównych , a oięoiwa 
dwóch takowych części , będzie bokiem tró\kąta 
szukanengo: gdyż | — § . Aby zaś podzielić okrąg 
na 6 części równych, trzeba w\ danem kole popro
wadzić cięciwę równą promieniowi tegoż ko ła ; 
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cięciwa ta odetnie łuk równy szóstey części c~ 
kregu. 

Jakoż niech będzie szefciokąt foremny A B C D E P 
fig. ra5. w koło wpisany: aa okazanie źe bok tego. 
szef ciokąta,. będący cięciwą szófley części okręgu, 
iest równy promieniowi tegoż koła, poprowadźmy 
promienie S A , S B : w tróykącie A ^ S , kąt A S B , 
we środku sześciokąta iest £ częścią 4 kantów pro-! 
stych, czyli £ łul> § iednego proftego (200); więc 
dwa kąty S A B , SBA ważą resztę do 2 kątów 
prostych: czyli kąt SAB + SBA = ^ 2 - ^ - § — 4 — § = . 
# kąta proftego, A że kąty te są r ó w n e ; gdyż 
SA — S B ; więc każdy z nich waży p o ł o w ę f , to 
iest, kąty SAB, SBA ważą po % kąta proftego. Tróy-r 
kąt zatem A S B , maiący wszyflkie trzy kąty r ó 
w n e , iest równoboczny: więc bok A B = S A ; to 
iest, bok sześciokąta w koto wpisanego rbwuy 
iest promieniowi tegoi koła. Poprowadziwszy li— 
nieie A C , CE, E A , z których każda ieft cięciwą 
dwóch szóstych części okręgu, będzie A C E t róy
kąt równoboczny w koło wpisany. 

252. I^Twaga. Podaliśmy wyźey ( 1 1 0 ) , 
sposób podzielenia łuku danego na dwie równe 
części. Kiedy więc okrąg koła podzielony być 
może na 6 części równych , można go także p o 
dzielić na 12 części równych : na ten koniec d o 
syć będzie łuk równy -szófley części okręgu pr.«. 
dzielić na dwie równe części , iedna takowa cześć 
będzie równa clwunastey części okręgu. Podzie-. 
Jiwszy znowu łuk równy dwunaftey części okrę 
gu na dw rie części r ó w n e , będziemy mieli 24tą 
część okręgu i t. d. Można więc okrąg podzielić 
na części równych 12, 24, 48 i t. cl. czyl i , co Błfc 
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ledno. wychodzi , w d a n e koło można wpisać w i e 
lokąty foremne 012 , 2 4 , 48 i t. d. bokach. 

200. Uwaga. 2. W czworokącie A B C S bo^ 
ki przeciwne są sobie równe , a zatem czworokąt 
ten iest rówhoległobokiem ( 7 9 ) : będzie więc A C 2 

+ B S 2 = A B 2 4 - B C 2 - f C S 2 + A S 2 ( 1 7 6 ) ; czyli 
A C 2 + B S 2 r ± r 4 B S 2 ; gdy liniie A B , B C , C S , 
A S , są między sobą równe; a zatem i kwadraty 
ich są także równe. W ostatniem równaniu o d -
iąwszzy po obu stronach B S 2 , zostanie A C 2 = 
5 B S 2 ; to iest, A C 2 trzy razy większy od B S 2 . 
A zatem B S 2 : A C 2 — 1 : 0 , a tern samem BS : A C 

7i, to iest, promień koła tak się ma do 
boku tróykata równobocznego w to ko ło w pisa
n e g o , iak iednośc do pierwiastku liczby 5. A stąd 
wypada ibd, że maiąc wiadomy promień koła , 
można będzie wyrachować bok tróykata r ó w n o 
bocznego w toż ko ło wpisanego; i odwrotnie; 2r# 
źe ponieważ prawdziwy pierwiastek liczby 5 nie 
może być wyrażony w liczbach, więc promień 
koła i bok tróykata równobocznego w tóż koło 
wpisanego, są dwie liniie niespółmierne ( 5 8 ) . 

254. Zagad. Wdane koto wpisać kwadr ad. 

Rozw. W danćm kole poprowadziwszy dwie 
średnice A C , B D do siebie proftopadłe fig. 1 2 1 . 
i końce ich połączywszy cięciwami A B , B C . C D , 
D A , czwdrąkąt A B C D w ko lo wpisany iest kwa
dratem szukanym: gdyż wszyftkie kąty iako za
warte w półkolu ( 1 2 8 ) są prbfte; wszystkie b o 
ki są między sobą r ó w n e , bo są cięciwami czte
rech ł u k ó w równych , iako będących miarą 4 ka
tów prcftych, maiących swóy wierzchołek w puriv 
kcie S. 
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'255. Uwaga. Wpisawszy w ko ło kwadrat, 
łatwo będzie można wpisać- wielokąty foremne 
0 8, 1 6 , 52 i t. d. bokach używaiąc sposobu w y 
źey podanego ( 2 5 a ) , 

256. 2. Uwaga. W tróykącie ASB prosto
kątnym przy S, iest A B 2 — AS* - j - B S 2 ; czyli 
A B i = 2 B S 2 ; gdyż AS = BS iako promienie; to 
iest, kwadrat z boku A B , czyli kwadrat w koło 
-wpisany, iest dwa razy większy od kwadratu z p ro 
mienia tegoż koła; a zatem . B S 2 : A B 2 — 1 : 2 , a 
tem samem BS: B A = i : \/ 2 : to iest, promień koła 
tak się ma do boku kwadratu w toż ko ło wpisane
g o , iak iedność do pierwiastku liczby 2. Maiąo 
zatem wiadomy promień ko ła , można będzie w y 
rachować bok kwadratu w k o ł o wpisanego: 
1 odwrotnie. 

207. Zagad. TVkoto dane w pisać pięcio
kąt foremny. 

Rozw. Aby zagadnienie to rozwiązać, trzeba 
okrąg koła danego podzielić na 5 czc ic i r ó 
w n y c h ; a cięciwa piątey części okręgu , będzie 
bokiem pięciokąta szukanego: albo też podzielić 
okrąg na 10 części równych, a cięciwa dwóch 
dziesiątych części ofcregu będzie bokiem pięc io
kąta szukanego: gdyż \ — - / 3 : trzeba więc znaleźć 
cięciwę dwóch dziesiątych części okręgu, albo co 
na iedno wychodzi , bok dziesięciokąta foremnego 
w k o ł o wpisanego. 

Daymy, że A B fig. '125 iest bokiem dzie
sięciokąta foremnego w koło wpisanego. Ze środ
ka koła S poprowadziwszy dwa promienie S A , 
SB do k o ń c ó w A i B boku dziesięciokąta, kąt 
•we środku tego wielokąta ASB iest dziesiątą c z ę 
ścią 4 kątów proflych, czyli -/^ albo f iednego 
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kąta profłego: więc w tróykącie A S B , dwa dru
gie kąty SAB, SBA ważą resztę do dwóch kątów 
proftych, to iest, ważą obadwarazem f kąta p r o 
fłego': a że kąty te S A B , SBA są równe , b o SA, 
SB są promienie, więc ieden z nich np. kąt SAB 
waży połowę f , to iest waży f kąta profłego: 
a że kąt ASB waży £ kąta prostego, wiec kąt 
SAB iest dwa razy większy od kąta ASB. Podzie
liwszy więc kąt SAB na dwie TÓwne części przez 
liniia A C , będzie kąt CAS == A S B , a tem samem 
w tróykącie A C S , będzie bok A C = CS. 

W tróykącie A B C kąt przy B , iakośmy oka
zali wyżey, waży £ kąta profłego; kąt CAB wa
ży f kąta proftego z wykreślenia: więc Ooi kąt 
A C B waży resztę do dwóch kątów prostych: to 
iest, waży f kąta prostego; a zatćm tróykąt ABC 
maiący przy podstawie BC dwa kąty równe, ie6,t 
równoboczny , będzie więc AC = A B ; więc trzy 
te liniie A C , C S , AB są między sobą równe: 
znalazłszy więc iednę z nich, znaydziemy tem sa
mem i dvvie inne. 

Dwa tr/.ykaty ASB, ACB maią kąt przy B 
spoiny; kat ASB = CAB z wykreślenia: a zatem są 
podobne , będzie wiec A S : A B — A B : B C ; czyli, 
B S : CS = C S : B C ; ' g d > ż AS = B S , A B = CS: to 
iest, promień BS w punkcie C podzielony iest w 
stosunku średnim iskrayriym ( 2 2 2 ) , i bok lokata 
AB równa się odcinkowi CS , który iest większy 
od drugiego odcinka CB: g l y bowiem w ostatniey 
proporcyi poprzednik pierwszy BS większy iest od 
swego następnika CS, więc i poprzednik drugi CS 
musi byc większy od swego następnika CB.JChcąc za
tem wpisać pięciokąt foremny w dane k o ł o , trze
ba naprzód promień danego koła podzielić w sto-*-

19 
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sunku średnim i skraynyrn | odcinek większy p ro 
mienia tak podzielonego, będzie cięciwą lotey 
części okręgu: poprowadziwszy potem cięciwę 
dwóch dziesiątych części okręgu, ta będzie b o 
kiem pięciokąta szukanego. 

Uwaga. Wpisawszy w koło pięciokąta dzie-
sięciokąt foremny, łatwo będzie w to samo koło 
wpisać wielokąty foremne 0 2 0 , 4 o , 80 i t. d. b o 
kach sposobem wyżey podanym. 

W powyższym sposobie dochodzenia boku 
dziesięciokąta foremnego w koło wpisanego, przy
puszczamy, że bok ten ieil iuż znaleziony, i przez 
ciąg rozumowań dochodzimy na końcu , iż bok 
ten równa się większey części promienia podzie
lonego w stosunku średnim i skraynym. W na-
łtępuiącym sposobie dowodzenia teyże prawdy 
przjpusczenie takowe nie ma mieysca; lecz za to 
przpuścić należy iako rzecz skądinąd wiadomą i 
potrzebuiącą tylko dowodzenia, źe większa cześć 
promienia podzielonego w stosunku średnim i skray
nym równa się bokowi dziesięciokąta foremnego 
w koło wpisanego. 

Niech będzie promień SB podzielony w pun
kcie C w ftosunku średnim Ikraynym. Wziąwszy 
cięciwę A B = C S , i poprowadziwszy S A , C A ; p o 
nieważ podług założenia B S : CS — CS : B C , a 
AB = CS z wykreślenia, będzie więc BS : AB — 
A B : B C ; tróykąty zatem Ś B A , CBA są podobne 
( 1 9 6 ) , a tem samem kąty przeciwne bokom pro
porcjonalnym sa równe ; to iest kąt S = C A B , i 
kąt SAB = A C B : a źe kąt SAB = B , gdyż t róy
kąt SBA iest równoramienny, więc i kąt ACB = 
B , a tem samem bok A B = A C ; że zaś AB = CS 
z wykreślenia, więc ' A C = C S : tróykąt ' zatem 
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ACS iest równoramienny, a tem samem kat S = 
CAS. 

Lecz kąt ACB = S + CAS ( 8 5 ) ; czyli 
kat S A I 3 = 2 S ; a tem samem 
kat B = bS. 

W ostatnich dwóch równaniach dodawszy 
flrony odpwiadaiące, będzie 

Kąt SAB + B = ' K S . Dodawszy po obu stro
nach kąt" S, bę Izie kąt SAB + B 4 - S — 5 S ; to iest, 
w tróykącie SBA summa wszyftkich trzech katów 
iest 5 razy większa od kąta S , czyli co na iedno 
wychedzi , kat S iefl piątą częścią trzech katów 
troykąta: a że trzv kąty troykąta ważą dwa kąty 
profle ; wiec kąt S iest piątą częścią dwóch ką
tów proftyeh, czyli dziesiąta częścią 4 katów pro
ftyeh; a tem samem luk AB będący miarą kąta 
S, ieft dziesiątą częścią całego okręgu, więc c i ę 
ciwa łuku tego A B równa z wykreślenia większey 
części promienia podzielonego w ftosunku s'rcduiin 
i skraynym, jest bokiem dziesięciokąta foremnego 
w ko ło wpisanego. 

258. Zagad. Wpisać w koło wielokąt fo
remny o i 5 bokach. 

Rozw. Bok sześciokąta czyli promień koła iest 
cięciwą 6tey części okręgu; bok dziesięciokąta iest 
ciąeiwą i o tey części okręgu. Różnica miedzy \ \ 
•fs iest T * T . W i ę c z punktu A przeniósłszy bok dzie
sięciokąta orl A do D , i promień koła od A do E , 
łuk D E = A E — A D , czyli łuk D E iest różnicą 
między \ i x \ częścią okręgu , a tem samem ieft 
A- częścią okręgu. W i e c cięciwa tego łuku b ę 
dzie bokiem piętnastókąta foremnego w koło wp i 
sanego. 
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Uwaga. Wpisawszy w koło piełnaftokąt f o 
remny , łatwo będzie w to samo koło wpisać wie
lokąty foremne o 3 o . 60, 120 i t. d. bokach spo
sobem wyźey podanym. 

2^9. Uwaga. 2. W powyższych zagadnie
niach podaliśmy sposób podzielenia okręgu, \6d 
na części równych o, 6, 12 i t. d.; 2re, na 4, 8, 
16 i t. d.; ocie, na 5 , 10, 20 i t. d.; 4ź<?, na 10 , 
5 o , 60 i t. d. 

Są także sposoby dzielenia okręgu na innne-j 
części równe , a mianowicie na 25, 5o, i o o , 200, 
4oo i t. d . ; na 45, go , 180, 56o i t. d.; lecz spo
soby te w Jeometryi Elementarney wy łożone być 
nie mogą. 

a4o. Cześć 
• 3 ^ 7 okręgu zowie się stopniem 

gradus. Wprowadzono ten podział okręgu na 
stopnie dla łatwieyszęgo oznaczania wielkości ką
tów , których miara są łuki miedz y ramionami 
zawarte, iekośmy powiedzieli wyźey ( 1 1 9 ) ; a dla 
większey dokładności każdy stopień dzieli się ies-
cze na 60 części równych zwanych minutami 
pierwszemi, minuta prima, każda minuta na 60 
części równych zwanych sekundami, minuta se-
cunda, każda sekunda na 60 części równych zwa
nych tercyami, minuta tertia i t. d. Ze ro p o ł o 
żone ugory z prawey strony' liczby iakiey oznacza 
stopnie, a znamię iedno, dwa, trzy i t. d. takież 
położenie maiące, oznacza minuty, sekundy, ter-
cye i t. d. np. łuk iakikolwiek a — ój°, i5 , a4, 
znaczy, że łuk ten ma flopni 5j, minut i 5 , i se 
kund 24-

Ponieważ miarą kątą prostego ieft czwarta część 
okręgu(120), więc kąt prosty ma go stopni; kąt 
roztwarty więcey a kąt oflry mniey niż 90 stopni 
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Można by ło inną iukąkolwiek część okręgti 
wziąć za stopień ; zgodzono się iednak na część 3 ^ 
dla tey podobno przyczyny, że liczba 36o iest 
podzielna przez wszyftkie l iczby, zacząwszy od i , 
aż do 10, yvyłączyyvszy tylko liczbę 7. 

Późniey we Francyi przyieto inny podział 
okręgu na stopnie: część okręgu nazwano gru
dę stopniem; setną częśćstopnia nazwano minutą, 
setną część minuty nazwano sekundą i t. d. W ta
kim więc podziale kąt profty ma 100 stopni; kąt 
roztyyrarty więcey, a kąt ostry mniey a niżeli 100 
stopni: łuk np. jakikolwiek a— 2 4 , 91 znaczy,, 
że łuk ten ma ftopni 2.4 i minut 9 1 , podług n o 
wego podziału. 

Nowy ten podział w tem iest wygodny, źe. 
działania arytmetyczue z ułomkami dziesiątnemi 
wymagaią nie wiele pracy. 

Wreszcie stopnie dawnego podziału ła two 
być mogą obrócone na stopnie podziału nowego, 
i odwrotnie. Chcąc np. 72 stopnie podziału dayvnego 
obrócić na ftopnie podziału noyyego, trzeba u ł o ż y ć 
naftepuiącą proporcya: 

g o : i o o ± = 7 2 : X = 8 o . 
Podobnież chcąc np. 5o stopni nowego p o 

działu obrócić na stopnie podziału dayvnego, 
trzeba u łożyć naftepuiącą proporcya : 

100: go = 5o: X = 45. i t. d. 
24i. Poyviedzieliśmy yyyżey ( 1 2 1 ) , że w 

niektórych sczególnych przypadkach można kąt da
n y , a tem samem łuk będący miarą tego kąta 
podzielić na część*, róyynych 5, 5 i t d. Zagadnie
nia poprzedzaiace ułatwią do tego d r o g ę ; 
trzeba tylko uważać iaką częścią całego okręgu 
iest dany łuk. Niechby np. dany łuk b y ł 4cą c z ę 
ścią okręgu koła ; bok dwunastokąta foremnego yv 
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k o ł o wpisanego, byłby cięciwą Seiey części dane
go ł u k u , a bok dwudziestokąta foremnego w to/, 
k o ł o wpisanego byłby cięciwą 5tey części tegoż 
łuku. Gdyby łuk dany by ł 5tą częścią okręgu 
ko ła , bok pietnastokątą foremnego w to ko ło wpi 
sanego byłby cięciwą óciey części danego ł u 
ku i . t d 

ai2. Zagad. Mdiąc wiadomy bok wielokąta 
foremnego o iakiSykolwiek liczbie boków w kolo 
wpisanego, znaleźć ważność boku innnego wielo
kąta foremnego w toi koło wpisanego, który ma 
boków dwa razy więcóy nil wielokąt pierwszy. 

Rozw. Niech będzie Ali fig. 120, bok w i e 
lokąta pierwszego, A M bok wielokąta drugiego. 
Przedłużywszy promem M S do N , i poprowadzi
wszy cięciwę A N , w tróykącie MA!V prostoką
tnym przy A ( 1 2 8 ) . i w którym AB iest proflopa
dłą do M N ( 1 0 9 ) , iest M N : A M = A M : M O 
( 2 0 2 ) . W i ę c A M 2 = M N x M O . A źe M N = 
a M S , a M Ó = MS — S O ; będzie wiec 

A M 2 = 2 S M ( M S — S O ) : — ., — / — A. 

W tróykącie A S O proflokatnvm przy O , iefl 
S O 2 = A S 2 — A O 2 ( 169 ) : c z y l i ' S 0 2 = M S 2 — « 
( | A B ) 2 : g d c y V ! S = A Ś , A O = | A B . W i ę c O S 

= V / M S * — Q A B ) 2 . W równaniu zatem A za-
miafl SO położywszy znalezioną ważność, równa
nie to zamieni się w naflepuiące: A M 2 = 2MS 

( M S — V M S 2 — ( | A B ) 2 . 
W z i ą w s z y promień MS równv 1, będzie 

A M 2 = ; s ( 1 — V 1 — (•§ A B ) 2 ) ; to iest:por 
ł o w ę boku danego wielokąta podnieść do kwadra
tu , kwadrat ten odiąć od 1, z pozoflałey reszty 



wyciągnąć pierwiaftek kwadratowy, który odie-
ty od i i rozmnożony przez 2, będzie kwadratem 
boku wielokąta szukanego ; a zatem pierwiaftek te 
go kwadratu będzie ważnością tegoż boku. 

Łuk A M wpunkcie P podzieliwszy na dwie 
równe części, i poprowadziwszy dwie cięciwy AP , 
P M ; cięciwy te byłyby dwoma przyległami b o 
kami wielokąta foremnego w koło wpisanego, m a -
iącego boków dwa razy więcey niż wielokąt drugi; 
i byłoby podług powyższego zagadnienia A P 2 £ s 

s ( 1 — Vi—(i A M ) 2 ) ; i tak daley. 

243. Zagad. Maiąc wielokąt foremny o ia-
kieykolwiek liczbie boków ABCD i t. d. fig^ 127 
w koło wpisany, opisać na tern kole drugi wrl,vto~ 
kąt podobny pierwszemu. 

Rozw. Ze środka koła S, spuściwszy promienie Sa, 
Sb i t. d. proftopadłe do boków wielokąta A B C D 
EF, i przez punkta a, b, c i t . d. poprowadziwszy 
flyczne koła G H , HI i t. d., aż do przecięcia się z 
sobą w punktach G , H , I, K i t. d. wielokąt G H I 
i t. d. będzie szukany: gdyż poprowadziwszy lini
ie S G , Ś H , SI i t . d., ł.róvkąty S H a , SHb pro
stokątne przy a i Omaią bok SH w spoiny; bok Sa 
= Sb; więc przyftana do siebie ( 5 2 ) , a w scze
gólności kąt H S a , = - H S & , a zatćm i miary tych 
kątów są równe; to iast, łuk Ba —B&. W i ę c l i
niia S H przechodzi przez środek łuku ab, czyli 
liniia SH przechodzi przez wierzchołek kąta B. 
Tymże sposobem okazać można, że liniia SI 
przechodzi przez wierzchołek kąta C i t. d. Ze 
zaś liniia G H iest równoległa od A B , gdyż obie-
dwie są prostopadłe do S a , i liniia H I równoległa 
od BC i t. d. będzie kąt G H I = A B C ( 7 0 ) . P o -
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dobnież okazać można, że kąt H I K = B C D i t. Ą. 
W i ę c kąty wielokąta opisanego równe są kątom 
wielokąta wpisanego. Nadto w dwóch tróykątach 
G S H , ASB podobnych, tudzież w drugich dwóch 
HS1, BSC podobnych,iest G H : A B = S H : SB, 
H I : BC — S H : S B ; a że S H : SB = S H : S B , więc 
G H : A B H I : : G B . 

W t e y proporcyi następnik lwszy A B równy 
iefl naflepnikowi 2 m u B C z założenia; więc i p o 
przedniki są równe: to iest, G H = HI. 'Tymże 
sposobem okalać można, , że H I = I K , I K = K L 
i t. d. a zatem wielokąt GHI i t. d. ma boki wszyst
kie między sobą r ó w n e ; iest wiec foremny i p o 
dobny wielokątowi wpisanenu. 

Sposób agi. Niech będzie wielokąt foremny 
A B C i t. d. w koło wpisany fig. 128. Poprowa
dziwszy promienie S A , S B , SC i t. d. i z końców 
A , B, C i t. d. tych promieni poprowadziwszy l i 
niie G H , H I , IK i t. d. prostopadłe do tych p ro -
promieni, i przecinaiące się z sobą w punktach 
H, I, K i t. d., wielokąt G K będzie szukany. 

Gdyż w dwóch tróykątach A B G , B C H , bok 
A B = B Ć iako boki wielokąta foremnego; kąt 
B \ G = CBH maią bowiem za miarę po łowę ł u 
ków równych A B , B C ( 1 2 6 ) , kąt A B G — B C H 
dla tćyże przyczyny, więc dwa te tróykąty przy
staną do siebie, a w sczególności kąt G — H. 

T y m ż e sposobem okozać można , źe dwa 
trójkąty B C H , CDI przystaną do siebie; będzie 
więc k ą t H = I . T o ż mówić o innych tróyką
tach; a zatem wielokąt G H I K i t. d. ma kąty 
równe. 
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Nadto tróykąty A B G , B G H , CDI i t. d. są 
równoramienne; gdyż kąty ich przy podstawie A B , 
BC, CD i t. d. są równe, iako maiące za miarę 
połowę łuków A B , BC i t. d.; więc bok A G = 
B G , B H = : C H i t . d. a że wszystkie te tróykąty 
mogą do siebie przyftać, więc będzie A G = GB 
= BH==:HC = CI i t. d. Ze zaś każdy bok wie
lokąta opisanego G H I K i t. d. złożony iest z dwóch 
takowych liniy, więc wszystkie boki będą między 
sobą równe. Wielokąt zatem opisany GHIK. i t . d. 
maiąc wszyflkie kąty równe, i boki równe iest 
foremny. 

244. Uwaga. Przez wszystkie wierzchołki 
kątów kwadratu A B C D fig. 124 w koło 
wpisanego poprowadziwszy r styczne; utworzy sio 
E F G H kwadrat na kole opisany, który iest kwa
dratem średnicy tegoż koła: gdyż bok tego kwa
dratu F F iest równy DB średnicy koła. A zatem 
kwadrat na kole opisany iest to samo co kwadrat 
średnicy. 

245. Odwrotnie. Maiąc wielokąt foremny 
G H I K i t. d. fig. 127. opisany na kole , 
aby wpisać w to samo ko ło drugi wielokąt 
foremny podobny pierwszemu, wierzchołki ką
tów danego wielokąta złączmy ze środkiem k o 
ła liniiami S G , S H , SI i t. d. które okrąg prze
cinaią wpunktach A , B , C i t. d. Punkta te p o 
łączywszy liniiami prostemi A B , BG i t. d. w i e 
lokąt A D będzie szukany: gdyż lód tróykąty SGH, 
SHI, SIK i t . d. mogą do siebie przystać; a w scze
gólności kąty ich przy S są między sobą równe, więe 
i miary ich , to iest, łuki A B , B C , CD i t. d. są 
także równe, a tem samem i cięciwy A B , B G , C D 
i t. d. będące bokami wielokąta szukanego, są 
między sobą równe. 2re. Ponieważ GS = HS i 



JJ4 J E O M E T i ł Y I 

A S = BS, więc GS. A S = H S : BS a zatem liniia AB 
iest ruwnoległa odl in i iGH (180). Podobnymźe spo
sobem okazać można, źe linia BC iest równoległa od 
HI . A zatem kąt ABC—GIII , iako zawarte między l i -
niiami względem siebie równoległemi i wiednęż ftro
nę rozchodzącemi sie. Dla teyże przyczyny kat K C D 
r = H I K i t . d, a że kąty G H I , HIK it. d / s ą r ó 
wne z założenia, wiec i kąty A B C , BGD i t. d. 
będą sobie równe. Wielokąt zatem wpisany A B C D 
i t. d. maiąc boki i kąty r ó w n e , iest foremny. 

Sposób 2gi Niech będzie wielokąt foremny 
G H I K i t. d. Jig. 12S. opisany na kole: aby wpi
sać w to samo koło drugi wielokąt foremny p o d o 
bny danemu, punkta zetknięcia się boków wie lo 
kąta danego z okręgiem, tU iest ponkta A, B , C 
i t. d. połączywszy liniami profiemi A B , BC i t. d. 
wielokąt A B C D i t. d. będzie szukany: gdyż w 
dwóch tróykątach A B G , ECH; bok A G = B H , 
bok B G = H C iakośmy okazali w zagadnieniu p o -
przedzaiącem ( 2 4 5 ) ; kąt A GB = BHC z za łoże 
nia: a zatem dwa te tróykąty przystaną do s ie
b i e , a w sczególności AB = BC. Tymże sposo
bem okazać można , przez przystanie dwóch t róy
kątów BCH i C D I , tudzież drugich dwóch CDI 
i D E K i t. d., źe bok BC = C D , bok CD = D E 
i t. d. Boki zatem wielokąta ABCD i t . d. samie- » 
dzy sobą równe : a tein samem i łuki A B , B C , 
C D i t. d. których boki te są cięciwami, są mię 
dzy sobą równe. A stąd wypada, że i kąt A B C 
— B C D : gdyż pierwszy z nich obeymuie ramiona
mi swoiemi łuk A E C , drugi obeymuie ramiona
mi swoiemi łuk B F D : te zaś dwa łuki są sobie r ó 
w n e , każdy bowiem z nich z łożony iest ze 4 ł u 
ków między sobą równych. Podobnież okazać m o -
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żna, źe kąt BCD = C D E , kąt CDE — D E F i t. cł. 
Wielokąt zatem A B C D i t. cl. maiąc wszyflkie b o -
ki-i kąty równe iest szukany. 

246. Zagad. Maiąc wiadomy bok AB, wie
lokąta foremnego ABCD i t. d. w koło wpisane
go fig. 127. znaleźć ważność boku HG wielokąta 
GHI i t. d. na ternie kole opisanego. 

Rózu>. Poprowadziwszy Sa prostopadłą d o 
A B , dwa tróykąty SArn, SGa proftokątne przy m 
i a , i maiące kąt S spoiny są podobne, wiec S m : 
Sa=zAm: Ga . Rozmnożywszy 2 g i stosunek przez 
2 , będzie Sm: S a = 3 Am: 2Ga; czyli Sm: Sa = 
A B : HG. W i e c 

A B x S a 
G H = . — : — . — : — : A. 

Sm 
Wtróykacie ASm iest S m 2 = AS 2 — A m 2 

( 1 6 9 ) czyli Sm2 —Sa2 — ( | A B ) 2 ; a zatem Sm 

— V Sa2 — ( i A B ) 2 . Ważność tę położywszy 
w równaniu A zamiast Sm, będzie 

A B X S « 
GH = -

- V~~Śa~^($ AB)2 

Taka iest ważność boku GH wielokąta f o 
remnego na kole opisanego. Oznaczywszy bok 
A B wielokąta w k o ł o wpisanego głoską a, bok 
HG wielokąta na kole opisanego głoską A , a p r o 
mień Sa uczyniwszy = 1 .będzie 

0 X 1 a 
A = — = ,, 

V 1 — ( | « ) ~ V 1 — ( | a ) 2 

Podobnież oznaczywszy głoską Z>bok wie lo
kąta wpisanego maiącego dwa razy wiecey bolców, 
niż wielokąt 1 wszy wpisany, a głoską B bok wie-
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lokata opisanego, maiątego dwa razy wiccey bo
ków, niż wielokąt lwszy opisany; będzie 

b 
B — • i t. d. 

247. Twier. Obwody wielokątów foremnych 
o iedney liczbie boków, są w stosunku promieni 
kół opisanych lub wpisanych, a ich powierzch
nie są w stosunku dwumnoźnym tychie promieni. 

Dow. lód. Niech będą dwa wielokąty fo re 
mne o iedney liczbie boków A B C D E F , abedef 

fig. 122: wpisawszy w nie i opisawszy na nich 
kola , których środki są ( S, s, poprowadźmy p ro 
mienie S A , S B , SC i t. d., « « , sb, sc i t. d. W 
dwóch tróykątach A B S , abs, kąt ASB ~asb, 
kat SAB = saft: gdyż każdy z nich iest p o ł o w ą 
kąta w wielokącie: więc dwa te tróykąty są p o d o 
bne. Będzie zatem SA: s « = A B : ab. Ze zaś i 
obwody tych dwóch wielokątów maią się iak AB: 
ab ( 2 i 4 ) ; więc obwody te maią się także iak S A , 
sa: to iest, iak promienie k ó ł opisanych, 

2re. Zpunktów S i * do boków A B i ab 
spuściwszy proilopadłe S M , sm, dwa tróykąty 
A M S ams proftokątne przy M, m, i w których kąt 
SAM—sam, są podobne; więc S A : sa= SM: 
sm; a że podług dowiedzenia, SA." s a = A B : ab; 
wiec A B : aft — S M : śm. a tem samem obwód i e -
dnego wielokąta, do obwodu drugiego, iak S M : 
im czyli iak promienie kó ł wpisanych w te wielo
kąty; liniie bowiem S M , im są promieniami kół 
wpisanych. 

5cie. Ponieważ iest A B : ab— S A : śa i AB* 
ab = S M : sm, b?dzie więc A B 2 : « 6 2 = S A 2 : « i a 
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i A B 2 : ab *:SM2: sm2: Aże powierzchnie tych wie
lokątów maią się do siebie iak AB*: ab2 ( 2 i 4 ) , więc 
będą się też miały iak S A 2 : sa2 , albo iak S M 2 : 
sm2, to iest kwadraty promieni kół opisanych 
lub wpisanych: czyli, powierzchnie wielokątów f o 
remnych o iedney liczbie boków są w stosunku d w u -
mnoźnym promieni kó ł opisanych lub wpisanych. 

248. Twierd. Powierzchnia wielokąta fo
remnego na kole opisat,ego ABCD i t. d. fig. 
122. równa iest iloczynowi iego obwodu przez 
polowe promienia koła wpisanego w ten wielokąt. 

Dowód. Do wierzchołków wszystkich kątów 
danego wielokąta poprowadziwszy promienie S A , 
S B , SC i t. d., powierzchnia wielokąta podzie
lona będzie na tyle tróykątów mogących do siebie 
przystać ile wielokąt ma boków. Każdy z tych 
tróykątów np. A S B , biorąc w nim za podflawe 
bok wielokąta A B , ma za wysokość SM p r o 
mień koła wpisanego. Będzie więc powierzch
nia troykąta. 

ASB = AB X | SM. Podobnież powierzchnia 
tróykata 

B S C = B C X | SM: gdyż SN — S M : a zatem 
powierzchnia tróykątów ASB -f- BSC = AB X £ 
S M 4 - B C X | S M , czyli A S B + B S C = = ( A B 4 - B C ) 
i SM. 

T y m ż e sposobem poftępuiąc daley, okaże
m y , że powierzchnia wszystkich tróykątów skła-
daiacych powierzchnia wielokąta danego, równa 
i e s t Ł ( A B + B C + C D + D E 4 - E F ) { S M , to iest, 
poyyierzchnia wielokąta A B C D i t. d. równa iest 
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iloczynowi icgo obwodu, przez połowę p r o _ 
mienia koła w ten wielokąt wpisanego ( * ) 

24Q. Wniosek. Stąd wypada, że kiedy iest 
kilka wielokątów foremnych o różney liczbie b o 
k ó w , na iednemźe kole opisanych, powierzchnie 
ich maią się do siebie, iak ich obwody: gdyż na
zwawszy ieden wielokąt Q, drugi q, obwód pier
wszego O , 2go o , a promień koła na którem te 
wielokąty są opisane, czyli co na iedno wycho
dz i , promień koła w te wielokąty wpisanego na
zwawszy R , będzie podług poprzedzaiącego twier
dzenia Q — | R O ; q=%Ro; a zatem Q : q=-
•§ R O : | Ro. Podzieliwszy drugi stosunek przez 
- | R , będzie Q : qz=0: o, to iest, wielokąty Q 
i q są do siebie iak ich obwody. 

25o. Twierd. Powierzchnia wielokąta fo
remnego w koło wpisanego, maiącego parzystą 
liczbę boków, rbwna iest iloczynowi połowy pro
mienia koła opisanego przez obwód innego wie
lokąta foremnego w toi koło wpisanego, lecz 
maiącego dwa razy mniey boków niz wielokąt 
dany. 

Dow. Niech będzie A D fig. 120, śzęścio-
kąt foremny w koło wpisany, A C E tróykąt f o 
remny czyli równoboczny w toż ko ło wpisany . 'Po
prowadziwszy promienie SA, SB, SC i t. d. w t r ó y -
kącie SBA wziąwszy za podftawę S B , wysokością 
iego będzie A G prostopadła do SB ( 1 0 9 ) : a za-? 

(*) Prostopadła SM spusczona ze środka koła w wielokąt fo
remny wpisanego, do boku t$goż wielokąta zowie się po. 
grecku Apothema. 
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- tera powierzchnia trójkąta SBA = A G X | SB. 
Podobnież powierzchnia 

trókata SBC = CG X | SB. 
W i ę c SBA + SBC = ( A G + CG ) -§ SB; czyli p o 
wierzchnia czworokąta ABCS — A C X f SB. 

T y m ż e sposobem okazać można, źe p o 
wierzchnia czworokąta CDES = C E x f S B , i 
A F E S = E A x f SB. Azatem powierzchnia wszyst
kich trzech czworokątów, czyli powierzchnia 
sześciokąta A D — ( A C - f CE - f - E A ) | SB; to iest, 
powierzchnia sześciokąta foremnego w ko ło wp i 
sanego, równa iest iloczynowi obwodu tróykąta 
równobocznego w toż koło wpisanego, przez p o 
ł o w ę promienia koła opisanego. 

Ten sam iest sposób dowodzenia , gdy w i e 
lokąt w ko ło wpisany ma inną iakąkolwiek li
czbę parzy (tą boków. Oznaczywszy zatem g ł o 
ską W obwód wielokąta foremnego o iakićykol-
wiek liczbie boków w ko ło wpisanego, a promień 
koła opisanego głoską R ; iloczyn -§ R W ozna
czać będzie powierzchnią wielokąta foremnego w 
ko ło wpisanego. Uważać tu tylko potrzeba, źe 
ieżeli W znaczy obwód tróykąta., kwadratu, p i ę 
ciokąta i t. d. iloczyn | R W wyrażać będzie w 
pierwszym przypadku powierzchnią sześciokąta, 

' w drugim powierzchnia ośmiokąta, w 5cim p o 
wierzchnią dziesięciokąta i t. d. 

251. Zagad. Maiąc wiadome powierzchnie 
dwóch wielokątów foremnych, podobnych iednego 
w koło wpisanego, drugiego opisanego na kole, 
znaleźć powierzchnie dwóch innych wielokątów 
foremnych, iednego wpisanego, drvgiego opisa
nego; maiących boków po dwa razy wiecey, nil 
wielokąty pierwsze. 
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Rozw. Niech będzie ab, fig. 129. bok da
nego wielokąta wpisanego, A B równoodległa od 
aft bok wielokąta opisanego. Poprowadziwszy pro
mień Sm proftopadły do aft, tudzież cięciwę ant 
i styczne a P , ftN, cięciwa arn będzie bokiem, 
wielokąta wpisanego dwa razy więcćy boków ma
jącego, a PN będzie bokiem wielokąta opisanego 
dwa razy więcey boków maiącego; co iest łatwo 
okazać podług wiadomości poprzedzaiących. 

Niech beezie q powierzchnia wiadoma wielo
kąta w rpisanego, którego bokiem iest aft, Q p o -
wierzchuia wiadoma wielokąta opisanego, którego 
bokiem iest A B ; x powierzchnia szukana wieloką
ta wpisanego, którego bokiem iest arn; X p o 
wierzchnia szukana wielokąta opisanego, którego 
bokiem iest PN. 

Dwa tróykąty aDS , amS maiące spoiny 
wierzchołek w punkcie a, są do siebie iak pod
stawy S D , i SM ( i 5 i ) , to iest 

a D S : amS — S D : Sm. 
T e same dwa tróykąty, uwaźaiąc ie iako 

części wielokątów q i x\ są do siebie iak te wie 
lokąty: gd)ź iaką częścią powierzchni wielokąta 
ą iest tróykąt aDS, taką częścią powierzchni wie
lokąta x iest trókąt aroS, o ćzum widocznie prze
konać się można, dokończywszy figury: będzie 
wiec. 

a D S : amS—q; x. Złożywszy dwie te p ro
p o r c j o , będzie q: x = S D : Sm — : — — A. 

Tróykąty 77zaS i 7/zAS maiące spoiny wierz
chołek w punkcie m, są do siebie iak podstawy 
aS , A S , to iest 

maS: mAS = aS: AS. 
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T e same tróykąty uważane iako części po-^ 
Wierzchni wielokątów .r i Q , są do siebie iak te 
wielokąt*/, to iest 

maS: mAS = x: Q. 
Złożywszy dwie ostatnie proporcye, będzie 

ar: Q = aS : AS ; — : — : — : B. 
W tróykącie AS//J, w którym « D iest r ó w n o 

odległa od A /n , iest S D : Sm =aS: AS ( 1 7 8 ) . 
W i ę c złożywszy dwie proporcye oznaczone g ł o 
skami A i B , będzie g: x — x: Q : a tem samem 
xz = QXq, x ~ VQ X q. T o iest, p o w i e r z 
chnia szukana wielokąta wpisanego x równa iest 
pierwiastkowi iloczynu dwóch powierzchni w ie 
lokątów danych Q i q. 

ire. Dwa tróykąty SPm, SPA maiące S P O I 

na wysokość S m , są do siebie iak podstawy mP 7 

A P , to iest 
SPm: SPA = r « P : A P . 

Ponieważ zaś liniią SP dzieli kąt ASzra na 
dwie równe części, co ła two iest okazać za p o 
mocą tróykątów SP/rt, S P « mogących do siebie 
przyflać, będzie wiec 

7/1P: A P = S//*: AS ( 1 8 1 ) ; że zaś 
Sm: A S = S D : S « , czyli 
Sm: AS = S D : S m , gdyż Sin — Sa; a p o 

dług pierwszey części ninieyszego zagadnienia, 
S D : Sm = q: x, złożywszy więc wszystkie? 

te proporcye, będzie S P / » : S P A = q: x, a tem 
sam'm SPm: SPm-\-SP\—q: q-\-x; czyli SPm: 
AS/n — q: q -j- x. Rozmnożywszy poprzedniki 
przez 2, będzie 2S1'OT: ASm = 2q: q-\-x. 

Lecz 2SP/« — SPm -f- S P « — apmS i ASm 
uważane iako części powierzchni wielokątów X i Q 
są do siebie iak te wielokąty, to iest: 

21 
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aSPm : ASm = X : Q ; wiec 
X : Q = 5 2 < 7 : qĄ-x\ a tem samem 

x_ 
: • <i + x 

a5a. Uwaga. Znalazłszy wielokąty x, X , 
chcąc potem znaleźć powierzchnie dwóch innych 
wielokątów y wpisanego, Y opisanego, któreby 
miały po dwa razy więcey b o k ó w , niż wielokąty 
x , X ; tymże samym sposobem postepuiąc znale
źlibyśmy, że y=Vx.Xx; 

aa; X X 
Y = - — . 

x + y 
Podobnież oznaczywszy głoskami z, rL p o 

wierzchnie dwóch innych wielokątów maiących 
po dwa razy więcey boków, niż wielokąty y , Y; 

> a y x Y 
by łoby z = V Y X J ; Z — — : i t. d. 

. y-r-* N 

253. Twierd. Gdy są dwa koła nakreślone 
z jednego środka S , dwoma promieniami n i e rów-

' nemi A S , BS fig. i 5 o , które się zowią kołami 
*pbłśrodkoweml, circuli concentrlcl; można za
wsze W ko ło większe wpisać wielokąt foremny, 
na kole zaś mnieyszem opisać wielokąt podobny 
pierwszemu tak, ze obwód wielokąta wpisanego w 
żadnym punkcie nie zeydzie się z okręgiem koła 
mnleyszego, obwód zaś wielokąta opisanego w ża
dnym punkcie nie zeydzie się z okręgiem koła 
większego. 

Dow. Przez punkt B poprowadziwszy 
styczną C D , aż do przecięcia się z o b * 0 -
giem większym w punktach C i D , podzielmy o -
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krąg większy na tyle częśei równych, aby każda 
część była mnieysza od łuku C A D . Daymy źe 
taką częścią iest łuk EAF, który w punkcie A iest 
podzielony na dwie części równe. Poprowadziw
szy cięciwę E F , cięciwa ta iest w odległości w i e -
kszey od środka koła S, niżeli cięciwa CD ( 134). 
A źe ta cięciwa iest równoodległa od cięciwy C D , 
g d \ ż obiedwie są prostopadłe do AS ( 1 0 9 ) ; więc 
dwie te cięciwy zeyść się z sobą nie mogą: a za
tem i cięciwa EF z okręgiem koła mnieyszego 
zeyść się nie m o ż e ; a tem samem i "obwód wielo
kąta foremnego w k o ł o większe wpisanego, któ
rego bokiem iest cięciwa E F , z okręgiem koła 
mnieyszego zeyść się nie może. 

Poprowadziwszy promienie E S , FS przeci-
naiące się z cięciwą CD w punktach I , H , liniia 
IH będzie bokiem wielokąta opisanego na kole 
mnieyszem podobnego wielokątowi wpisanemu w 
k o ł o większe ( 2 4 5 ) . Gdyby bok ten IH móg ł 
się zeyść z okręgiem koła większego, zeyście sie 
to w innym punkcie nie mogłoby naftąpić, c h y 
ba w punkcie I lub H , które ze wszystkich pun
któw linii HI są naybardziey oddalone od okręgu 
mnieyszego, a tem samem naybardziey przybliżo
ne do okręgu większego. Lecz gdyby punkt np. 
I znaydował się na. okręgu większym, na ten 
czas liniia SI byłaby równa linii S E ; co być nie 
m o ż e , gdyż pierwsza iest częścią drugiey: więc i 
bok IH wielokąta drugiego nie może się zeyść 
z okręgiem większym. T o ż mówić o innych b o 
kach tego yyielokąta. A zatem obwód wielokąta 
opisanego na kole mnieyszem, nie może sie zeysć 
z okręgiem koła większego. 
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R O Z D Z I A Ł I X . 

O powierzchni koła i o stosunku okręgu do śre~ 

i dnicy. 

254. Wiadomości w Rozdziale V i innych 
w y ł o ż o n e , dały nam poznać rozmaite własności 
koła , do znacznćy liczby twierdzeń o liniia oh pro
stych , o kątach i wielokątach ścisły wpływ ina-
iących. Lecz pozostała iescze do wyłożenia rzecz 
w dalszey Jeometryi istotnie potrzebna, to iest, 
ozyby nie można iakowym sposobem zmierzyć o -
kręgu koła i iego powierzchni, ieżeli nie z taka 
dokładnością, z iaką mierzyć możemy liniie p r o 
ste i płaszczyzny liniiami prostemi zakończone; 
to przynaymni ;y z jak naywiększem ' ' o rzeozywi-
stey ważności przybliżeniem. Wiadomości w p o -
pr-.edzaiącym Rozdziale podane o wielokątach f o 
remnych w koło wpisanyrch i opisanych ' na kole 
ułatwią nam do tego drogę. 

255. Przypatrzywszy się z uwagą dwom 
wielokątom foremnym o iednakowey liczbie b o 
k ó w , iednemu w k o ł o wpisanemu, drugiemu o -
pisanemu na kole , postrzeżemy lód, źe obwód 
opisanego większy iest, niź obwód wpisanego 
wielokąta: gdyż w tróykątach A B G , BCH i t. d. 
fig. 128, A G - f B G > AB j > B H - f CH > BC i t. d. 
( 2 2 ) . 

206. sre. Podwaiaiąc ciągle liczbę boków 
wielokąta wpisanego i opisanego , obwód pier
wszego będzie się co raz powiększał, o b w ó d 
zaś drugiego będzie się coraz ziruiieyszał. Jakoż 
niech będzie fig, i 5 i , ab bok wielokąta foremne-
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go w ko ło wpisanego, « M , bM po łowy dwóch 
boków przyległych wielokąta na kole opisanego. 
Poprowadziwszy promień Sm prostopadły do ab, 
i cięciwy am, bm, tudzież liniią AB prostopadłą 
do STO; cięciwy am, bm będą dwoma bokami 
przyległemi wielokąta wpisanego maiącego dwa 
razy więcey boków niż wielokąt pierwszy wpisa
ny; liniie zr .śaA, Am, mB, Bb będą połowami 
boków wielokąta opisanego, maiącego dwa razy 
więcey b o k ó w , niż wielokąt opisany pierwszy. 

W tróykącie amb iest am-\-bm^>aó ( 2 2 ) , 
to iest, summa dwóch boków wielokąta wpisane
go drugiego, wiąksza iest od iednego boku wie 
lokąta pierwszego: a zatem summa wszystkich b o 
k ó w , czyli obwód wielokąta wpisanego drugiego 
większa iest od summy wszystkich,boków czyli 
od obwodu wielokąta wpisanego pierwszego. 
T y m ż e sposobem okazać można, że obwód trze
ciego wielokąta wpisanego maiącego dwa razy 
więcey boków niż wielokćit drugi, większy iest 
od obwodu wielokąta drugiego i t. d. 

Podobnież w tróykącie A M B iest A B < A M 
+ M B ; czyli Am - f mB < A M + M B . Dodawszy 
po obu stronach oA-j -Bf t , będzie 

u i A m+»*B 4 - Bb < a A -f- A M -f- M B -f- Bb; 
czyli « A + A ; ; ; - f m B + B i < « M + M i . T o iest, 
summa dwóch boków wielokąta opisanego drugie
go mnieysza iest od boku wielokąta opisanego 
pierwszego. A zatem summa wszyflkich b o 
k ó w , cjyli obwód wielokąta drugiego mnieysza 
iest od summy wszyflkich boków czyli od o b w o 
du wielokąta piórwszego. Tymże sposobem oka
zać można, źe o b w ó d trzeciego wielokąta opisa-
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nego maiącego dwa razy więcey boków niz wie
lokąt opisany drugi, mnieyszy iest' od obwodu wie 
lokąta drugiego i t. d. 

267. ócie. Kiedy wiec obwód wielokąta wpi 
sanego tem iest większy, im więcey boków ma 
wielokąt, a obwód wielokąta opisanego tem iest 
mnieyszy, im wiecćy boków ma wielokąt; idzie 
zatem, że im więcey dwa te wielokąty maią b o 
ków, tem mnieysza zachodzi różnica między ich 
obwodami. Można nawet wpisać w kolo i na 
niem opisać d tva wielokąty foremne o iedneyźe 
liczbie boków takie, że różnica miedzy ich o b w o 
dami mnieysza będzie od wszelkiey ilości nazna-
czoney. Gdyż ponieważ obwody wielokątów f o 
remnych o iedneyźe liczbie boków maią się do 
siebie iak promienie k ó ł wpisanych ( 2 4 7 ) , o z n a 
czywszy obwód wielokąta MI fig. 128, głoską O , 
obwód zaś wielokąta A D głoską W , będzie O : 
W — S m : Sq ; a tem samem O — W • O = Sm—• 
Sq: Sm; czyli O — W : 0 = mq: Sm. 

mqXO 
A zatem O — VV = ; czyli uczyniwszy 

Smj 
promień S m = i , O — W — mqXO. W t e m 
równaniu ieźeli mq równa się TV< rim TCTCO i t. d. 
części promienia Sm czyli i,> i loczyn mqX O b ę 
dzie równy T J F F , i t. d. części o b w o d u 
wielokąta opisanego, a tem samem O — W , czyli 
różnica między obwodami tych wielokątów, r ó 
wna będzie t t j V Ó i t. d. części obwodu 
tegoż wielokąta opisanego. 

Wziąwszy zatem mq fig. 125 , równą T

T

5 , lub 
iimey iakióykolwiek części promienia Sm, byleby 
tylko liniia la mq była mnieysza od ilości nazna-
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ezoney, co będzie zawsze rzeczą podobną do u -
6kutecznienia, i przez punkt q poprowadziwszy 
cięciwę F G prostopadłą do Sm, gdyby cięciwa 
ta nie była bokiem wielokąta foremnego w ko ło 
wpisanego, dosyćby by ło podzielić okrąg tego k o 
ła na takie części równe , aby każda część muiey-
sza była od łuku F G . Daymy że taką częścią iest 
łuk ab, który przeniósłszy na łuk F G tak aby 
promień Sm dzielił go w punkcie m na dwie r ó 
wne części, i poprowadziwszy cięciwę ab; c i ę 
ciwa ta będąca bokiem wielokąta foremnego w 
koło wpisanego, odetnic liniia mc nmieyszą od 
mq, a tern samem iescze bardziey ninieyszą od 
ilości naznaczoney, niż iest liniia mq. 

t Można wiec różnicę między obwodami dwóch 
tych tych wielokątów uczynić mnieyszą od wszel-
kiey ilości naznaczoney, podwaiaiąc podług p o 
trzeby liczbę boków wielokąta wpisanego. 

258. ite. Obwód wielokąta wpisanego A D 
fig. 128, o iakieykolwiek liczbie b o k ó w , zawsze 
iest mnieyszy od okręgu koła : gdyż zawsze liniie 
profle A B , BC i t. d. krótsze są od liniy krzy
wych czyli od łuków AmB, BnC i t. d. ( 5 ) . O b 
wód zaś wielokąta opisanego M I , 'o iakieykolwiek 
liczbie boków, zawsze iest większy od okręgu k o 
ła. - gdyż liniie złamane A G B , BHC i t. d. bar
dziey od liniy proftycb A B , BC i t. d. oddalone, 
dłuższe są niż liniie krzywe, czyli łuki A m B , 
BnC i t. d. mniey oddalone od tychże liniy pro
stych A B , BC i t. d. ( * ) . Okrąg zatem koła c© 

(*) Prawda ta iest wypadkiem sczegblnym naste-
puiąccgo twierdzenia: wszelkie liniie wypukłe, 
to iest te, które liniia prosta we dwóch tylko 
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ilo swoiey dI ugości, środek trzyma między obwodem 
wielokąta opisanego i wpisanego. Kiedy więc. r ó 
żnica między obwodami dwóch tych wielokątów, 
m o ż e ' być mnieysza od wszelkiey ilości na/.naczo-
n e y ; tśm bardziey różnica między okręgiem k o 
ła i obwodem iednego z tych dwóch wielokątów 
mnieysza być może od wszelkiey ilości naznaczo
ne y, bo z trzech ilości nierównych różnica między 
naywiększą i naymnieyszą, zawsze iest większa, 
niż między średnią i nayyyiększą, lub między śre
dnią i naymnieyszą. 

25g. Twierd. Jeżeli dwie wielkości nie o d 
mienne A i B są takie, źe można dowieść , iż ich 
różnica A — B iest mnieysza niż trzecia wielkość 
naznaczona <$• tak mała, iak tylko być m o ż e : dwie 
te wielkości A i B są między sobą równe. 

punktach przecinać może, iak iest np. okrąg 
kota, i obwód wielokąta mażącego wszystkie 
katy wyskakuiące, są tein clluisze, im się bar
dziey od linii prostey oddalcną. 

Dowód. Niech będą dwie liniie wypukłe, 
ACB, AMB fig. i5a poprowadziwszy liniią 

prostą DE clotykaiącą się linii wypukłey ACB 
w punkcie C; liniią ta DE będzie krótsza mi. 
łuk DME; będzie więc ADEBKAMB. I Wzią
wszy potem punkta H, E pośrednie między 
punktami A i C, B i C, i poprowadziwszy sty
czne EG, IK, utworzy sie nowa liniią wypu
kła, AFGIKB mnieysza od li.iiii wypułłey-
ADEB: gdy i FG<^FD 4. DG, IK < El 4 . 
EK. Tym sposobempostepuiąc dały, nwlria-
by wykreślić nieograniczoną liczbę liniy wypu
kłych corazbardziey smnieyt żalących się w mia
rę przybliżenia się ich do linii wypukłjy ACB. 
która te'ni samem będzie nie tylko krótsza od 
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Dowód. Jakoż gdyby dwie te wielkości nie 
by ły równe , tedy zachodziłaby między niemi 
różnica, którą oznaczywszy przez D , byłoby A — B = 
D , a tem samem byłaby rzecz niepodobna wziąć 
miedzy niemi różnicę mnieyszą od D , co się sprze
ciwia założeniu. 

Uwaga. Trzeba się tu dobrze zastanowić 
ftad t em, źe w powyźszem twierdzeniu dwie wie l 
kości A i B są nieodmienne: gdyż można np. O— 
trzymać wyrażenie V 2 tak blizkie pierwiastku 
prawdziwego, że różnica między znalezionym a 
prawdziwym może być mnieyszą od wszelkiey i l o 
ści naznaczoney; a iednak pierwiafłek znalezio
ny nigdy nie będzie równy prawdziwemu: lecz tu 
pierwiafłek tylko prawdziwy liczby 2 iest ilością 
nieodmienną, pierwiafłek zaś znaleziony iest i l o 
ścią odmienną, bo za każ Jera przybliżeniem otrzy-
muiomy wypadek odmienny, wielkości zaś A i B 
są obiedwie nie odmienne. 

260. Twierd, Okręgi kół są do siebie w sto
sunku swoich promieni. 

» Dow. W koła dane, których okręgi ozna
czamy przez C, c, wpisawszy dwa wielokąty foremne 
o iedneyże liczbie boków r , i obwody ich ozna
czywszy głoskami W , w, a promienie kó ł g ł o 
skami R , r ; ponieważ obwody wielokątów p o 
dobnych maią się iak promienie k ó ł opisanych 

AMB, lecs od wszelkich innych liniy wypu
kłych, (rodkuiących między wypukłą AMB i 
ACB, bardziey od linii prostey AB oddalo
nych aniżeli iest limia ACB. 

2-2 
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(*) Dowodzenie to i twierdzenie -poprzedzaiq.ee wy
łożone tu są w kształcie takim, iaki ie czyni do 
okazania innych prawd w dalszey Jeometryi 

(247) , będzie więc W : w— R : /*, a tem samem 
W T» ' 
— = = _ . Nadto można prz\naymniey w m y , 
w r 

śli sobie wyftawić, że liczba boków w tych wie
lokątach iest tak wielka, iż różnica między obwodem 
każdego z nich a okręgiem koła opisanego iest 
mnieysza, niż wielkość iakakolwiek tak mata, iak 

C 
tylko być móźe. Kiedy więc —iest ftosunkiem 

c 
dwóch okręgów, różnica między stosunkami 

i — ieźliby iaka by ła , może być przywiedzio

na do takiego stopnia małości , do iakiego ią 

przywieść zechcemy. Ze zaś ta sama róźn i -
, . C R 

ca zachodziłaby miedzy stosunkami —i—• J J ery 
W R . . . . . . . , 

mUź — = — :wypada stad iż można dowieść, ze 
0 J w r 1 

różnica miedzy ilościami nieodmiennemi —-j— ieft 
v e r 

mnieysza niż trzecia wie]!, ość naznaczona tak mała 

iak tylko być m o ż e ; bed;ic wice podług twier-
C R * 

dzenia poprzedzaiącego — = — , czyli C: c = R: r (*) 

c r 

http://-poprzedzaiq.ee
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Sposób 2gi. Oznaczywszy okręgi dwóch kół 
głoskami C , c , a ich promienie R , r; trzeba d o 
wieść źe iest R: r = C: c : — : — : — A . 

Dow. Jeżeli ta proproporcya iest fałszywa, 
tedy ostatni iey wyraz c iest albo zamały do u -
ezynienia proporcyi, albo zawielki. 

W iszym przypadku w e ź m y ilość m większą 
od c, i daymy na to , ieźeli być m o ż e , źe ta p r o 
porcya iest prawdziwa: 

R : r = C : m, w którey m > c , 
Opiszmy na kole c wielokąt foremny taki ^ 

aby różnica między iego obwodem, który zwać. 
będziemy o, i okręgiem c mnieysza była od r ó 
żnicy między ilością m i tymże okręgiem c; io iest, 
aby by ło o — c<^nz— c. Dodawszy po obu stro
nach c, wypadnie o<^m. 

Opiszmy i na kole C wielokąt foremny p o 
dobny wielokątowi opisanemu na c. Ponieważ o b 
wody wielokątów podobnych , maią się do siebia 
iak promienie kó ł wpisanych ( 2 4 7 ) ; oznaczywszy. 

na.ywygodnieyszemi, i iaki zgadza się naybar~ 
dzidy z wysłowieniem w Jeometryi ulywanem. 
To samo dowodzenie mogłoby inaczey tak być 
wyłoione. Wpisawszy w dwa dane koła, wie
lokąty foremne podobne o liczbie boków tai 
wielkiey iak tylko być może, obwody tych wie
lokątów bez widocznego uchybienia, mogą być 
wzięte za okręgi kół opisanych: gdyż boki tych 
wielokątów będące cięciwami łuków nieskończe
nie małych, nie różniłyby się przynaymnicy na 
oko od tychie łuków. A ze obwody wielokątów 
foremnych podobnych maią się iak promienia 
kół opisanych,, więc i okręgi maią się iak pre* 
mienie. 
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więc obwód 2go wielokąta głoską O , będzie 
R : r = 0 : o, A że z przypusczenia iest R : r = 
C : z « ; wiec z łożywszy dwie te propercye, w y 
padnie O : C—o: m. 

W tey proporcyi drugi poprzednik o iest 
mnieyszy od swego następnika z clowiedzenia; 
iszy zaś poprzednik O , czyli obwód wielokąta o -
pisanego, iest większy od swego następnika C, c z y 
li od okręgu koła ( 258). Proporcya więc ta iest 
fałszywa. Lecz proporcya ta powftała ze z ł o ż e 
nia dwóch proporcyyią poprzedzaiących, z których 
iwszaR: r — O: o , iest do wiedziona wyźey j 2ga 
zatem R : r — C : m, musi być fałszywa. Nie m o 
że więc w proporcyi A ostatni ARYRAZ c być zamały. 

W przypadku 2gim, ieżeli ostatni wyraz e w 
proporcyi A iest za wielki, weźmy ilość n mniey
szą od c, i daymy na to , ieżeli być m o ż e , źe ta 
proporcya iest prawdziwa, R : r — O n, w k t ó -
rey n c . 

Wpiszmy w ko ło c wielokąt feremny o ta-
kićy liezbie b o k ó w , aby różnica między ok rę 
giem c i obwodem tego wielokąta zwanym w, 
mnieyszą była od różnicy między okręgiem c i 
ilością n; to iest aby b y ł o c — « > < c — n . D o 
dawszy po obu ftronach win, a odiąwszyc , z o 
stanie n<^w. 

W p i s z m y w ko ło C wielokąt foremny p o 
dobny wielokątowi wpisanemu w koło c. Pon ie 
waż obwody wielokątów podobnych maią się do 
siebie iak promienie k ó ł opisanych; oznaczywszy 
wiec obwód wielokąta w koło G wpisanego g ł o 
ską W , będzie: R : r = W : -w. A że podług p rzy-
pusczenia i e s t R : r = G : « ; z łożywszy zatem;dwie 
ostatnie p r o p o r c j e , będzie Q: W P = W : w. 
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W tey proporcyi 2gi poprzednik » mnieyszy 
iest od swego naftepnika w z dowiedzenia; iu>*zy 
zaś poprzednik C to iest okrąg kota , większy iest 
od swego naftepnika W , to iest, od obwodu wie
lokąta w toż ko lo wpisanego : proporcya WJCC 
iest fałszywa. Lecz proporcya ta powftała ze zło*-
zonia dwóch proporcyy ią poprzedzaiącyeh, z k t ó 
rych i szaR: r = W : w, iest wyźey dowiedziona: 
aga zatćrnR: r = C: n, musi być fałszywa;- Nie m o 
że więc oftatni wyraz c proporcyi A być za wielki. 

Albo tak: Jeżeli w 2gim przypadka wyraz 
•ity c proporcyi A iest za wielki, tedy albo wyraz 
ten potrzeba z mnieyszy ć ; albo też powiększyć Wy
raz dci C , co wychodzi na iedno: a na ten czas 
w proporcyi A odmieniwszy mieysce w y r a z ó w , 
by łoby r: R = c : m, g d z i e / « > C , co podług 1 go 
przypadku być nie m o ż e ; a tem samem oftatni 
wyraz c proporcyi A nie moźo być za wielki. 

A kiedy wyraz ten c nie iest ani za mały , ani 
za wielki do uczynienia proporcyi A ; więc iest 
taki iak być powinien, a tem samem proporcya 
ta iest prawdziwa: to iest, okręgi kół maią się iak 
ich promienie. 

Sposób 5ci. Niech będą dwa koła nakre
ślone promieniami sc, SC fig. i55 : będzie okrąg 
koła nakreślonego promieniem sc, do okręgu k o 
ła nakreślonego promieniem S C , iak promień sc 
do promienia S C ; czyli oznaczywszy okrąg koła 
igo c, 2go C , będzie sc: SC = c : C : —1 : —-
: —• : — A. 

Jeżeli ta proporcya iest fałszywa, więc 
będzie sc do SC iak c do wyrazu 4go, albo 
mnieyszego od C , albo yyiększego. Daymy ite 
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wyraz 4ty C iest za wielki, i ze środka S promie-
niern S<5 mnieyszym od promieniu SC nakreśli
wszy k o ł o , którego okrąg oznaczamy g ł o 
ską ć, niech będzie, ieżeli być m o ż e , ta propor
cya prawdziwa; sc: SC t = o : C 

Wpiszmy w koło którego promień S C , wie -
ląkąt foremny ABC i t. d. tak aby obwód iego 
nigdzie nie schodził się z okręgiem koła <f(255). 
Wypiszmy także i w ko ło , którego promień sc w ie 
lokąt abcd i t. d. podobny pierwszemu. Ponie 
waż obwody wielokątów podobnych, maią się iak 
promienie kó ł opisanych, oznaczywszy zatem o b 
wód wielokąta abcd i t. d. głoska w, obwód wielo
kąta A B C D i t. d. głoską W , będzie sc: SC --w 
W : a że podług przypusczenia sc: SC = c: i; 
wiec złożywszy dwie te proporcye, będzie w: c: 
— W . c. 

W tey proporcvi poprzednik iszy w, czyli 
obwód wielokąta abcd i t. d. mnieyszy iest od swe
go nafiępnika c , to iest od okręgu koła opisanego; 
poprzednik zaś agi W , czyli obwód wielokąta 
A B C D i t. d. większy iest od swego nafiępnika ć, 
to iest, od okręgu koła wykreślenego promieniem 
Sc? ( 2 6 8 ) . A z a t e m proporcya ta iest fałszywa; 
to iest, nie może b y ć , aby promień sc miał się do 
promienia S C , iak okrąg koła wykreślonego p ro 
mieniem sc, do okręgu koła wykreślonego p r o 
mieniem Sd mnieyszym o ł promienia SC. 

W przypadku 2gim, ieżeli w proporcyi A 4ty 
wyraz C iest zamały, trzeba go powiększyć, alba 
amnieyszyć wyraz 5ci c ; a na ten czas w propor 
cyi A odmieniwszy mieysce wyrazów, byłoby S C : 
* C = C do okręgu koła mniey»zego od okręgu Cfc, 
00 podług przypadku igo b y ć nie może . , 
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Kiedy więc w proporcyi A 4ty wyraz C nie 
może być ani mnieyszy, ani większy od okręgu 
C , musi zatem być równy okręgowi C . Wice 
okręgi kó ł maią się iak ich promienie 

261 Wnioski. Stąd wypada ibd, że okrę 
gi kó ł maią się także iak średnice: gdyż wpp-
wyższey proporcyi C : c= R : r rozmnożywszy 
agi stosunek przez 2 , będzie C : c = a R : 2r; a 
że 2R i 2r znaczą średnice tych kół , więc ozna
czywszy średnice głoskami Si*, będzie C: c = S : s. 

262. are Dwa łuki C B , cb fig. i 5 5 , k ó ł 
nierównych, będące miarą dwóch kątów S, s r ó 
wnych, które się zowią lukami podobnemi, są do 
siebie także w stosunku promieni lub średnie kół 
do których należą: gdyż ponieważ kąty S i s są 
r ó w n e , wiec iaką częścią 4 kątów prostych iest 
kąt S, taką częścią 4 kątów profłych iest kąt « ; 
a tem samem iaką częścią okręgu swego iest łuk 
CB będący miarą kąta S, taką czę/cią okręgu swe
go iest łuk bc będący miarą kąta s: Łuki wiec 
te są do siebie w stosunku swoich okręgów: a że 
okręgi maią się iak ich promienie lub średnice, 
więc i łuki , C B , ćb maią się iak promienie lub 
średnice k ó ł , do których należą. 

260. ocie. Z tego także twierdzenia w y 
pada, że gdyby wiadomy był stosunek okręgu i e 
dnego tylko koła do iego promienia lub średnicy, 
iuź tem samem byłby wiadomy fłosunek okręgu 
każdego innego koła do iego promienia lub śre
dnicy. Jakoż niech * oznacza ten flosunek wiado
m y , czyli, co na iedno wychodzi , niech * będzie 
okrąg koła którego średnica iest I ; niech C ozna-r 
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cza okrąg innego ko ła , którego promień iest R 
będzie podług poprzedzającego twierdzenia 

I : 2 R : G, więc C = 2 ? r R . 

Gdyby więc ftosunek * czyli okrąg koła ma
iącego za średnicę I b y ł wiadomy, łatwo byłoby 
znaleźć okrąg C każdego innego k o ł a , którego 
promień R iako liniia prosta może być zawsze 
wiadomy. l iz ie więc tylko o znalezienie ftosunku 
okręgu iednego koła do średnicy : ułatwi to naftę-
puiące zagadnienie. 

264. Zagad. Znaleźć stosunek przybliżony o-> 
inęgu do średnicy. 

Rozw. Ażeby to zagadnienie rozwiązać, 
potrzeba lbd wpisać w ko ło wielokąt foremny 
taki, aby stosunek obwodu iego do średnicy b y ł 
wiadomy. 

2re. Opisać na kole wielokąt podobny w p i 
sanemu ( 2 i 3 ) . 

5cie. Za pomocą wiadomego boku wielokąta 
wpisanego wyrachować naprzód bok, a potem o b 
w ó d wielokąta opisanego (246) . 

Ate. Podwoiwszy liczbę boków obu tych 
wielokątów, wyrachować naprzód bok i obwód 
wielokąta drugiego wpisanego ( 2 4 2 ) , potem bok 
i obwód wielokąta drugiego opisanego. 

5te. T o ostanie działanie powtórzywszy kil
kanaście razy, gdy nakoniec znaydziemy dwie 
liczby, iedne mnieysza wyrażaiącą obwód wie 
lokąta wpisanego, drugą większą wyrażaiącą o b 
w ó d wielokąta opisanego, takie, że ich różnica 
iest bardzo mała; na ten czas liczba środek m i ę 
dzy niemi trzyniaiąca, to iest, większa od ważno
ści obwodu wielokąta wpisanego, a mnieysza od 
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ważności obwodu wielokąta opisanego, może b y ć 
wzięta za ważność okręgu, który co do d ł u g o 
ści swoiey, trzyma środek między obwodami 
dwóch tych wielokątów ( 258) . Ważność tę p o 
równawszy z ważnością średnicy, otrzymamy sto
sunek przybliżony okręgu koła do średnicy. 

Wpiszmy np. w k o ł o sześciokąt foremny; 
ponieważ bok tego sześciokąta równy iest p romie 
niowi koła opisanego ( 2 5 i ) , wziąwszy więc p r o 
mień koła = i , obwód sześciokąta wpisanego b ę 
dzie 6. 

Oznaczywszy bok sześciokąta wpisanego a, 
opisanego A, bok 12 kąta wpisanego Z>, opisanego 
B , bok 2 i kąta wpisanego c, opisanego C , i tak 
daley; będzie podług tego cośmy powiedzieli wy-

żey ( 2 4 6 ) , A — . 
V i - i 

Ze zaś 1 - — ' = : ą ( 4 — i ) = | x 5 ; a w y 
ciągając pierwiastek z i loczynu, trzeba go wycią
gnąć z każdego czynnika; gdy więc w iloczynie 

X 5 czynnik J iest kwadratem, którego pier
wiaftek iest powyższe równanie zamieni się 

1 

w następuiące: A — • ••; rozmnożywszy 

i V 5 a 
licznik i mianownik przez 2 , będzie A = — 

2 f V 5 
czyli A =——j a t^m samem V 3 

12 
6 ^ = .• i t a i e s t ważność obwodu 6ką-

V 5 
ta opisanego; a że obwód sześciokąta wpisanego 
iest (i; więc okrąg koia będzie większy od 6 , a 

i 2 
mnieyszy od . 

83 
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Podobnież podług zagadnienia podanego wy
żey ( 2 4 a ) , będzie bok i skata wpisanego, cz\li 

3 ( i - | V 5 ) 

a tem samem 
obwód ' i2kąta wpisango, czyli 

1 2 6 = 1 2 V 2 — V / - 5 ; i t. d. 
Wyciągnąwszy pierwiaftek z liczby 5 , będzie 

V 5 = 1 , 7 5 2 0 5 0 8 0 7 6 6 8 8 7 7 ; przez pierwiaftek 
ten podzieliwszy 12, będzie o b w ó d 6kąta opisa
n e g o , czyli 6A = 0,928205300275. '* 

Tenże pierwiaftek liczby 5 odiąwszy od 2 , 
zoftanie 0,2679-19192451125; z czego wyciągną
wszy pierwiaftek kwadratowy, będzie 

£ = 0,517608090206; pierwiaftek ten r o z 
mnożywszy przez 12, będzie obwód i2kąta wpi
sanego, czyli 126=6 ,211657082460 . 

T y m sposobem postępując daley, znaydzie-
jny obwody wielokątów wpisanych i opisanych, 
począwszy od 6kątów, aż do wielokątów maią
cy ch po 12288 b o k ó w , iak wyraża naftępuiąca 
tablica. 

6 a 
12 b 

6 A = 6,9282052. 
12 B = 6,1007806. 
24 0 = 6,5195199. 
48 D = 6,2921724. 
96 E = 6,2854_'92. 

192 F = 6,2807461. 
584 G = 6,285526o. 
768 H = 6 ,285?2o5. 

i556 I = 6 , 2 8 0 1 9 4 1 . 
5072 K = 6,2851876. 
6145 L = 6,2801858. 

12288 M = 6,2S5i854. 

(?) 
(*) Ula ieiększey dokładności obwody łych ' wieUlqł-'f • racho

wani byty do dwunastu liczb dziesiętnych; w tablicy za£ 

-- 6,0000000 
:6,21 16671. 

24 c = 6 , 2 6 6 2 6 7 2 . 
48 d = 6,2787004. 
96 a = 6,2820659. 

1 9 2 / = 6,2829049. 
584 g = 6,285i i5a. 
768 /* = 6,285167S. 

- i556 i = 6,2801809. 
0072 l = 6,285i842. 
6 i44 / = 6,2801860. 

i2288./« = 6,2851862. 
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Widz imy tu iak o b w o d y w i e l o k ą t ó w tych 
coraz się barchiey do siebie przybliźaią, tak dale
c e , że różnica między obwodami d w ó c h w i e l o 
kątów oftatnich maiących po 12288 b o k ó w , r ó w n a 
się tylko d w o m iednościom dziesiętnym s iódme
go rzędu. A źe okrąg kola większy iest od o b 
w o d u wielokąta wpisanego , a mnieyszy od o b 
w o d u wielokąta opisanego; liczba w i ę c trzyma-
iąca środek miedzy waźnościami dwóch tych o b 
w o d ó w , to iest liczba b",285i85o może b y ć na
znaczona za ważność okręgu ko ła , którego p r o 
mień iest 1. Stosunek zatem okręgu do średnicy 
będzie 2: 6,2801853,, czyli podzieliwszy obadwa 
wyrazy przez 2 , będzie i : 5, i4i5g26. A zatem 
5,I4I5Q26 iest ważnością stosunku przyliżonego, 
któryśmy wyźey oznaczyli przez - ( 2 6 0 ) . 

W działaniach nie Wymagaiaeych śćisłey 
dokładność ' , można przeflać na d w ó c h liczbach 
dziesiętnych: będzie więc ftosunek średnicy do 
okręgu 1: 5, i 4 , czyli rozmnożywszy przez 100 
Oba w j r a s y , iak 100: 5 i4. 

Archimedes wpisawszy w k o ł o i opisawszy 
na nićm dwa wielokty foremne o gG bokach, zna
lazł , że okrąg kola iest mnieyszy od 5 a w i ę 
kszy od 5 ^f. Pod ług tego wiec rachunkn b ę 
dzie stosunek średnicy do okręgu i : o -}£»• 
czyli obróciwszy całkowitą na u łomek , i obadwa 
wyrazy rozmnożywszy przez 70 , a potem ie p o 
dzieliwszy przez 10; będzie stosunek średnicy do, 

poloione są 'tylko z 7 diiesiętnemi, lecz ostatnia liczba 
dziesiętna iest raz większa, drugi raz mnieyszą od znale-
zioney. I tak obwód lzląla wpisanrgo iv tablicy l+dący 
iest większy od znalezionego , i powinienby mitni na koricw 
zero nie 1; lecz za to obwodzi kąta w tablicy poloiony iest 
mnieyszy cd znalezionego: znaleziony bowiem iiypotla 
6^26525 7216560. 
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okręgu 7 ; 22. Późniey dokładność w tey mie
rze posunięto daley; lecz ze wszyflkich stosun
k ó w wiadomych dwa nastepuiace, pod w z g l ę -
dem dokładności, zasługuią na sczególną u w a g ę : 
iszy n 5 : 555; 2gi i25o: 0927. 

265. Uwaga. Działanie p o w y ż s z e , za p o 
mocą którego wynaydnią się o b w o d y wieloką
tów^ foremnych w ko ło wpisanych i opisanych 
na kole , zabiera nie mało czasu. Lecz można 
ie cokolwiek skrócić sposobem naflępuiącym, Day -
m y że A B fig. 126, iest bokiem 6kąta foremne-
w ko ło wpisanego; będzie więc A M bokiem i2ką-
ta, A P bokiem wielokąta maiącego boków a4 
i t. d. Poprowadziwszy średnicę A C , i cięciwy 
C B , CM i t . d. w tróykatach prołlokatnych A B C , 
A M C i t . d. iest , V _ _ _ _ _ 

C B — \ / AĆ> — A B * ; C M = V ^ A Ć ^ ^ A A L i i t. d-
Niech będzie promień A S = i ; a tem samem 

Średnica A C = 2 ; bok Gkąta A B = a , bok 1 skata 
A M = f t i t . d . cieciwaCB = « j , C M — n. C P = o 
1 t. d. Równania więc powyższe zamienią się 
w naftępuiące. 

m — \/ 4 — n= V 4 — b* 

Z? zaś a —1, b — V 2—V 5 ( .264;) a te'm 
samem « 2 — i , b* = <z — V 3 ; położywszy wice 
te ważności yv równaniach poprzedzających, będzie 

m= } / 4 — I = = V " 5 ; n = V 4 — 2 + V 5 

— V 2 + V 5 ; czyli n — V 2 -Ą-tn; gdyż m 
= V 5 z dowodzenia. 

T y m ż e sposobem okazać można , źe cięci
w a C P , czyli 0= V 2 -f-n; p =\/ 2 -f- o i t. d. 
Odbywszy działanie, będzie m s=r V 3 = 
j ,7520008075. W i ę c n — V 2 - f 1,7520508075-
= i ,93iS516525. o = \ / 2 - j - i ; g 5 i 8 5 i 6 5 2 5 
=='1,9828897227 i t. d. 



C Z Ę S C I. 1S1 

Znalazłszy ważność cięciw m, n, o i t. cl. ła two bę-
Hzie znaleźć ważność dla b, c, cl i t. d : gdyż 

w tróykącie A C M i*st AM=V A C 4 . — C v 

ezyli/> =t\/ 4 — Aźe«r=rV / ' 2 - j - 1,7020008075, 
czyli n=V 5,752o5o8Ó7'5 ; * tśra sammr 

«* = 5,7020508075; więc ważność te odią-
wszy od 4 , zostanie 0,2679401925; z czego w y 
ciągnąwszy pierwiastek kwadratowy, będzie 
0,51765809 ważnością boku dwiinaflokata wpisa
nego ; co rozmnożywszy przez 12, będzie obwód 
tegoż wielokąta 6,2116571, iak w tablicy powyź-> 
szey ( 2 6 4 ) i t. d, 

266. Zaftanowiwszy się nad powierzchniami 
dwóch wielokątów foremnych o iedneyźe liczbie 
b o k ó w , z których ieden iest na kole opisany, 
drugi wpisany w k o ł o , łatwo iest pofłrzedz źe 
powierzchnia opisanego większa iest od powierz
chni yypisanego. Cięgle podwaiaiąc liczbę b o k ó w 
obudwu tych wielokątów postrzeźemy, że powierz
chnia wpisanego coraz, się bardziey powiększa , p o 
wierzchnia opisanego coraz się bardziey zmnieyszą. 
A stąd wypada, źe im większa liczbę boków ma
ią dwa te wielokąty, tem mnieysza różnica za 
chodzi między ich powierzchniami. Można na
wet różnicę te uczynić mnieysza od wszelkiey 
ilości naznaczouey. 

Jakoż ponieważ powierzchnie wielokątów 
podobnych maią się iak kwadraty z promieni k ó ł 
wpisanych ( 2 4 7 ) , ocnaczywszy zatem poyrierz-
chnią wielokąta Ml fig. 128 głoską O , powierz
chnią wielokąta A D głosko W : będzie O : W — 
Sm2 : S g 2 ; a tem samem O — W : O — Sm2 — S g 2 : 

Q(Sm2 — S ? 2 ) 
. Sm2. W i ę c O — W = '• 

Sm2 

Ze zaś czynnik Sm2 — S g 2 może być mniey-
szym od wszelkiey ilości naznaczonej ( 2 5 7 ) ; 
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więc O — W , to iest różnica między powie rz 
chniami tych wielokątów, może być mnieyszą od 
wszelkiey ilości naznaczoney. 

Albo tak: Różnica miedzy powierzchnią wielokąta 
opisanego MI i wpisanego A D , składa się z tylu tróy-
kątów ABG, BCH i t. d. ile wielokąty te maią boków. 
Powierzchnia każdego z tych tróykątów równa się 
iloczynowi po łowy iego podstawy, którą iest bok 
-wielokąta wpisanego, przez wysokość Gq; a za
tem powierzchnia wszystkich tych tróykątów, 
czyli różnica między powierzchnią wielokąta o p i 
sanego i wpisanego, równać się będzie i loczyno
wi p o ł o w y obwodu wielokąta wpisanego przez 
Gq. A żę Gq można uczynić mnieyszą od wszel
kiey wielkości naznaczoney; więc i różnica mie 
dzy powierzchnią wielokąta opisanego i wpisane
g o , może być mnieyszą od wszelkiey wielkości 
naznaczoney. 

267. Powierzchnia koła mnieyszą iest od 
powierzchni wielokąta opisanego, a większa od 
powierzchni wielokąta wpisanego. Kiedy więc 
różnica między powierzchniami tych dwóch w i e 
lokątów może być mnieyszą od wszelkiey wiel 
kości naznaczoney; tem bardziey różnica między 
powierzchnią koła i powierzchnia wielokąta opisa
nego lub wpisanego, mnieyszą być może od wszel-
kićy wielkości naznaczoney. 

268. Twierd. Jeżeli są trzy wielkości A , 
B, X , z których A iest odmienna, ale zawsze wię 
ksza od B i od X , które są nieodmienne, lecz ta
kie, że A może być razem do B i do X tak przy
bliżoną iak się podoba, czyli źe różnica tak między 
A i B , iako też miedzy A i X , może być mniey
szą od wszelkiey wielkości naznaczoney; będzie 
B s=s X . 

Jakoż ieżeli X ^ > B , będzie 
A > X z założenia, X > B z przypusczenia: k ie- ' 
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dy więc różnica między A i B , może być mniey
szą od wszelkiey wielkości naznaczoney, iakośmy 
założyli , tem bardziey różnica między X i B m o 
że być mnieyszą od wszelkiey wielkości nazna
czoney. 

Jeżeli B > X będzie 
A > B z założenia, B > X z przypuszczenia, kie

dy wiec różnica między A i X może być mniey
szą od wszelkiey wielkości naznaczoney, iako
śmy założyli, tem bardziey różnica między B i X , 
może być mnieyszą od Wszelkiey wielkości na 
znaczoney. 

Dwie zatem wielkości nie odmienne B , X , 
są takie, źe różnica między niemi może być 
mnieyszą od wszelkiey wielkości naznaczoney, a 
tem samem B t = X ( 2 5 9 ) . 

269. Twierd. Powierzchnia koła równa 
iest iloczynowi iego okręgu przez połowę pro
mienia; czyi i , oznaczywszy okrąg koła głoską X , 
trzeba dowieść, ż e X ~ | R C . 

Dowód. Opisawszy na kole wielokąt fo re 
mny o iakieykolwiek liczbie b o k ó w , i obwód iego 
oznaczywszy głoską O ; powierzchnia tego w i e l o 
kąta równać się będzie i loczynowi f R O ( 2 4 8 ) . 
Iloczyn ten £ R O , Avyrażaiący powierzchnią w i e 
lokąta opisanego, większy iest tak od p o w i e r z 
chni koła oznaczonej' głoską X iako też od i lo 
czynu •§ R C : gdyż zaw rsze będzie 0 > C . L e c z 
przez ciągłe podwaianie liczby b o k ó w , można bę 
dzie nakoniec otzymać wielokąt opisany tal.i, że 
różnica między o b w o d e m O i okręgiem koła C , 
a tem samem między iloczynem -J R O i £ R C , 
może być mnieyszą od wszelkiey ilości naznaczo
ney ( 2 5 8 ) . Podobnież różnica między powie rz 
chnią tegoż wielokąta i powierzchnią ko ła , m o ż e 
być mnieyszą od wszelkiey wielkości naznaczo
ney ( 2G6 ). 
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Trzy « i ę c te ilości \ R O , 1 R C ; i p r a w d z i w a 

powierzchnia kola X , są zupełnie takie, oiakich 
mówjli.śmy w t ź e y ( 268 ) : będzie w i ę c X = $ RC. 

Sposób 2gi. Jeżeli to równanie X = R O 
iest fałszywe, to iest, i żeli powierzchnia koła 
nie iest równa iloczuiowi okręgu przez po łowę 
promienia, tędy iloczyn ten iest albo mnieyszy, 
albo większy ,o*d powierzchni koła. 

W iwszvm przypadku ież di iloczyn \ R C 
iest mnieyszy od powierzchni ko ła , weźmy ilość 
M większą od C , i daymynato , ieżeli być m o ż e , 
źe powierzchnia koła równa się iloczynowi \ R M , 
czyli że iest X — , $ R M . 

Opiszmy na kole danćm wielokąt foremny o 
takiey liczbie boków, aby różnica między iego o b 
wodem, który oznaczamy głoską O , i okręgiem 
C mnieysza by ła , niż iest między ilością M i t ym
że okręgiem C ; to iest, aby było O — C < M — C . 
Dodawszy po obu stronach CA będzie 0 < M . 
Rozmnożywszy obie strony przez -§ R , będzie 
| R O < | R M . A że podług przy pusczenia X = s 
\ R M ; w i ę c będzie - | R O < X ; to i s t , i loczyn o b 
w o d u wielokąta opisanego przez po łowę p romie 
nia koła wpisanego, czyli powierzchnia wie loką
ta opisanego ( s 4 8 ) , mnieysza iest od p o w i e r z 
chni ko la , co być nie może. A zatem i to być 
nie może , aby iloczyn -§ R C b j r ł mnieyszy od p o 
wierzchni koła. 

W 2gim przypadku, ieżeli iloczyn \ R C iest 
większy od powierzchni koła, w e ź m y ilość N 
mnieysza od C , i daymv nato, ieżeli być m o ż e , 
że X = | R N . 

Wpiszmy w koło dane wielokąt foremny o 
takiey liczbie b o k ó w , aby różnica między okrę 
giem C i o b w o d e m tego wielokąta oznaczonym 
głoską W , mnieysza była od różnicy między o -
kregiem C i ilością N , to iest, aby b y ł o C — W ; 
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< Ó — N. Dodawszy po obu stronach W i N , 
a odiąwszy C , będzie N < W . R o z m n o ż y w s z y 
ab ie strony p r z e z f R , będzie £ R N < | R W . A 
że podług przypusczenia X = •§ R N , będzie więc 
X < £ R W ; to iest, powierzchnia koła mnieysza 
iest od powierzchni wielokąta w toż koło wpisa
nego ( 2 5 o ) ; co być nie może. W i ę c i to byc 
nie m o ż e , aby iloczyn \ R C b y ł większy od p o 
wierzchni koła. 

Kiedy wiec iloczyn \ R C nie może być ani 
mnieyszy, ani większy od powierzchni ko ł a , m u 
si być zatem iey równy. 

Sposób 5ci. Powierzchnią ko ła , którego 
promień S M fig. i 55 . oznaczywszy głoską X , 
a iego okrąg głoska C , trzeba do wieśdź, że X = 
§ S M x C . 

' Gdyby iloczyn ten \ S M X C , nie b y ł równy 
powierzchni koła X , byłby od niey albo mniey
szy, albo większy; czyli , co na iedno wychodzi , 
iloczyn ten by łby równy albo powierzchni koła 
mnieyszego od X , albo większego. 

Dayiny lód, że iloczyn ten równy iest 
powierzchni koła mnieyszego wykreślonego p r o 
mieniem Sm: oznaczywszy powierzchnią tego 
koła głoską x, będzie podług przypusczenia \ S M 
X C = * . 

Opiszmy na kole mnieyszem wielokąt f o r e 
mny abc i t . d. taki, aby obwód iego nie s cho 
dził się nigdzie z okręgiem koła większego ( 2 5 5 ) . 
Oznaczywszy obwód tego wielokąta głoską o , p o 
wierzchnia iego równać się będzie iloczynowi \ Sm 
X o. Ze zaś okrąg koła większego C > o , a tem 
samem •§ SmX G > | S/reX o ; więc tem bardziey 
| SM x C > | Sm X o. Lecz i SM x C = x p o 
dług przypusczenia; będzie więc a r > | Sm X o ; 
to iest, powierzchnia koła mnieyszego, byłaby 
większa od powierzchni wielokąta na niem opisa
nego, co być nie może. W i ę c i to być nie może , 

2 4 
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ażeby iloczyh § SM X C Był mnieyszy od powierz
chni koła X , czyli, nie może być aby iloczyn q_ 
kręgu koła przez po łowę promienia b y ł mniey
szy od powierzchni tegoż koła. 

sre. Podobnymźe sposobem dowiedziemy, 
że iloczyn okręgu kola przez p o l o w e promienia, 
nie może być większy od powierzchni ko ła , c z y 
l i , co na iedno wychodzi , źe iloczyn ten nie może 
być równy powierzchni koła większego. Bo day-
my że wyzna czyć trzeba powierzchnią koła 
wykreślonego 'promieniem Sin. Oznaczywszy o -
krąg koła tego głoską c, a iego powierzchnią g ł o 
ską ar; trzeba dowieść, że iloczyn okręgu tego 
koła przez połowę promienia , nie może być równy 
powierzchni X koła większego wykreślonego p r o 
mieniem SM, czyli, że nie może być -§ Sm X c = X. 

Jakoż na kole mnieyszem opisawszy, iak 
w y ż e y , wielokąt foremny abc i t. d. i obwód iego 
oznaczywszy głoską u, powierzchnia tego wie lo
kąta, będzie równa iloczynowi SmX.o. Ze żas 
o b w ó d o > c , a tem samem <\ Sm X o *> | Sm 
X c; więc gdyby iloczyn - jSm X c równy był p o 
wierzchni koła większego X podług przypusczenia, 
wypadłoby -£ Sm X » > X , to iest, powierzchnia 
wielokąta opisanego na kole mnieyszym, byłaby 
większa od powierzchni koła wykreślonego p r o 
mieniem S M , co być nie m o ż e ; a zatem i to być 
nie może aby iloczyn § Sm X c b y ł większy od 
powierzchni x, czyli , nie może b y ć , aby okrąg 
koła rozmnożony przez po łowę promienia b y ł 
większy od powierzchni tegoż koła. 

Kiedy- więc iloczyn okręgu koła przez p o ł o 
wę promienia, nie może być ani mniejszy ani 
yyiększy od powierzchni tegoż ko ł a ; musi być za
tem iey równy. 

270. Wnioski. 1. Oznaczywszy przez * okrąg 
k o ł a , którego średnica = 1 , a przez R promień f 
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przez C okrąg drugiego koła, będzie podług tego 
cośmy powiedzieli wyźćy ( 2 6 0 ) , C = 2 * R . R o z 
mnożywszy obie strony przez -§ R , będzie | R C 
= T C R 2 . T o iest, powierzchnia kola równa iest 
także iloczynowi kwadratu iego promienia, przez 
stosunek okręgu do średnicy, czyli przez okrąg 
koła którego średnica iest 1. 

271. 2. Oznaczywszy okrąg iednego koła 
przez C , 2go przez c, promień igo przez R , 2go 
przez r; będzie C : c = R : r. Rozmnożywszy 
poprzedniki przez R , a następniki przez r, będzie 
R C : rc =. R 2 : r 2 . Podzieliwszy dwa pierwsze w y 
razy przez 2 , będzie i R C : f re = R 2 : r 2 . A źe 
R: r = 2 R : ar, czyli oznaczywszy średnice tych 
dwóch k ó ł głoskami S i s, będzie R: r = S : s , a tem 
samem R 2 : r 2 = S 2 : s 2 ; wiec £ C R : ^ r c = = S 8 : s 2 . 
T o iest, powierzchnie kó ł sa do siebie w stosun
ku kwadratowym, czyli dwumnoźnyra swoich 
promieni lub średnic. ) 

272. o. Niech będzie część koła A P M S figi ' 
126, między dwoma promieniami A S , MS i ł u 
kiem A P M zawarta, która się zowie wycinkiem 
koła, sector circuli: ieżeli powierzchnia tego wycin
ka iest | , | , | i t. d. częścią powierzchni k o ł a , łuk 
teź wycinka A P M będzie, J , } , i i Ł d. częścią 
okręgu tegoż koła ( 1 1 8 ) . Powierzchnia zatem 
wycinka A P M S tak się ma do powierzchni koła , 
iak łuk wycinka A P M do okręgu ko ła ; czyli ozna
czywszy powierzchnią koła przez X , iego okrąg 
przez C , a promień przez R , będzie A P M S : X 
— A P M : C. Rozmnożywszy wyrazy 2go stosunku 
przez § R , będzie . 

A P M S : X = I R X A P M : | R C . 
W tey proporcyi następnik i w s z y X , to iest, 

pfwierzchnia koła danego, równy iest następni-
komi 2mu \ R C , to iest iloczynowi okręgu przez 
połowę promienia; a zatem i poprzednik lwszy 
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A P M S równy być musi poprzednikowi arna * R 
X A P M ; to iesf, powierzchnia wycinka koła, r ó 
wna iest iloczynowi łuku tegoż wycinka, przez 
po łowę promienia. 

275. 4. Powierzchnia odcinka A P M A , iest 
różnicą między powierzchnią wycinka A P M S , i 
powierzchnią tróykata A M S ; powierzchnia dru
giego odcinka A M N A , iest różnicą między p o 
wierzchnią koła i powierzchnią odcinka A P M A . 
A zatem powierzchnie tych dwóch odc inków, m o 
gą być łatwo wyrachowane. 

274. Zagad. Wykreślić koło któregoby po
wierzchnia równa była summie tub różnicy po
wierzchni dwóch kbł danych. 

Rozw. W przypadku iszym wykreślić troykąt 
prostokątny i dać mu za ramiona przyległe kąto
wi proftemu promienie dwóch kół danych; p rze 
ciwprostokątna będzie promieniem koła szukane
go . W przypadku 2gim wykreślić tróykąt p r o -
ftokątny , i dać mu za iedno ramie kąta prostego 
promień koła mnieyszego, a za przeciwprostokątna 
promień koła większego: drugie ramie kąta p r o 
stego będzie promieniem koła szukanego. 

Dowodzenie zupełnie iest takie, iakiego u ż y 
liśmy wyźey ( 2 x 5 ) , mówiąc o wielokątach p o d o 
bnych , których powierzchnie są do siebie w sto
sunku dwumnoźnym boków odpowiadaiących, 
tak iak powierzchnie kó ł są do siebie w fłosunku 
dwumnoźnym promieni. 

275. Uwaga. Gdyby dwa dane koła były 
między sobą r ó w n e , trzecie koło znalezione r ó 
wne summie ich powierzchni byłoby od iednego 
z nich dwa razy większe. W ogólności można zna
leźć koło 5, 4, 5 i t. d. razy większeodkoła danego 
tym samym sposobem iakiśmy podali wyźey (168), 
na znalezienie kwadratu 5 , 4 , 5 i t. d. razy w i ę 
kszego niż. kwadrat dany. 
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276. Zagad. Maiąc done koło, wykróślić 
drugie spółśrodkowe z danem, klóregoby po
wierzchnia była trzy razy mnieysza od powierz
chni koła danego. 

Rozw. Między całym promieniem koła da
nego i 5cią iego częścią znaleźć średnią ieometry-
cznie proporc\onalną ( 2 o 4 ) ; ta będzie promie
niem koła szukanego. Daymy że A B fig. gg. iest 
promieniem koła danego, A D 3cia część tego pro
mienia ; liniią A C średnio ieometrycznie propor-
cyoualna miedzy AB i A D iest promieniem koła 
szukanego: gdyż podług wykreślenia iest A B : A C 
= A C : A D ; czyli zamiast liniy położywszy ich 
ważności w liczbach, będzie 5 : 5 o: 1. 
W i e c A B : A C = 5 : V 3 ; a tem samem A B 2 : 
A C 2 = g : 3 : gdyż V~3~X V 5 = 5. Ze źaś p o 
wierzchnie k ó ł maią się iak kwadraty z promieni, 
oznaczywszy zatem powierzchnią koła danego przez 
X , powierzchnia koła znalezionego przez*, będzie 

X : * = A B 2 : A C 2 ; czyli 
X : x = g : 3. 

W tey proporcyi następnik 2gi , iest 3 razy 
mnieyszy od swego poprzednika; więc i następnik 
lwszy x iest 3 razy mnieyszy od swego poprze
dnika X ; to iest, powierzchnia koła znalezionego 
iest 3 razy mnieysza od powierzchni koła danego. 

T y m samym sposobem postępuiąc, ła two b ę 
dzie rozwiązać dwa naftępuiące zagadnienia: 

l ód , Maiąc dane1 koło znaleźć drugie spół
środkowe z danem, ktbregoby powierzchnia by
ła tyle razy mnieysza lub większa od powierz
chni danego, ile się podoba. 

2 r e . Dane koło podzielić kołami spbłśrodko-
kowemi na tyle równych części, na ile się po
doba. 
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R -f- r 
Niech będzie = P. Wziąwszy l i -

niią oznaczoną przez P za promień, i okrąg k o 
ła tym promieniem wykreślonego oznaczywszy 
przez O ; będzie 

r: P = c: O ; a że z dowiedzenia 

R + r C + c . _ , , _ 
/•: = c : ; kiedy więc w tyenowocn 

277. Zag. Maiąc dane dwa kała spółśrod-
kawe, wyrachować rbznicę ich powierzchni. 

2łozw. Oznaczywszy powierzchnią koła w i ę 
kszego przez iego okrąg przez C, R , przez powierz
chnią koła mnieyszego przez cc, iego okrąg przez c, 
promień przez r, będzie podług tego cośmy powie -
dzieliwyżey ( 2 6 9 ) ; X ^ = | R C , x= | rc. Odiąwszy 
strony równania igo od stron równania lWŚzego, 
zostanie. • i 

X - — x— § R G — r c : — i — : — : A . 
Z e z a ś R . r — C : 0 ( 2 6 0 ) ; wiec R c = rC ; 

a tein samem | R c — r C . Odiąwszy po obu 
stronach \ rC, zostanie 4 R c — i / - C = o . 

W równaniu więc oznaczonem głoską A , d o 
dawszy z prawey strony i R c — -§ 7 - C , równość 
nie zginie, a równanie to weźmie następuiacą 
poflać: 

X — x = i R C — | r C + _ R c — \rc. _ 
Rozłożywszy druga stronę na czynniki będzie* 

X — x=(R— #•) (1 C - K O ; czyl i , 

X — * = (R — r) ( C + Q : = : — : B. 

Nadto ponieważ ,R: r = C: c, a tem samem 
r : R - f r = c : C -f- c ; podzieliwszy następniki 

\ a • R~\-r G + c przez 2 , będzie r : — —c: •• 



C Z Ę S C I. 

proporcyach'trzy pierwsze wyrazy iedney--propor
cyi są równe trzem odpowiadającym w-razom 
proporcyi drugiey, wyraz 4ty lwszey, równy 
także być musi wyrazowi 4terau drugiey propor-

cyi : to feat, ,7 i(X W równaniu zatem 1J 

C -f- c 
położywszy O zamiast —• , będzie 

X — a ; = ( R — r ) O. T o iest, różnica powierz
chni dwóch kó ł spółśrodkowych X — x, równa 
iest iloczynowi różnicy, ich promieni R — r, przez 
okrąg koła O wykreślonego promieniem równym 

> . - , . . , R + r 

połowie summy dwóch promieni ko ł danych 

Uwaga. Wszelka ilość równaiąca się p o ł o 
wie summy dwóch ilości innych, iest między 
niemi średnią artymetycznie proporcjonalną. 
Powyższe zatem wyrażenie / 

X — x = ( R — r ) O , można inaczey tak w y 
s łowić : różnica powierzchni dwóch kół spółśrod
kowych równa iest iloczynowi różnicy ich promie
ni przez okrąg koła wykreślonego promieniem r ó -
wnaiącym się linii średnicy arytmetycznie propor-
cyonalney, między promieniami dwóch danych 
kó ł spółśrodkowych. 

Można także wyznaczyć te powierzchnią in
nym sposobem, iak iest w następuiącem twier
dzeniu. 

278. Twierd. Różnica powierzchni dwóch 
kot spółśrodkowych, równą iest prostokątowi mu
lącemu za wysokość różnicę dwóch promieni, a za 
podstawę liniia prostą równą okręgowi koła wy
kreślonego promieniem rbwnaiącym się linii śre
dnicy arytmetycznie proporcyonalney miedzy 
promieniami dwóch danych koł spółśrodkowych. 
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Dowód. Niech będą S C , Sc fig. i54 p ro 
mienie dwóch kół spółśrodkowych. Daymy ź e 

liniia profta CE prostopadła do SC, równa iest okrę
gowi C koła większego. Poprowadziwszy liniia prostą 
S E , i z punktu e liniia ce równoodległą od C E , 
aź do przecięcia się z liniia SE w punkcie e, w 
dwóch tróykątach SCE, Sce podobnych iest S C : 
S c = C E : ce; czyli S C : S c = C : ce: gdyż 

' • _ 1 V , S c x C 
CE == C podług wykreślenia, a zatem ce — —-— 

Aże okręgi kó ł maią się iak promienie (260); 
oznaczywszy w i ę c przez c okrąg koła wykreślone
go promieniem S c , będzie S C : S c = C : c; a za -

S e x C 
tem c = . 

S<J 
Z d w ó c h ostatnich równań wypada, źe ce 

= c , to iest, źe liniia ce równa się okręgowi k o 
ła wykreślonego promieniem Sc. 

Powierzchnia tróykąta SCE = | S C x C E ( i 5 o ) . 
Powierzchnia tróykąta Sce = f Sc X ce. Ze zaś 
CE równa się okręgowi koła wykreślonego p r o 
mieniem SC podług założenia, a ce równa się o -
kręgowi koła wykreślonego promieniem Sc podług 
dowiedzenia, powierzchnia zaś koła równa iest i l o 
czynowi iego okręgu przez połowę promienia 
(269); powierzchnia zatem tróykąta SCE równa 
iest powierzchni koła większego, powierzchnia 
tróykąta Sce równa iest powierzchni koła mniey-
szego; a tem samem różnica między powierzchnia
mi dwóch tych. tróykątów, to iest, czworobok 
CceE iest równy różnicy miedzy powierzchniami 
dwóch danych kół spółśrodkowych. 

Podzieliwszy liniia Cc w punkcie 6 na dwie 
równe części i poprowadziwszy liniia He" r ó w n o 
odległą od C E , aź do przecięcia się z liniia SE 
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w punkcie ^ ; przez punkt e poprowadźmy liniią 
Bb prostopadłą do C E , przecinaiącą się w pun
kcie b z liniią ce: proflokąt CcbB równy iest c o 
do powierzchni czworobokowi GceE: gdyż dwa 
prostokątne tróykąty ebe, </BE, maiące kąty przy 
e równe i boki be, Be równe ( 7 9 ) , mogą do sie
bie przystać ( 2 6 ) . Prostokąt zatem CcbB równy 
iest różnicy dwóch k ó ł spółśrodkowych. 

Prostokąt ten ma za wysokość liniią C c , 
która iest różnicą dwóch promieni, a za podstawę 
liniią CB = cb, która iest równa okręgowi ć ko ła 
wykreślonego promieniem Sc; co tym samym spo
sobem okazać można , iakim okazaliśmy, że liniią 
ce iest równa okręgowi koła wykreślonego p r o 
mieniem Sc. Idzie więc tylko o to , aby okazać, 
że promień Sc iest średnim arytmetycznie p r o -
porcyonalnym między promieniami SC i S c ; c z y 
l i , co na iedno wychodzi , że promień Sć r ó 
wny iest połowie summy dwóch promieni SC i 
Sc ; co iest łatwo okazać przedłużywszy 
SC do A tak aby CA = S c , i zważywszy, źe 
z dwóch ilości nierównych, iakiemi tu są. p r o 
mienie SC i S c , mnieysza równa iest połowie ich 
summy mniey połową ich różnicy, większa równa 
połowie ich summy więcey polową ich różnicy. 

279. Uwaga. Ponieważ powierzchnia koła 
równa iest iloczynowi iego okręgu przez p o 
ł o w ę promienia ( 2 6 9 ) ; podzieliwszy wiec powierz
chnią koła przez po łowę promienia, wypadnie na 
iloraz okrąg koła. Nadto dowiedliśmy w y ż e y 
( 2 G 7 ) , że można w k o ł o wpisać lub na niem opisać 
wielokąt foremny taki,iż różnica między iego p o 
wierzchnią i powierzchnią koła może być mnieysza 
od wszelkiey ilości naznaczoney. Nakoniee oka
zaliśmy ( 2 0 1 ) , że maiąc wiadome powierzchnie 
dwóch wielokątów foremnych podobnych iednego 
w koło wpisanego, drugiego opisanego na kole , 

25 
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rńoźna znaleźć powierzchnie dwóch innych wie 
lokątów foremnych iednego wpisanego, drugiego 
opisanego mających boków po dwa razy wiece* 
ni / wielokąty pierwsze. Wiadomości te podaią inny 
sposób, cokolwiek łatwiejszy od podanego wyźey 
( a 6 4 ) , wynalezienia stosunku okręgu do średnicy. 

Trzeba lód wpisać w ko ło i opisać na niem 
dwa wielokąty foremne o iedneyźe liczbie boków, 
którychby powierzchnie mogły być łatwo wyra
chowane. 

ai-e. Podwoiwszy liczbę boków wielokąta 
wpisanego i opisanego, wyrachować powierzchnie 
dwóch drugich wielokątów maiących po 
dwa razy więcey boków, niż dwa wielokąty pier
wsze. 

ocie. T o ostatnie działanie powtórzywszy kil
kanaście razy, gdy nakoniec znaydzieniy dwie 
liczby, iedne mnieyszą wyraźaiącą powierzchnią 
wielokąta wpisanego, drugą większą wyraźaiącą 
powierzchnią wielokąta opisanego takie, że ich 
różnica iest bardzo mała; na ten czas liczba ś ro 
dek między niemi trzymaiąca, może być wzięta 
za powierzchnią koła, którą podzieliwszy przez 
po łowę promienia, w\pat!nie na iloraz w raźność 
okręgu koła; nakoniec ważność te porównawszy 
z ważnością średnicy, otrzymamy stosunek przy
bliżony okręgu do średnicy. 

Ponieważ kwadrat w ko ło wpisany iest dwa 
razy większy od kwadratu promienia ( 256 ) , wzią
wszy wiec promień k o ł a = 1, będzie powierzchnia 
kwadratu wpisanego — 2. A że kwadrat na kole 
opisany iest kwadratem średnicy ( 2 * 4 ) , a tem sa
mem 4 razy większy od kwadratu promienia; b ę 
dzie więc powierzchnia kwadratu opisanego = 4. 

Oznaczywszy powierzchnią kwadratu wpisa
nego przez a, opisanego przez A , powierzchnią 
cśmiokąta wpisanego przez b, opisanego przez B, 
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powierzchnia i6kata wpisanego przez c , opisanego 
przez, C i t . cl.; będzie 

iód} a — 2. A = 4. 

Ze z,ś b = V B = — ^ 0 ; 

dzie więc 

2 /^ ,6 = ^ 4 x 2 = 1 / 8 = 2,8284271. 
„ _ 4 X 4 ł f i 

B - S 7 V 8 = ^ 8 « 7 ' = 3 35 , 5 7 o 8 5 . 

Podobnież ponieważ c = \ / ii X 6; C = 
a J x B . , . . . 
—-—— ; położywszy wiec zamiast B 1 b znalezione 

b -f~ c • . . " 
ich ważności , i odbywszy działanie, znaydziemy 
powierzchnie c i C lokata wpisanego i opisanego. 

Tym sposobem postępuiac daley, znaydzie
my powierzchnie wielokątów wpisanych, i opisa
nych , coraz bardziey do siebie zbliżaiących się. 
I tak np. powierzchnia wielokąta maiącego boków 
128 wpisanego == 5 , i 4 o 5 5 i 1 , opisanego zaś o t e y -
że samey liczbie boków = 5,14222-56. P o w i e r z 
chnia wielokąta o 2o48 bokach, wpisanego = s 
5 , i 4 i 5 8 7 7 , opisanego zaś = 5 ,I .4J5a5i . Powierz 
chnia wielokąta o i6584 . bokach wp i sanego= 
5 , i 4 i 5 g 2 5 ; opisanego zaś = 0 , . i 4 i 5 9 9 7 . 

Powierzchnie te różnią się tylko międyy soi»ą 
dwiema iednoś -iairii dziesiętnemi siódmego rzędu. 
Liczba zatem 5,14r5c)'?(>, może być wzięta za 
ważność powierzchni koła (*). Ze zaś powierz 
aj W wielokątach• maiący ch po i6584 loków, pod

woiwszy liczbę boków, otrzymamy wielokąty 
o 52768 bokach, których powierzchnie w pier
wszych siedmiu liczbach dziesiętnych od siebie 
się nie różniąc odbywszy bowiem działanie po
trzebne , wypadnie powierzchnia ted' wpisanego 
iakopisanego = 5,L4I59'2& 
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chnia koła , równa iest iloczynowi promienia przez 
p o ł o w ę okręgu; kiedy więc promień iest i , p o ł o 
wa okręgu będzie = 5 , i4 i5g26. Azatem ozna
czywszy promień koła przez R , średnicę przez 
S , a okrąg koła przez C , będzie R : | C = i : 
3 , i415926. Rozmnożywszy pierwszy stosunek 
przez 2 , będzie 2 R , czyli S . C — 1 : 5 , i4 i4g26. 

1 
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I. ^ r j 'wierdzeń o przystawaniu i z zagadnień 
o kreśleniu tróykątów prostokreślnych, to iest lini— 
iarai prostemi zakończonych, łatwo wnieść m o 
żna , źe ieźeli z sześciu części trój kąta, któremi 
są iego boki i kąty, trzy części są wiadome, d ru 
gie trzy mogą być wyznaczone, i tróykat może 
b y ć wykreślony, byleby ieden bok przynaymniey 
znaydował się miedzy częściami wiadomemi. Lecz 
kreślenie tróykątów zależące od większey lub 
mnieyszey wprawy i dokładności narzędzi do t e 
go używanych, podlega rozmaitym uchybieniom, 
na których sprostowanie Jeometrya nie może 
podać żadnych prawideł , kiedy nawet liniia p r o 
sta nie może być tak wykreślona, aby nie miała 
zadney szerokości; gdy t )m czasem w rachunku 
artymetycznym wszelkie omyłki bez trudności p o 
p rawić można. 

Dla dopełnienia yvięc nauki o tróykątach p r o 
stokreślnych, na które wszelkie inne wielokąty p o 
dzielone i zamienione być mogą, wApada do yvy-
kreślenia ieometrycznego przydać rachunek aryt
metyczny , aby z trzech części tróykata wyraźo-
nych liczbami, drugie trzy części liczbami także 
wyraraźone b \ ć mogły z taką dokładnością, do 
iakiey tylko rachunek algiebraic.ny doprowadzić 
można. Cześć Jeometryi podaiąca na to sposoby, 
zowie się Trygonometryą prostokreślną. 

II. Niech będzie tróykąt ACB fig. 100, w 
którym wiadome są kąty A, B i bok AB. W e ź 
m y inny abc, którego wszystkie części są yyiado-
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ab ab 

Jeżeliwięc ab, acy bc i AB są wyrażone W licz
bach, znaydziemy także w liczbach boki A C i BC; 
a źe dwa te tróykąty są równokatne, kiedy 
więc kąty tróykąta abc ją wiadome, będą także 
wiadome kąty tróykąta ABC a tym sposobem 
wszystkie części tróykąta ABC są wiadome i mogą 
byc wyrażone w liczbach, czyli, iak odtąd m ó 
wić będziemy, tróykąt ABC iest ^rozwiązany. 

III. Stąd się okazuie, że gdybyśmy mieli 
ciąg tróykatów, którychby kąty miały wszelką 
ważność iaką tylko mieć mogą, i którychby 
wszystkie części były wiadome ; w ciągu tym m u 
siałby się znaydować ieden tróykąt ] ównokątny 
z tróykątem danym do rozwiązania, za pomocą 
którego tróykąt dany moglibyśmy rozwiązać spo
sobem wyżey okazanym. 

Abyśmy ciąg taki tróykatów ułożyl i , dosyć 
będzie m v a ź a ć tróykąty prostokątne, na które 
wszystkie inne podzielone być mogą przez spuszcze
nie proftopadłey /wierzchołka kąta naywiększego na 
bok przeciwny. Wszystkie takie tróykąty mogą być 
wykreślone w czwartey części koła, spusezaiąc ze 
Wszystkich punktów łuku AB fig. i 5 5 , liniie S C , 
SCi t. d. profłopadłe do j promienia B A , i pro
wadząc pr mienie R S , R S i t. d. Trókąty R C S , 
RiJŚ i t. d. tym sposobem utrworzone, będą 
przy punktach C , C i t: d. prostokątne; a kąty 
ich przy R będą miały wszelkie ważności, iakie 
tylko kąty .ostre mi< ć mogą : gdyż miarą ich są ł u 
ki A S , A J i t. d. których wielkość zależy od n a -
szey woli; kąty zaś C S R , CSR i t. d. w miarę 

m e , i wktórym kat a = A , b—B: więc dwa te 
tróykąty są podobne ( 1 9 1 ) , a zatem 

ab;AB — ac: A C ; ab: AB= be: BC. W i e c 
abX. AC = ABXac; ab X B C — ABxbc; a tem 

A R y « c A B x k 
samom A C == ; ; BC — -
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powiekszaiących się kątów przy R zmnieyszać się 
będą: gdyż kąt przy Ś , z kątem p rzyR w każdym 
tróykącie" RCS waży ieden kąt prosty; i nie 
może być żaden tróykąt prostokątny dany do r o z 
wiązania, któryby nie b y ł podobny iednemu z t róy-
katów wykreślonych w czwartey części koła. 

IV: Wszystkie te tróykąty RCS i t. d., m a -
ia iednakową przeciwprostokątną równa promie
niowi RA. Możnaby utworzyć inny ciąg tróyką-
tów prostokątnych, którychby iedno ramie kąta 
prostego, równe b y ł o promieniowi R A : na ten 
koniec, dosyć iest z końca promienia R A w y 
prowadzić styczną A T nieograniczoney długości, 
i ze środka koła R przez punkta S , S i t . d. p o 
prowadzić sieczne R N , RIN i t. d. Rzeczą iest 
przez się widoczną, że kąty ostreprzy R w t róy
kątach prostokątnych RN A , R N A i t. d. będą 
miały wszelką ważność, iaką tylko kąty ostre mieć 
mogą, i źe tem samem miedzy temi tróykąlami, 
musi być ieden podobny tróykątowi prostokąt
nemu danemu do rowiązania. 

V . W tróykątach RCS i t. d. przeciwprosto
kątną nie odmienia się, boki CS i t. d. rosną w 
miarę rosnących kątów CRS i t. d., i ł uków A S 
i t. d. Wielkość zatem katów CRS i t. d. i i u -
ków AS i t. d., zależy w tróykątach prostokątnych 
od wielkości boków C S , CS i t. d. Boki te nazwano 
Wstawami, sinus, łuków i katów im odpowiada-
iących. I tak CS iest wstawąłuku AS i kąta A R S ; 
CS iest wstawą łuku AS i kąta A R S i t. d. 
Wstawa więc łuku iest prostopadła spusczona 
z końca tego łuku napromień przechodzący przez 
drugi koniec tegoż łuku. 

V I . Liniie R C . R C i t. d. które zmnieysza-
ią się w miarę powiekszaiąch się łuków A S , AS 
i i. d. są równe liniom S O , SO i t. d. prostopa
d łym do promienia R B , który iest prostopadły do 
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promienia R A . Liniie te SO i t, d. są tem Wzgl e_ 
dem łuków BS, BŚ i t. d. cz&n,są liniie S C , ŚQ 
i t. d. względem łuków A S , AS i t. d. T o iest 
liniia SO iest ,w stawą łuku BS; liniia S O iest 
wstawą łuku BS i t. d. Dwa łuk i , które do sie
bie dodane lub od siebie odjęte równe są czwaatey 
części okręgu, nazywamy Dopełnieniem ieden 
drugiego, complementum. I tak ług BS iest d o 
pełnieni łuku AS , BŚiest dopełniem łuku AŚ i t. d. 
Liniie zatem S O , SO i t . d. są wsta wami d o p e ł 
nia łuków A S , i t. d, sinus compłementi. W s t a 
wą dopełnienia inaczey zowie się dostawą, cosinus. 
W i e c liniie S O , SO i t. d. tudzież równe im l i -
mie R C , R C i t. d. są dostawami ł uków A S , AS 
i t. d. Dostawa zatem łutu iest wstawą dopeł
nienia tegoż łuku, i równa się części pro— 
mienia będącey między środkiem koła i wstawą. 

Liniia AC, A C i t. d. równa promienio
wi A R zmnieyszonerau dostawcą łuku S A , S A , 
i t. d. nazywa się wstawą odwróconą, sinus ver-
sus, tegoż łaku. Lecz liniia ta w dalszey Matema
tyce używana, do rozwiązywania tróykątów nie 
będzie nam potrzebna. 

VI I . W tróykątach więc proftokątnych R C S 
i t. d. przeciwprostokątna R S i t. d. iest promienierri 
koła ; boki CS i t. d. są wstawami, a boki R C it. d. 
są dostawami kątów ostrych R maiących swóy 
wierzchołek w środku koła. W każdym w i ę c 
tróykącie prostokątnym wziąwszy pzzeciwprosto-
kątną za promień, a wierzchołek iednego z dwóch 
kątów ostrych za środek koła, bok przeciwny 
kątowi ostremu maiącemu swóy wierzchołek w 
6'rodku koła będzie iego wstawą, a bok przyległy 
temuż katowi iego dostawa. 

VIII . Wt róką tach A R N , ARN i t. d. bok 
A R nie odmienia się; boki żaś BA, RN i t. d. 
tudzież boki A N , AŃ i t. d. rosną W miarę r o -



T R Y G O N O M E T R Y A 201 

26 

*nąeych kątów A R N i t. d. i łuków AS i t. d. 
które są miarą tychże kątów. Boki R N , R N i t . d. 
zowią się Sieczne, secantes, ł uków, AS i t. d. 
i kątów A R N i t. d. , boki zaś A N , A N i t. d. sty
czne, tangentes, tychże łukowi kątów. 

Sieczna zatdm trygonometryczna łuku, iest 
promień przez koniec tego łuku poprowadzony i 
przedłużony az do zeyścia się ze styczna wy
prowadzoną z drugiego końca tegoż łuku; Stycz
na zaś trygonometryczna łuku iest część, sty— 
ezney przez ieden koniec tego łukupoprowadzo-
jiey, zawarta miedzy dwoma promieniami przez 
obadwa końce tegoż łuku poprowadzonemi. 

I X . W tróykatach więc prostokątnych A R N 
i t. d., bok A R iest promieniem koła , boki A N 
i t. d. są stycznemi, a przeciwprostokątne R N 
i t. d. siecznemi kątów ostrych A R N i t d. maią-
cych swóy wierzchołek w środku koła. W każdym 
więc tróykącie prostokątnym, wziąwszy iedno ra
mie kąta prostego za promień, a wierzchołek i e 
dnego z kątów ostrych za środek koła, drugie 
ramie kąta prostego będzie styczną, a przeciwpro-
stokątna sieczną kąta ostrego mającego swóy wierz
chołek w środku koła. 

X . Z końca B łuku AB fig: i 56 , wyprowa
dziwszy styczną B « , i przedłużywszy ią aż do 
zeyścia się z sieczną R n ; liniią B/i będzie styczną 
a liniią R/2 sieczną łuku BS. Ze zaś łuk BS iest 
dopełnieniem łuku AS (V) ,więc liniią Rn iest styczną 
dopełnienia łuku A S , i zowie się inaezey do-
tyczną, cotangens; liniią zaś Rrc iest sieczną d o 
pełnienia tegoż łuku A S , i zowie się dosieczną, 
cosecans. 

X I . Wszystkie te liniie trygonometryczne będąc b o 
kami podobnych tróykątówRCS, R N A , R B « , R O S , 
są miedzy sobą proporcyonalne: maiąc zatem 
wiadome ważności iednych, łatwo, będzie wy zna
czyć ważności drugich, 
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Jakoż w tróvkącie R C S prostokątnym przy 
C iest C S 2 4 - R Ć 2 = R S 2 ; czyl i , oznaczywszy 
promień R S przez R , Juk A S przez a, liniie zaś 
trygonometryczne przez początkowe głoski ich na
zwisk; będzie \ • 

wst 2 a-j-dos 2 a = R 2 ; więc w s t 2 a=Rs-—dos2a 
dos 2 a = R 2 — wst 2 a: a tem samem 

w s t a m y R 2 — d o s 2 a l — : — : — : i . 
d o s « = V R 2 — w s t 2 a : — : — : — : 2. 

sre. W tróykątach R A N , RCS podobnych iestRC: 
C S — R A : A N j czyli dos a : wst a '= R : sty a ; 

R . wst a _ 
w i e c sty a '— ; : — : — o. 

J dos a 

5cie. W tróykątach R C S , RBAJ podobnych, 
iest C S : R C = B R : ' b « ; czyli wst a: dos a = R : 

R . dos a 
dot a; więc dot a— — : — 4. 

• x wst a . , 
kte. W tróykątach R C S , R A N podobnych 

iest R C : R S — R A : R N ; c z y l i dos a: R = = R . 

. - . . R 2 

siec a; wiec siec u~—. . — : : 5. 
nos a 

5te. W t r ó v k ą t . c h R C S , RBn podobnych iest 
CS: R S = R B : R / « ; czyli, wsta: R = R : dosiec a; 

, . R* ; A 
W i e c DOSIEC a — • — • — ; — ; — 6 

wst a: 
Przypatrzywszy się równaniom i, 2 , o , 4 , 5 i 

6, oznaczaiącym Ważność 6ciu liniy t rygonometry
cznych, postrzeźeniy, że ważność styczney i do ty-
czney, sieczney i dosieczney zależy od wyznaczenia 
ważności WstaWy, dostawy i promienia. Źe zaś d łu 
gość promienia W mierzeniu kątów za pomocą l u 
k ó w koła iest rzec?.ą oboiętną, w i ę c wziąwszy 
promień = i , w raźność innych liniy t rygonome-
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trycznych zależeć będzie od wyznaczenia wstawy 
i dos tawy: a właściwie mówiąc od wyznaczenia 
ważności samey tylko'wstawy: gdyż dostawa zale
ży od ważności wstawy, iak się z równania pod 
liczba 2 przekonać można. 

Nastepuiace twierdzenie o ważności wstaw i 
dostaw summy lub różnicy dwóch l u k ó w , zasłu-

/ guie na naywiekszą uwagę : gdyż zamyka w sobie 
Wszystkie A^łasności wstaw i dostaw. 

XII . Twie rd . Niech będą dwa iakiekolwieh 
łuki a, b ; będzie 

wst a. dos b ± wst b. dos a 
wst ( a ± b) = *— " 

dos a. dos b zir wst a. wst b 
dos (a±_ b) s s '• i 1 

' R 
Dowód- Niech będzie fig. 1 0 7 , łuk A M 

= a, MN—b: wziąwszy łuk MN — M N , i p o p r o 
wadziwszy cięciwę NN i promień M R , z punktów 
Ń , M , E i N spuśćmy Ń C , M P , EF i N C p r o 
s topadłe do A R , tudzież N G i E D prostopa
dłe do NC. _ 

Podług tego cośmy powiedzieli wyżey ( V ) , 
liniia MP iest wstawą, a P R dostawą łuku A M 
= a. Liniia NE z wykreślenia prostopadła do p r o 
mienia M R ( 1 0 9 ) , iest wstaw a , a R E dostawą 
łuku M N = 6 . 

Liniia NC iest wstawą łuku A N = A M - f - M N 
— a - j - b. • t 

Liniia NC iest wstawą łuku A \ , ~ A M — M N 

Liniia R C iest dostawą łuku A N = A M + MN. 
= a+b. 

Liniia R G iest dostawa łuku A N = A M — M N 
= a— b. 
Lecz N C = D C + D N = E F + D N : gdyż E F = D C , 

ŃC = G C = D C — D G = E F — D G . 
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R C = R F — F C — R F - ~ E D : gdyż E D = F C 
R Ć = R F - j - F C . 

Nadto wtróykątach N N G , f E N D podobnych Iest 
Ń N : E N = N G : D N = = N G : E D . 
A że poprzednik iszy Ń N iest d w a razy w i ę 

kszy od swego następnika E N ( 1 0 8 ) ; więc i l i 
niia N G dwa razy większa od D N , i ŃGczyl i C C 
dwa razy większa od ED cz\li F C ; a tem samem 
D G = D N , E D czyli F C = = F C . 

W powyższych zatem równaniach zamiast liniy 
D G i F Ć położywszy równe im liniie D N i E D ' 
będzie 

wst ( a - j - 6 ) = N C = 5 E F - f - D N : 

wst ( a — 6) = > ' Ć = = E F — D N . 

dos ( a + ft) = R C = R F — E D . 

dos ( a — 6 ) = R Ć = R F 4 - E D . 
Idzie w i ę c tylko o wynalezienie ważności 

czterech liniy E F , R F , D N i E D , z których dwie 
pierwsze są bokami tróykata E F R podobnego 
tróykątowi M P R , dwie drugie są bokami tróyka
ta E D N podobnego temuż tróykątowi M P R : gdyż 
boki l g o są z wykreślenia prostopadle do b o k ó w 
ago tróykata. Będzie wiec 

R M : M P — R E : E F . R M : P R = R E : R F . 
R M . N E = R P : D N . R M : E N = M P : E D . 

Czyli położywszy ważności trygonometryczne 
, wst a. dos b 

R : wst a — dos 6: E F ; więc E F = — 

dr>s a. dos h 
R : dos dos b: R F ; wiec R F = — 

R: M l a d d l « : D N ; wiec D N =

 w s t *• « 
' * R 

R : wst/3 = w s t « : E D ; więc E D - — w s t a ' w s t h 

W powyższych zatem czterech równaniach 
zamiast liniy E F , R F , D N i E D położywszy zna-
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dos ( a - f b) = 
R 

, / , N dos a. doś b 4 - wst a. wst b dos ( a — b) — 
' i ' R 

Równania te za pomocą podwóynego zna
ku zhwyrażaiącego summę i różnicę wstaw i d o 
staw, można zamienić na dwa równania, które
śmy założyli w twierdzeniu. 

'XI i r . Chcąc znaleźć wstawę i dostawę łuku 
dwa razy większego , niż iest łuk dany a, dosyć 
iest w równaniu iwszem i oc iem, ze czterech r ó 
wnań poprzedzaiącyoh, zamiast łuku b wziąć łuk 
a; tym sposobem dwa te równania zamienią się w 
następuiące: 

w s t a. doś «4" w < d a- dos a 
wst ( a 4 - a ) — -

dos a. dos a— wst « .wsta , . 
dos(a4-a)= — —jczyh 

2wst a. dos a. . d o c 2 a — wst * a 
wst 2a = > dos 2a ~ — 

R U 
W tychże samych równaniach zamiast b p o 

łożywszy łuk 2<3, otrzymamy ważność w stawy i 
dostawy łuku trzy razy większego f niż iest ł uk 
dany a: będzie bowiem 

wsta dos 2«4-wst 2<i dos a. 
W s t ( a 4 - 2 « ) = wst5a = j£ ' 
, , . , _ d o s a d o s 2 « — w s t a wst 2a. 

«OŹ ( a 4 - 2 a ) = d o s o a = r — — — , . 

lezione ich ważności, równania te zamienią się 
w następuiące: 

Wrt a. dos b 4 - w s t b, dos « 
Wst = £ " 

. / , N wrt a. (los 5 — wst b. rlos a 
wst ( a — b ) = . 

R 
dos « . dos b — wst a. wst b 
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T y m sposobem posrepuiąe, można otrzymać 
Wstawę i dostawę łuku 4 , 5 i t. d. razy większe
g o , niż iest łuk dany. 

d o s 2 « — w s t 2 a 
X I V . Z równania dos za — — — 

R 
( X I I I ) , można także otrzymać wstawę i dostawę 
łuku dwa razy mnieyszego niż iest łuk dany a: 
iakoź zamiast ł u k u « , wziąwszy łuk -§ a, równa
nie to zamieni się w nastepuiace: 

dos 2 | a-—vvst 2 i a r , ., -
dosa = — 5 .Zniósłszy miano

wnik, będzie 
d o s 2 i a — w s t 2 - _ « = R . dos a. Ze zaś 
dos 2 | o - f wst 2-§ a = R 2 ( X I ) ; wiec strony tych 

dwóch RÓAVNAŃ raz od siebie odiąwszy, drugi raz 
do siebie dodawszy, będą dwa nastepuiace r ó 
wnania : . 

2 wst 2 | a = I i 2 — R . dos a. 2dos 2 £ a = R * + . R . 
dos a. 

Podzieliwszy obie strony przez 2 , będzie 
w s t 2 £ a = £ R 2 — i R. dos a; dos 2 £ « = £ R 2 + f Rdos a. 

W i ę c wst | a= Vi R 2 — £ R. dos a; • 

dos | a = V £ R ? r f p i 7 d o » a. • 
Drugą stronę przed znakiem pierwiastkowym 

podzieliwszy przez 2 , a wyrazy będące pod zna
kiem pierwiastkowym rozmnożywszy przez 2 2 , 
czyli PRZEZ 4 , co wypadnie na to samo, iak gdy
b y strona ta była podzieloną i rozmnożoną przez 
2, będzie 

wst | a = £ V a K 2 — sR. des o ; 

' dos £ « — £ V ~" ' -h 2ii. dos _ . 
Za pomocą tych dwóch r ó w n i n , m o ź n a b ę 

dzie znaleźć wstawę i dostawę nie tylko p o ł o w y 
łuku danego, ale też łuku 4, 8, i<3 i t. d. razy 
mnieyszego, niż iest łuk dany; gdyż , wstawą i 
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dostawa łuku dwa razy mnieyszego niż iest łuk 
| a, będzie wstawą i dostawa łuku 4 razy mniey
szego , niż iest łuk a; i t. d 

Te same dwa równania otrzymać można spo 
sobem następuiącym : 

Podzieliwszy łuk A M fig. 108, na dwie c z ę 
ści równe w punkcie N , i poprowadziwszy p r o 
mień R N , i cięciwę A M : cięciwa ta w punkcie 
C iest podzielona na dwie równe części, i iest 
prostopadła do promienia RN (108): liniią zatem 
C M iest wstawą łuku M N , czyli połowy łuku 
A M ( V ) . W tróykącie A M P prostokątnym przy 

P , iest A M = V M P 2 - j - AP* . 
A źe A P = A R — P R = R — d o s A M = R — 

dos a; M P = v v s t A M = wst a; po łożywszy więc 
ważności te w równaniu powyższem, będzie 

A M = V w s t 2 « - f - R 2 — 2R. dos a - f dos 2 a. 
Ze zaś wst 2 a- j -dos 2 a = R 2 ( X I ) ; będzie wiec 

A M = V 2 R 2 — aR dos a . P o Izieliwszy obie 
strony przez 2 , będzie | A M — MG ~ wst \ a 

='| V 2 R 2 — 2 R . dos a. 
Dla znalezienia linii R C , która iest dostawą 

łuku M N czyli poło«vy łuku danego A M , popro
wadźmy cięciwę BM i promień RN do riiey pros to
padły. W tróykącie BMP iest BM=V M P 2 - f B P 2 . 

A źe BP == B R + R P = R + dos a, MP 3 » 
wst a; będzie więc 

, BM — V w s t 2 « R 2 + 2R. dos « - f d o s 2 « ; , 
Położywszy R 2 zamiast wst 2 a -f-dos 2 « , i o -

bie strony podzieliwszy przez 2 , będzie 
[$ B M = MĆ— R C = r d o s | V / 2 R 2 + 2 R . dos a. 

X V . Liniią M P będąca wstawą łuku A M , 
iest oraz wstawą łuku MB, który do łuku A M d o 
dany, czyni półokręgu A M B : gdyż liniią ta iest 
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prostopadłą z końca M łuku B M spusezona do 
promienia RB przechodzącego przez drugi koniec 
B tegoż łuku MB. Dwa łuki lub dwa kąty, któ
re do siebie dodane czynią półokregu lub dwa ką
ty proste,-zowiemy spełnieniem ieden drugiego, 1 

supplemeniuin. I t ak łuk BM większy od czwartey 
części okręgu iest spełnieniem łuku A M mniey
szego od czwartey części okręgu; łuk A M iest 
spełnieniem łuku BM. Stąd wniesiemy, ie wstawa 
łuku iest ta sama, co wstawa spełnienia tegoż 
łuku. 

X.YI. Poprowadziwszy cięciwę M N r ó w n o -
' odległą o 1 średnicy A B , fig. i 4 g , i spuściwszy 

M P i Ń Q prostopadłe do A B , będzie N Q = M P , 
i łuk BN = A M (116). Ze zaś łuk BN iest speł 
nieniem łuku A N , więc i łuk A M iest spełnie
niem tegoż łuku AN. Dwa te łuki maiące równe 
wstawy M P i N Q , maią także równe dostawy 
SP i S Q ; lecz kierunek tych dostaw iest o d w r o 
tny: dostawa SPłuku A M mnieyszego od 4tey c z ę 
ści okręgu leży polewćy stronie średnicy DG; dosta
wa zas S Q łuku AN większego od 4tey części 
okręgu, leży po prawey stronie teyźe średnicy DC; 
gdy tym czasem ich wstawy MP i N Q leżą obie-
dwie z iedney strony średnicy AB. Odwrotność 
ta kierunku dostaw i wszelkich innych liniy w y 
raża się w rachunku dwoma znakami - j - i — , z któ
rych pierwszy wyraża ilości dodayne, drugi o d -
iemne. I tak ieżeli dostawa SP leżąca po lewey 
stronie średnicy D C uważa się iako ilość dodayna, 
czyli ma przed sobą znak -f-, dostawa SQ leżąca 
p o prawey stronie teyże średnicy D C uważa się 
iako ilość odiemna, i m a przed sobą znak—. D o 
stawa zatem łuku większego od 4tey części o k r ę 
gu iest równa dostawie iego spełnienia wziętey 
ze znakiem — ; i odwrotnie dostawa łuku mniey
szego od 4tey części okręgu równa iest dostawie 
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iego spełnienia wziętey ze znakiem 4 / j czyli, do
stawa łuku równa iest dostawie iego spełnieiua 
wziętey ze znakiem przeciwnym. 

X V I I . Nakoniec widzimy tu, że MG wstawa 
łuku M N fig. l58 iest polową A M cięciwy łuku 
A N M dwa razy większego od łuku M N ; p o d o 
bnież MĆ wstawa łuku M N iest po lową MB cięciwy 
łuku MNB dwa razy większego ocl łuku MN. 
Stąd wniesiemy, że wsiawa łuku równa iest po- -
łowię cięciwy łuku dwa razy większego. A za
tem gdy wsta wy są wiadome, łatw^o można w y 
rachować c i ęc iwy , i odwrotnie. 

X V I I I . Ponieważ średnica iest cięciwą p ó ł 
okręgu: po łowa więc średnicy czyli promień, będzie 
Wstawą po łowy pó ł okręgu czyli czwartey c z ę 
ści okręgu ( X V I I ) ; iakoź w rstawą łuku A B fig 
106, równego czwartey części okręgu iest p r o 
mień B R z końca B tego łuku spusczony p r o 
stopadle do promienia A R przechodzącego przez 
drugi koniec A tegoż łuku. A że średnica ąo 
wszyftkich cięciw koła iest naywiększa ( 1 0 1 ) ; 
więc w&tuwa czwartey części okręgu iest ze w s z y -
fikich wstaw naywiększa. Wziąwszy zatem pro-* 
mień = l ; Wstąwa czwartóy części okręgu będzie 
1; wstawy zaś innych ł u k ó w będą mnieysze od 
1 , a tera samem ważności ich będą u ł o m k o w e . 

Ze zas kwadrat dostawy równa się kwadrato
wi promienia zmnieyszonemu kwadratem wsta
wy ( X I ) ; kiedy więc wstawą czwartey części 
okręgu iest promień, dostawa czwartey części 
okręgu będzie = o. 1 w samey rzeczy dostawa ł u 
ku równa się części promienia zawartey mię 
dzy wstawą i środkiem koła ( V I ) ; kiedy w i ę c 
wstawa B R łuku AB równego czwartey części 
okręgu, przypada na środek koła R , dostawa 
tegoż łuku niknie czyli równa się o. 

27 
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Ponieważ promień iest cięciwą łuku równe
go 6tey części okręgu; więc połowa promienia 
będzie wstawą łuku równego i'2tey części okręgu 
( \ Y T l ) Wziąwszy zatćin promień = i , wstawa 
i2tey części okręgu będzie = - _ . A źe dostawa ł u 
ku równa się pierwiastkowi różnicy miedzy kwa
dratem promienia i kwadratem wstawy ( X I ) , 
kiedy więc p r o r a i e ń = i , wstayva latey części 
okręgu = J , będzie dostawa i2 t ey części okręgu 

/ / V/ 5 

__y/ V| = ± = § y / d . \ 
i3sta część kręgu iest ocią częścią łuku 

A B r ó w n e g o 4tey części okręgu. Oznaczywszy 
zatem 4tą część okręgu przez Q, będzie 

lud. wst Q= 1 ; dos Q = o. 
2re. wst | Q » { ; dos § Q = £ V 3. 

Maiąc WStflRWy i dostawy tych dwóch łuków, 
można będzie znaleźć nie tylko styczne, doty-
czne , sieczne i dosieczne tychże łuków, za p o m o 
cą formuł wyżey ( X l ) podanych; ale też wsta
w y , dostawy i t. d. innych wszystkie!) luków, b i o 
rąc łuki t e , tak podług nowego podziału okręgu 
na 4oo stopni, iako też podług podziału dawne
go na stopni 5Ho. Lecz pierwey uczynić pot rze
ba dwie nastepuiace uwagi: 

X I X . lbd. Łuk co do długości zawsze iest 
mnieyszy niż iego styczna, a większy niż iego 
wstawa. Jakoż wziąwszy łuk Ara = A M fig. 109, 
i poprowadziwszy c ięc iwę M m , i styczne T M , 
T m ; styczne te przetną się z promieniem Al t 
W punkcie T : gdyż dwa tróykąty R T M , R T m 
tnoga do siebie przystać. Lecz łuk M A m czyli 
A M + A m < T M + T m , A M -f- Am > MP + Pm 
( 2 5 8 ) ; źe zaś A M ; — A m , T M — T m , P M — Pm; 
będzie w i e c 2AM < 2 T M ; 2 A M > 2 P M ; a tem 
samem A M < T M , A M > PM. 
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2re. Stosunek między styczną i wstawą co 
raz bardziey przybliża się do i , w miarę coraz 
bardziey' zmnieyszaiącego się łuku; czyl i , co na 
iedno w y c h o d z i , im iest luk mnieyszy, tem iest 
mnieyszą różnica między iego styczną i wstawą. 

R . wst a 
Jakoż ponieważ sty a = ( X I ) , czyli wzią-

dos a 
. , wst a 

Wszy promien = i , sty a = — ^ s a—» w i e c o -

bie strony rozmnożywszy przez dos a, i p o d z i e -

. . . 1 1 * 1 W S T A 

bwszy przez sty a będzie dos a = - — • że 
v sty a 

zaś dostawa luku tem iest większa, im iest luk 
mnieyszy, to iest dostawa tem bardziey przybli
ża sie do promienia czyli do i , im iest łuk mniey
szy; więc im łuk u iest mnieyszy, tem bardziey 
ważność dos a, a tem samem i ważność ułomka 
wst a , T , . , , 

, przybliża sie d o i ; co d o w o d z i , ze r o z m -
sty a ^ J ' ' 
ca między mianownikiem i licznikiem tego u ł o m 
ka , to iest między sty a i wst a musi być bardzo 
mała , a iescze mniejsza między ważnością łuku 
a, i ważnością iego wslawy lub stycznćy. W z i ą 
wszy np. P M = 0,0001, będzie 

R P = V / R M — PM* = V 1 — 0,00000001 == 
°>999 999 995-

M p R M X P M 1 X 0,0001 
~ o,()99 999 995 

0,000 100 0000006 ; ważność ta styczney M T różni 
się tylko od ważności wstawy P M W lotey liczbie 
dziesiętney; rncżna ią więc wziąć za ważuość ł u 
ku A M Ai ryraźonego w częściach promienia RA-. 
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X X . Po tych uwagach i po wiadomościach 
które ie poprzedziły, n ie t rudno będzie wskazać 
sposób, którym ważność wstaw, dostaw i t. d. 
wszystkich łukóyv r wynaleziono i u łożono w ta
blice. 

Ponieważ wstawa 4tey ezęści okręgu czyli 
wst Q = i, dos Q~o ( X V I I I ) , uczyniwszy więc 
a— Q , i położywszy naznaczone ważności w 
dwóch równaniach w ż e y znalezionych ( X I V ) , 

wst | g =g-•§ V 2 R 2 — 2R. dos a, dos | a — 
i \ / 2 R 4 4 - 2 R - dos a; równania te zamienią się 
w nastepuiace: 

•wst i Q— |V 2 — 2 X 0 — ^ 2 ^ 0 , 7 0 7 1 0 6 7 8 1 1 8 6 -
d o s | ( 2 = 1^2-1-2X0=1^ 2 = 0,707 ; 06781186 . 

Ważność tę wstawy i dostawy i Q można 
także nastepuiacym sposobem wyprowadz ić . 

Jeżeli łuk A B fig. i4o. równy czwartey c z ę 
ści okręgu iest w punkcie M podzielony na dwie 
części r ó w n e , na ten czas liniia MP czyli wstawa 
łuku £ AB, równa iest linii R P czyli dostawie tegoż 
ł u k u : w tróykącie bowiem R P M kat P R M 
== R M P , co "iest łatwo okazać. Ze zaś M P 2 + 
R P 2 — MPi 2; czyli, 2 M P 2 = = M R a = ij^ więc M P ^ 

s = | ; a tem samem MPj=VĘ^:V ^ X 2 = = = \ V '2. 
Maiąc ważność wstawy i dostawy łuku iC, 

można będzie znaleźć ważność wstawy i dostawy 
p o ł o w y tego łuku czyli \Q. Jakoż niech będzie 
c Q = = a: w równaniach powyższych ( X I V ) , p o 
łożywszy znalezione lub naznaczone ważnośc i , 
będzie 

"wsH 0==|V ( 2 — 2 X 0 , 7 0 7 1 0 6 7 8 1 1 8 6 ) = = 
o, 582680402065; 

dos \ Q — i V ( 2 + 2 X 0 ,707106781186 = 
0 ,925879552511 . 

Lecz dideląc tym sposobem każdy łuk na dwie 
Części rów rne, nie doydziemy ani do części dziesiętych 
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które są stopniami minutami, i t. d. podług nowego 
podziału okręgu, ani do części takich, któreby 
można wziąć za stopnie, minuty i t. d. podziału 
dawnego. Znaydziemy tylko łuki coraz mniey-
sze, a tem samem coraz bardziey przybliżaiące się 
do swoich wstaw: i tak za i4 tym podziałem będzie 
ł u k t = T Ó 3 ¥ 4 Q> którego wftawa —0,000095870790. 
Wstawa ta mnieysza iest od wftawy 0,0001; łuk 
więc ten nie różni się od swoiey wstawy w pier
wszych iatu liczbach dziesiętnych ( X I X ) . Łuki 
zatem mnieysze iescze mniey różnić się będą od 
swoich wstaw. 

Łuki tak mało różniące się od swoich wstaw 
i stycznych, mogą być uważane za proporcyo
nałne tym liniiom: będzie więc 
W*fcj O31T5 Qj >VSTTTN;TOTFÓ Q — zS^-gJ Q : IOÓ'ÓÓÓ Q-

czyli = 100000: i6i)84. A zatem 
W*-x«Vtrv"Cb czyti wst 0,00001 Q s a 

i6584 X w s t _ T _ „ Q 
0,000015707965. 

100000 
Nadto ponieważ łuki małe są proporcyonał

ne swoim wsta woni, łuków zatem 2, 5, 4 i t. d. 
razy większych od łuku 0,00001 Q , będą wstawy 
2,5, 4 i t. d. razy większe od wftawy tegoż łuku; 
będzie więc 

wst 0,00002 Q = 2wst 0,00001 Q, 
wst o,oooo5 Q _ = 5 w s t 0,00001 Q. 
wst o,oooo4 Q = 4wst 0,00001 Q i t d. 

T y m sposobem znaydziemy iescze wiele łuków 
większych od łuku 0,00001 Q , których wstawy i ' 
styczne nie różnią się między sobą w pierwszych 
12stu liczbach dziesiętnych. A chociaż za dalszeiH 
powiększaniem się ł u k ó w , różnica tą coraz sic 
bardziey powiększa; można iednak tym sposobem 
postępuiąc d.oyść aż do łuku—0,001 Q , którego 
wstawa i styczna tymże sposobem znalezione. i e -
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seze się między sobą nie różnią w pierwszych 
8miu liczbach dziesiętnych. 

W łukach większych od 0,00 i Q , różnica ta 
znacznieby sie powiększyła: w ten czas więc u -
żyć potrzeba 4 równań wyźey znalezionych 
( X I I i X I I I ) , 

wst. aa ~ 2wst a. dos a: 
7 

dos aa — dos* a — wst'2 a; 
wst ( a + b ) — wst a. dos b + wst b. dos a. 
dos ( a ńzb ) ==: dos a. dos b + wst a. wst b; 

Wziąwszy naprzód a— 0,001 Q , potem a 
= 0,002 Q i t. d. z dwóch równań pierwszych 
otrzymamy 

wst 0,002 Q ; dos 0,002 Q - wst o,oo4 Q ; 
dos o,oo4 Q i t. d. Wziąwszy znowu naprzód 
« = o , o o i Q, b = 0,002 Q ; potem «=3= 0,002 Q , 
&=-=o,oo5 Q i t. d. z dwóch równań drugich o -
trzyntamy 

wst o,oo5 Q , dos 0,000 Q; w s t o,oo5 Q , 
dos o,oo5 Q i t. d. 

X X I . T e n sam sposób poflępowania można 
przyflosować do dawnego podziału okręgu na 
5 6 o ° , z tą tylko różnica, źe działanie rozpocząć 
należy od wfławy i doftawy łuku = § Q = 5o° 
( X V I I I ) . Łuk ten ciągle dzieląc na dwie części 
równe , i za każdym podziałem wynayduiąc w a ż 
ność wfławy i dostawy łuków coraz bardziey 
zmnieyszaiących się, doydziemy nakoniec do łuków 
bardzo mało różniących się od swoich wstaw i 
stycznych, które mogą być wzięte za p roporcyo-
nalne tymże wftawom i stycznym. Dalszy sposób 
poflępowania zupełnie iest podobny do podanego 
wyżćy. % ( / 

X X I I . Zamiast ważności wflaw, dostaw, 
stycznych i dotycznych w tablicach zwyczaynych 
położone są ich logarytmy, dla ułatwienia rachun
ku w rozwiązaniu dwóch naflepuiących zagadnień 
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do wyrachowania części tróykata istotnie potrze
bnych: 

1. Maiąc dany łuk, znaleźć logarytm iego 
wstawy, albo dostawy, albo styczney albo do-
tyczney. 

2. Maiąc dany logarytm wstawy, albo do
stawy, albo styczney, albo dotyczący tuku; zna
leźć ten tuk. 

Rozwiązanie tych zagadnień zależy od spo
sobu rozłożenia i uporządkowania tablic, który 
iest rozmaity, lecz zawsze na witępie dzieła ta
blic wyłożony. 

X X I I I . Tablice te nie obeymuią łuków w i ę 
kszych nad 4tą część okręgu, i nie maią po w i c -
kszey części ważności siecznych i dosiecznych: 
obaczymy iednak niżej", że one są doftateczne do 
wynalezienia ważności wstawy, dofławy, styczney 
i dotyczney wszyftkich łuków choćby też naywięk-
szych. Co się zaś tycze siecznych i dosiecznych, 
te nie wchodzą do rozwiązywania tróykątów, iak 
się o tem przykonamy w zagadnieniach rozwiązy
wanie to za cel maiących , które wkrótce podamy, 
wyłożywszy pierwey twierdzenia istotnie p o 
trzebne do wyrachowania części tróykątów, co 
iest właściwym przedmiotem Trygonometryi . 

X X I V . JV~każdym tróykącie prostokątnym 
tak sie ma promień do wstawy iednego z kątów 
ostrych, iak przeciwprostokątna do boku prze
ciwnego temu kątowi. 

Niech będzie A B C fig. i 4 i . tróykąt prosto
kątny przy A, z punktu B iako ze środka promieniem 
BM równym promieniowi podług którego u ł o ż o 
ne są tabljcc nakreśliwszy łuk M F , który będzie 
miarą kata B, i z punktu M do A B spuściwszy 
prostopadła M P , która będzie wstawą kąta B ; 
w tróykątach B M P , BCA podobnych, iest 
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B M : M P — C B : A C ; czyli , położywszy W a . 
żnoi'ci trygonometryczne R : wst B = C B : A C . 

X X V . JV każdy m tróykącie prostokątnym 
tak sie ma promień da styczuey iednego z kątów 
ostrych, iak bok przyległy temu kątowi do bo
ku przeciwnego. 

Wykreśliwszy, iak wyźey, łuk M F , i z pun
ktu F do AB poprowadziwszy prostopadłą F D , 
która będzie styczną kąta B : wtróykatach B F D , 
CAB p o d o b m c h iest B F : F D = A B : A C , czyli 
R : sty B = A B : A C . 

X X V I . (V tróykącie proslokreślnym iakim-
kolwiek wstawy maią kątów sie iak boki tym kątom 
przeciwne. 

Niech będzie tróykąt ABC fig. 70", z wierz
chołka C spuściwszy CD prostopadłą do A B , 
prostopadła ta padnie albo wewnątrz tróykąta iak 
iest na figurze i , albo zewnątrz, iak iest na figu
rze 52. W iwszym przypadku, w tróykątach p ro 
stokątnych A C D , B C D iest 
R: wst A = A C : CD;R: wst B = B C : CD ( X X I V ) , więc 

R x C D = wst A x A C ; R x CD == wst B X B C ; 
a tera samem wst A X AC = w s t B x B C . W i ę c 
wst A : wst B = B C : A C . 

W przypadku 2gim w dwóch tróykątach 
prostokątn\ch C D A , C D B , iest 

R .ws t D A C = A C : CD; R: wstB== CB: C D ; więc 
R X C D = wstDAC x A C ; R x C D = wst B X 

B C ; a zatem 
wst D A C x A C = ws tB X B C ; a tem samem 

wst D A C : wst B = B C { A C . Z e zaś k ą t D A C iest 
•pełnieniem kąta CAB czyli kata A ( X X V ) , a tem 
samem wst D A C = wst A ; będzie wice wst A : 
wst B = B C : AC. 

T ę sarnę własność można także następuią-
cym sposobem wyprowadzić: 
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Dany tróykąt ACB fig. i 4 2 , opisawszy k o 
ł e m , i ze środka S promieniem Sa równym p r o 
mieniowi tablic wykreśliwszy k o ł o , poprowa
dzić promienie A S , B S , CS przecinaiące okrąg 
drugiego koła w punktach a, b, c, i poprowadzić 
cięciwy ab, bc, ac; tróykąt abc będzie podobny 
tróykątowi A B C , gdyż ponieważ -aS i bS są r ó 
wne iako promienie iednego koła , tudzież AS i 
BS są także, równe; więc w trójkącie ASB iest 
A S : « S = B S : bS; a tem samem bok ab iest r ó 
wnoodległy od AB. Tymże sposobem okazać 
można, że bot bc iest równoodległy od B C , bok 
ac równoodległy od A C . A zatem tróykąty A B C 
i abc są podobne: będzie wiec 

A B : ab = BC: bc=AC: ac; czyli 
A B : B C : AC = « ó : bc: ac; więc 
A B : B C : AC = i ab±bc: £a<?. Ze zaś kąty 

tróykata abc, których wierzchołki są na okręgu, 
maią za miarę połowy łuków, krórych cięciwami 
są boki tym kątom przeciwne; a wstawa łuku 
równa iest połowie cięciwy łuku dwa razy więk
szego ( X V I I ) ; więc | a 6 r = w s t c = wst C ; i bc 
= wst a= wst A; \ac — w s t ^ = w s t B j a tem 
sam 'm 

A B : B C : A C = w s t C : wst A : wst B. 
X X V I I . W każdym tróykącie prostokre-

ślnyrn dostawa iednego z kątów tak sic ma do 
promienia, iak summa kwadratów z boków przy
ległych ternu kątowi zmrdeyszona kwadratem bo
ku trzeciego, do podwóyuego iloczynu dwóch 
pierwszych boków. 

W trókącie ACB fig. 75, z wierzchołka ką
ta któregokolwiek np. C spuściwszy CD proflopa-
dią do A B , i dla skrócenia bok CB przeciwny 
kątowi A oznaczywszy przez a, bok A C przeci
wny kątowi B przez b, bok AB przeciwny kąto-
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R 
, 2 

-; podzieliwszy obie strony przez 

dos A & 2 - 4 - c 2 — a 2 

b, wypadnie————=—— j a tćm sa-" 

mem dos A : R = i 2 - ) - c ' 2 — o * : 2bc. Gdyby t róy
kąt A C B by ł roztwarlo kątny, iaki iest pod liczbą 
2 , w którym prostopadła CD pada zewnątrz t r ó y 
kąta, na ten czas byłoby a* = r b z - f - c * -f-3 c X 

1,2- 4-c2 a2 

( 1 7 0 ) ; a tem samem— x = - . ( A ) . 
ac ' 

W tróykącie C D A iest wst A C D = dos 

R x 
GAD = ' b . ( X X I V ) , że zaś kąt CAB czyli 

kąt A iest spełnieniem kąta A C D , i ma tę same d o 
stawę co i kąt C A D lecz odiernną ( X V I ) , b ę -

R. x , 
dzie-więc — dos A =—_—5 atem samem — x 

wi C przez c, a odcinek A D przez x; będzie 
= 6 2 - - f - c 2 — 2 c x ( 1 7 2 ) Dodawszy po obu stro
nach 2cx, a odiąwszy a 2 , i podzieliwszy przez 

b2-\-c*—a2 

2c, będzie 3; —1 . • 
' ' - 26-

W tróykącie proflokątnym A C D ie6t R : wst 
BCA = b:x ( X X I V ) . A źe kąt D C A iest d o 
pełnieniem kąta A , gdyż obadwa czynią kąt p ro 
sty, a tem samem wst DCA — dos A ( V I ) ; b ę 
dzie w ięc R : dos A — b: x. 

. , dos A x b , 
A zatem cc = — — _ ^ . Porównawszy z sobą 

. dos A x o 
dwie znalezione ważności dla x, będzie-
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doś A X b 
• r . Ważność tę położywszy zamiast — x 

w równaniu ( A ) , będze dos Axb bŁĄ-c2—a2 . 
\ " — • •" • • • 1 i a k 

R a c 
iest wprzypadku pierwszym. 

X X V I I I . W równaniu a2 = b2-\-c2 — 2cx 
( X X V I I ) , dodawszy po obu. stronach 2cx, a o d -
iswszy a2 i c2 , będzie 2cx — c2 = b2— a 2 . S t ro
ny tego równania rozłożywszy na czynniki, w y 
padnie 

c (2X — c ) = ( 6 - f « ) (b — a); a z a t e m c : b~\-
a=b — a: 2X — c. 

Ze zaś AB = c , A D = * ; w i ę c B D = c — x , 
a tem samem A D — BD = x—c-\-x = 2x — c. 
Ostatnia wiec proporeyą zamieni się w następu
jącą: 

A B : A C - f B C = A C — B C : A D — B D . T o iest: 
W trbykącie, w którym prostopadła z wierz

chołka do podstawy spusczona pada wewnątrz 
troykąta, podstawa tak się ma do summy dwbch 
innych boków, iak różnica tychże boków, do ro
lnicy odcinków podstawy. 

Jeżeli kąt A iest roztwarty fig. 70 Nro 2, 
na ten czas a2 = b2-\-c2 ~\-2cx ( 170) . W i ę c a'Ł 

— b2 =. c2-\-2cx; czyli ( a - ( - 6 ) (a—b~) — c (2x 
- f - c ) ; azatem c-.a-j-b — a—b: 2x -f- c. to iest, 
kiedy proflopadłą z wierzchołka spusczona do pod
stawy pada zewnątrz troykąta, tak się ma pod
stawa do summy dwóch innych boków, iak ro
lnica tychle boków, do summy odcinków podsta
wy BD + AD. 

T ę same własność można wyprowadzić s p o 
sobem naftępuiącym. Z punktu C iako ze środka 
promieniem CB wykreśliwszy koło fig. i45 , i ibok AG 
przedłużywszy do przecięcia się z okręgiem w pun-
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wst (a - f b) -f- wst (a — b)=> 
R 

Niech będzie a- \-b = A, a — / ; = B ; a zatem 
+ («— b) = 2 a = ' A - f - B ; wiec a — 

A + B 
— = i A + ł B . 

( a - f Z > ) — ( a — &) = 2 6 r = A — B ; wiec £ = 
A — B 
- — - = | A - | B . 

Po łożywszy te ważności w dwóch p o w y ż 
szych równaniach, będzie 

wst A + w s t B =J- wst ( - J A - f | B)dos [ ( | A — |B); 
* R 

cie E , będzie podług tego cośmy powiedzieli W y _ 
żey (217) , A B : A E . = * A F : A M ; czyli AB: A C 4 -
CE = A C — C F : A D — D M . Ze z a ś C E = C F = ! 'C , 
a D M = B D ; będzie wiec A B : A C + B C = AC — 
B C : A D — B D . 

Kiedy kąt A iest roztwarty, fig. 73 Nro 2 , 
Dowodzenie i wykreślenie podobne do poprze-
dzaiącego. 

X X I X . TF każdym tróykącie prostokreślnym 
tak się ma summa dwóch boków do ich różnicy, 
iak styczna połowy summy kątów tym bokom 
przeciwnych do styczney połowy różnicy tychże 
kątów. 
, s r , . , : ' wsta dos£>-j-wstftdos a 
W równaniach wst (a-\-b)= # 

. . v wsta dos i—wst f tdosa 
wst ( a — b ) = — ( X I I ) , stro
ny odpowiadaiące raz do siebie dodawszy, drugi 
raz odiąwszy, będzie 

; , v " 2wst. a. dos b 
wst ( a - f - o ) + wst (a — 6 ) = . 

2wst b. dos a 
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wst A — w s t B = | - w s t ( £ A — | B ) dos ( | A + | B ) . 

Strony odpówiadaiące tych równań podzie
liwszy przez siebie, wypadnie 
wst A 4 - wst B _ w s t ( | A - f | B )dos ( | A — | B ) 
wst A — wst B"~dos ( | A + | B ) wst ( £ A — _ B ) " 

Ze zaś wstawa łuku podzielona przez dosta
wę równa się styczney tegoż łuku ( X I ) , będzie 
wiec . 

^ _ ± Z ! _ J L = s t y G A + , B ) X d 0 S ^ A - ^ B > 
wst A — wst B 7 ' 2 J wst ( | A — | B ) ' 

Rozmnożywszy obie strony przez wst ( £ A — 
| B ) , a podzieliwszy przez dos ( _ A — £ B ) , w y 
padnie . 
wst A + wst B w s t ( l A - i B ) , _. _ N 

w I t - A ^ f B X o ^ ^ ^ 
wst \ -4- wst B 

w , t A - w s t B X s t > ^ A - ^ B ) : r = £ t y ( * A + * B ) ; w ; ? c 

wst A - f wst B s t y ( | A + l B ) 
1 - 7 : — - — X t . —r=x. A tem samem 

wst A — wstB s t y ( | A — | B ) 
A - f B A — B 

wst A-j-wstB: wst A — w s t B = s t y — ; sty — - — 

Ze zaś w tróykącie wstawy kątów, maią się 
iak boki tym katom przeciwne ( X X V I ) ; ozna
czywszy zatem boki przeciwne kątom A i B g ł o 
skami aib, będzie a: £ = wst A : wst B: a tem 
sam°m a-\-b:a—fe = wst A-4-wstB: wrst A — wst 
B. Proporcya tę porównawszy z proporcya p o 
wyższą wypadnie 

A 4 - B A — B 
a + 6: a — b = s t y - — : sty - — 

2i M m 

Możnaby to samo okazać sposobem naftępu-
iącym. Niech .będzie, fig. i 4 4 , ł uk A M = = A , 
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łuk A N = = B : będzie MP = w s t A , N Q == wet fi. 
Poprowadziwszy NC równoodległą od śreclniCy 
A B , i przedłużywszy MP do m; będzie 

M R = M P — P R = M P — N Q = wst A — wst B ; 
mR±= mV - f P R = M P + N Q = wst A - f w s t B . 

Z punktu C iako ze środka promieniem C D 
równym promieniowi koła AGBOT nakreśliwszy 
łuk E D G , i przez punkt D poprowadziwszy sty
czną F H , aż do przecięcia się z liniiami C M , Cm 
w punktach F i H ; liniia D F będzie ftyczną ł u 
ku D E ( V I I I ) , liniia D H będzie styczna łuku 
D G , z których pierwszy iest miarą kąta M C N , 
drugi miarą kąta TMCN ; a źe kąty te maia wierz
chołki na okręgu, więc kąta MCN iest także 
miarą połowa łuku M M = A M — A N = A — B ; 
kąta zaś /nCN iest miarą połowa łuku mlS= A M 

^ - A N = A + B . Badzie zatem D F = sty . 

D H = = s t v A ± 5 : . 
2 

Z e zaś linie Mm, F H są od siebie r ó w n o 
odleg łe , więc w tróykątach M C R i F C D , tudzież 
W tróykątach mCR i D C H podobnych iest 

R C : D C = M R : D F , R C : D C = m R : D H : 
a zatem m R : M R = D H : D F ; Czyli 

A | B 
wst A + wst B : wst 'A — wst B = sty—-— 

A — B , 
sty———; reszta iak wyźey. 

2 4" • 
X X X . P o wyłożeniu tych twierdzeń, można 

będzie z»łatwością wyrachować części tróykątów 
proftokreślnych we wszystkich przypadkch, iakie 
ty lko wydarzyć się mogą. 

A naprzód co do tróykątów proftokątnych, 
niech będzie A kąt profly, B i C dwa inne kąty 
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troykąta proftokątnego A B C ; niech a oznacza 
przeciw proftokątna, b bok przeciwny kątowi B , 
c bok przeciwny katowi C. Ponieważ w t róy 
kącie proftokątriym summa dwóch kątów oftrych 
B i G równa się iednemu proftemu, więc kąty te 
są dopełnieniem ieden drugiego; a zatćm wstC = 
dos B , wst B = dos C ; podobnież fiy C = d o t B , 
sty B = d o t C. 

Dla rozwiązania troykąta, czyli dla wyraże
nia części iego w liczbach, iakośmy iuź uważali, 
potrzeba mieć trzy części dane, między któremi 
powinien być przynaymniey ieden bok. W t róy
kącie proftokątnym A B C kąt A iest zawsze w i a 
domy iak profiy: dla rozwiązania w i ę c troykąta 
proflokątnego dosyć iefl oprócz kąta proftego, 
mieć dwie części dane, miedzy któremi powinien 
być przynaymniey ieden bok. 

Dwie te dane części mogą być lód przeciw-
proftokątna i ieden z boków przyległych kątowi 
proftemu; 2re dwa boki przyległe kątowi profte
mu ; ocie przeciwproftokątna i ieden z kątów o -
ftrych; ite ieden z boków przyległych kątowi p ro 
ftemu i ieden z kotów oftrych. Wszyflkie więc 
przypadki rozwiązywania tróykątów profloką-
tnych sprewadzić można do czterech naftępuiąch 
zagadnień. 

X X X I . Zagad. i . Maiąc daną przeciwpro-
stokątną a i bok b , znaleie dwa kąiy ostre B iC, 
i bok trzeci c. 

Rozw. c: b = R: wst B ( X X I V ) ; więc wst B 
R. b .'-_/. 

as •••; czyli odbywaiąc działanie za p o m o -
a ' P 

cą logaraytmów log, wst B = l o g R-f - l °g b — log 
a. Znalazłszy kąt B , łatwo będzie znaleźć kąt 
C , który ieft kąta B dopełnieniem. Można także 
kat C znaleźć przez naflepuieca proporeyą: a: b= 
R; dos G. 
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Go się tycze boku c, ten znaleźć można d w o 
ma sposobami: i orf znalazłszy kąt C , będzie R : ' 

sty C = b: c ( X X V ) , a zatem cz=^~ — 
ii f 

czyli log c = log sty C -f- log b— l o g R . s r c , c 2 ~ 
a*—b2 ( 1 6 9 ) ; a zatcm c = V a2—b2; czyli 
c = V Ca-\-b~) (a—b); czyli log c— i log (a-\-b) 
+1 log ( a — 6 ) . 

X X X I I . Zagad. 2. Maiąc dane dwa boki 
hic przyległe katowi prostemu, znaleźć przeciw* 
prostokątną ą i dwa kąty ostre B i C. 

Rozw. c: b—R/sty 13 ( X X V ) : więc sty B 

= d o t C = — ~ . Znalazłszy k ą t C , przeciwpro-

flokątną a znaydziemy przez proporcya: wst B: R 
= b: a. Moźnaby także znaleźć przeciwpro-
stokątną a, przez nafłępuiace równanie: a 2 = b 2 

- f - c 2 ( 162 ) ; wiec a=X/ b2-\-c2 ; lecz wyrażenie 
to nie iest wygodne do rachunku przez logarytmy. 

X X X I I I . Zagad. 5. Maiąc daną przeciwpro-
stokątną a i ieden kąt ostry B, znaleźć dwa bo
ki b i c. 

Rozw. R : w6 tB = tt: b; R : dos R==a: 
wst B. a dos B. a 

c; WIEC b = ; c = • 

X X X I V . Zagad. Maiąc dany bok b przyle
gły katowi prostemu, i ieden z kątbw ostiych, 
znaleźć bok drugi i przeeiwprostokątna. 

Rozw. wst B : R = b: a; R : d o t B = &: 
wst B d o t B . b 

c. W i e c a — : c = — • 
R. b R 

X X X V . Co się tycze trókątów ostrokątnych 
i roztwartokątnyeh, w tych oznaczywszy trzy ka-
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ty przez A', B , C , a boki tyra kątom przeciwne 
przez a, b, c, ażeby za pomocą trzech danych 
części wyrachować inne trzy części tróykata, p o 
trzeba mieć dane albo jeden 1 bok a i dwa które
kolwiek kąty; albo dwa boki aib, i kat A prze
ciwny bokowi danemu a; albo dwa boki a i b i 
kąt C między niemi zawarty; albo nakoniec trzy 
boki a, b i c. Wszyftkie więc przypadki rozwią
zywania tych tróykątów można sprowadzić do 
czterech naftępuiących zagadnień. 
X X X V I . Zag. i . Maiąc dany bok a i dwa kąty 
tróykata; znaleźć dwa inne boki b i c. 

Rozw. wst A : wst B =a: b; wst A : wst C 
= a: c ( X X V ) ; więc 

wst B. a wst C. a 
b = —- ; c = . 

wst A wst A 
X X X V I I . Zag. 2. Maictc dane dwa boki a 

i c, i kąt A przeciwny iednemu z boków danych, 
znalóić bok trzeci b i dwa inne kąty B i C. 

Rozw. a: c = w s t A : wst C ; więc wst C =r 
wst A. c • 

. Maiac wiadomy kat A i L , znaydzie-
a 

my tem samem i kąt B. Dla znalezienia zaś b o 
ku b, u łożymy naftepuiącą proporcya: 

wst A : wst B == a: b. 
Uwaga. Jeżeli kąt A iest of i ry , a bok a 

<Cp; na ten czas znaleziona przez powyższą p r o -
wst A, c . 

poreya wst C = , będzie albo wltawa ka 
rt 

ta bca fig. 4 g , albo też wflawą kąta bćd, który 
iest spełnieniem kąta bca, iakośmy to uważali 
wyżey ( 92 ) . . W tym wiec przypadku p o d w ó y -
ne być może rozwiązanie. 
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X X X V I I I . Zagcł. 3. Maiąc dane dwa boki a 
i b i kąt Cmiedzy niemi zawarty, znaleió dwa 
inne kąty A i B i bok trzeci c. 

Rozw. Ponieważ kąt C iest wiadomy, tein 
samem wiadoma będzie summa dwóch innych 
. , A -f- B 
kątów A - f - B , i połowa tey summy J e_ 

2 
żeli więc « > b, a tem samem A > B ; znaydziemy 
p o ł o w ę różnicy tychże kątów A i B , p rz t z nafle-
puiącą proporeyą: 

A + B A — B « + & : « - ^ = s t y - - _ ; s t y _ _ ( X X I X > 

Znalazłszy p o ł o w ę różnicy, znaydziemy kąt w i ę 
kszy A i mnieyszy B. Jakoż niech * oznacza sum-
inę, r różnicę Jych dwóch kątów: czyli niech b ę 
dzie A -f-B = s, A — B = r. Strony tych dwóch 
równań raz do siebie dodawszy, drugi raz od 
siebie odiąwszy, wypadnie iiA = s - } - r ; a B = s — r ; 
wice A = -Js-\-±r~, B = £ « — | r . T o iest, kąt 
większy A równa się polowie ich summy więcey 
po łową różnicy; kąt mnieyszy B równa się p o 
łowie summy mniey połową różnicy. 

Znalazłszy dwa katy A i B , bok trzeci c 
znaydziemy przez proporeyą: wst A : wst C=a: c. 

X X X I X . Zag. 4. Maiąc dane trzy boki a,b, c,zna-
leźć trzy kąty A, B, C. 

Rozw. dos A : R = 5 2 - f - c 2 — a 2 : s i c ( X X V I I ) . 
• n Ł 2 - j - c 2 — a * 

więc dos A = R X — . T y m ź e 

sposobem znaydziemy dwa inne kąty. 
Możnaby także zagadnienie to rozwiązać 

sposobem naflępuiącym: niech będzie tróykat 
ACB fig. i 4 5 , w którym wszyflkie trzy*boki są 
yviadome, i w którym kąt C iefl naywiększy i bok 
A C > B C , czyli / 3 > « . Zwierzcholka kąta C spu-



T R Y G O N O M E T R Y A 227 

ściwszy CD proftopadłą do A B , czyli do c , i o d 
cinek większy A D oznaczywszy przez x, odcinek 
mnieyszy DB przez y , będzie 

c : 5 + u= b — a: ( X X V I I I ) . Znalazł
szy różnicę odcinków x-—y, wiedząc prócz tego 
ich summę x-\-y = c, znaydziemy odcinek większy 
A D , i mnieyszy B D , z których pierwszy równa 
się połowie ich summy więcey połową różnicy, 
drugi równa się połowie ich summy mniey połową 
różnicy. W tróykątach zatem profiokątnych A C D , 
BCD znaydziemy kąty A i B sposobem podanym 
wyżey ( X X X I ) ; maiac zaś wiadome te dwa, 
Raty, w tróykącie ABC.znaydziemy kąt C , k tó
ry iest ich spełnieniem. 

Jeżeli kąt A'ieft roztwarty fig. 73 , pod li
czbą 2, na ten czas z proporcyi c : a-\-b — a — b: 
» * - f - c ( X X V I I I ) , znaydziemy summę dwóch o d 
cinków B D - f - A D ; a źe różnica tychże odcinków 
B D — A D = A B , maiąc zatem wiadomą summę i 
różnicę odcinków a tem samem połowę ich 
summy i po łowę różnicy, znaydziemy odcinek 
większy BD i mnieyszy A D . W tróykątach zatem 
profiokątnych B D C , A D C , w. których przeciw-
proftokątne B C , A C i boki B D , A D są wiado
m e , znaydziemy kąt B 1 C A D ( X X X I ) , a tern 
samem i kąt CAB, który iest spełnieniem kąta C A D . 

X L . £posól) pierwszy, podług którego r o z 
wiązaliśmy ostatnie zagadnienie, użytym bydź 
może nie tylko w tym przypadku, gdy są dane 
trzy boki tróykąta.- lecz i wtenczas gdy są dano 
dwa boki i kąt między niemi zawarty, albo też 
iednemu z dwóch danych boków przeciwny: 

b*+c2 — u* 
w równaniu bowiem d o s A = R X ; 

20 e 
leżeli wiadome są dwa boki b, c i kąt A między 
niemi zawarty, łatwo będzie znaleźć bok trzeci a, 
i dwa inne kąty; podobnież gdy są wiadome dwa 
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boki a , c i kąt A iednemu z nieb przeciwny, ł a _ 
two będzie znaleźć bok trzeci b i dwa inne kąty. 
T o tylko iest rzeczą niedogodną, źe w równaniu 
tem nie można użyć lógarytmów dla znalezienia 
ważności licznika Z 5 2 - f c 2 — az. Lecz można te
mu zapobieźeć sposobem naftępuiącym. 

Ponieważ dos 2 a = R ^ _ w s t t a ( X I ) ; w r ó 

wnaniu zatem dos ™ - d o s ' " - " s t 2 a r x n n 
R 

położywszy R 2 —wst 2 a zamiast dos 2 a , będzie, 
, R 2 — swst 2 a 

cios 2a 6= — 

Niecił będzie dos 2Ct— dos A, wst 2a^= wst A> 
a tem samem wst « = • § A , wst 2 « = wst 2 £ A , 
aw«t*<* = 2 w s t 2 f A. Położywszy te ważności w 
powyższem równaniu, będzie 

R 2 - 2 w s t 2 i A r • dos A 
dos A = > ' . atem samem — 

R ' R ~ 
•R 2-9 W S f

 2 i A . 
3 W S t * ^ - Z e zaś ( X V I I ) 
R. 2 V 

dos A & 2 4 - c 2 - « 2 

—, — -:będzie wiec 
pŁ 2bc ' * 

R 2 _ 2 w s t 2 | A _ Ł 2 + c 2 — a 2 

' 26C 5 a zatem 
/•Ja 4 . c* a* } 

p l 2 _2wst 2 | A = R 2 V ' ! 
2bc 

P r z e m o c z y R 2 n a drugą ftronę, rozmnożywszy 
obie ftrony p rzez—1 i drugą ftronę sprowadziwszy 
do iednakowego mianownika; wypadnie 

/ a 2 — o 2 — c 2 4 - 2fic \ ; a ze 
2 w s t H A = R z V ; 

2bc , 

a* —b*—c* + ibcc=^^ ( 6 — c ) 2 = ( a - H O 
(«4-j5—e) będzie w i ę c 
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, w ^ 2 A - T ^ ((«—& + c) (a+b-c)); p o _ 

abc 
clzieliwszy przez 2, i wyciągnąwszy pierwiafłek 
kwadratowy, wypadnie 

wstiA = R V{«—bĄ-c) (g+b—c)-
kbc 

Niech będzie a-\-b-\-c ~ s ; a zatem a 
b-\-c=s—ab, ci-\-b — c===s— 2c; a lem samem 

(g — b-4-c) (aĄ-b — c) (s — ab) (S — 2 C ) . 
<*bc . ~' 

Podzieliwszy z drugiey strony mianownik i 
licznik przez 4 , będzie 

(a^b + c) ( « + /"> — c ) _ Q s—b) (%s—ć\ 

<kbc bc 

wypadnie więc wst f A = H V( \s—b) (| s—c); 
bc 

T o iest; chcąc znaleźć bał tróykąta którego 
trzy boki są dane, trzeba od połowy summy trzech 
boków odlać naprzód ieden, potem drugi bok 
przyległy katowi szukanemu, dwie pozostałe re
szty przez siebie rozmnożyć; iloczyn ten podzie
lić przez iloczyn dwóch boków kątowi szukanemu 
przyległych; wyciągnąć z tego ilorazu pierwiastek 
kwadratowy: pierwiastek ten będzie wstawą po
łowy kąta szukanego. Promień czyni się zwy-
czaynie = 1 , a tem samem w mnożeniu i dziele
niu opuscza się. 

X L I . Zagadnienia te z łatwością być mogą 
prz\flosowane do Jeometiyi praktyczney wymiar 
gruntów za przedmiot maiącey, iako też do in
nych wszyftkich umiejętności matematyczno fizy
cznych. Przytoczymy tu kilka przykładów p o -
tocznieyszych. 

Przykład: 1, Chcąc zmierzyć na (pruncie 
z punktu A. fig: i 4 5 , odległość niedoflępnego 
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przedmiotu X , trzeba wymierzyć na gruncie pod-
ftawe A B , i za pomocą narzędzia zwanego kąto-
miarern, wymierzy- dwa kąty X A B , X B A za
warte między podftawą A B i promieniami oczne- ' 
mi A X , B X z punktów A i B do przedmiotu X wy-
kierowaaemi: tym sposobem utworzy się tróykąt 
A B X , w którym bok ieden AB i wszyftkie trzy 
kąty są wiadome. Szukana więc odległość A X 
znaydziemy przez proporcya, wst A X B : wst A B X 
= AB: A X ( X X V l ) , w i e c l o g A X = l o g . A B + log 
w*t A B X — l o g . wst A X R . 

Dayray źe A B = 5 8 8 prętów; kąt B A X = i o 3 3 

5o podług dawnego podziału, kąt A B X = 5 6 r 

i 5 ; będzie więc k ą t A X B — 4 o ° , i5. 
Logarytm AB . . . . 2,7695775 
Log. wst A B X . . . . 9 .7718i5o 

Summa . : . . 12,0411923 
Log. wst A X B . . . . 9,8io5i59 
Log. A X . . . . 2,7508764. L o g a 

rytm ten odpowiada liczbie 558, 1 ; będzie więc, 
A X — 5 5 8 , 1 prętów. 

Chcąc z tegoż punktu A znaleźć odległość 
drugiego przedmiotu niedoftępnego Y , trzeba w y 
mierzyć kąty Y A B , A B Y : tym sposobem u two
rzy się tróykąt A Y B , w którjm bok ieden A B i 
wszyftkie trzy kąty są wiadome. Szukaną* więc 
odległość A Y znaydziemy przez proporrya, wslAYB 
w s t A ! 3 Y — A B : A Y . Daymy źe kat B A Y = 55°6', 
kąt A B Y = = 1 1 8 ° 48'; "będzie więc kąt A Y B = 
2 6 0 6'. Odbywszy działanie za pomocą logaryt-
mów, iak w \ ź ^ y , znaydziemy A Y = 117 1 prętów. 

X L I L Przykład 2. Chcąc znaleźć odległość 
dwóch przedmiotów niedoftępnych X , Y , trzeba 
wynaleźć A X i A Y , iak w przykładzie poprzedza
jącym; kąt X A Y będzie wiadomy : gdyż kat ten ieft 
różnicą dwóch kątów wiadomych B A X = io5° 5o', 
1 B A Y = 5 5 9 6 ' : będzie wiec k ą t X A Y = 68° 24', 
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W tróykącie zatem A X Y maiąc wiadome z p rzy 
kładu igo dwa boki A Y , A X i kąt między 
niemi zawarty X A Y , znaydziemy ftyczną p o ł o w y 
summy dwóch innych katów przez proporeyą: A Y 

A V A ^ ^ ' A X Y - | - X Y A A X Y — X Y A 
+ A X : A Y — A X = s t y ~ — : sty-

a 
( X X I X ) . Odbywszy działanie za pomocą Iogaryt-

* :• 1 . A X \ X Y A ~ r* r-f Tf 

rnow, wypadnie , sal 2 8 0 , i>5. Ze 
2 

A X Y + X Y A _ 
zaś — — 55°, 48'; a kąt większy A X Y 
równy połowie summy obudwu więcey połową 
ich różnicy, kąt mnieyszy X Y A równy połowie 
ich summy mniey polową różnicy; będzie wice 
kąt A X Y = = 84° 25', k ą t X Y A = 3 2 7 o i5 ' : W t r ó y -

' kącie zatem X V A maiąc wiadome wszystkie kąty 
i bok A X , znaydziemy X Y przez proporeyą, 
w s t X Y Ą : wst X A Y = A X : X Y ( X X V I ) . O d b y 
wszy działanie za pomocą logarytmów, wypadnie 
X Y = i o o 5 prętów. 

X L I l i . Przykład 5. Niech będzie D X fig. 
i 4 6 , szerokość rzeki którą zmierzyć potrzeba .-wy
mierzywszy na gruncie podstawę Ali równoodległe 
od koryta rzeki, która tem samem będzie prof lo
padłą do szerokości rzeki D X , i za pomocą kąto-
miaru wyznaczywszy kąt A B X zawarty między 
podflawą AB i promieniem ocznym B X wykiero-
wanym z punktu B do przedmiotu X będącego na 
drugim brzegh rzeki; będzie tróykat B A X prof lo-
•kątny przy A , w którym kąt B i bok A B iest 
wiadomy: bok zatem A X znaydziemy przez p ro 
poreyą, R . fty B = A B : A X ( X X V ) . Znalazł
szy tym sposobem A X , i odiąwszy A D odległość 
podftawy AB od brzegu rzeki, zostanie D X s z e ~ 
rokość szukana(*). 

( *) TY braniu, podstaw na gruncie trzeba zachować 
tę ważną przestrogę, aby podstawy te ?iie by-
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Gdyby A X była wysokość wierzy, KTÓRĄ p o 
trzeba zmierzyć, na ten czas wymierzywszy pod-

/ stawę A F , I z punktu F za pomocą kątomiaru w y 
mierzywszy kąt D C X zawarty miedzy liniia p o z i o 
mą DC równodległą od podstawy AF", i promie
niem ocznym < X w.ykierowanym zpunktu C do 
wierzchołka MIERZY X; utworzy się tróykąt p ro 
stokątny GDX, w którym bok CD czyli A F , i kąt 
D C X są wiadome, bok zatem D X znaydzie-
my przez proporcya, R : FTY D C X = D C : D X . 
Znalazłszy tym sposobem D X , i dodawszy w y s o 
kość'narzędzia CF czyli A D , będzie A X w y s o 
kość szukana. 

Jeżeli punkt A iest niedoflępny, natenczas 
dla zmierzenia wysokości A X , można oznaczyć 
odległość C X sposobem takim, lakiego użyliśmy 
w przykładzie iwszym: w tróykącie zatem pro— 
ftokątnym C D X maiąc wiadomy bok C X i kąt 
D C X znavdziemy D X przez proporcya, R: wst D C X 
==CX* D X . ,> v 

X L I V . Przykład 4. Maiąc dane na mappie 
trzy punkta A , B , C fig. i<±7, chcąc wyznaczyć 
położenie 4go punktu M leżącego na teyźe co i 
pierwsze trzy punkta płasczyznie, i z którego kąty 
A M B , A M C sa wymierzone; trzeba na liniii A B 
wykreślić odcinek koła A M D B , w którymby się 
zmieścił kąt dany BMA ( 1 0 6 ) ; potem wykreślić 
drugi odcinek koła M A C , w którymby się zmieścił 
drugi kąt dany A M C ; dwa łuki przetną się w 
punktach A i M ; punkt M będzie punktem szu
kanym: gdyż ze wszyftkich punktów łuku A M D B 
można widzieć AB pod kątem równym kątowi 

ły ani zbyt małe, ani zbyt wielkie względem 
odległości Bzukaney. Tun\>. podstawa AB może 
wynosić około polowy odległości AX. 
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danemu A M B , i ze wszyflkich punktów łuku A M C 
hioźna widzieć A C pod kątem równym kątowi 
danemu A M C ; więc punkt M , . w którym się 
te dwa łuki przecinaią, iest punktem takim, 
z którego widzieć można razem AB i A C pod ką
tami równemi kątom A M B , A M C . 

W tróykącie A B C , którego trzy boki będą
ce odległościami trzech danych punktów A, B i G, 
są wiadome, znaydziemy kąt B A C podług formu
ł y podanćy wyżey ( X L ) . Poprowadziwszy śre
dnicę A D , i c ięc iwę D B , w tróykącie BDA p r o 
stokątnym przy B , iest bok A B i kąt przeciwny 
BDA = A M B wiadorriy; znaydziemy więc A D . 

Podobnież poprowadziwszy średnicę A E i 
cięciwę C E , w tróykącie ACE proflokątnym 
przy C , bok AG iest wiadomy z założenia, kąt 
CAE = A M C — 90 ° : gdyż miara kąta C A E to 
iest połowa łuku GE równa się połowie łuku b ę -
dącey miarą kąta A M C z mnieysząney czwartą c z ę 
ścią okręgu;, o czem łatwo przekonać się można. 
W tróykącie zatem A C E maiąc. wiadomy bok A C 
i kat przyległy C A E , znaydziemy A E ( X X X I V ) . 

Poprowadziwszy liniie proste M D i M E , p o 
nieważ kąty A N D i A M E są proste i-,ko zawarte 
w półkolu ; więc dwie liniie M E i M D czynią i e -
dnę liniią prostą DE. Liniia patem, A M kt.órey 
d ł u g o ś c i położenie oznaczyć potrzeba, iest yyyso-
kością tróykąta D A E , wktórym boki A D i A E są 
wiadome, i kąt między niemi zawarty D A E r ó 
wna się summie d w ó c h kątów wiadomych B A C 
i C A E mniey kątem D A B , który iest także w ia 
domy iako dopełnienie kąta wiadomego BDA. 
AV tróykącie proflokątnym A B D ; znaydziemy więc 
kąt A D E ( X X X V I l i ) . 

Nakoniec w tróykącie proftokątnym A D M 
znaydziemy A M . Odległość ta A M i kąt B A M 
= DAB - j - D A M oznaczała położenie punktu M; 

5 0 
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„ X L V . W wiciu przypadkach można także 
w Jeometryi użyć wygodnie formuł t rygonome
trycznych,, iak się okaże z naftępuiących zagadnień. 

Zagad. i. Maiąc wiadome dwa boki tróyką
ta i kąt między niemi zawarty, znaleźć iego po-
wierzchnia. 

Rozw. Powierzchnia tróykąta A B C fig. i 4 5 ; 
równa iest p o ł o w i e iloczynu iego pofla wy AB przez 
wysokość CD ( i 5 o ) Oznaczywszy zatem poW~ierz-

n , . • „ A B X C D 
cJinią tróykąta przez P, będzie P— '• 

W tróykącie prostokątnym A C D iest, R : wst A 
= A C - C D ( X X I V ) : w i e c CD = A C X wst A. 
Ważność tę położywszy w równaniu powyższem, 

A B x A C 
będzie P = X wst A ; to iest, powierz
chnia tróykąta równa się połowie iloczynu dwóch 
iego boków rozmnożonego przez wstawę kąta 
między temi bokami zawartego. 

X L V I , Zag. 2. Maiąc wiadome trzy boki 
tróykąta, wyrachować promień koła na nim opi
sanego. 

Rozw. W tróykącie A B C fig- i 48, ozaczyw-
rzy boki przeciwne kotom A, B , C, przez a, b, c, 
powierzchnią trójkąta przez P, a BS szukany 
promień koła opisanego przez x; będzie podług 

zagadnienia poprzedzaiącego, P = X w s t A. 
9 

Poprowadziwszy średnicę B D i c i ęc iwę C D , 
w tróykącie prostkątnym BCD iest, R : wst C D B = : 
B D : B C . A ż e kąt C D B = A , B D = 2BS = 2 * / 
B C — a , R = , i ; więc i : wst A—2x: a; azatem 

a W a ż n o ś ć tę położywszy w równa-
* ' S T A ~ 2 X ~ 

abc; 
Biu powyższem, będzie P — ~ r w j e c 
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abc 
4,/j"J * e s r ' P r o m i e ń kola na tróykącie opisa

nego, równa się iloczynowi trzech bokbw tróykat 
fa podzielonemu przez wziętą 4 razy iego po
wierzchnią. 

Co się tycze SF promienia koła wpisanego 
w tróykat ABC fig. 1 2 1 , ł a two iest okazać, źe 
promień ten równa się powierzchni troykąta p o -
clzieloney przez po łowę summy trzech iego b o k ó w . 

X L V I I . Zag. 5. Wynaleźć stosunek przybli
żony okręgu do średnicy. 

Rozw. Ponieważ łuk co do długości zawsze 
iest większy od swoiey wstawy, a mnieyszy 
od styczney; różnica zaś między wflawą i styczną 
tem iest mnieysza, im iest mnieyszy łuk ( X I X ) ; 
znalazłszy więc sposobem podanym wyżey ( X X ) , 
ważność wftawy i ftyczney łuku równego np. i e -
dney sekundzie, i obie te ważności podwoiwszy , 
znaydziemy dwie liczby bardzo mało między s o 
bą różniące się, z których pierwsza będąca w a ż 
nością cięciwy łuku równego dwom sekundom 
( X V I I ) , iest cokolwiek od tego łuku mnieysza, 
druga zaś cokolwiek od tegoż ługu większa: l i cz 
ba zatem środek między niemi trzymaiąca, będzie 
ważnością łuku równego dwom sekundom. W z i ą 
wszy potem obie te podwoione ważności tyle razy, 
ile razy łuk równy dworn sekundom mieści się 
w p ó ł okręgu, otrzymamy dwie liczby bardzo 
mało między sobą różniące się, iednę mnieysza 
od ważności półokręgu, drugą większą. Liczba 
zatem środek między temi dwiema liczbami t rzy
maiąca, może być wziętą za ważność półokręgu, 
którą podwoiwszy i porównawszy z ważnością śre
dnicy, otrzymamy przybliżony flosunek okręgu 
do średnicy. 

X L V I I I . D o wyrachowania części t róy 
kątów proflokrćślnych, potrzebne są tylko s ty-
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csne i dótyczne . łuków mnieyszy cli od czwar
te y części okręgu, a wftawy i doftawy łuków 
mnieyszycli od p o ł o w y okręgu; o Czem ła two 

przekonać się można przeyrzawszy z uwagą podane 
wyźeyzagadnienia. Lecz w różnych przyftosowaniach 
Trygońometryi potrzebne są częftokroć łuki nie 
tylko większe od po łowy okręgu, ale też wóększe 
od całego okręgu, a nawet łuki równe kilku okrę
gom koła. W y p a d a więc poznać ważność wstaw, 
doftaw i t. d. łuków tak wielkich iak tylko b y ć 
mogą. 

Wyf tawmy sobie , że promień S M , fig I4Q. 
może się około punktu S obracać tak, źe punkt 
M obiega cały okrąg w kierunku A C B D A . R z e 
czą iest przez się widoczną, źe im bardziey punkt M 
pddali się odpunktu A , tern będzie większy łuk A M . 
Gdy punkt M znayduie się na punkcie. A, to iest, gdy 
łuk A M = o , iego wftawa iest także o , i styczna 
o. Jakoż wftawa M P iest odległością punktu M 
od promienia A S : kiedy więc punkt M znayduie 
się na punkcie A , odległość ta musi być o ; toż 
mówić o ftyczney A T która także musi być o, 
gdy punkt M znayduie się na pukcie A ; w ten czas 
bowiem sieczna S T przechodząca przez punkt M , 
musiałaby przechodzić przez punkt A. 

Ze zaś doftawa łuku równa się pierwiaftko-
wi różnicy między kwadratem promienia i k w a 
dratem wftawy ( X I ) ; kiedy więc łuku o wstawa 
iest o , doftawa tegoż łuku musi być równa p r o 
mieniowi. I w rzeczy samey dofttawa łuku iest 
wftawa dopełnienia tegoż łuku; dopełnieniem zaś 
łuku o iest łuk równy 4tey części okręgu, k tó T 

rego wftawa iest promień. A źe sieczną łuku 
równa się kwadratowi promienia podzielonemu 
przez dostawę tegoż łuku ( X I ) : kiedy więc łuku 
o doftawa iest promień, sieczną łuku o będzie 
kwadrat promienia podzielony przez promień,, 
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czyli sieczna łuku o iest promień. Co się tycze d o 
sieczney i dotyczney łuku o , z tych pierwsza 
równa iest sieczney, druga styczney dopełnienia 
łuku o, czyli 4tey części okręgu. Dla poznania wiec 
ważności dosieczney i dotyczney łuku o , trzeba 
pierwey poznać sieczną i fłycz.ną 4tey części okręgu. 

Oznaczywszy zatem promień przez R , będzie 
wst 0 = 0, sty 0 = 0, dos o = R , siec o = R . 

X L I X . Im bardziey punkt M przybliża się 
d o C , czyli im bardziey rośnie łuk A M , tem bar
dziey powiększa się iego wflawa* styczna i siecz
na, a tem bardziey zmnieysza się iego doflawa, 
dotyczna i dosieczna; co iest przez się widoczna. 
Gdy punkt M znayduie się w połowie drogi od A 
do C , czyli gdy łuk A M równa się 8mey części 
okręgu, i iego dopełnienie czyli ł uk M C równa 
się także 8mey części okręgu; na ten czas wsta
wa równa iest doftawie, styczna równa d o 
tyczney sieczna równa dosieczney. Nadto w 
tróykącie A S T proflokątnym przy A , kat A S T 
= A T S : gdyż miara pierwszego iest łuk A M r ó 
wny 8mey części okręgu, czyli 4 5 ° ; a zatem i 
dopełnienie iego, to iest, kąt A T S — 4 5 ° . W i e c bok 
A T = A S ; to iest, styczna 8mey części okręgu 
równa się promieniowi. I w rzeczy samey p o 
nieważ styczna łuku równa się i loczynowi p r o 
mienia i wftawy podzielonemu przez dofiawę te
goż łuku ( X I ) ; kiedy więc wflawa i doflawa 

' 8mey części okręgu są sobie równe , styczna 8mey 
części okręgu równa będzie promieniowi. T o ż 
mówić o dotyczney tego łuku. Ze zaś okrąg k o 
ła maiącego R zapromień równa się 2 " R (265) 
atem samem kiedy R = : 1 , okrąg koła = 2 w; b io -

- rąc wiec koło którego promień = 1 , będzie sty i * 
= = 1 , d p t j « = = < i . W a ż n o ś ć wstawy i dostawy 
tego łuku wyprowadzil iśmy wyżey ( X X ) . A co 
się tycze ważności sieczney i dosieczney tegoż ł u -
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(*) Ponieważ sty a = — — ( X I ) , a wst | * = 

Ra . 
R, dos | w = o; będzie więc sty * * » '? 

ułomek ten oznacza takie ilość niesokńczoną. 

ku, te ła two iest wyprowadzić z równań poda
nych Wyżey ( X I ) . 

L . Gdy punkt M przyydzie do C , czyli gdy 
łuk A M równa się 4tey części okręgu, na ten czas 
wstawa łuku tego będzie promień, a d o f t a w a = 
o , iakośmy iuż powiedzieli wyźćy ( X V I I I ) . 

W a ż n o ś ć ta wstaAvy i doftawy 4te*y ezęćei 
okrgu, może być także naftępuiącym sposobem 
wyprowadzona. Ponieważ doftawa łuku iest 
wflawą iego dopełnienia, a dopełnieniem łuku o ieft 
łuk równy 4tey części okręgu; więc doftawa ł u 
ku o to iest promień, będzie wstawą czwartey 
części okręgu; a wsta łuku o , to iest obędz ie d o 
f tawa 4 tey części okręgu. 

Ponieważ ftyczną A T iest równoodległa od 
promienia GS przechodzącego przez drugi koniec 
łuku A C równego 4tey czarci okręgu; więc dwie 
te liniie zeyść się z sobą nie mogą , choćby naya-
daley by ły ptzedłużone. 

Styczna zatem 4tey części okręgu iest i l o 
ścią nieskończoną: ilość nieskończona wyraża 
się zwyczaynie znakiem takim oo . Będzie wiec 
ety \ •*= cc . ' 

Dopełnieniem 4tey części okręgu iest łuk 
o. Styczna zatem łuku o , to iest o będzie do ty -
ezną 4tey części okręgu; a ftyczną 4tey części o -
kręgu czyli oo , będzie dotyczną łuku o ; czy l i , 
dot ^ * = o ; dot o = cc (*). 

Co się tycze sieczney i dosieczney łuku r ó 
wnego 4tey części okręgu, z tych pierwsza iest 
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ilością nieskończoną, druga zaś równa się p r o 
mieniowi który iest sieczną łuku o będącego d o 
pełnieniem 4tey części okręgu; co i stąd iest 
rzeczą widoczną, że ponieważ dOsieczna łuku r ó 
wna się kwadratowi promienia podzielonemu przez 
Wstawę ( X I ) ; kiedy więc .wftawa 4tey części 
okręgu iest promień, dosieczną 4tey części okrę 
gu będzie kwadrat promienia podzielony przez 
promień, czyli dosiec i. 

L I . Gdy punkt M oddala się od C ku B , 
wstawy zmnieyszaią się, a doflawy rosną. I tak 
wftawa łuku A N większego od 4tey części okręgu 
iest N Q , a dostawa N G czyli S Q , która iest o d -
iemna iak się wyżey okazało X V I . 

Ze zaś sty A N — „ R ' , ' V V S t ( X I ) ; kiedy 
dos A N 

więc doftawa łuku A N iest odiemna, styczna te 
goż łuku powinna być odiemna: iloraz bowiem 
ilości dodayney podzieloney przez ilość odiemna 
iest odiemny. I w rzeczy samćy i łyczna łuku A N 
iest część proftopadłey A T zawarta miedzy p r o 
mieniem A S i sieczną NS przez drugi koniec tego 
łuku poprowadzoną ( V I I I ) ; lecz sieczna ta d o 
statecznie przedłużona, zeydzie się zliniią A T w 
punkcie t poniżey średnicy A B . Styczna zatem ł u -
ku A N iest linia At równa shczney A T , leca 
maiąca kierunek odwrotny, a tern samem odiem
na. Nadto ponieważ At iest styczną łuku Am, 
który iest spełnieniem łuku A N , gdy i N/re iest 
Średnica; wiec styczna łuku większego od itey 
części okręgu, rbwna się styczney iego speł
nienia wziętey ze znakiem—. T o ż mówić o d o -
tyczney tegoż łuku , którą iest liniia CF równa 
CE dotyczney łuku A M , lecz maiąca kierunek 
odwrotny , a tem samem odiemna. A że sieczna 
łuku równa się kwadratowi promienia podzieio-
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nemu przez doftawę, a dosieczna równa się kwa
dratowi promienia podzielonemu przez wftawe; 
kiedy w i ę c doftawa łuku większego od 4tey c z ę 
ści okręgu iest odiemna, będzie sieczna tego ł u 
ku odięmną, a dosieczna dodayna. Jakoż siecz
na łuku A N iest Si?, dosieczna zaś iest SF. 

LII. Gdy punk M znayduie się na punkcie 
B, czyli gdy łuk A M równa się połowie okręgu, 
będzie wstawa = o , d o s t a w a = — i , s tyczna=o ; d o -
t y c z n a = — oo : sieczna = — i dosieczna = o= ; co 
iest ła two wyprowadzić z wiadomości poprzedza
jących. 

LIII. Gdy-punkt Al znayduie się na pun
kcie 72, czyli gdy łuk AM iest większy od p o ł o 
wy okręgu, iak iest łuk ACB/z, 'wstawa iego xzQ 
znayduiąca się poniżey średnicy AB, ma kieru
nek odwrodtny wftawom N Q , MP znayduiącym 
się powyżćy średnicy A B ; wstawa zatem łuku 
większego od p o ł o w y okręgu iest odiemna. W f t a 
wa ta 7iQ powiększa się, a doftawa SQ zmnieyszą 
się coraz bardziey, w miarę przybliżania się pun
ktu M do punktu D , tak dalece, -że w punkcie D. 
gdzie łuk ABD = = | okręgu, wstawą iest promień 
DS wzięty odiemnie, doftawa zaś równa się o. 
Nakoniec gdy punkt M przybliża się do punktu A, 
czyli gdy łuki są większe od- | okręgu,iak iest np. łuk 
AB77*, na ten czas wftawa mP zaczyna się zmniey-
szać, lecz iest zawsze odiemna; dostawa zaś SP 
zarzyna się powiększać, i iest znowu dodayna, aż 
do punktu A , gdzie wftawa rów na się o , a doftawa 
promieniowi. Wftawązatem łuku równego okręgowi 
iest o , doftawa zaś promień. 

Co się tycze ważności styczney, dotyczney, 
sieczney i dosieczney tak łuku większego o d -
po łowy okręgu i od. ^ okręgu, iako też łuku r ó 
wnego -% okręgu i całemu okręgowi , te ła two iest 
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wyprowadzić za pomocą równań podanych w y 
ż e j ( X I ) . 

L I V . Gdyby punkt M powróciwszy do pun
ktu A , rozpoczął nowy obrót w tymże samym 
kierunku, w iakim odbył obrót pierwszy, mieli
byśmy łuki większe od całego okręgu, a nawet 
większe od dwóch, trzech i t. d. ok ręgów, gdyby 
punkt M po ukończonym obrocie drugim, r o z p o 
c z ą ł obrót trzeci, potem czwarty i t. d. Lecz 
wszystkie te łuki maią zawsze początek W pun
kcie A , a koniec w punkcie M ; a zatem ich wfta
w y , dostawy i t. d. będą te same, iakie są łuków 
A M wykreślonych przez punkt M w czasie p i e r 
wszego obrotu. Oznaczywszy więc łuk iakikol-
wiek przez a , będzie wst a = w s t ( 2 ^ - j - a ) = = 
wst ( 4 « - f - r t ) = w s t ( 6 - * - | - a ) i t. d. T o ż m ó 
wić o dostawach, stycznych i t. d. 

L V . Wszystkie te ważności wstaw i doftaw, 
a tem samem stycznych, dotycznych, siecznych i 
dosiecznjch, można także wyprowadzić z pier
wszego twierdzenia Trygonometryi ( X I I ) . Jakoż 
w pierwszćm i trzeciem równaniu tego twierdze
nia wziąwszy promień R = i , będzie 

wst (a-j-£>)=wst a. dos b - j - wst b dos a 
dos ( a-\-b ) = dos a. dos b — wst a wst b 

W dwóch tych równaniach wziąwszy lód 
łuk a równy 4tćy części okręgu, którey wstawa 
iest promień czyli i , a dostawa równa o , i wa 
żności te położywszy zamiafl wst a, dos a} b ę 
dzie 

wst ( | * -\-b)= i. dos b-\-wst 6. o = dos b; 
dos o. dos b— i. wst b = — wst b. 

T o iest, wstawa łuku większego od 4tey części 
okręgu iest dodayna, a dostawa odiemna. 

%re. Wziąwszy łuk a = \ w, i łuk b = \ *; dwa 
równania A zamienią się w naflępuiące: 

3 i 
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wst ™ = r i , o -f-1. o at= b ; 
cios ^ — o. o — i - 1 = — i . T o iest, wstawa 

łuku równego połowie okręgu iest o , a dostawa 
tegoż łuku iest odiemna. 

5cie. W tychże równaniach A wziąwszy łuk 
a=rzitj i zamiast wst « , dos a położywszy ważno
ści znalezione w dwóch poprzedzaiących równa
niach ; będzie 

wst ( * ) = ó. dos h -f~ wst b. — i a=—wst b ; 
dos ( w - f - b ) — — i . d o s 5 — o . w s t b = — dos b. 

T o iest, łuku większego od p o ł o w y okręgu wsta
wa i dostawa iest odiemna. 

4*0. Wziąwszy łuk a = . ^ , łuk 5 S = > | « J i 
zamiast wst a , dos a, wst&, dos b położywszy ich 
ważności znalezione; równania A zamienią się 
w następuiące: 

WSt ( t t - f - T Z ^ ) " 0 - o-f- — 1 — — 1 i 
dos — l . o — o . 1 = 0 . T o iest, ł u 

ku równego •§ okręgu wstawa iest odiemna, a d o 
stawa równa o. 

hte. ^Wziąwszy łuk Ors s - fw , i zamiast wst a , 
dos u, położywszy znalezioną ważność wstawy i 
dostawy -J okręgu; równania A zamienią się w na
stępujące: ., 

wst ( | * - ) - b)~ — i. dos b-\~ Wst b. o=— dosb; 
dos (/; k -rb~)= o . dos b — ( — w s t b)==\vstb. 

T o iest, łuku większego od | okręgu wstawa iest 
odiemna, a dostawa dodayna. 

6te. Wziąwszy łuk as==f.v, łuk b=.^^, i 
w równaniach A zamiast wst « , dos a położywszy 
wstawę i dostawę 4 okręgu, a zamiast wst b, dos 
h po łożywszy wstawę i dostawę 4tey części okrę
gu , będzie 

wst ( | TC_|_ | tt) szz— i. o -f-1. o — o ; 
d o s ( § * - f - • $ * ) = o . o — ( — i . i ) = i . T o iest, 

łuku równego całemu okręgowi wstawa iest o , a 
dostawa dodayna. 
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jme. Nakoniec w tychże równaniach A 
wziąwszy łuk a — '2*, i zamiast wst a, óos<[ p o ł o ż y 
wszy znalezioną ważność- wstawy i dostawy ł u k u 
równego ok ręgowi ; będzie 

wst ( 2 i t - j - / j ) = °- dos b-\- wst b. i = Wst b ; 
dos ( 2 t c - | - O ) = i. dos b—o. w s t b=dos, b. T o ieft 

łuku równego ca łemu okręgowi powiększonemu 
łukiem b, wstawa i dostawa rówma się wstawię i 
dostawie tegoż ł u k u b; i t. d. 

Stąd się okazuie, źe od punktu A fig. i 4 q , 
aż do punktu B , gdzie łuk A C B r ó w n a się p o l o 
wie okręgu , wstawy są dodayne; od punktu zaś 
B , aż do punktu A , gdzie ł u k A C B D A równa się 
okręgowi , wstawy są odiemne. sre, że od punktu 
A do C , gdzie łuk A C równa się 4tćy części o -
k r ę g u , dostawy są dodayne; od punktu C do D , 
gdzie ł uk A C B D równa się -J okręgu, dostawy są o d 
iemne; od punktu D do A , gdzie łuk A C B D A 
równa się okręgowi , dostawy są dodayne. G r a n i 
cą zatem wstaw dodaynych i odiemnych iest ś re
dnica A B ; granicą dostaw dodaynych i odiemnych 
iest średnica D C prostopadła do średnicy A B . 

L.\ 1. Ponieważ sty a — — •, oot a = 
dos a 

dos a '. , 
; styczna wiec i dotyczna łuku w ten czas 

wst a J ' d 
będzie dodayna, kiedy iego wstawa i dostawa m a 
ią przed sobą iednakowe znaki; co ma mieysce 
od punktu A do C i od punktu B do D . Kiedy 
zaś wstawa i dostawa maią przed sobą znaki od
mienne, iak iest od punktu C do B , i od punktu 
D do A, na ten czas styczna i dotyczna będzie 
odiemna. I tak łuk ACn, którego ws tawa n Q i 
doftawa S Q iest odiemna, powinien' mieć tak 
styczną iak dotyczna dodayna; i w rzeczy samey 
styczną łuku tego iest liniia A T , dotyczna zaś liniia 
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CE będąca styczną łuku CBw, który iest dope ł 
nieniem łuku AC«." różnicą bowiem między temi 
dwoma łukami iest łuk A MC — czwarte y czę 
ści okręgu. Łuk zaś A C / « , - którego wflawa 
mV iest odiemna, a doftawa SP dodayna, ma 
styczna At i dotyczną CF odiemna. Skąd się 
okazuie że granicą stycznych dodaynych i od iem-
nych iest średnica AB, granicą dotycznych doday
nych i odiemnych iest średnica C D . 

R 2 R 2 

L V I I . Ponieważ sieo a = - j , dosiec a = • 
dos a wst a' 

łatwo stąd wniesiemy, których łuków sieczne i 
dosieczne mogą być brane za dodayne lub odiem-
ne. Lecz uważać tu potrzeba, źe sieczne i dosiecz
ne , iako liniie przechodzące przez środek koła 
i przez koniec M łuku A M , uftawicznie odmie-
niaią położenie swoie względem d w ó c h średnic 
A B i CD do siebie prostopadłych; gdy tym cza
sem wsta wy i styczne są zawsze równoodległe od 
średnicy C D , dostawy zaś i dotyczne są zawsze 
równoodległe od średnicy AB. Przeto też dla s iecz
nych i dosieczn^'ch dodaynych i odiemnych n iemo-
żna naznaczyć stałćy granicy. 

L V I I I . Częstokroć w rachunku wypadała ł u 
ki odiemne. Abyśmy poznali iakie są tych łuków 
W stawy i dostawy, u ważmy, źe dwa łuki równe 
A M , Am fig. i4q , z-którycb pierwszy iest dodayny, 
drugiodiemny, maią wprawdzie równe wstawy P M 
i P m ; leca wflawa pierwszego iest dodayna drugie
go odiemna; doftawa zaś obudwu iest ta sama PS. 
Podobnież dwa równe łuki A C N , \ D « , z któ
rych pierwszy iest dodayny, drugi o d i e m n y , 
maią równe wstawy N Q i nQ, lecz pierwsza d o 
dayna, druga odiemna; dostawa zaś obudwu iest 
SQ. Stąd wniesiemy, ze wstawy łuków odiem-
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nych są odiemne; dostawy zaś te same co i 
łuków dodaynych równych odiemnym. W ogó l 
ności, w s t — a = — w s t a ; d o s — a = A o s a 

L I X . Z twierdzenia fundamentalnego wyżóy 
( X I I ) dowiedzionego, można iescze wyprowadzić 
Wiele wniosków W dalszey Matemiłtyce istotnie 
potrzebnych: przytoczymy tu niektóre. 

lód. Dodawszy do siebie dAva pierwsze równania 
. Avst a dos b'4-wst b dos a 

wst (a-f-b) = : • 
v J R > 
. . wsta dos 5—wst 6 dos a 

wst [a—6)= ;będzie 
R 

. ... ., 7 N 2 wst a, dos & 
wst(a-fZ>)-fwst(a—&)— ; w i e c 

R 
R R 

w s t a d o s o = — wst(a-fo) i——wst(a—b~) . ( i ) 
Drugie z dwóch tychże równań odiąwszy od pier

wszego, zostanie 
2 wst b dos a 

wst(a4-o)—wst (a—&)==- — — ; więc 
R 

R R 
w s t £ d o s a = — w s t ( a - f - & ) — — w s t (a—b) . (2) 
Kiedy luk a—b, formuły (1 ) i (2) zamieńiaią 

się w następuiącą: 

Wsta dos a = — wst 2 a (3) . 

are. Dodawszy do siebie dwa drugie równa
nia twierdzenia fundamentalnego, które są: 

dos a dos b—wst a wst b 
dos (a~{-b)= g , 

dos a dos i - j - w s t a wst b 
dos ( a — b ) = J7 , będzie 

, 2dośadosi 
d o s ( a - f 6 ) - f d o ś ( a — b ) — ^ 5 więc 
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R . R 
dos a dos dos ( « - f - & ) + ~ dos (a—6) (4^ 

Pierwsze z dwóch tychże równań odiąwszy od 
drugiego, zostanie 

2WSt«WŚt& 

dos ( a — b ) — dos (a-\-b)—-. g ; więc 
R R 

wst a wst fc=—dos(>—b) - . dos ) „ ( 5 ) 

Kiedy łuk a=b, ponieważ wtym przypadku 
dos ( a — 6 ) = d o s o = R ( X L V I I I ) j formuły 

zatem (4) i (5) zamienia sie w nastepuiace 
R R 2 

d o s 2 a = — d o s 2 a - | . . . , » . . (6) 
2 2 ; 

R 2 R 
wst 2 a = — — — d o s 2a ( 7 ) 

ocie. Uczyniwszy a-\-b—p, a—b=g, znay-
dziemy przez dodanie do siebie dwóch tych r ó w 
nań, 2 a = p - f - c , a przez odięcie drugiego od pier
wszego , 2b==p—q; atćm samem a = \ (/>+<7 )•. 
b=^(p—<y). Ważności te położywszy zamiast a i b 
w formułach ( 1 ) , (2 ) , (4) i ( 5 ) , i każdego równa
nia stąd wynikłego podzieliwszy obie strony 

R 
przez——, wypadnie 

wst p + w s t ? = — w s t | (p+«2)dos- | (p—q) . ( 8 ) 

* * 2 
wst p—• wst <7-=—dos i(p-\-g)Yf*tl(p—g') • (9) 

R 

dos / ; - | -dosc= — dos | ( p - | - y )doś§ (p—£' ) . (10) 

d o s p — d o s Lws t | 0+q) \ \ ś t l(jp—q) • (10 
R 

4fe. Pierwsze równanie • twierdzenia funda
mentalnego podzieliwszy przez trzecie, wypadnie 
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* 
_ wst (a-f-6) wst a dos b -f- wst i d o s « 

< J o s ( a + ó ) dos a dos/3—wst a wst b 
» , R w s t A wst A sty A 
Aze r » = 6 tyA(XI);czyli , = - 7 7 — . 

dos A J v y j 'dos A R 
atem s a m e m 

w s t ( a + 6 ) s t y ( « - f j ) 
Aoaiafbf^ R ; powyższe więc równanie 
zamieni się w nastepuiace: 

sty (a+b) wst a dos 6-f- wst b doś a 
• R dos a dos b—wst a wst b 

W równaniu tem z drugiey strony podzieliwszy 
tak licznik iak mianownik przez dos a dos b, wypadnie 

licknib w s t a | w s t ^ s t y a + s t y ^ 
dos a dos b R 

wsta wst b 6tyasty& 
mianownik== 1 • - — 

dos a dos o R 2 

R 2 —sty a sty o 

-: R 2 ' 
Położywszy ważności te zamiast licznika i mia

nownika drugiey strony równania f a ) , i r o z 
mnożywszy obie strony przez R , wypadnie 

, t v ( g W ^ M s t y « + s t y 6 ) 

Odbywszy podobne do poprzedzaiącego działa
nie z równaniem drugiem i czwartćm twierdzenia 
fundamentalnego, znaydziemy 

R 2 (sty a—sty b) 
sty ( a — b ) = ^ J 

J v ; R 2 - } - s t y a sty o 
Równanie to złączywszy z równaniem (7>) za p o 

mocą podwóynego znaku ± będzie 
R 2 (sty a ± s t y 6 ) • . 

sty ( a ± 6 ) = - - - - 1 - 2 ~ • • • 
J v 7 R 2 q : s t y astv b 
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Kiedy łuk a — b, R = i , równanie ( o ) zamienia się 
w nastepuiace: 

2stva 

•j i— sty 2 a 
5ż<?. Dwa tróykąty A R N , B R n , fig. i56 p r o 

stokątne przy A i B, i w których kąt A R N = B/zR, 
iako wewnętrzne naprzemianległe względem siecz
ney RN i dwóch równoodległych A R , Bn, są p o 
dobne: będzie więc 
AN: A R = B R : B « ; czyli oznaczaiąc liniie iak w art:XI, 

R 2 R 2 

s t y a : R = R : dot a; więc sty a—T~— , d o t a = . 
aota sty a' 

atem samem dot (a-4-b)— . 

Z drugiey strony równania tego zamiast fty (a-|-6) 
położywszy ważność znaleziona w formule(i 2)bę Izie 

„ R 2 — f t y a f t y b 
dot ( < * + & ) = + , } . , • 

v ' sty a-j- sty b 

R 2 

Ze zaś fty a= ; z drugićy wiec strony równa-
dot a 

nia ostatniego położywszy tak w liczniku iak 
., R 2 B 2 

w mianowniku , zamiast sty a, styp, 
dot a ' dot b J 

wypadnie 
, , . . . dot a dot o — R 2 

dot = t t o t ( z + d o t , • • • (o) 
Odbyw rywszy to samo działanie z formułą ( 1 2 ) 
biorąc w niey z nak tylko dolny, znaydziemy 

dot a dot 6 + R 2 

dot (a—b)— • •—r—. 
v dot a—dot b 

Równanie to złączywszy z równaniem (c) za p o 
mocą podwoynego znakui t , będzie 
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nec 

d o t ( « ± % = ; Ł • - . . . • ( i 4 ) 
v ; dot fc±dot a i • v y 

R 2 w s t 2 a 
6te. Ponieważ s t y 2 a = — t | Q 2 f l * s t y 2 * = 

R* wiit* b 
d o s 2 * < X I > ' W I ' C C 

r R 2 ws t 2 a R 2 w s t 2 £ 

Drugą stronę sprowadziwszy do iednakowego mia
nownika , będzie. 

. , . R 2 (ws t 2 ados 2 Z>—wst 2 b d o s 2 ^ 
s t y 2 « — s t y 2 b = - • • > , x 

J J dos 2 a d o s 2 b (d) 
Aże ws t 2 ados 2 Z>—wst 2 Z>dos 2 = - 4 

(wst a dos £-f-wst,6dos a ) ( w s t a dos b—wst Z»dos « ) = 
Rwst(a-ffl)Rw8t(«.-i&>=R 2 wst(a+/3)wst(a-Z>) ( X I I 
równanie wiec (d) zamieni się •wnastępuiące: 

„ r R 4 w s t ( a - f £ ) w s t ( a — b ) , 
sty 2a—sty 2Z> = , v . / — ^ i . ( i 5 ) 

J J dos 2 ados 2 Z> ^ * 
-p» . , , B . 2 d o s 2 a 
Ponieważ d o t 2 a— do t 2 b— 

w s t 2 a ' 
( X I ) , więc 

wst 2 Z> v y ' 
, . R 2 ( w s t 2 £ d o s 2 a — w s t 2 a d o s 2 Z > ) 
do t 2 a —dot 2 Z>= L 

wst 2 a wst*o 
Pt2 (wst 2 «dos 2 Z>—wst 2 i d o s 2 « ) 

w s t 2 a w s t / b 
Odbywszy zlicznilaem drugiey strony działanie 
podobne do poprzedzającego, znaydziemy 

R 4 ( wst ( « + / > ) wst. ( a — i ) 
d o t 2 « — d o t ^ = ^ V \ Z /

V (16) 
wst 2 a w s t 2 o - y 

•jme, Podzieliwszy formułę (8) przez (9), wypadnie, 
wst p- fwst q wst-Up-t-g 1) d o s | ( p — q ) $ ^ . 
w s t p — w s t o ~ u o t i ( p + 7 ) w s t ^ p — < / ) ' 
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wstp-f-wśty w s t | ( > — 9 > _ w s t f (jo-ffl) 
wstp—wssg X d o s | ^ p — q ) d o s | ( p - f ' C Z y h 

wst p - f wst g w sty | (p—<7)__śty | ( p + g ) . 
-. >v — — : więc 

wstp—wstg R R 
wst p - f w st q st v | O + 9 ) , . 
Wstp—wst</ sty|(p—(7) 
Odbywszy podobne działanie ióa* z formułą (8)1(1 o ) , 
are, z formułą (8 ) i (11), 3cie z formułą (9) i (10), 
4re z formułę (9) i (1J ) , nakoniec z fomułą (1 o ) i (11); 
znaydziemy , 
wst p - f wst q _ s t y f ( p + q ) ^ 
4osp-f-dosq R * 
W s t p - f w s t q _ d o t § ( p — q ) , ^ 

dos p—dos q R 
ws tp—wst g _^s ty£(p—g) . . . . . ( 2 0 ) 
dosp-f-dosq ' R 

wstp—wstq__ dot | (p- ( -q) : 

dos p—dos q R 
dos p - f dos q dot£ ( p — q ) ^ e 

d o s p — d 0 S q s t y | ( p — q ) 
R 2 R 2 , , 

Zezaś = s iecp, ' = s i e c q ( X I ) ; atem samem 
dosp dosq 1 V ; ' 

R 2 R 2 

d o s p — -,dos n— ; będzie wiec 
siecp siec q 

dosp-}-dosq R 2 si^cp—siecq_ 

dosp—dosq siec p -|-siecq' > < ' R 2 

sipcr>—sipeq 
_ _ _ _ _ _ _ _ j 

sieep-j-siecq 
można więc zamiast równania (e) napisać naftępuiące 
dosp-f-dosq dot* ( p — q . s iecp—siecq . 
dosp—dos_< s t y | ( p — q ) siecp-|-siecq 
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8#i<?. Ponieważ wst o =o, dos o = R ( X V I I I ) , 
sty o — o , doi o =R (XLVII I ) ;k i edy więc łuk q__o, 
formuły (18) i ( i g ) zamieniaią sie w następuiace: 

r~lłU-;hiiL 
R - f dos p R v y 

wstp d o t i p 
d o s p — R — ' c z y H 

_ w S t p d o t | p 
R — d o s / / R • •" • • ' • • ( 9 4 ) 

Rwst a R wst « 

, 2 _ _ R 2 ws t 2 a 
sty a —_____ Równanie to ła two zamie

nić można \v następuiące: 

R s t y a 
wst a=~- 1 - / --w 

l / R * + s t y * « v>*V 
Odbywszy to samo działanie z równaniem 

R w s t a R \ / R 2 — d o s 2 a 
d t y a — " . d o s a ~ . d o T ^ ' znaydziemy 

d ° ' ^ R » + ^ a • • • ' • > ( 2 6 > 
iote. Przypuściwszy źe łuk AS = 6o°podług 

dawnego podziału,fig. i 3 6 , cięciwa iego byłaby 
bokiem sześciokąta foremnego w koło wpisanego, 
atem samem równałaby się promieniowi tegoż 
koła ( - 3 i ) . Cięciwa taż promieniem R A i R S u t w o 
rzyłaby tróykąt równoboczny, a ze styczną A N 
łuku AS i z częścią NS iego sieczney RN u two
rzyłaby tróykąt równoramienny, z którego łatwo 
by łoby okazać, źe cięciwa ta równa się części 
NS sieczney R N ; skądbyśmy wnieśli, że część 
NS sieczney R N równa iest promieniowi R S , atem 
samem źe R S czyli R _ _ f R N = £ siec 60 °. 
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Z uwagi tey i z tego cośmy powiedzieli W ar
tykule X L V I I I - i innych, wypada, źe 

R = w s t g o ° = = d o s o ° = s t y 4 5 ° = d o t 4 5 ° = siec 
o ° 45° dosiec g o ° = | siec 6 o ° . . . . . (27) 
Nakoniec z artykułu L V . wypada źe 
w s t ( p , o ° ± 6 ) = + d o s b; dos(Qo°~fF)) = r p w s t b j 
w s t ( i 8 o ° q : 6 ) = w s t r j i 5 ; d o s ( ł 8 o 0 ± i 6 ) = — d o s / 3 ( ^ 2g^ 
W s t ( 2 7 O 0 ± / 5 ) = — d o s b ; dos (27o°± /5)=±wst /3 i 
w s t ( 3 6 o ° ± 6 ) = ± w s t & ; dos ( 5 6 o ° ± 6 ) = - | - d o s b) 

Koniec Trygonometryi prostohreślney i części 
pierwszey Jometryi: 
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