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PRZEDMOWA AUTORA

Dzieto, ktérego tom Powychodzi na widok publiczny, powstato z inicyatywy $. p. Jana
Hrabiego Dziatynskiego.

Urodzony i wychowany we Francyi, nie wtadajagc dostatecznie jezykiem polskim, nie
bytbym znalazt sposobnosci dania sie poznaé narodowi, do ktérego mam zaszczyt nalezeg,
gdyby nie zacheta i pomoc $. p. witasciciela Biblioteki Kérnickiej, ktdry chcac uzupetnic
swe wydawnictwo w dziedzinie nauk matematycznych przez ogtoszenie obszernej Geo-
metryi Wykres$lnej, naktonit mie do pisania tego dzieta po francusku z tem zastrzezeniem,
izby tekst jego polski w przekitadzie p. Kazmierza Brandta, Sekretarza Towarzystwa Nauk
Scistych w Paryzu, zostat wydany jako oryginat jednocze$nie z tekstem francuskim.

Przyjat §. p. Naktadca program dzieta przezeranie przedtozony; z hojnoscig, na jaka
nie zawsze sta¢ ciata naukowe lub rzady krajow niepodlegtych, obmyslit wspaniate jego
wydanie, postarat sie o jak najozdobniejsze wykonanie tablic, ijezeli Swiatta publiczno$¢

»
polska przyzna niejakg warto$¢ mojej Geomelryi Wykresinej, bedzie w tem gtéwna zastuga

.p. Hrabiego Jana Dziatynskiego.

Co do mnie, poczytuje sobie za obowigzek oSwiadczyé¢ tutaj, obok czci dla Jego pamieci,
gtebokag wdziecznos¢ tak Jemu jak Jego spadkobiercy, Hrabiemu Wiadystawowi Zamoy-
skiemu, za dang mi mozno$¢ dokonania tej pracy. Sktadam przytem podziekowanie Panu
Kazmierzowi Brandtowi nietylko za ttumaczenie, ate i za wielorakg pomoc, jakiej doswiad-

czatem od niego wsrod tak diugiego i mozolnego druku. Osobne nareszcie podziekowanie



Vil PRZEDMOWA

winienem Panu Dr Danielowi Wierzbickiemu za pomoc przy korekcie, na czém zyskata
nietylko poprawnos$¢ druku, lecz i czysto$¢ jezyka, oraz Panu E. liell¢, rytownikowi, ktéry
zwielkiém staraniem i umiejetno$cig wykonat wszystkie rysunki.

Co do naukowej strony dzieta, stuzylty mu za podstawe nasze wtasne wyktady Geometryi
Wykres$In¢j w ciggu lat przeszto dziesieciu w College Chaptal i w Szkole Centralnej
w Paryzu.

Przy wyktadzie Geometryi Wykresinéj przedewszystkiém baczy¢ nalezy, aby do teoryi
byly dodane jak najliczniejsze zostosowania. Po kazdej przeto wazniejszej teoryi dajemy
dla uzytku uczacych sie ¢wiczenia do niej zastosowane. Obok nich prawie wszedzie znaj-
duje sie rozwigzanie, azeby czytelnik mdgt sprawdzi¢ i uzupetni¢ wypadek wiasnych
poszukiwan. Nalezy tylko rozpatrywac sie najprzéd wrysunkach i dopiero potem zagladaé
do tekstu, gdyz tym sposobem jedynie nabywa sie gruntownej znajomos$ci geometryi

wykresIngj.

Ernest SAGAYLO.

Paryz, dnia 20 Wrze$nia 1882.
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WIADOMOSCI WSTEPNE

1. Cel Geometryi Wykreslnej. — Zwyczajny rysunek, bez zadnego uprzedniego studyum, stuzy

do przedstawienia przedmiotéw otaczajacych. Dla osiggnigcia tego celu, rysownik zmuszony jest,

prawie zawsze, zmeinia¢ w rozmaity sposob wymiary i ksztatty ciat przedstawianych. Rysunki w ten
spos6b wykonywane nie moge by¢ uzyteczne ani Geometrom, ktérzy na jednej ptasczyznie zwykli
przedstawia¢ figury znajdujace sie w przestrzeni, ani Architektom, ani tez Inzynierom dla ktérych
rysunek jest o tyle tylko uzytecznym o ile przedstawia on potozenie wzgledne, ksztalt, a nadewszystko
wymiary rzeczywiste rozmaitych czesci sktadowych ciata. Dla nadania rysunkom tej niezbednej
Scistosci matematycznej uciec sie nalezy do metody, tyle obfitej, zwanej metodg przeksztatcenia
figur geometrycznych. Przeksztalcona plaska, ktéra wtasnie odpowiada figurze w przestrzeni,

moze by¢ otrzymang najrozmaitszemi sposobami; najprostszym z nich jest sposéb tak zwany

«metoda rzutdw» ktéremu stawny Monge nadat miano Geometryi Wykresinej.

Wiasnosci figury przedstawionej i tej ktérg chcemy przedstawi¢ sg w Scistym z sobg zwigzku, to
jest, ze kazdej witasnosci jednej figury odpowiada podobna wiasno$¢ drugiej i odwrotnie; zwigzek ten
postuzyt Monge’owi do wykazania z wielka zrecznoscig znacznej liczby wtasnos$ci geometrycznych.

W dalszym ciggu niniejszego dzieta podamy rozwinigcia uzyteczne dotyczace tej kwestyi, na chwile
za$ ograniczymy sie na tym krotkim rzucie oka, ktéry juz potrafi zwréci¢ naszg uwage na jedng
zasade geometryczng niewyczerpang i istniejaca obok gtdwnego

GEOM. WYKBESLNA.

celu Geometryi Wykresinej.

*e N
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Widzimy wiec, ze Geometrya Wykreslna ma dwa gtéwne zadania :pierwsze, ktérego przedmiotem
jest podanie sposobu przedstawiania figur w przestrzeni to jest trzy-wymiarowych na ptasczyznie,
ktéra jest powierzchnie dwu-wymiarowe i drugie, ktérego przedmiotem jest podanie metody,
z geometryi rozumowej, zwanej przez p. c nastes metode przemiany figur (transmutation des tigures).

O NIESKONCZONOSCI

2. Linija prosta przedstawia tylko jeden punkt w nieskonczonos$ci.— W samej rzeczy, jakikol-
wiek punkt prostej znajduje sie, powiadamy, w nieskoficzonos$ci, jezeli odlegto$¢ jego od innego ja-
kiegokolwiek punktu obranego dowolnie na tejze prostej jest wieksze od wszelkiej dtugosci, ktore sobie
mozemy wystawi¢. Przyjewszy to okre$lenie, wezmy pod uwage jakekolwiek linije proste i na niej
dwa punkta state A i B i punkt ruchomy M; wszelka warto$¢ szczegdlna nadana prostemu stosun-

. .o, MA . - A .
kowi odcinkdbw —  oznacza odrazu potozenie punktu M, lecz dla punktu prostej lezecego w nie-

skonczonosci stosunek ten jest zawsze rowny 1, azatem nalezy przyje¢, dla nadania wiekszej og6lnosci
rozwiezaniom geometrycznym, ze ta jedyna warto$¢ stosunku odnosi sie li-tylko do jednego punktu,
lub inaczej moéwiec, ze dwa konce prostej uwazanej se poteczone jednym tylko punktem zwanym
punktem tej prostej w nieskoriczonosci. Przyje¢ zarazem nalezy, dla uniknienia absurdum, ze wielko$¢

punktéw w nieskoriczonos$ci nie jest, jak innych punktéow prostej, zerem.

3. Prosta w nieskonczonosci dla ptasczyzny. — Jakakolwiek prosta danej ptasczyzny posiada
jeden punkt w nieskonczonosci, wskutek tego, miejsce punktéw w nieskoficzonosci danej ptasczyzny
jest przeciete jakekolwiek proste w jednym punkcie, a zatem miejsce to w nieskoficzonosci musi by¢

linije proste.

4. Plasczyzna w nieskohnczonos$ci dla'powierzchni. — Miejsce prostych w nieskonczonosci
wszystkich ptasczyzn danej powierzchni tworzy powierzchnie, a poniewaz linija prosta przecina te
powierzchnie w jednym tylko punkcie, zatem miejsce punktéw w nieskoficzonosci dla powierzchni

jest piasczyzne.

O RZUTA CH

5. Rzut zbiezny (fig. +).— Jezeli jakikolwiek pek linij prostych S.ABC.... ma wszystkie swe pro-
mienie SA, SB, SC... skierowane do rozmaitych punktéw jakiejs figury A, B, C... ktora daje sie
sprowadzi¢ do jednego punktu, przeciecie jej jakekolwiek ptasczyzne P, znane pod nazwiskiem ptas-
czyzny rzutéw, utworzy, figury danej w przestrzeni, przeksztatcone a, b, c...., ktére Ponceret nazwat
rzutem zbieznym figury A, B, C... na pfasczyzne P.

W tym systemacie pek S.ABC,... prostych danych tworzy pek rzucajacy; promienie SA, SB, SC,...
se linijami rzucajacemi, a wierzchotek peku S jest punktem zbiegu rzutéw.

6. Perspektywa zwyczajna (fig. 1). — Rzut zbiezny przybiera takze nazwe perspektywy zwy-
czajnej figury rzuconej i w takim razie oko obserwatora znajduje sie w punkcie zbiegu rzutéw S;

linije rzucajeee zwie sie tu promieniami widzenia, a ptasczyzna P zwie sie ptasczyzne obrazu,
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7. Cien rzucony przez punkt Swiecacy [fig. 1). — W koncu rzut zbiezny moze byé jeszcze
uwazany za cien rzucony przez punkt swiecacy na ptasczyzne P figury danej A, B, C,... i w tem przy-
puszczeniu wierzchotek S peku linij staje sie punktem Swiecgcym a linije rzucajgce stajg sie¢ promie-
niami Swiecacemi.

8. Rzut ostrokregowy. — Powierzchnig stozkowg nazywamy powierzchnie utworzong ruchem
piostej przechodzacej bezustannie przez punkt staty S i opierajgcej sie na linii statej AB zwanej
kierownicg [fig. at)

Okres$lenie powierzchni stozkowej podane powyzej usprawiedliwia dostatecznie nazwe rzutu ostro-
kregowego lub stozkowego nadang rzutowi zbieznemu.

9. Rzut walcowy. — Powierzchnig walcowg nazywamy powierzchnie utworzong ruchem prostej

zmieniajacej swe potozenie réwnolegle do prostej danej D i opierajacej sie¢ na krzywej sta-

tej AB (fig. a2

Podtug tego okreslenia rzut stozkowy zamienia sie na rzut walcowy, jezeli punkt zbiegu lezy w nie-
skonczonosci i w danym oznaczonym Kkierunku (fig. 2).

10. Rzut ukos$ny (fig. 2). -- Kazdy rzut walcowy zrobiony w kierunku prostej D lecz nie pro-
stopadle do ptasczyzny rzutéw P, zwie sie rzutem uko$nym lub perspektywa kawalierska lub nareszcie
cieniem stonecznym.

11. Rzut prostopadty (fig. 3).— Jezeli kierunek wszystkich linij rzucajgcych jest prostopadty do
p asczyzny rzutéw, to rzut figury danej na ptasczyzne rzutdéw zwie sie rzutem prostopadtym (ortogo-

Uwaga.—Rozmaite rodzaje rzutéw, ktérepodalismy powyzej, wyptywaja zrzutéw zbieznych, wszelka
wiec wtasnos$¢ rzutowa znaleziona dla tych ostatnich stosowac sie bedzie w zupetnosci do wszystkich
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12. Twierdzenie. — Rzut liniiprostej na ptasczyzne jest linija prostg.--- Poniewaz rzucajgce
rozmaitych punktéw prostej uwazanej tworza ptasczyzne, ktéra przecinajac si¢ z ptasczyzng rzutéw
daje na przeciecie inng proste bedacg rzutem prostej danej, zatem w og6lnosci rzutem prostej na
ptasczyznie jest linija prosta.

Twierdzenie nasze staje sie falszywem wtedy tylko, kiedy dana prosta w przestrzeni przechodzi
przez punkt zbiegu rzutéw, albowiem woéwczas, wszystkie rzucajace zchodza sie z linijg rzucona,

a w skutek tego, caty rzut sprowadza si¢ do jednego punktu.

13. Twierdzenie. — Rzuty linij rownolegtych najednag ptasczyzne tworzg icigzke (fig. 4). — Niech
beda A, B, C,... linije réwnolegte dane, S punkt zbiegu ich rzutéw; linija réwnolegta Ss do linij
danych A, B, C... spotyka ptasczyzne rzutéw w punkcie S, a poniewaz ten punkt jest rzutem wspél-
nym punktow lezgcych w nieskorficzonosci ax, bx, cx ... na prostych danych, zatem punkt ten
jest zarazem wierzchotkiem wigzki s.al3y,... ktdrej promienie sg rzutami prostych réwnolegtych
wzietych pod uwage.

W przypadku rzutéw walcowych ukosnych lub ortogonalnych prosta Ss bedzie miata w nieskon-
czono$ci dwa punkta zupetnie rézne: jeden na kierunku prostych rzuconych, drugi na kierunku pros-
tych rzucajacych, zkad wypada, ze ta prosta leze¢ bedzie na ptasczyznie w nieskoriczonosci (§ 8), a
zatem, ze punkt S bedzie réwniez w nieskoriczono$ci, czyli, ze rzuty ukosne lub ortogonalne prostych

rownolegtych sa réwnolegte.

OZNACZENIE POLOZENIA PUNKTU

14. Potozenie punktu danego nie jest oznaczonem znajac tylko jeden z jego rzutéw na ptasczyz-
nie (fig. 5). — Niech bedg : S punkt zbiegu rzutéw i a jeden z rzutéw punktu danego; uwazmy
rzucajacg S, wszystkie punkta na niej lezace jak Aj, Ao, A3... odpowiadajg w zupetnosci zadaniu,
zatem punkt w przestrzeni nie jest wyznaczonym.

Dla usuniecia tej niepewnosci zgodzono sie¢ dany punkt w przestrzeni przedstawia¢é dwoma rzu-
tami a, a' na dwie plasczyzny P, Q, i odpowiedniemi punktami zbiegu rzutéw S, S; wowczas
bowiem punkt A w przestrzeni znajdowac¢ sie musi w punkcie przeciecia A rzucajacych Sc, Sa'.

RZUTY PROSTOKATNE

15. Zazwyczaj w Geometryi Wykre$inej uzywa sie dla oznaczenia potozenia jakiegokolwiek przed-
miotu danego w przestrzeni, rzutow prostopadiych na dwie ptasczyzny Y, H tworzace z sobg kat
prosty (fig. 6) i zwane ptasczyznami rzutdéw. Jakkolwiek potozenie tych ptasczyzn Y i H moze by¢
dowolne, jednakze zazwyczaj przyjmuje sie ze jedna z nich jest pozioma a druga pionowa.

Przeciecie tych dwu ptasczyzn o ktérych mowa daje linije prostg, ktéra nazywamy linijg ziemna
albo osig rzutow i oznaczamy jg literami x iy potozonemi w ten sposob, ze jezeli wyobrazimy sobie
obserwatora stojgcego w kacie 1 na ptasczyznie poziomej i obréconego twarzg ku ptasczyznie pionowej,

litera x leze¢ bedzie po lewej jego stronie a litera y po prawej.
Przyjawszy te uwage dotyczaca obserwatora, ktérg tu raz na zawsze wprowadzamy, spostrzegamy
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ze: 1° 0$ rzutéw dzieli ptasczyzne poziomag na dwie cze$ci, z ktérych pierwsza lezaca przed osig
zwie sie ptasczyzng pozioma przednig, a druga lezagca za osig zwie sie ptasczyzng pozioma tylna;
2° 08 rzutéw dzieli ptasczyzne pionowg takze na dwie czesci, z ktdrych pierwsza lezaca po nad osig
zwie sie ptasczyzng pionowg gorng, a druga lezaca pod osig ptasczyzng pionowg dolng.

Plasczyzny rzutéw tworzg pomiedzy sobg cztery katy dwuscienne noszgce nazwy $cian przez ktdre
sg utworzone (fig. 6), a mianowicie:

kat dwuscienny 1 zwie si¢ katem prze.dnio-gérnym,

kat — 2 — tylno-gérnym,
kat — 3 — tylno-dolnym,
kat — 4 — przednio-dolnym.

Zazwyczaj dla uproszczenia omdwienia oznacza sie cztery katy dwuscienne o ktérych mowa licz-
bami 1, 2, 3, 4.

16. Kreslenie rzutéw na dwu ptasczyznach wzgledem siebie prostopadtych w potozeniu swem
naturalnem przywiodtoby w koncu do robienia rysunkéw w przestrzeni, ot6z dla uniknienia i obejscia
tej trudnos$ci obracamy (czyli robimy ktad) od przodu ku tytowi ptasczyzne pionowg gérna z figura
na niej wyrysowang na okoto linii ziemnej jako osi tak, zeby ona padita na ptasczyzne pozioma tylng
[fig. 6); w ten sposéb utworzona figura jest ptaska, przybiera nazwe wykres [fig. 7) i stuzy nietylko do
przedstawienia figury w przestrzeni, lecz nadto do wykonywania na niej wszelkich odpowiednich
dziatan.

Zeby dowiedzie¢ sie co. przedstawia jakikolwiek wykres nalezy przypusci¢ mysla ze ptasczyzna pio»-
nowa rzutéw zostata na nowo podniesiong do swego pierwotnego potozenia (fig. 8) i w tym stanie
wyobrazi¢ sobie ksztatt figury w przestrzeni, jako otrzymany z przeciecia sie odpowiednich promieni
dwu wigzek prostych rzucajacych, wychodzacych z punktéw zbiegu rzutéw i dotykajacych roz-
maitych punktéw przedstawionych w rzutach na wykresie.

17. Znamieniem lub ivzniesieniem punktu nazywamy odfegto$¢ jego od ptasczyzny poziomej rzu-
tow; odlegto$¢ za$ punktu od ptasczyzny pionowej rzutéw zwie sie oddaleniem.

18. Twierdzenie. W jakimkolwiek wykresie: 1° Oba rzuty jednego i tego samego punktu lezg na
jednej prostej prostopadtej do osi rzutébw i odwrotnie; dwa jakiekolwiek punkta wykresu, lezace na
jednej tinn rzutéw, sg rzutamijednego i tego samego punktu w przestrzeni; 2» Znamie punktu réwna sie
odlegtosci jego rzutu pionowego od osi rzutow; oddalenie za$ réwna sie odlegtosci tejze osiodjego rzutu
poziomego.

W samej rzeczy : 1» Niech bedzie punkt A dany i a, a\ jego dwa rzuty [fig. 9); ptasczyzna aAaj
jest prostopadta do obu ptasczyzn rzutéw, przeciecia wiec jej aj* i z temi plasczyznami sa
prostopadte do osi rzutow xy. Jezeli wiec teraz bedziemy obraca¢ na okoto linii xy plasczyzne
pionowg az do zlania sie jej z ptasczyzng pozioma, prosta ala zostanie ciggle prostopadtg do linii
ziemnej xy i przypadnie na ««', ktora jest przedtuzeniem aciu a zatem na wykresie dwa rzuty a, a'
punktu A znajdujg sie po zrobieniu kiadu ptasczyzny pionowej na jednej linii rzutéw. Dla dowie-
dzenia odwrotnos$ci tego twierdzenia, zauwazmy, ze 1° na wykresie, z samego zatozenia wypada, rzuty
uwazane lezg na jednej prostej prostopadiej do osi rzutéw, ze 2° ta prostopadia do osi rzutéw,
po przywiedzeniu napowrot ptasczyzny pionowej do swego pierwotnego potozenia dla odtworzenia
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figury w przestrzeni, rozdzieli sie na osi rzutow na dwie proste lezace na plasczyznie prostopadtej
do ptasczyzn rzutdw; z powyzszych danych wywnioskowaé mozemy ze rzucajgce odpowiednie
punktom danym leze na tej ptasczyznie i przecinajg sie wtasnie na niej w punkcie przestrzeni ktorego
rzuty sa dane.

2° Figura Aalia.a jest prostokatem, wypada ztagd ze Aa— ala = a'a i Aaj — aa, ktore to réwnosci
udawadniajg dostatecznie drugiej czesci naszego twierdzenia.

Prosta aa' tgczaca na wykresie dwa rzuty jednego i tegoz samego punktu (fig. 10) nosi nazwe
linii rzutéw.

W niosek. — Zeby dwie linije dane w przestrzeni przecinaty sie z soba, potrzebnem i dostatecznem jest,
zeby punkta przeciecia sie ich rzutéw tegoz samego nazwiska, lezaty na jednej linii prostej prostopadiej do
osi rzutéow (fig. 11). Niech bedg ab, a'b';cd, c'd" rzuty dwu linij jakichkolwiek, zeby te linije przeci-
naty sie w przestrzeni potrzebnem i dostatecznem jest, zeby punkta przeciecia fi f, ich rzutéw tegoz
samego nazwiska, byty rzutami jednego i tegoz samego punktu w przestrzeni, lub, na zasadzie powy-
zej podanego twierdzenia, zeby punkta /' i f' lezaly na jednej linii rzutow.

19. Znakowanie. — Oznacza¢ bedziemy raz na zawsze : 1° wielkiemi literami A, B,C,... punkta
figur danych w przestrzeni; 2° matemi odpowiedniemi literami a,b,c,... rzuty poziome; 3° temiz
samemi matemi literami akcentowanemi a',b', c',... rzuty pionowe tychze samych punktéw.

20. Czesci widzialne. — Dla oznaczenia czesci widzialnych na rysunku przyjetem jest raz na zawsze
ze oko obserwatora znajduje sie w odlegtosci nieskoniczenie wielkiej i na prostopadtej do ptasczyzny
na ktérg dany przedmiot rzucamy, po nad ptasczyzng pozioma i przed ptasczyzng pionowa.

Hipotezy te majg za cel zamienianie rzutéw' na perspektywe (§ 6,10 i 11), ktérej promienie widze-
nia, skutkiem potozenia w jakiem sie znajduje obserwator, sg réwnolegte do odpowiednich linij
rzucajacych.

Nadto, uwazajac ptasczyzny rzutéw za nieprzezroczyste, wyptywa, ze obserwator bedzie magt tylko
dostrzega¢ przedmioty znajdujace sie w pierwszym kacie dwusciennym 1.

21. Wykonanie rysunku.— Na rysunkach Geometryi Wykre$lnej znajdujemy zazwyczaj dwa rodzaje
linij: 1° linije przedstawiajgce dane w zadaniu i linije wypadkowe; T linije pomocnicze. Na kazdym
rysunku czesci widzialne odnoszg sie tylko do linij przedstawiajacych dane rzeczy w zadaniu i do linij
wypadkowych; tak jedne jak drugie przedstawiajg sie czarnemi linijami ciagtemi jezeli sg widzialne
i punktami okragtemi (........... ) czarnemi kiedy ich dostrzedz nie mozemy.

Linije pomocnicze przedstawia sie kreskami czarnemi przerywanemi (------------------- ) lub tez linijami
ciggtemi lecz czerwonemi.

Jezeli przypadkowo jaka$ linija pomocnicza jest duzego znaczenia przedstawia sie jg woéwczas linija
przerywana ksztattu lub tez linija ciggta niebieska.
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ROZDZIAL 1l

SPOSOBY PRZEDSTAWIANIA PUNKTU, LINIJ I PLASCZYZNY

22. Przedstawienie punktu. — Dla zupetnego wyczerpania kwestyi dotyczacej sposob6éw przed-
stawienia punktu za pomocg rzutéw prostopadtych (ortogonalnych) utozymy tutaj tabliczke rozmai-
tych jego potozen wzgledem ptasczyzn rzutow {fig. 12).

(a,a") Punkt lezacy w kacie |

(b, b") — _ 2

(c, ¢) — — 3

(d, d”) _ _ 4

(f>f) punkt lezacy na ptasczyznie pionowej po nad ptasczyzng pozioma;
&9) — — pod — —

[h, h) poziomej za ptasczyzng pionowa;

1* O — — przed — —

[i>J) punkt lezacy na osi rzutéw;

(k, k') punktlezacy na ptasczyznie dzielacej drugi kat dwuscienny na dwie réwne czesci;

((, V) punkt lezacy na ptasczyznie dzielacej na dwie rowne czesci czwarty kat dwu-
Scienny;

Om,m") Jezeli zatozymy znamie punktu réwnaé sie bedzie jego oddaleniu od
ptasczyzny pionowej rzutéw, a sam punkt leze¢ bedzie na ptasczyznie dzielgcej
na dwie réwne czesci kat dwuscienny 1.

(», n) punkt lezacy na ptasczyznie dzielacej na dwie réwne czesci kat dwuscienny 3 dla
ktérego mamy w= wv.

23 Usunigcie linii ziemnej (fig. 13). - Niech bedg m, n, p,... rzuty punktéw
ja lej olwiek figury danej w przestrzeni i xy linija ziemna; przesunmy te linije rownolegle dojej pier-
wotnego potozenia na odlegtos$¢ réwng 5, np. do potozenia xIVi- po tern przesunieciu wzniesienia roz-
maitych punktéw powiekszg sie lub zmniejszg o wielko$¢ i, gdy tymczasem oddalenia zmniejsza sie
lub powiegkszg o takgz samg wielkos¢.

Dla wytlomaczenia tego rezultatu dosy¢ jest przypusci¢, ze plasczyzna pozioma zostata przesunietg
do gory lub na d6t o wielko$¢ § i ze ptasczyzna pionowa zostata przysunigta lub odsunieta o tez sama
wielko$¢.

Dla wielkiej liczby rysunkow gtéwna role odgrywa potozenie wzgledne punktéw, a zatem, potozenie
ich wzgledem ptasczyzn rzutéw nie przedstawiajac zadnego interesu, mozna bardzo czesto usungc

zupetnodci linije ziemna, pamigtajac jednakze ze kierunek tej linii, ktérego znajomos$¢ jest zawsze
uzyteczng, oznaczy sie za pomocg linij rzutdw, to jest za pomocg prostopadiych do osi rzutéw
istniejacych nakazdym bez wyjatku rysunku, na ktérych lezg rzuty kazdego z punktéw uwazanych.

Lwaga. Z tatwoscig widzimy, ze przesunigcie osi rzutéw rownolegle do jej pierwotnego potoze-
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nia, chociaz zmienia ptasczyzny spétrzedne nie wptywa jednakze bynajmniej na zmiane potozenia
ptasczyzny dzielacej na dwie réwne czesci katy dwuscienne 2 i 4, to jest ze ta ostatnia plasczyzna
zachowuje potozenie state.

PRZEDSTAWIENIE LINIJ

24. Przedstawienie linij. — Linija prosta przedstawiong jest zawsze przez swe dwa rzuty, roz-
patrzmy wiec szczeg6lne dwa przypadki, na ktére w zastosowaniach natrafi¢ mozemy.

Ptasczyzna réwnolegta do ptasczyzny pionowej rzutdw7zwie sie ptasczyzna frontowg lub po prostu
obrazem lub frontem, a figura narysowana na ptasczyznie obrazu zwie sie figura obrazu i mowic¢ nalezy
prosta obrazu, koto obrazu, luielobok obrazu. Linija lezgca na ptasczyznie réwnolegtej do ptasczyzny
poziomej zwie sie: pozioma albo linija zréwnania.

Plasczyzna prostopadta do osi rzutéw nosi nazwe ptasczyzny profilu, wszelka figura narysowana
na tej ptasczyznie zwie sie figurg profilu, powiemy np.: prosta profilu, koto profilu, wielobok profilu.

25. Twierdzenie. —mRzut prostopadty lub ukosny jakiejkolwiek linii jest w naturalnej wielkosci, jezeli
ta linija lezy na ptasczyznie réwnolegtej doptasczyzny rzutéw. — W samej rzeczy, w tym przypadku linija
i jej rzut przedstawiajg przeciecie walca, rzucajgcego te linije, dwrnma ptasczyznami réwnolegtemi,
a przesuwajac jedno z tych przecie¢ réwnolegle de swego pierwotnego potozenia i w Kierunku rzuca-
jacych doprowadzimy go do zlania sie z drugiern.

26. Twierdzenie. Rzut prostopadty liniijakiejkolwiek lecz nie lezgcej no. ptasczyznie rownolegtej do
ptasczyzny rzutéw,jest mniejszy od linii rzuconej.— Uwazmy najprzod proste AB ktéra nie jest réwno-
legta do ptasczyzny rzutéw, rzuémy jg na ab i oznaczmy kat jaki ona tworzy z ptasczyzng rzutéow
przez «; bedzie, bardzo naturalnie, ab— AB dos a, azatem AB>aS gdyz kat a nie jest réwnym
zeru. Wiasno$¢ ktdrej tu dowiedlismy dla jakiejkolwiek prostej bedzie takze prawdziwg dla wszelkiej
linii tamanej.

Uwazmy obecnie tuk jakiejkolwiek krzywej, wiemy ze diugos$¢ tego tuku jest granicg obwodu linii
famanej wpisanej w uwazany tuk, ktdérej boki zdazajg do zera podiug jakiegokolwiek dowolnego
prawa. Wypada wiec ztad, ze linija w przestrzeni i jej rzut sa granicami obwodéw obu linij famanych
zmiennych, z ktorych jedna jest wpisang w tuk dany, gdy tymczasem druga zostaje bezustannie rzu-
tem pierwszej, a ktorych boki tak jedne jak drugie majg za wspdlng granice zero. W ten sposob
sprowadzamy odrazu nasze zadanie do podanego poprzednio. Dwa zadania odwrotne poprzedzajacym,
jezeli uwazaé bedziemy tylko rzuty ortogonalne, sg takze prawdziwe, gdyz obejmujg one wszystkie
mozliwe przypadki i prowadzg przy hipotezach réznych, do wypadkoéw zupetnie réznych, czyli ze
wypadki charakteryzujg hipotezy a hipotezy wypadki, wiec zadania odwrotne poprzedzajacym sg
prawdziwe. — Streszczajac mozemy powiedzie¢ : Zeby rzut prostopadly jakiejkolwiek linii na ptas-
czyzne, byt réwny naturalnej wielkosci tej linii, niezbednem jest zeby ptasczyzna, na ktorej lezy linija
dana, byta réwnolegta do ptasczyzny rzutéw wzietej pod uwage.

27. Twierdzenie. — Jezelijakakolwiek linija lezy na ptasczyznie prostopadiej do jednej z ptasczyzn
rzutéw, to rzut jej na te ostatnig ptasczyzne jest prostolinijny i odwrotnie, W samej rzeczy, jezeli linija
jakakolwiek lezy na ptasczyznie prostopadtej do jednej z ptasczyzn rzutdw, rzucajgce odpowiednia
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rozmaitym jej punktom lezg w ptasczyznie linii uwazanej, prosta wiec przecigcia ptasczyzny rzutéw

z ptasczyzny, na ktérej lezy linija w przestrzeni, jest rzutem tej ostatniej linii, zatem rzut ten jest pro-
stohnijny. * oy

Odwrotnie. - Jezeli rzut jakiejkolwiek linii jest prostolinijny, rzucajgce rozmaitych jej punktéw
lezg wszystkie na ptasczyznie rzucajacej, przechodzacej przez ten rzut i prostopadiej do plasczyzny
na ktoig wykonywamy rzut; poniewaz z drugiej strony linija dana w przestrzeni lezy na ptasczyznie
rzucajacej, musi wiec sie znajdowac na ptasczyznie prostopadiej do tej na ktérag rzut wykonywamy.

wynik 1. — Jezelilinija dana lezy na ptasczyznie rownolegtej dojednej r.ptasczyzn rzutéw, rzut jej na
drugg ptasczyzne rzutow jest rownolegty do osi rzutéw i odwrotnie. - Wynik ten jest widocznym, gdyz
z dowodzenia twierdzenia z ktérego on wyptywa wypada, ze rzut ten linii danej na drugg ptasczyzne
rzutéw jest sladem plasczyzny, na ktorej lezy linija rzucona, na ptasczyznie rzutéw ktérg ta plasczyzna
spotyka, i nadto ze ten siad jest koniecznie réwnolegtym do osi rzutéw.

Co do odwrotnosci, takowa, mozemy powiedzie¢ natychmiast, jest widoczng; jezeli bowiem jeden
Z rzutow linii danej jest rownolegty do osi rzutdw, wowczas odpowiednia ptasczyzna rzucajgca jest
rownolegta do drugiej ptasczyzny rzutéw, a w skutek tego, linija w przestrzeni, ktora lezy na swej
p asczyzme rzucajacej, znajduje sie. w rzeczywisto$ci na ptasczyznie réwnolegtej do tej z ptasczyzn
rzutdw na ktérej nie lezy rzut wziety pod uwage.

wynik 1. _ Jezeli danajakakolwiek linya lezy na jednej z ptasczyzn rzutéw, to rzutjej na dr%@
ptasczyzne rzutéw przypada na liniiziemnej i odwrotnie.- Wtasnos$¢ ta jest tylko szczegélnym przypad
kiem poprzedzajacej.

W ynik Ill. - - Linia profilu ma dwa rzuty prostolinijne i prostopadle do osi rzutdbw w tymze samym
punkcie i odwrotnie.

Dla dowiedzenia niniejszego zadania dostatecznem bedzie zastosowac twierdzenie z ktdérego ono
wyptywa, do obu rzutéw linii uwazanej.

Uwaga. — Rzuty wszystkich linij, lezacych na jednej i tej samej ptasczyznie profilu, padajg,
jak tego dowodzi ostatni wynik poprzedniego twierdzenia, na $lady samej ptasczyzny, rzuty wiec ich
s niewyrazne, a zatem -.jakakolwiek linija profilu niejest dostatecznie okre$longprzez swe rzuty.

28. Twierdzenie. — Zeby dwie hnije wziete dowolnie na dwu ptasczyznach rzutéw wyznaczaty linije
w przestrzeni, niezbednem i dostatecznem jest, zeby cztery ich punkta ostateczne brane w kierunku poprzecz-
nym lezaty po dwa na oddzielnych linijach rzutow.

Warunek ten jest w samej rzeczy niezbednym, gdyz:

1° gdyby, na rysunku przedstawiajagcym linije uwazang, dwie linije rzutéw aa', bb' (fin. R)
odpowiadajgce punktom ostatecznym branym w kierunku poprzecznym, zchodzity sie z soba linija
rzucona znaleschy sie musiata na ptasczyznie profilu i w takim razie, bylaby niewyznaczona
(8 27, Wyn. Ill, Uw.); otéz, chociaz przypadek podobny moze mie¢ w rzeczywistosci miejsce
0 lzucimy go z tego wzgledu, ze szukamy tutaj warunkoéw, ktérym zados$¢ uczyni¢ nalezy, zebv linija
dana byta wyznaczong przez swe rzuty.

* R B d” e <*e i5)t “ ,a'eCZM « « * * w Kierunku
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nie lezaly po dwa na oddzielnych Jinijach rzutéw, znalaztyby sie takie punkta, ktére majac np. rzut
pionowy m' nie posiadatyby odpowiedniego rzutu poziomego, co jest niemozebnem. Wnosimy wigc,
jak to ma miejsce na figurze 16-ej, gdzie punkta ostateczne (a, a'){b, b") leza na odpowiednich
linijach rzutéw, ze musza one zawsze zadosy¢ czyni¢ temu warunkowi, czyli ze warunek ten jest
niezbednym.

Powiadamy ze jest on dostatecznym; w samej rzeczy, jezeli warunek len jest dopetniony,
mozemy wybra¢ na dwu rzutach danych tyle par punktéw bardzo bliskich siebie i potgczonych
linijami rzutéw ile nam sie podoba i otrzymaé w ten sposéb rzuty szeregu punktow takze bardzo
zblizonych. Jezeli obecnie bedziemy zbliza¢ do siebie tak znalezione linije rzutéw, otrzymamy w gra-
nicy ciag nieprzerwany punktéw, ktére utworzg linije zazwyczaj krzywa, ktdrej rzutami beda wiasnie
dwie linije dane. Warunki tutaj podane bedac dopetnione, linija szukana bedzie wyznaczong w prze-

strzeni, a zatem warunki te sa dostateczne.

W ynik. — Zeby dwie linije wziete dowolnie na dwu ptasczyznach rzutéw wyznaczaty w zupetnosci
linije w przestrzeni, niezbednem i dostatecznem jest, zeby zadna z nich nie byta prostopadta do osi

rzutow.

29. Siadami jakiejkolwiek linii nazywamy punkta w ktérych ona spotyka ptasczyzny rzutéw;
te z nich, ktére lezg na ptasczyznie pionowej rzutdw zwig sie sladami pionowemi, lezgce za$ na

ptasczyznie poziomej rzutéw nosza nazwe $ladéw poziomych.

30. Zadanie. — Znale$¢ Slady jakiejkolwiek linii ktérej rzuty sa dane {fig. 17),— Niech 1iV beda
rzutami jakiejkolwiek linii ktérej chcemy wynale$¢ $lady np. na ptasczyznie pionowej rzutéw. Punkta
szukane znajdujg sie jednoczes$nie na linii L i na ptasczyznie pionowej rzutéw, a zatem, jako nale-
zace do linii L, rzuty ich poziome winny sie znajdowaé¢ na linii |, a poniewaz nadto leza one na
ptasczyznie pionowej rzutéw, rzuty ich na druga z pfasczyzn spoirzednych winny leze¢ na osi
rzutébw xy, zatem rzuty poziome szukanych sladéw pionowych znajda sie na wspdlnem przecieciu
prostych lixy, to jest, w punktach vt,v2 v3 vi; z drugiej strony widzimy, ze $lady pionowe
szukane sg swemi wiasnemi rzutami pionowemi, ktore winny leze¢ zarazem na linijach rzutéw
poprowadzonych przez punkta vh v3 v3 vt, i na rzucie pionowym linii danej, to jest na linii I,
znajda sie wiec one w punktach przeciecia tych prostych, to jest w punktach r/, vj, vj, vj. Slady
poziome dadzg sie otrzymaé w sposdb zupetnie podobny poprzedzajgcemu, ktéry tylko co podalismy
przy wyznaczaniu $ladéw pionowych. Z powyzszego rozumowania wyprowadzi¢ mozemy nastepujace
prawo : Dla znalezienia $ladu linii danej na jednej z ptasczyzn rzutéw, nalezy przedtuzy¢ do spotkania
si¢ z osig rzutdw, rzut przeciwnego nazwiska tej liniii z punktu wspdlnego przeciecia sie tych dwaéch linij
poprowadzi¢ prostopadte do osi rzutéw az do spotkania sie z drugim rzutem linii danej, punkt tak otrzymany

bedzie wtasnie Sladem szukanym.

Czesci widzialne jakiejkolwiek linii wzglednie do ptasczyzn rzutéw [fig. 17).— Dla oznaczenia
czesci widzialnych jakiejkolwiek linii, nalezy przedewszystkiem nakresli¢c zapomocg metody podanej
powyzej, Slady linii danej, nastepnie nalezy zauwazy¢ ze odcinki tej linii, zawarte pomiedzy $la-
dami po sobie nastepujacemi, znajduja sie w jednym kacie dwuseiennym utworzonym przez
ptasczyzny spoétrzedne, i ze z tych odcinkéw te tylko sg widzialne, ktére sie znajduja w kacie

dwuseiennym 1 (§ 20).
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Reguta ta zostata zastosowany na figurze 17, na ktorej stosownie do przyjetej umowy w para-
grafie 21, zostaly wyznaczone czesci widzialne rzutéw jakiejkolwiek linii.

Siady prostej.— Spos6b znalezienia $ladow jakiejkolwiek linii, podany powyzej, moze by¢ zasto-
sowany bez zmiany do znalezienia $ladéw linii prostej; fig. 18 przedstawia jego zastosowanie do tego
szczegblnego przypadku.

31. Przecigcie jakiejkolwiek linii z ptasczyzng dzielaca na dwie réwne czesci katy dwu-
$cienne 2 i 4. — Rzuty jakiegokolwiek punktu, lezacego na plasczyznie dzielgcej na dwie réwne
czesci katy dwuscienne 2 i4, zlewajg sie z sobg, wiec punkta przecigecia dwu rzutdéw tej linii danej sa
witasnie rzutami punktéw szukanych; jezeli wiec linija dana jest jakakolwiek, jak to ma miejsce na
figurze 17, przeciecie sie jej rzutéw I, I' daje nastepujgce punkta szukane (mu nij), (m2 m'2, (m3, m'3),
(m4, mlh,...: jezeli za$ linija dana d, d' {fig. 18) jest linija prosta, otrzymamy tylko jeden
punkt (mu nifi odpowiadajacy zadaniu.

32. Przecigcie jakiejkolwiek linii I, V z ptasczyzng dzielgca na dwie réwne czesci katy dwu-
S§cienne 1i 3 {fig. 19 i 20, tab. Il). — Rzuty jakiegokolwiek punktu lezgcego na plasczyznie dzielacej
na dwie réwne czesci katy dwuscienne 1 i 3, sg symetrycznie potozone wzgledem osi rzutéw; zeby
wiec wyznaczy¢ rzuty pionowe szukanych punktéw przeciecia, jezeli linija dana jest jakakolwiek linija
krzywa {fig. 19), lub linija prosta [fig. 20), nalezy przedewszystkiem nakres$li¢ linije pomocniczg h
symetryczng do | wzgledem osi rzutéw i znale$¢ punkta przeciecia tej linii pomocniczej z rzutem
pionowym /' linii danej, a punkta w ten sposéb otrzymane beda wiasnie punktami szukanemi;
znajdziemy wiec : w przypadku figury 19 rzuty pionowe nastepujgce m\, m\, m'3, w przypadku zas
figury 20-¢j punkt mfi. Po dokonaniu tych wykreslen, linije rzutdw, przechodzace przez punkta
tylko co znalezione, przecinajgc sie z rzutem poziomym | linii danej, wyznacza rzuty poziome
punktéow szukanych i otrzymamy : dla figury 19-ej punkta (mu mlfi, (m2, m'fi, (m3, m'3, adla
figury 20-ej punkt {mit m'fi.

33. Zadanie. — Znajgc siadyjakiejkolwiek prostej, znales¢jej rzuty {fig. 18).-- Niech beda : h $lad
poziomy prostej danej i V' jej $lad pionowy; dla znalezienia rzutéw tej prostej, szukajmy rzutéw
dwu jakichkolwiek z jej punktow; jezeli przyjmiemy $lady h iv', ktére sg swemi wiasnemi rzutami
na plasczyznach spdéirzednych na ktérych one leza, a ktérych drugie rzuty leza na przecieciu si¢ osi
rzutéw z linijami rzutéw przechodzgcemi przez punkta h i v', znajdziemy rzuty {A hj i {v, vj, dwu
punktow prostej danej, a tgczac tak znalezione rzuty punktéw prostemi Iw i AV otrzymamy rzuty
prostej odpowiadajgce zadaniu.

34. Przedstawienie prostej. — Dla zupetnego wyczerpania kwestyi dotyczacej przedstawienia
prostej przez swe rzuty, rozbierzemy tutaj rozmaite przypadki odpowiadajgce roéznym potozeniom,
jakie dana prosta przyjmowac¢ moze wzgledem ptasczyzn rzutéw.

1° Proste pochyle wzgledem ptasczyzn rzutdw i wzgledem linii ziemnej. — Wykresy utworzone przez
takie proste sg nastepujace :

Prosta jakakolwiek (fig. 21). — Kreslac $lady tej prostej dostrzegamy ze ona przechodzi przez trzy
katy dwuscienne i mozemy oznaczy¢ jej cze$ci widzialne (8 30).

Prosta pochyta spotykajgca o$ rzutéw (fig. 22). — Ta prosta przechodzi tylko dwa katy dwuscienne
i ma dwa $lady v', h zlewajace sie w jednym punkcie na osi rzutow.



12 WYKELAD GEOMETRYI WYKRESLNEJ

Prosta pochyla réwnolegta do ptasczyzny dzielgcej na dwie réwne czesci katy dwuscienne (fig. 23,
tab. 11)— Punkt spotkania tej prostej zptasczyzny dzielagcg na dwie réwne czesci katy dwuscienne 2 i 4
znajduje sie w nieskofnczonos$ci, a zatem rzuty tej prostej d, d' muszg by¢ réwnolegte (§31). Odwrotnie
wiec. Jezeli rzuty jakiejkolwiek prostej sg rownolegte wzgledem siebie na rysunku, prosta ta jest
rownolegta do ptasczyzny dzielgcej na dwie rowne czesci katy dwuscienne 2 it

Prosta pochyla lezaca na ptasczyznie dzielagcej na dwie réwne czesci katy dwuscienne 2 i 4 (fig. 24,

tab. Il). — Rzuty rozmaitych punktéw tej prostej winny sie zlewaé na rysunku w jeden; toz samo
winno mieé¢ miejsce z rzutami d, d' samej prostej.

Prosta pochyta lezaca na ptasczyznie dzielagcej na dwie réwne czesci katy dwuscienne 1 i3 (fig. 25,
tab. Il). — Rzuty rozmaitych punktow tej prostej, a tern samem i rzuty samej prostej, winny sie

zlewaé na iysunku.

Prosta pochyta rownolegta do ptasczyzny dzielgcej na dwie rowne czesSci katy dwuscienne 1i 3 (fig. 26,
tab. I1).— Ta prosta winna zajmowac na rysunku potozenie réwnolegte do prostej o ktérej mowiliSmy
powyzej, zatem jej rzuty winny by¢ jednakowo nachylone do osi rzutéw.

2° Prosta pochyla wzgledem ptasczyzn spo6trzednych i prostopadta (co do kierunku) do osi rzutéw
(fig. 27, tab. Il). — Prosta ta znajduje sie na ptasczyznie profilu i rzuty jej, prostopadte do osi rzutéw
w jednym i tym samym punkcie, nie wystarczajg do doktadnego oznaczenia jej potozenia (8 27. Uw.),
widocznem jest jednakze, ze oznaczajac rzuty dwu punktéw (a, a'), (b, b') tej prostej bedzie
ona w zupetnosci wyznaczong; oto jest sposéb ktérego uzywamy dla wyznaczenia potozenia prostej
lezacej na ptasczyznie profilu. Dla oznaczenia czes$ci widzialnych takiej prostej nalezy znales¢ jej $lady;
sposéb og6lny podany powyzej nie mogac jednakze byé zastosowanym do przypadku Kktérym sie
zajmujemy, uciec sie musimy do metody osobnej ktérg tu podamy.

Zadanie. — Znales$¢ $lady prostej profilu (fig. 27, tab. I1).

Pierwsze rozwigzanie (fig. 27, tab. I1).— Obroémy ptasczyzne profilu, na ktorej lezy prosta (ab. a'b’),
na okoto swego $ladu poziomego ab i zrébmy jej klad na ptasczyzne pozioma rzutdéw; podczas tego
ruchu punkt a' opisuje na ptasczyznie pionowej rzutéw tuk kota, ktérego Srodkiem jest punkt «,
az do spotkania sie z osig rzutow w punkcie a\; rzucajgce punktu A przypadajg w kiadzie na
prostych on, a\ przechodzacych przez punkta a, a\ i prostopadtych odpowiednio do pro-
stych ab i xy, punkt ich wspdélnego przeciecia A4 tworzy $lad punktu A. Kiad drugiego
punktu B prostej danej otrzymuje sie w sposéb zupetnie podobny do poprzedzajacego, tgczac wiec
punkta Ai} linijg prosta AiBi i przedtuzajac jg na obie strony, otrzymamy, w punktach przeciecia
sie tej prostej raz z prostag ab drugi raz z osig rzutéw xy, punkta h i v' ktdre sg wiasnie $ladami
szukanemi.

Powr6émy obecnie ptasczyzne profilu do swego pierwotnego potozenia; punkt h pozostanie nie-
ruchomym na prostej ruchomej i na ptasczyznie poziomej rzutéw, jest wiec on $sladem poziomym
prostej danej; punkt v\ opisze na ptasczyznie pionowej rzutéw tuk kota, ktérego Srodkiem jest
punkt a i przypadnie, nie opuszczajac podczas tego ruchu ani prostej, ani ptasczyzny pionowej,
w punkcie V'; ten ostatni punkt musi wiec by¢ szukanym $ladem pionowym prostej danej.

Drugie rozwiazanie (fig. 28, tab. Il).—Niech bedzie prosta dana ab, a'b’, zeby znales¢ jej $lady rzuémy
ja na ptasczyzne pozioma rzutéw, przyjmujac za punkt zbiegu rzutéw jakikolwiek punkt ptasczyzny
pionowej np. s, s'; w tym celu nakre$lmy proste sa, s'a', wyznaczajace rzucajace stozkowg punktu A,
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ktérego rzut poziomy « przedstawia rzut zbiezny pierwszego punktu prostej profilu; rzut zbiezny 3,
drugiego punktu tejze prostej, wyznaczy sie w sposéb podobny do poprzedniego, zatem {gczac tak
otrzymane punkta z sobg, znajdziemy najprzéd szukany rzut zbiezny o3, a nastepnie punkta prze-
ciecia hi i>\ tej prostej przedtuzonej, z osig rzutébw xy i z prostg ab.

Zauwazmy obecnie : 1° ze wszelki punkt ptasczyzny poziomej rzutéw jest nietylko swym wiasnym
rzutem ortogonalnym, lecz nadto swym witasnym rzutem zbieznym; 2° ze rzuty zbiezne punktow
ptasczyzny pionowej rzutéw lezg. na osi rzutéw; widzimy wiec, ze punkt li jest rzutem zbieznym
szukanego $ladu poziomego czyli tym sladem, a punkt v'1 jest rzutem zbieznym $ladu pionowego, ktéry
lezy w punkcie v' przeciecia rzucajacej stozkowej s'v'i z prostg. ab. Zadanie to da sie jeszcze rozwigzac
inaczej, postugujgc sie rzutami walcowemi wykonanemi w kierunku linii obrazu. Po podaniu tych roz-
wigzan, zajmijmy sie na nowo roztrzgsaniem kwestyj dotyczgcych szczeg6lnych potozen linij prostych.

3° Prosta danajest prostg obrazu {fig. 29, tab. Il). — Rzut poziomy d tej prostej jest réwnolegty do osi
rzutow (8 27. Wyn. 1), rzut zas$ jej pionowy d' jakikolwiek i na nim pewna cze$¢ prostej jest widzialng
w naturalnej wielkosci (8 25).

4° Prosta pozioma {fig. 30, tab. Il). — Z powyzszego wypada, ze rzut pionowy takiej prostej jest
rownolegty do osi rzutéw, tymczasem rzut jej poziomy jakikolwiek obejmuje dana proste w natu-
ralnej wielkosci.

5° Prosta réwnolegta dc ptasczyzn spoétrzednych (fig. 31, tab. Il). — Oba rzuty takiej prostej sa
rownolegte do linii ziemnej i jakikolwiek jej odcinek przedstawia sie w rzucie na ktérgkolwiek z ptas-
czyzn rzutow, w naturalnej wielkosci.

6° Prosta prostopadta do ptasczyzny pionowej rzutéw [fig. 32, tab. 11).— Rzut pionowy takiej prostej
sprowadza sie do jednego punktu d!' (§ 12), rzut za$ jej poziomy ¢zlewa sie z prostopadtg do osi
rzutéw poprowadzong przez ten punkt d' (827. w yn. IlI).

7° Prosta prostopadta do ptasczyzny poziomej rzutow {fig. 33, tab. ). — W tym przypadku rzut
poziomy sprowadza sie do jednego punktu d, a rzut pionowy d' zlewa sie z prostopadtg do linii

ziemnej poprowadzong przez punkt d.

WZGLEDNE POLOZENIA PROSTYCH

35. Dwie proste dane moga zajmowac¢ w przestrzeni jedno z trzech nastepujacych potozen :
1° moga sie przecinac,
2° moga byé réwnolegte,

3° moga nie leze¢ na jednej ptasczyznie.

Zeby mozna bylo wyznaczy¢ potozenie dwu prostych na danym rysunku przypomnijmy przede-
wszystkiem 1° ze rzuty tegoz samego nazwiska dwu prostych przecinajacych sie [d, dJ, (¢,, d'j)
krzyzujg sie w dwu punktach m, m' {fig. 34, tab. Il) lezagcych na jednej linii rzutéw (§8 18, Wn.);
2° ze rzuty tegoz samego nazwiska dwu prostych réwnolegtych (d, d'), (¢1, d\) sa wzgledem siebie
réwnolegte. Odwrotnosci tych dwu witasnosci bedac takze prawdziwe, widzimy, ze dwie proste {d, d"),
{di, d\)) nie lezg na jednej ptasczyznie {fig. 30, tab. Il), jezeli warunki charakteryzujace dwa pierwsze

przypadki nie sg dopetnione.

36. Zadanie. — Oznaczy¢ potozenie wzgledne dwu prostych [ab, a'h"), (cd, c'd") lezacych na jednej

i tej samej ptasczyznie profilu.
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Pierwsze rozwiazanie {fig. 37,tab. Il). — Zasadzajac si¢ na metodach podanych powyzej (§ 34. 2°)
mozna, nie zmieniajac potozenia wzglednego prostych danych, zrobi¢ ich kiad na okoto $ladu pozio-
mego plasczyzny profilu na ktérej one leze w AjBjCilh i oznaczy¢ wprost na tym kiadzie ich
potozenie wzgledne; w przypadku ktérym sie zajmujemy, proste dane przecinaja sie w punkcie,
ktérego ktadem jest punkt ML Gdybysmy, obecnie, po zrobieniu ktadu, zyczyli znale$¢, rzuty punktu
przeciecia w ktadzie .M,, w przypadku odpowiadajgcym dwu prostym nieréwnolegtym, nalezatoby,
wychodzac z punktu Mt, zrobi¢ wykre$lenie odwrotne temu, ktorego uzyliSmy do zrobienia kiadu
jakiegokolwiek z punktéw danych; postepujac w ten sposéb znajdziemy rzuty m, m! punktu spotkania
prostych profilu.

Drugie rozwiazanie. — RoO0zwigzanie ktére w tej chwili podajemy zasadza si¢ na nastepujacej
uwadze : Zeby dwie proste lezace na jednej ptasczyznie lub na dwu ptasczyznach rownolegiych byty
wzgledem siebie rownolegte, niezbednem i dostatecznem jest, zeby ich rzuty uko$ne, na dwie plasczyzny
rownolegte wziete tu tym samym kierunku, byty réwnolegte. W samej rzeczy, niech beda dwie pro-
ste (ab, a'b"), (cd, c'dr) ktérych rzuty sg dane (fig. 38, tab. Il); przesunmy o$ rzutéw réwnolegle do swego
pierwotnego potozenia w xpj, tak, zeby punkt d lezat na niej a zatem punkt d, d' na ptasczyznie
poziomej rzutéw; nastepnie rzuémy na te nowa ptasczyzne rzutéw w kierunku prostej obrazu cy, c'y',
dowolnie obranej, proste cd, c'd' ; rzut ukosny punktu c, ¢' wyznaczy sie $ladem poziomym vy rzu-
cajacej cy, c'y', aponiewaz punkt d lezacy na ptasczyznie poziomej, ktéra obecnie jest ptasczyzna
pozioma rzutéw, jest swym wiasnym rzutem uko$nym, otrzymamy wiec rzut ukos$ny pierwszej prostej
danej faczac punkia. d iy linijg prostg. Rzut ukos$ny ba drugiej prostej danej, na ptasczyznie poziomej
rzutéw utworzonej kre$lac nowa o0$ rzutow otrzymamy w taki sam sposéb jak powyzej.
Jezeli wiec obecnie rzuty baidy sg wzgledem siebie rownolegte, proste lezagce na plasczyznie
profilu beda takze réwnolegte, w przeciwnym razie prosie dane przetng sie z soba.

Uzywajac tylko jednej ptasczyzny poziomej rzutéw, otrzymalibySmy, za pomocg metody rzutéw
ukos$nych, nie tylko potozenie wzgledne dwu prostych, lecz nadto rzuty punktu wsp6lnego ich prze-
ciecia jezeli te proste sie krzyzujag. Wykonanie odpowiedniego rysunku zostawiamy czytelnikowi
celem bardzo uzytecznego ¢wiczenia.

37. Zadanie. — *Zmie$¢ potozenia wzgledne dwu prostych lezacych na dwu ptasczyznach profilu.

Zadanie to jest tylko uogdlnieniem zadania poprzedzajgcego, i rozwigzanie podane dla tego ostat-
niego moze by¢ bezzmiennie zastosowanem do niniejszego; ze wzgledu jednakze na objasnienia ktore
podalismy powyzej, kwestya nasza nie przedstawia zadnych trudnosci, w skutek wiec tego postaramy
sie podac tu inne rozwigzanie nieco prostsze od poprzedzajgcego, ktére takze daje sie zastosowac¢ do
szczegdlnego przypadku juz rozwigzanego i prowadzi do wykreslen nieco krotszych od podanych
poprzednio.

Niech bedag (ab, a'b"), (cd, c'cl') dwie proste dane (fig. 39, tab. Il), zeby te proste byly réwno-
legte, potrzebnem i dostatecznem jest, zeby proste pomocnicze (ac, a'c’), (bd, b'cl) otrzymane
z potgczenia z sobg po dwa punktow pierwszych prostych, lezaly na jednej ptasczyznie; w ten sposéb
zadanie sprowadza si¢ do przypadku og6lnego; w samej rzeczy, obecnie winnismy znale$¢ potozenia
wzgledne dwu prostych jakichkolwiek (ac, ale'), (bd, b'd") nie lezagcych na ptasczyznie profilu; na
naszym rysunku widzimy, ze punkta przeciecia rzutow roznego nazwiska f', g tych prostych nie
lezg na jednej prostopadiej do osi rzutéw, a zatem tak te proste, jak i proste lezagce na piasczyznach
profilu, nie znajdujg sie na jednej ptasczyznie.
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Za pomoca sposobu podanego tutaj, mozemy, jak to powiedzieliSmy powyzej, rozwigza¢ zadanie
podane w paragrafie 36; w samej rzeczy, niech bedg (ab,a'b'), (yS,y8") rzuty punktéw stuzacych do
wyznaczenia prostych danych na jednej ptasczyznie profilu (fig. 39, tab. I1); dla przekonania sieczy te
proste sg rownolegte, posunmy jedne z nich np. (y8, y'8) rdéwnolegle do jej pierwotnego potozenia
i W kierunku osi rzutéw; prosta ta przyjmie, na dowolnie obranej ptasczyznie profilu, poto-
zenie (cd, c'd') wyznaczone przez przeciecie sie Sladow ptasczyzny pomocniczej z prostemi, réwno-
legtemi do osi rzutow xy, przechodzacemi przez punkta yy', SSr. W tej chwili juz mozemy
zastgpi¢ proste (yS, y'Sj przez (cd, c'd') ipowréci¢ do zadania ktére jest przedmiotem niniejszego

paragrafu.

38. Zadanie. — Znale$épotozenia wzgledne prostej jakiejkolwiek i prostej profilu (fig. 40, tab. I1).—
Usunmy o$ rzutéw (§23). Niech beda (ab, a'b’) i (d, d') proste dane, zeby te proste sie przecinaty
potrzebnem i dostatecznem jest, zeby punkta (a, a'), (b, b") i punkt przeciecia (c, ¢') prostej (d, d"),
z ptasczyzna profilu przechodzgca przez druga proste dang, lezalty na jednej linii prostej, lub zeby
rzuty tych punktéw, na jakakolwiek ptasczyzne i w jakimkolwiek systemacie, lezaly na jednej prostej;
w tym celu rzuémy je walcowo w kierunku prostej (d,d") na plasczyzne dzielacg na dwie réwne
czesci katy dwuscienne 2 i 4 (8 23, Uw.), a znajdziemy, dla przypadku przedstawionego rysun-
kiem, ze trzy punkta (a, «'), ((3, /3") i (y, /) leza na jednej prostej, czyli ze proste dane przecinajg sie.

PRZEDSTAWIANIE PLASCZYZNY

39.— Ptasczyzna w przestrzeni moze by¢ przedstawiona: juzto przez dwie proste, badz rownolegte,
badz przecinajgce sie; juzto przez trzy punkta nie lezace na jednej linii prostej; juztez przez jedng
proste i punkt zewnatrz niej lezacy i t. d. Zazwyczaj przyjetem zostato oznacza¢ ptasczyzne dwoma
prostemi podiug ktérych przecina ona dwie ptasczyzny rzutdw; proste te zwig sie $ladami plasczyzny
danej. Ptasczyzna dana ma z ptasczyznami rzutéw jeden tylko punkt wspolny lezacy na trzech pros-
tych”~wspdlnego przeciecia tych trzech ptasczyzn branych po dwie; ot6z te proste, ktére sg $ladami
ptasczyzny uwazanej, zbiegaja sie z osig rzutow w jednym punkcie, ktéry w przypadku réwnolegtosci
ptasczyzny danej do linii ziemnej, oddali sie do nieskofAczonosci, czyli streszczajac mamy : Slady
ptasczyzny przecinaja oS rzutéw iv jednym tylko punkcie, lezacym u) odlegtosci nieskoriczenie wielkiej
jezeli ptasczyznajest réwnolegta do osi rzutow.

40. Twierdzenie. — Jezeli prosta jest prostopadta do ptasczyzny to rzutyjej ortogonalne sg prosto-
padte dosiadéw ptasczyzny (fig. 41, tab. 111).— Dowodzenie tego twierdzenia przeprowadzone dla jednej
ktérejkolwiek ptasczyzny rzutdw, jest dostateczne. Niech wiec bedzie P, ab ptasczyzna dana i jej $lad;
D, Rid prosta prostopadta do ptasczyzny P, jej ptasczyzna rzucajgca i rzut jej na ptasczyzne Q; ptas-
czyzna R jest zarazem prostopadia do ptasczyzny rzutdw Q i do ptasczyzny danej P, gdyz obejmuje
ona wszystkie rzucajace punktéw prostej danej D i samg proste. Rzucajace te i prosta sg znéw prosto-
padte : pierwsze, z wykreslenia, do ptasczyzny rzutéw a ostatnia, z zatozenia, do ptasczyzny P. Plas-
czyzna R jest wiec prostopadta do wspolnego przeciecia ab ptasczyzn PiQ; odw'rotnie, ab jest
prostopadta do ptasczyzny R a zatem i do wszystkich prostych lezagcych na ptasczyznie a zatem
i do rzutu d prostej danej. Widzimy wiec, ze $lad ab ptasczyzny P jest prostopadty do rzutu d
prostej danej D.
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41. Odwrotnie. — Jezeli na dwu ptasezyznach rzutéw, rzuty ortogonalne prostej sg odpowiednio
prostopadle do $ladéw ptasczyzny, prostajest prostopadtg do ptasczyzny. — Zachowajmy tak figure jako
tez i notacye przyjete przy dowodzeniu tego twierdzenia wprost i zanim przystapimy do dowodze-
nia odwrotnosci, zauwazmy, ze aby twierdzenie wprost byto prawdziwe, trzeba, zeby rzuty
prostej byty prostopadie do $Sladow piasczyzny na dwu plasezyznach rzutéw, inaczej bowiem na
ptasczyznie It mozemy sobie wystawi¢ nieskonczong liczbe prostych nieprostopadiyoh do ptas-
czyzny P, ktérych rzut wspdélny bedzie jednakze miat miejsce na prostej d. Zajmijmy sie obecnie
samem dowodzeniem i zauwazmy ze ptasczyzny Qi R sg do siebie prostopadte a zatem i prosta ab
prostopadta do ich wspdlnego przecigcia d na jednej z nich Q, jest prostopadig takze do dru-
giej R. Z powyzszego wnosimy, ze ptasczyzna P, na ktérej lezy prosta wspoélnego przeciecia; jest
takze prostopadia do ptasczyzny R, czyli odwrotnie, ptasczyzna R jest prostopadta do ptasczyzny P.

Jedna z ptasczyzn rzucajacych proste D bedac prostopadig do ptasczyzny danej P, druga ptasczy-
zna rzucajgca musi by¢ takze do niej prostopadig, a zatem prosta przeciecia D tych dwu ptasczyzn
musi by¢ takze prostopadtg do ptasczyzny danej P.

42. Twierdzenie. — Rzut ortogonalny kata prostego na ptasczyzne réwnolegta do jednego zjego bokéw
jest w naturalnej wielkosci {fig. 42, tab. I11). — Niech bedg ARG iabc kat prosty ijego rzut na ptasczy-
zne Q réwnolegta do jednego z jego bokdéw np. do boku AB. Prosta AB réwnolegta do ptas-
czyzny Q jest prostopadta do rzucajacej BE wierzchotka; nadto.z zalozenia jest ona prostopadta do
prostej BG a zatem jest ona takze prostopadta do ptasczyzny S przedstawionej przez te dwie proste,
zkad wyplywa ze plasczyzna rzucajgca R jest takze prostopadia do ptasczyzny. S, wiec kat dwu-
$cienny R, S utworzony przez te dwie ptasczyzny jest katem prostym, a poniewaz jego $ciany sag
odpowiednio prostopadte do ptasczyzn rzutéw, kat wiec abc ktory jest katem ptaskim dwuscien-
nego R, S musi by¢ katem prostym.

Niniejsze twierdzenie, zawierajgce dwie hipotezy i jedno rozwigzanie, prowadzi do dwu odwrot-
nosci, ktérych prawdziwo$¢ podajemy w nastepujgcem dowodzeniu.

43. Pierwsza odwrotno$¢. — Jakikolwiek kat jest prostym jezeli jego rzut na ptasczyzne réwnolegty
do jednego z jego bokéw jest katem prostym. —mZachowujac figure i notacye poprzedzajgcego para-
grafu i przypuszczajac ze kat abc jest prosty, powiadamy, ze kat dwuscienny R, S musi by¢ takze
katem prostym i prosta ab prostopadig do ptasczyzny S. Bok AB bedac réwnoleglty do ptasczyzny
rzutéw 0, bedzie takze prostopadty do ptasczyzny S, bedzie wiec prostopadty do wszystkich prostych
na niej lezacycli a w szczegdlnosci do boku BC, czyli ze ten kat jest rzeczywiscie prostym.

44. Druga odwrotno$é. — Jezeli rzutna ptasczyznie jakiegokolwiek kata prostego jest w naturalnej
wielko$ci ten kat ma przynajmniej jeden ze swych bokéw réwnolegty do ptasczyzny rzutéw. — Zachowajmy
figure i notacye (§ 42). Katy abc i ABC sa proste z zatozenia,, chcemy dowie$é, ze jezeli jeden z jego
bokéwnp. BG nie jest rdwnolegty do ptasczyzny Q, drugijegobok AB musiby¢ réwnolegtym. W samej
rzeczy, kat abc bedac prosty, kat dwuscienny utworzony przez ptasczyzny R, S musi by¢ takze
prostym, w skutek tego boki kata ptaskiego muszg by¢ prostopadite do Scian na ktérych nie lezag
i rownolegte do ptasczyzny rzutu Q; z drugiej strony, prosta BC nie jest rownolegtg do ptasczyzny Q
a zatem nie jest ona réwnolegta do bc nie jest wiec ona takze prostopadts do ptasczyzny R,
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wynika ztad, ze jedyna prosta ptasczyzny R prostopadta do BC jest prosta AB, azatem ta prosta
jest jedng z krawedzi kata ptaskiego mierzacego kat dwuscienny utworzony przezptasczyzny RS,
i jest ona réwnolegtg do ptasczyzny Q.

POLOZENIA JAKIEJKOLWIEK PLASCZYZNY WZGLEDEM PLASCZYZN RZUTOW

45. Plasczyzna dana jest pochyta wzgledem plasczyzn rzutéw {fig. 43, tab. I11). — Plasczyzna taka
przecina wszystkie cztery katy dwus$cienne utworzone przez ptasczyzny rzutéw, a figura wskazuje
czesci widzialne jej sladow P«P’.

46. Plasczyzna dana jest prostopadta do ptasczyzny dzielacej na dwie rowne czesci katy dwu-
Scienne 2 i 4 {fig. 44, tab. I11). — Slady P«P' tej ptasczyzny zchodza sie z soba na rysunku. W samej
rzeczy, ptasczyzna ta winna by¢ prostopadtg do jakiejkolwiek prostej, lezacej na ptasczyznie dzielgcej
na dwie réwne czesci katy dwuscienne 2 i 4, ktorej rzuty d i d' zcbodzg sie z sobg (8 34), Slady
zatem pthasczyzny takze musza si¢ z sobg zchodzié.

Odwrotnie :jezeli $lady Pod3' jakiej$ ptasczyzny zchodzg sie z sobg, plasczyzna ta jest prostopadig
do ptasczyzny dzielagcej na dwie réwne czesci katy dwuscienne 2 i 4. W samej rzeczy, rzuty did'
prostej, lezacej na plasczyznie dzielacej na dwie réwne czesci katy dwuscienne 2 i4, zchodza sie z soba

na prostopadiej do P«P', zatem ptasczyzna tajest prostopadig do ptasczyzny dzielgcej na dwie réwne
czesci katy dwuscienne 2 i 4.

47. Plasczyzna dana jest ptasczyzna profilu {fig. 45, tab. Ul). — Slady jejPaP' zchodzg sie z sobg
i sg prostopadte do linii ziemnej.

48. Plasczyzna danajest prostopadig do ptasczyzny dzielacej na dwie réwne czesci katy dwuscienne 1
i 3 {fig. 46, tab. 111). — Dowodzenie zupetnie podobne do podanego wparagrafle 46 doprowadzi nas
do wykazania, ze $lady tej ptasczyzny sg symetrycznie roztozone wzgledem linii ziemnej i odwrotnie.

49. Plasczyzna dana jest prostopadta do ptasczyzny pionowej rzutéw {fig. 47, tab. 111). — Slad pio-
nowy «P' takiej ptasczyzny jest jakikolwiek, $lad jej za$ poziomy «P, jako przeciecie sie dwu ptas-
czyzn prostopadtych do ptasczyzny pionowej rzutéw, jest prostopadty do tej ostatniej ptasczyzny, atem
samem i do linii ziemnej. Dowodzenie odwrotnosci tego zadania nie przedstawia zadnych trudnosci.

50. Ptasczyzna danajest prostopadta do ptasczyzny poziomej rzutow {fig. 48, tab. I1l1). — W tym przy-
padku, zupetnie podobnym do poprzedzajgcego, $lad poziomy «P plasczyzny danej jest jakikolwiek,
$lad za$ jej pionowy aP' jest prostopadty do linii ziemnej.

51. Ptasczyzna danajest réwnolegta do ptasczyzny pionowej rzutéw {fig. 49, tab. I11). — Slad poziomy
takiej ptasczyzny, jako powstaty z przeciecia ptasczyzny poziomej rzutéw z ptasczyzng rownolegta do
ptasczyzny pionowej rzutéw, jest rownolegty do linii wsp6lnego przeciecia ptasczyzn rzutow, to jest do
linii ziemnej, $lad za$ jej pionowy lezy na piasczyznie pionowej rzutéw w odlegtosci nieskoriczenie
wielkiej.

52. Piasczyzna danajest rownolegta do ptasczyzny poziomej rzutow {fig. 50, tab. Ill). — Widzimy,

CEOMET. WYKRESLNA. . — 3
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przez analogie, ze $lad pionowy P' takiej ptasczyzny jest rownolegty do osi rzutéw xy, $lad jej za$
na drugiej ptasczyznie spétrzednych jest prosta w nieskofnczonosci tej ptasczyzny.

53. Plasczyzna danajest réwnolegta do osi rzutow (fig. 51, tab. 111).— Poniewaz przeciecia wszel-
kiej ptasczyzny przeprowadzonej przez o$ rzutéw z ptasczyzng réwnolegta do tej osi, sa réGwnolegte do
osi rzutéw, zatem oba Slady P, P' plasczyzny danej muszg by¢ réwnolegte do osi rzutow.

54. Plasczyzna dana przechodzi przez o$ rzutéw {fig. 52, tab. 1l1l). — Potozenie takiej ptasczyzny nie
moze by¢ wyznaczonem przez jej dwa S$lady, ktére w tym przypadku zchodzg sie z osig rzutéw xy,
potrzeba wiec, dla oznaczenia potozenia takiej ptasczyzny, zna¢ rzuty m, m! jednego zjej punktéw

nie lezgcego na osi rzutéow xy.

ROZDZIAL 11l
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55. Zadanie 1. — Przez punkt dany nakresli¢ proste rownolegta do prostej danej {fig. 53, tab. IlI).
Niech bedg {ab, a'b") i {c, cf) rzuty prostej danej i punktu; rzuty prostej szukanej winny przechodzi¢
przez punkt c, cl i by¢ réwnolegte odpowiednio do rzutéw ab, alb' prostej danej, wykreslenie wiec
ichnie przedstawia zadnej trudnosci; jednakze postepowanie to moze by¢ tylko stosowane do prostych”
ktére nie sgprostemi profilu; w tym bowiem ostatnim przypadku nalezy uzy¢ innego sposobu, ktéry
podajemy ponizej.

Niech beda {a, aj, (b, bj {fig. 54, tab. Ill) rzuty dwu punktéw wyznaczajacych dang proste pro-
filu ic, ¢ rzuty punktu przez ktéry winna przechodzi¢ prosta szukana réwnolegta do prostej danej.

Nakre$lmy proste ac, a’c' i przez punkt b, b' poprowadzmy do niej ré6wnolegta, ktéra w punkcie
dotkniecia ptasczyzny profilu na ktérej lezy punkt c, ¢' wyznaczy drugi punkt d, d' prostej szukanej.
Dwie ptasczyzny profilu PP' i QQ' przecinajac sie z ptasczyzng przechodzacg przez trzy punkta dane
wyznaczajg dwie proste réwnolegte {ab, abj i {cd, c'dj z ktérych ostatnia jest wta$nie rozwigzaniem
danego zadania.

Spos6b postepowania ktéry podajemy, nie moze by¢ uzywanym jezeli rzuty punktu D wychodzg
z granic rysunku; nie bedzie on takze odpowiednim jezeli dla rozwigzania zadania nalezy obra¢ na-
przod punkt na prostej szukanej, lecz nawet i to ostatnie przypuszczenie nie jest dostatecznem, gdyz
punkt o ktérym mowa musi sie znajdowa¢ na prostej szukanej, zadanie to bedzie wiec rozwigzane
w zupetnosci i w catej ogdlnosci dopiero po znalezieniu drugiego rzutu punktu, ktérego pierwszy
rzut jest znany.

Dla wykazania tego, wezmy na noivo [fig. 55, tab. Ill) punkta dane {a,a'), [b,b") i {c,cj i niech
bedzie d rzut poziomy punktu nalezacego do prostej rownolegtej, uwazmy, dla znalezienia drugiego
jego rzutu, proste AG, BU i szukajmy ich rzutéw; na ptasczyznie poziomej rzutéw znajdujemy natych-
miast proste ac,bd ana ptasczyznie pionowej rzutéw, proste alc'\; nastepnie, poniewaz proste AG, BD
leza na jednej ptasczyznie i przecinajg sie z sobg w punkcie, ktdrego rzutem poziomym jest
punkt m lezacy na rzutach tegoz samego nazwiska prostych, a ktérego rzut pionowy znajduje sie
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w punkcie spotkania m! linii rzutéw przechodzacej przez punkt m z prostg dc', zatem widzimy, ze
rzut pionowy prostej BD jest prosty tgczacg punkta b'z m!, a punkt w ktérym ta prosta spotyka
ptasczyzne rzutéw QQ' jest wiasnie drugim rzutem szukanym.

56. Punkta oddalone. — Punktami oddalonemi nazywa¢ bedziemy punkta niezbedne do wyko-
nania rysunku a lezgce po za jego granicami. Jezeli rysunek przedstawia takie punkta, to zamiast
ucieka¢ sie do innego arkusza papieru, ktéry to sposéb nie przedstawia nigdy dostatecznej S$cistosci
i nie moze by¢ uzytym w kamieniarce lub ciosetce (dla ktorych zazwyczaj rysunki kreslg sie na
murach lub na podtogach), nalezy zmniejszy¢ wymiary figury danej kreslac jej figure podobna.

Zadanie Il. — Oznaczy¢ punkt oddalony dwu prostych danych. — Ntech beda (d, d!) i (8, 8') rzuty dwu
prostych danych (fig. 56, tab. Ili); wezmy za $rodek figury podobnej punkt przeciecia S dwu pros-

1
tych d, d' i za stosunek podobieAstwa np. - i nakreslmy figure podobng figury danej. Proste d, d'

sg swemi wiasnemi odpowiednemi; punkt a przypada w $rodku a4 prostej Sa; proste wiec odpo-
wiedne prostym 8, 8 otrzymamy kreslac z punktu «i réwnolegte <G, $i; jezeli obecnie, jak to
zrobiliSmy na naszym rysunku, punkta przecigcia bl; b\ prostych (d, (fi), (d1, oj) leza na jednej linii
rzutéw, proste te przecinaja sie z sobga i jezeli poprowadzimy proste Sc, rownolegtaglo osi rzutéw,
to punkt przeciecia sie S bedzie wyznaczony: 1° przez swe wzniesienie (znamie) rowne Zcibf -j- c$p,
2° przez swe oddalenie réwne 2clbl -(- c$t i 3° przez swag odlegto$¢ poprzeczng 2Scn liczong na prawo
od punktu S.

57. Zadanie 111, — ZnaleZ¢ rzuty prostej lezacej na ptasczyznie.

1° Plasczyzna dana jest wyznaczong przez swe $lady «P, aP' (fig. 57, tab. Il1l). — Obierzmy na $la-
dzie pionowym ptasczyzny punkt np. v' a na $ladzie jej poziomym punkt h i nakre$lmy rzuty vh i v'h'
tej prostej. Toz samo wykre$lenie, tylko zmieniajac nieco jego porzadek, pozwala znalez¢ jeden
z rzutdéw prostej lezacej na ptasczyznie danej przez swe $lady, znajgc drugi jej rzut.

2° Plasczyzna jest dana przez trzy punkta (fig. 58, tab. I11). — Niech bedg A, B, G, punkta dane,
obierzmy dowolnie jeden z rzutéw dl prostej szukanej i nakre$imy rzuty (ab, a'b"), (bc, b'c’) prostych
taczacych punkta A z B i B z C; przez przecigcie sie prostych a’h’, b'c’ z d'" otrzymamy na ptasczyznie
pionowej rzuty w', m\ punktéw, w ktérych prosta szukana przecina prosteJAB, BG; kreslac wiec
obecnie linije rzutow przez punkta rn', m\ znajdziemy rzuty ich na ptasczyznie jjpoziomej rzu-
tow w m, mt na rzutach ab, cb prostych, ktére wyznacza nam witasnie dwa punkta rzutu poziomego
prostej szukanej, a tgczac jc z soba linijg prostg m, otrzymamy sam rzut poziomy prostej
szukanej.

58. Czestokro¢ zdarza sie w rysunkach uzywacé prostych, ktére, lezac naldanej| ptasczyznie, sg
rownolegte juzto do jej sladu pionowego, juztez do jej $ladu poziomego; pierwsze z tych prostych
zwig sie linijami obrazu ptasczyzny, drugie za$ poziomemi ptasczyzny.

Oznaczmy rzuty prostej obrazu ptasczyzny. — liwestya ktérg sie w jtej) chwili] zajagc zyczymy jest
tylko szczeg6lnym przypadkiem kwestyi og6lnej i winna by¢ traktowang w ten sam sposéb co
kwestya og6lna, wskutek jednakze ciggtych zastosowan, wykreslenia juz podanego, przy rozwigzy-
waniu zadan, podajemy go tu po raz drugi.

16 Ptasczyzna jest oznaczona przez swe $lady (fig. 59, tab. Il1). — Rzut poziomy*d prostej obrazu jest
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réwnolegty do osi rzutéw dowolnie obranej; rzol jej za$ pionowy oznaczy sie¢ w sposdb nastepujacy :

* kK ko

. I " ry stej vvinien . igZe<5 zarazem ndal rzyde . i na
pozioraym P ptasczyzry danej; zatem winien on sie znajdowa¢ w punkcie h ich wspdlnego przeme-

oie&o rzut pionowy znajduje si¢ w punkcie |j przeciecia si¢ osi rzuiéw z linijg rzutéw popro-

cia,
rownolegle do $ladu pionowego P' ptasczyzny

wa zong przez punkt h; kreslagc wiec przez punkt h',
danej, proste d\ otrzymamy drugi rzut szukany prostej obrazu ptasczyzny.

2" Plasczyzna jest oznaczona przez dwie proste przecinajace sie [fig. 60, tab. IIl). - Przyjmujac mm,

za rzut poziomy prostej szukanej w potozeniu dowolnem lecz réwnolegtem do osi rzutéw, znajdziemy,

na mocy dowodzenia podanego w poprzedzajgcym ustepie, drugi jej rzut m'm\, to jest rzut pionowy.

Postepujac w tak! sam sposéb jak powyzej, znajdziemy, na figurach 61 i 62, rzuty poziomej ptasczy-
zny, kiedy ta ptasczyzna jest wyznaczong przez swe $lady P i P' lub kiedy ona jest dang przez dwie
proste przecinajace sie (d, dj, (dt, d'j).

IV). — Nalezy
i, S

59. Zadanie IV. — Znalezé rzuty punktu lezacego na ptasczyznie (fig. 63 i 64, tab.
znalez¢ rzuty jakiejkolwiek prostej lezacej na danej ptasczyznie (§ 57 i 58), np. prostej poziomej
niej umiesci¢ rzuty szukane m,m punktu danego. Spos6b postepowania tutaj podany, moze by¢

bez trudnosci zastosowany do przypadku, w ktérym jeden z rzutéw punktu danego jest znany.

60. Cwiczenie. - Znalezé rzuty wieloboku ptaskiego [fig. 65, tab. 1V ).-D la wykre$lenia wleloboku
mozemy przyja¢ za znane rzuty (a, a'), (c, ¢') i (fi f) trzech jego wierzchotkéw na dwu ptasczyznach
spotrzednych i rzuty b, d, e pozostatych wierzchotkéw na jednej tylko z ptasczyzn rzutéw; zadanie

daje sie rozwigza¢ za pomocg rozumowania podanego w paragrafie poprzedzajacym, albowiem dwa
rzuty trzech punktéw A, C, F wyznaczajg ptasczyzny wieloboku, pozostaje wiec tylko znalezé rzuty
pionowe pozostatych jego wierzchotkdéw znajac ich rzuty poziome. W tym celu, nakreslmy rzuly

i rzuty poziome ae, ad, ab; przeciecie sie tych trzech ostatnich prostych z prostg ef

przekatnej efi e’f'
w punktach g, h, k wyznacza punkta, ktdrych rzuty pionowe g', h', li' dajg si¢ znalez¢ z tatwoscig,

a taczac je z punktem a prostemi ag', ah',a'k' otrzymamy proste na ktoérych lezg pozostate punkta

wieloboku E, D, B, biorgc wigc punkta spotkania tych rzutéw z linijami rzutéw wyprowadzonemu

zpunktéw e, cl, b znajdziemy punkta szukane e',d',b', a zatem bedziemy mogli dopetni¢ wykresle -

nia wieloboku.

Znalez¢ $lady ptasczyzny, danej przez dwie proste réwnolegte lub przecinajace sie
rzuty prostych danych. Zadanie to da sie rozwigzacé
ktore

61. Zadanie V. -
(fig. 67, tab. 1V.— Niech bedag (d, dj, (dy, dfi)
wyznaczajac przedewszystkiem slady h, hi, v',vf prostych danych i kreslagc proste hh,, v' v\,
tacza z sobg Slady tegoz samego nazwiska, proste te sg wtasnie szukanemi $ladami ptasczyzny. Jezeli

wykreslenie jest dokladnem, to te dwie proste winny sie przecinaé w jednym punkcie na osi

rzutow.

62. Zadanie IV. — Znalei¢ siady ptasczyzny, danej przez trzy punkta nie lezace najednej liniiprostej.
Przypadek ten sprowadza sie do poprzedzajacego, taczac jeden z punktéw'danych z dwoma pozo-
statemi.

63. Zadanie VII. Przez proste dang D poprowadzi¢ ptasczyzne roiunolegta do innej prostej D,.

Przez jakikolwiek punkt dowolnie obrany na prostej D nalezy nakresli¢ proste D2 réwnolegtg do
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prostej Di i sposobem podanym powyzej (8 61), znalez¢ $lady plasczyzny przechodzacej przez pro-
ste D, 13o.

64. Twierdzenie. — S$lady tegoz samego nazwiska, dwu ptasczyzn réwnoleglych, sa réwnolegte i od-
wrotnie. — Slady dwu plasczyzn na kazdej z plasczyzn rzutéw sa przecieciem sie dwu plasczyzn
rownolegtych z trzecig, a zatem musze one by¢ takze réwnolegte.

Twierdzenie odwrotne poprzedzajgcemu jest prawdziwe, gdyz przypuszczajagc na chwile, ze
punkta przeciecia sie $sladow kazdej z ptasczyzn nie znajduja sie w odlegtosci nieskonczenie wiel-
kiej, w takim razie $lady te utworza dwa katy, ktérych boki bedg odpowiednio réwnolegte, musza
wiec one by¢ rownolegte pomiedzy sobg. Samo dowodzenie odwrotnosci wskazuje, ze jest ona praw-
dziwg tylko wtenczas, kiedy ptasczyzny dane nie sa réwnolegte do osi rzutéw; dla tego szczeg6lnego
przypadku podamy wkroétce warunki réwnolegtosci ptasczyzn.

65. Zadanie V111. — Przez punkt dany przesuna¢ ptasczyzne réwnolegtg do ptasczyzny danej.

Rozwiazanie ogoine. — Nalezy na ptasczyznie danej nakresli¢ dowolnie dwie proste nieréwnolegte
i przez punkt dany poprowadzi¢ do tych prostych rownolegte, ktére wyznaczg witasnie ptasczyzne szukana.
Jezeli ptasczyzna dana jest wyznaczona przez swe $lady, daleko korzystniej obra¢ na kazdym
ze $ladéw ptasczyzny szukanej jeden punkt i przezen nakresli¢ dwie proste odpowiednio réwnolegte
do $ladéw danych (8 64), ktore, jezeli rysunek jest wykonany z doktadnos$cig, winny sie przecigé¢
w jednym punkcie na osi rzutéw. Kazdy punkt na $ladzie szukanym wyznacza sie, kreslac na ptasczy-
znie danej proste jakgakolwiek, przez punkt dany prowadzac do niej rédwnolegta i oznaczajac $lady tej
ostatniej. Zastosujmy te metode do kilku waznych przypadkoéw.

lo Kiedy ptasczyzna danajest wyznaczona przez dwie proste {d, dl), (di,d'j) przecinajace sie {fig. 68,
tab.1V). — W tym przypadku, ptasczyzna szukana jest natychmiast wyznaczong przez dwie proste
(S, 5), nakreslone z punktu danego o, o', réwnolegle do prostych danych

2° Kiedy ptasczyzna danajest wyznaczona przez swe Slady P«P' [fig. 69, tab. IV). — W tym przypadku
zadanie moze by¢ rozwigzane za pomocg metody og6lnej, ktéra nie przedstawia zadnych trudnosci,
lecz jezeli potozenie linij wchodzacych do rysunku zezwala na lo, wykreslenie ogdlne moze by¢ skré-
conem, gdyz wowczas, zamiast kresli¢, na ptasczyznie danej, proste jakgkolwiek uzyjmy np. jednego
ze Sladow «P' tej ptasczyzny i przez punkt dany o, o' nakre$slmy do niej rownolegtg (d, d]), ktorej
poziomy h bedzie zarazem jednym z punktéw $ladu poziomego ptasczyzny szukanej, na ptasczyznie
poziomej rzutéw; kreslac wiec obecnie przez punkt h proste Q réwnolegta do aP, otrzymamy $lad
poziomy ptasczyzny szukanej, a przedtuzajac go do osi rzutéw oznaczymy punkt p, ktéry nalezec
bedzie do $ladu pionowego tej ptasczyzny; jezeli wiec teraz nakreslimy przez punkt /3 proste (3Q
réwnolegtg do $ladu ptasczyzny danej aP', otrzymamy drugi $lad ptasczyzny szukanej.

3° Kiedy ptasczyzna dana jest wyznaczona przez jedne ze swych normalnych n, nl i przez jej spo-
dek p,p’ (fig. 70, tab. 1V). — Przez punkt dany o, 0l nakre$lmy proste obrazu ptasczyzny szukanej,
rzut poziomy tej prostej przechodzacej przez punkt o jest réwnolegty do osi rzutéw, a rzut jej
na drugiej ptasczyznie rzutdw jest prostag prostopadiag do normalnej n', poprowadzong przez
punkt o' (8 42). Kreslac wiec slad poziomy h tej prostej pomocniczej, znajdziemy jeden z punktow
$ladu poziomego ptasczyzny szukanej; jezeli teraz z tego punktu spuscimy prostopadta Q do prostej n
znajdziemy : najprzod $lad poziomy plasczyzny szukanej (§8 40), a nastepnie w punkcie $ przeciecia
tej prostej zosig rzutéw, jeden z punktow jej sladu pionowego; kreslac obecnie z punktu tj proste Q
prostopadtg do w', otrzymamy $lad pionowy ptasczyzny szukanej.
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66. Zadanie IX. — Oznaczy¢ wspolne przeciecie dwu plasczyzn P i Q.

Rozwiazanie ogolne [fig. 71, tab. IV). — Zeby znalez¢ wspélne przeciecie dwu plasczyzn P i Q nalezy
przecig¢ je ptasczyzng pomocniczg R, wybrang w ten sposob, zeby przecieciajej i 1, z ptasczyznami
danemi bytly tatwe do przedstawienia rysunkiem-, punkt A wspdlnego przeciecia prostych 1i Il jest

jednym z punktéw linii wspélnego przeciecia plasczyzn danych-, drugijej punkt otrzymuje sie¢ zapomoca
drugiej ptasczyzny pomocniczej. — Zadanie, ktérem sie w tej chwili zajmujemy jestjednem z zasadni-
czych zadan Geometryi wykresinej, niezbednem wiec jest zeby czytelnik umiat doskonale stosowac
go do rozmaitych przypadkéw, na ktére w praktycznem zastosowaniu bezustannie natrafic moze.
Postaramy sie rozebraé go tutaj po szczegoéle.

67. 'I° Kiedy ptasczyzny dane sa oznaczone przez swe $lady przecinajgce sie w granicach rysunku
(fig. 72, tab. IV). — Niech bede. PaP', QSQ dwie ptasczyzny dane; przyjmujac ptasczyzne poziomy
rzutéw za plasczyzne pomocniczg, znajdziemy na ptasczyznach danych proste «P i /3Q i punkt h, h'
ich wspdlnego przeciecia, ktory jest wiasnie Sladem poziomym szukanej prostej wspdlnego przecie-
cia; przyjmujac obecnie ptasczyzne pionowa rzutéw za ptasczyzne pomocnicza, znajdziemy réwniez
$lad pionowy prostej szukanej w punkcie v, v'; taczac wiec obecnie tak znalezione punkta linijami
prostemi vh, v'h' otrzymamy wiasnie szukang proste wsp6lnego przeciecia.

68. 2° Kiedy ptasczyzny dane sg oznaczone przez swe $lady przecinajgce sie po za granicami rysunku,
tojest w punktach oddalonych.

Sposdb pierwszy (fig. 73, tab. 1V). — Ptasczyzny pomocnicze uzyte poprzednio, dajac tutaj na przeciecie
punkta oddalone, winny by¢ zastgpione innemi, zazwyczaj zastepuje sie je ptasczyznami réwnolegtemi
do plasczyzn rzutéw i w naszym przypadku przyjmiemy za ptasczyzne pomocnicza, ptasczyzne pozioma
ktorej $ladem pionowym jest R', ktéra daje, na przeciecie z ptasczyznami danemi PaP’, 0)30°
proste (i, ij, (ii, i'j) przecinajace sie w punkcie m, m' nalezgcym do prostej szukanej. Drugi punkt
wspdlnego przeciecia wyznaczy sie za pomocg drugiej ptasczyzny poziomej pomochiczej, prosta wiec
wspolnego przeciecia bedzie dang przez swe dwa punkta. Sposéb wykreslania, ktéry tutaj podajemy,
wymaga bardzo czesto kolejnych préb, albowiem ptasczyzna pozioma pomocnicza R', wzieta w sposdb
dowolny, moze obejmowaé punkt wspolnego przeciecia potozony w taki sposéb, ze drugi rzut jego
znajduje sie po za granicami rysunku; dla sprowadzenia go wiec w dane obreby nalezatoby zmieniac,
czasem nawet kilkakrotnie, potozenie ptasczyzny R' réwnolegle do swego pierwotnego potozenia;
wkrotce zobaczymy, w jaki sposéb mozna uniknagé kolejnych prob o ktérych tylko co méwilismy.

Spos6b tu podany moze by¢ zastosowany do znalezienia wsp6lnego przeciecia plasczyzn danych,
kiedy takowe sg oznaczone kazda przez trzy punkta lub kazda przez dwie proste przecinajace sie.
Wykonanie rysunkéw odnoszacych sie do tych dwu przypadkéw zalecamy czytelnikowi jako éwiczenie.

sposéb drugi (fig. 74, tab. IV). — Jezeli $lady plasczyzn danych przecinajg sie pod katem bardzo
ostrym, sposob postepowania podany powyzej nie moze by¢ zastosowanym, gdyz poziome lub proste
obrazu dwu plasczyzn nie przecinajg sie prawie nigdy w granicach rysunku, a gdyby nawet sie przeci-
naty w tych granicach, to punktich przeciecia bytby tak niewyrazny, ze niepodobna bytoby wykonacd
rysunku z doktadnoscig dla osiagnienia ktorej, jak wiemy, potrzeba: 1° zeby przecigcia prostych,
ktére wyznaczajg wazniejsze punkta figury, nie miaty miejsca pod katami ostremi i 2° zeby proste nie-
wiadome byly oznaczane punktami dostatecznie od siebie odlegtemi.

W przypadku ktérym sie zajmujemy, uzycie plasczyzn réwnolegtych do plasczyzn rzutéw za ptas-
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czyzny pomocnicze, me czyni zado$¢ pierwszemu z warunkéw podanych powyzej, uzy¢ zatem nalezy
ptasczyzny pomocniczej R, kféraby przechodzita przez o$ rzutéw i przez punkt a,a', ktérego wznie-
sienie jest male a oddalenie jakiekolwiek i wykresli¢ najprzéd linije wspdlnego przecigcia ptasczy-
zn} R z ptasczyzny dany PaP'; jednym z punktéw nalezacych do linii wspélnego przeciecia
tych ptasczyzn jest punkt a. drugim za$ bedzie punkt b, U otrzymany z uzycia nowej ptasczyzny
pomocniczej IR, kléra przecinajgc sie z plasczyznami R i P«P' daje poziome (ad, a'd") i (vf, v'f),
majgce ten punkt za punkt spotkania; rzutem wiec pionowym prostej wspélnego przecigcia ptas-
czyzn R i PaP' bedzie prosta i’ W sposob zupetnie podobny do podanego powyzej znalezlibySmy
rzut pionowy i\ prostej wspolnego przeciecia drugiej ptasczyzny danej Q@BQ z plasczyzny pomocniczy
przesuniety przez o$ rzutow i przez punkt a, a'. Znajyc obecnie rzuty pionowe i', i\ otrzymamy
punkt m' ich wspdlnego przeciecia, ktéry jest zarazem jednym z punktéw rzutu pionowego szukanej
prostej wspo6lnego przeciecia dwu ptasczyzn danych. Spos6b postepowania, ktéry tu podalismy,
daje z tatwosciy tylko jeden rzut jednego z punktow nalezycych do linii wspOlnego przeciecia ptas-
czyzn danych, winien on wiec bv¢ stosowanym jedynie tylko do przypadkéw, dla ktérych oznaczenie
punktéw spotkania przedstawia nadzwyczajne trudnosci.

Sposob trzeci (fig. 75, tab. 1v). — Przetnijmy jedne z ptasczyzn danych PaP' ptasczyzny pomocni-
czy RyR réwnolegty do drugiej ptasczyzny danej QpQ' i szukajmy : 1° Kierunku prostej v'hi
wspélnego ich przeciecia i 2° jej rzutu pionowego; widzimy, ze przyszliSmy do wykreslenia
prostej réwnolegtej do v\h\ przechodzycej przez punkt oddalony prostych P' i Q'; dla uskutecznienia
tego wykreslenia, poprowadZmy proste ab prostopadty do v\h\, ktéra zatem bedzie prostopadty do
prostej szukanej; nakreSimy trdjkat, ktérego wierzchotkiem jest punkt oddalony prostych P'i Q',
a podstawy prosta ab; poniewaz prosta szukana jest takze jedna z wysokos$ci,mozemy wiec jy wykres-
lic prowadzyc przedewszystkiem wysokosci ac, bd, Kktore wyznaczajy punkt zbiegu f trzech
wysokos$ci tréjkata, zlyd wiec znajdziemy te trzeciag wysoko$¢ fg, ktora jest wiasnie szukanym
izutem pionowym prostej wspolnego przeciecia ptasczyzn danych; w taki sam spos6b znajdziemy
jej drugi rzut.

Sposéb czwarty (fig. 76, tab. 1V). — Zadanie, ktérem sie zajmujemy, moze by¢ jeszcze rozwigzane,
jak wieszcie wszystkie zadania dotyczace punktéw oddalonych, za pomocy figur podobnych; niech
bedg Pod i QaQ dwie ptasczyzny dane, obierzmy dowolnie na osi rzutow xy jakikolwiek punkt 8,

i przyjmujac za $rodek figury podobnej punkt «, a za stosunek podobieAstwa nakre$imy

figure podobng do figury szukanej; proste Ch, Q', réwnolegte do $ladéw Q, Q', wyprowadzone
Z punktu beda odpoiciednemi $ladom Q, Q', a poniewuz proste aP, aP', przechodzace przez $ro-
dek figury podobnej sg swemi wtasnemi odpowiednemi, otrzymamy, stosujac sposéb ogélny do zna-
lezienia prostej wspdlnego przeciecia dwu plasczyzn, ktérych Slady przecinajg sie w granicach
lysunku (8 67), odpowiedne h\v\, prostych szukanych.

Dla wykres$lenia samych prostych szukanych, obierzmy dowolnie na Q punkt jakikolwiek a, kto-
rej pizeciwlegty znajduje sie w punkcie a4 spotkania prostych Qh i aa i nakreslmy proste a”iyajij
i pioste do nich rownolegte cw, ak' przechodzgce przez punkt a; te ostatnie proste sg odpowiedne
pierwszym i wyznaczajy w punktach przeciecia sie z osig rzutdw punkta v i h' odpowiedne
punktom vu h\, wypada wiec ztyd, ze proste i, i' wyprowadzone z tych ostatnich punktow

réownolegte do prostych hjoj, /p” sa wiasnie rzutami szukanej prostej wspdlnego przeciecia
ptasczyzn danych.
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Sposob iigty {fig. 77, tal). 1V). Niech bede jak poprzednio PaP', QSQ' $lady ptasczyzn danych
i Xy o$ rzutdw. Przesurimy o$ rzutdw rdéwnolegle do swego pierwotnego potozenia do Xiyu wia-
domo jest (8 23), ze podczas takiej zmiany, rzuty prostych pozostaje niezmienne, a $lady ptasczyzn
danych, podobnie jak ptasczyzny rzutéw, zmienig swe potozenie zachowujac zawsze kierunek pierwotny;
wykreslenie wiec ich nie przedstawi zadnej trudnosci jak tylko wykres$limy jeden z ich punktéw.
Dla wyznaczenia rysunkiem punktéw o ktérych mowa, zauwazmy: 1» ze w obu systematach uwaza-
nych ptasczyzn spétrzednych $lad pionowy piasczyzny Q3Q ma zarzuty: prosie Q3 i 0§ rzutéw xy;
~° ze w skutek teo° slad fl tej prostej na nowej pfasczyznie poziomej rzutéw jest wiasnie jednym
z punktéw szukanych; kreslagc wiec przez ten punkt réwnolegta Cjjp do prostej Q znajdziemy nowy
$lad poziomy jednej z ptasczyzn danych, a kre$lac obecnie przez punkt przecigecia sie 3 tego nowego
$ladu poziomego z osig rzutéw xlyl, réwnolegta Q\ do prostej Q otrzymamy nowy $lad pionowy
ptasczyzny danej.

W sposéb podobny do powyzszego znalezlibySmy nowe $lady PciP'4 ptasczyzny danej PaP’, biorac
zatem obecnie, w tym nowym systemacie piasczyzn spotrzednych, proste spotkania v'ih'l,v Ihi
ptasczyzn O”iOh, PiouPh, otrzymamy rzuty i, i' prostej wspdlnego przecigcia ptasczyzn danych
nalezacej do obu systematdw ptasczyzn spétrzednych.

69. Zadanie X. — Znalez¢ punkt spotkania prostej D z ptasczyzng dana P.

Rozwigzanie ogolne (fig 78, lab. IV). — Przezproste dana nalezy przesung¢ ptasczyzne pomocnicza. Q
obrang iu ten spos6b, zeby jej przeciecie | 3ptasczyzng dang P byto tatwe do wykreslenia, a nastepnie
stukaé punktu przeciecia prostych D 1 I; punkt A ich wspblnegoprzeciecia bedzie wtasnie punktem szuka-
nym, gdyz lezy on na obu prostych D i |, azatem lezy na prostej D i na ptasczyznie P. Dla utatwie-
nia wykreslenia przyjmuje sie zazwyczaj za ptasczyzne pomocniczg, ptasczyzne rzucajacg proste dang
na jedne z ptasczyzn rzutéw.

Zastosujmy to og6lne prawidto do kilku przyktadéw najczesciej uzywanych.

70. — 1“Kiedy ptasczyznajest danaprzez sweslady [fig. 79, tab. IV).— Niech beda PaP"i {d, dJ Slady
ptasczyzny danej i rzuty prostej. Wezmy za ptasczyzne pomochniczg ptasczyzne rzucajgcg proste dang na
ptasczyzne poziomag rzutéw; siady tej ptasczyzny Q@BQ przecinajg $lady ptasczyzny danej podtug prostej,
ktdrej rzutami sg proste vb, v'h' (8 67); widzimy, ze na plasczyznie poziomej rzutéow, rzuty vhid,
prostej wsp6lnego przeciecia i prostej danej, zchodzg sie z sobg, nie mogg wiec one oznaczy¢ szuka-
nego punktu przeciecia, tymczasem rzuty pionowe odpowiednie v'h'i d', przecinajac sie z sobg
W pumicie a', wyznaczajg rzut pionowy punktu szukanego, ktérego rzut poziomy a oznaczy sie z ta-
twoscig kreslac linije rzutéw z punktu «' az do jej spotkania sie z rzutami poziomemi obu prostych,
ktore, jak to powiedzieliSmy, zchodza sie z sobg na rysunku. Punkt a, a'w ten sposéb znaleziony jest
witasnie punktem w ktérym prosta (d, d') spotyka ptasczyzne PaP'.

Jezeli $lady ptasczyzn prostopadiych do ptasczyzn rzutéw, poprowadzonych przez proste dana,
spotykajg $lady ptasczyzny danej PaP' w punktach oddalonych (8 56), w tym przypadku uciec sie
nalezy do ptasczyzny pomocniczej .jakiejkolwiek Q3Q (fig. 80. tab. 1V) obejmujacej $lady 6, t'
prostej danej d, d' a tein samem i samg proste, a nastepnie, stosujgc rozwigzanie ogo6lne, nakresli¢
proste wspdlnego przeciecia vh,v'h' ptasczyzn Q?Q' i PaP'; biorgc nastepnie punkt w ktérym ta
prosta przecina proste dang (d, d') otrzymamy wiasnie punkt szukany a, a', w ktérym prosta dana (d, d')
spotyka ptasczyzne dang PaP'.
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71. 2° Kiedy ptasczyzna danajest wyznaczona przez dwie proste przecinajace sie {fig. 81, tab. 1Y). —
Niech beda ($, $'), (§h rzuty dwu prostych wyznaczajacych ptasczyzne dang i {d, d') rzuty
prostej danej. Przyjmijmy jak zawsze, ptasczyzne pionowg rzucajaca prosteD,za ptasczyzne pomocnicza
i szukajmy przeciecia sie¢ jej z prostemi wyznaczajacemi ptasczyzne dang; poniewaz wszystkie punkta
ptasczyzny pomocniczej rzucajg sie poziomo na prosie d, wspdlne przeciecie sie tej ptasczyzny
z prostg 8, 8, rzuci sie takze na te ptasczyzne rzutdw w punkcie np. m, ktdrego rzut pionowy znaj-
dzie sie na przecieciu linii rzutéw przechodzacej przez punkt m, z rzutem pionowym S’ prostej.
W podobny sposéb otrzymamy na wspdlne przeciecie ptasczyzny pomocniczej z prostg St, 8\,
punkt mlif mj, zatem, przecigciem sie dwu ptasczyzn bedzie prosta mml} rrdmj. Stosujgc dalej pra-
widto ogdlne, znajdziemy na przecieciu sie prostej (d, d!) z prosta {mmi, m'm'j) punkt, Kktérego
rzutem pionowym jest punkt a', a rzutem poziomym punkt a wspélnego przeciecia linii rzutéw
przechodzacej przez punkt a' z rzutem poziomym d prostej danej, ktéry to punkt a jest wspdlny
obu prostym wzietym pod uwage; punkt a, a' jest wiec punktem szukanym.

72. Zadanie XI. — Znalez¢é 'proste wspoélnego przeciecia divu ptasczyzn danych kazda przez dwie
proste przecinajgce sie [fig. 82, tab. V). — Niech bedg (d, d*), [di, d'j), {8, 8j, (&, 8')) rzutami dwu par
prostych przedstawiajgcych dwie ptasczyzny dane, ktérych szukamy wspolnego przeciecia; to wspdlne
przeciecie datoby sie otrzymaé z catg tatwoscig, uzywajgc ptasczyzn pomocniczych, jakesSmy to juz
dawniej powiedzieli, rownolegtych do jednej z ptasczyzn rzutéw; dla skrocenia jednakze wykreslen,
postaramy sie poda¢ tu rozwigzanie nieco krotsze. Wogole, stosujgc sposob postepowania podany
w poprzedzajagcym paragrafie, moglibySmy znalezé wsp6lne przeciecie dwu ptasczyzn, szukajac prze-
dewszystkiem wspdlnego przecigcia jakichkolwiek prostych z plasczyzna, na ktérej one nie leza;
jednakze dla uczynienia wykresu wiecej interesujgcym, oznaczmy jeden punkt wspo6lnego przecigcia
sposobem o ktdrym mowa, a drugi, stosujgc metode ogdlng i przyjmujac za ptasczyzne pomocnicza
ptasczyzne dzielgcg na dwie rowne czesci katy dwuscienne 2 i 4. Zgodnie z tom coSmy powiedzieli
powyzej i ze sposobem postepowania podanym w poprzedzajagcym paragrafie, zacznijmy wykreslenie,
szukajac punktu w ktérym prosta {8U <S)) spotyka ptasczyzne wyznaczong przez proste [d,d"); {di,d"i)’,
jezeli do tego wykreslenia uzyjemy ptasczyzny pionowej rzucajacej proste Ai, znajdziemy na punkta
spotkania punkta dwu plasczyzn {a,a'),{ai,ai), za$ na punkt spotkania prostej z ptasczyzng punkt o, 0"
Drugi punkt szukany, stosownie do tego coSmy powiedzieli powyzej, wyznaczy sie przecinajac ptas-
czyzny dane, ptasczyzng pomocniczg dzielagcg na dwie réwne czeSci katy dwuscienne 2 14, albowiem
przedewszystkiem biorgc punkta przecigcia rzutéow tegoz samego nazwiska, otrzymamy na kazdej
z prostych danych jeden punkt spotkania, a tgczac tak znalezione punkta,odpowiednio kazdej plas-
czyzine, linijami prostemi, otrzymamy proste {mmi, m'm'j), {nni,n'n\) wspdlnego przecigcia ptasczyzn
danych z ptasczyzng pomocnicza. Punkt wspdlnego przeciecia p, p' tak znalezionych prostych, bedzie

witasnie drugim punktem szukanym, a zatem prosta op, o'pl bedzie wiasnie szukang prostg wsp6lnego
przeciecia ptasczyzn danych.

73. Zadanie XIlI. — Znalezé punkt wspdlnego przeciecia trzech ptasczyzn {fig. 83, lab. V). — Dla
rozwigzania tego zadania nalezy przedewszystkiem szuka¢ prostych wspdlnego przeciecia ptasczyzn
danych branych po dwie, a trzy proste w ten spos6b otrzymane, jezeli rysunek zostat wykonany
z doktadnoscig, winny sie zbiega¢ w jednym punkcie a, a', Kktory jest wiasnie punktem szukanym.
Figura 83, tab. V dostatecznie objasnia uzyty sposéb postepowania.

GEOMET. WYKRESLNA. . — 4
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Mozna bytoby, dla rozwigzania tej kwestyi, postgpi¢ jeszcze winny sposob, a mianowicie : znalez¢
proste wspolnego przecigcia dwu ptasczyzn danych i szuka¢ nastepnie punktu, w ktérym ona spotyka

trzecig ptasczyzne.

74. Zadanie XIIl. — Przez punkt dany a, a' nakre$li¢ proste, ktéraby dotykata dwu prostych
danych (d,d"), (dh dj) (fig. 84, tab. V).
Rozwigzanie ogélne. — Prosta szukana jest prostg wspolnego przeciecia dwu ptasczyzn, z ktérych kazda

przechodziprzez punkt dany s, @' iprzezjedne z prostych danych.

W ykrestenie. — Usuimy o$ rzutdw (8 23) i przez punkt dany a, a' nakreslmy proste (8, 8j, (81} Sj)
odpowiednio réwnolegte do prostych danych ; kazda para prostych (D, A), (DI} A9 wyznacza jedne
z ptasczyzn ktorych przecigcia szukamy. Przyjmijmy za ptasczyzne pomocniczg ptasczyzne dzielgcg na
dwie rowne czesci katy dwuscienne 2 i 4 i postarajmy sie wyznaczy¢ przecigcie szukane. Pasczyzna
pomocnicza o ktdrej mowa, wyznacza, na ptasczyznach przesunietych przez kazdg pare prostych
réwnolegtych, proste wsp6lnego przeciecia (mn, mV),(WIWM, mjnj) (8 31), spotykajace sie w punk-
cie p, p', ktory jest jednym z punktow szukanego wspdélnego przeciecia ptasczyzn danych; drugim
punktem tego wspolnego przeciecia jest punkt a,a’ widzimy wiec, ze prosta wspo6lnego przeciecia,
ktorej szukamy, ma za rzuty proste ap, a'p' za$ punkta wsp6lnego przeciecia (0, 0'), (01( oj) tej prostej
z kazdg z prostych danych winny, jako sprawdzenie rysunku, lezeé¢, brane po dwa, na jednych
i tycli samych linijach rzutéow. Zadanie to mogtoby by¢ jeszcze rozwigzane, taczac punkt a, a'
z punktem w ktérym jedna z prostych danych spotyka ptasczyzne nakre$long przez drugg proste

i przez punkt a, a'.
75. Zadanie XIV. — Nakresli¢ proste, réwnolegta do prostej danej (8, §8') i dotykajacag dwu innych
prostych danych (d, dl), (di} dj) {fig. 85, tab. V).

Rozwiazanie ogéine. — Przez kazdg z prostych (d, dj, (dit dj) nalezy przesung¢ ptasczyzne réwno-
legta doprostej (8,8) i znalez¢ wspolne przeciecie tych piasczyzn, a prosta w ten sposéb otrzymana jest
wiasnie prostg szukang. — Zeby otrzymaé proste wspélnego przeciecia, sposobem uproszczonym

nakre$lmy przez punkt obrany na prostej (d, dI) réwnolegte do (& 0'); znajdzmy nastepnie przeciecie
ptasczyzny przechodzacej przez proste (d, dj iprzez rdwnolegte do niej zprosta (du dj), i nakresimy
w koncu, przez tak otrzymany punkt przeciecia, réwnolegte do (8, 8j; lak otrzymana prosta bedzie
wiasnie prostg szukana.

W ykrestlenie. — Przez punkt m, m' dowolnie obrany na prostej d, d nakresimy réwnole-
gte (8i, 8j) do prostej (8, 8') i za pomoca ptasczyzny pomocniczej pionowej rzucajgcej proste (du dj)
wykre$lmy, sposobem powyzej podanym, przeciecie sie prostej (dL dj) z ptasczyzng utworzong
przez proste (d, dj, (8i, Sj); prosta oc, o'c' rownolegta do (i, 8j i przechodzaca przez punkt o, o' da
nam witasnie proste szukang. Jako sprawdzenie doktadnosci rysunku winniSmy znalez¢ punkt c, ¢' na

jednej i tej samej linii rzutéw.
CWICZENIA NALEZACE DO TRZECH PIERWSZYCH ROZDZIALOW

76. Zadanie |. — ZnaleZ¢ na obu ptasczyznach rzutéw, rzuty zbiezne, lub cieA rzucony przez punkt
Swiecgcy, odcinka prostej w przypadkach nastepujgcych :
1“ Kiedy prosta (ab, a'bj, jest uko$na wzgledem ptasczyzn rzutéw (fig. 86, tab. Y). Nalezy na dwu

ptasczyznach rzutéw znalez¢ $lady (avj d/li) ptasczyzny wyznaczonej przez punkt Swiecacy f, f' i przez
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prosfe (ab,a'b’) i ograniczy¢ je na promieniach $wiecacych (fa, f'a"),(fb, fb ") przechodzacych przez
koniec odcinka prostej. W ten sposéb otrzymamy linije aA(, «B, ktére nalezy wykresli¢.

2° liiedy prosta dana jest prostag obrazu (do rozwigzania).

3 Kiedy prosta dam jest prostg poziomg (do rozwigzania).

4 biedy prostu danajest prostg profilu (do rozwigzania).

0 k iedy prosta dana jest prostopadtg do ptasczyzny poziomej rzutdw.

Niech ab, a'b' beda rzutami odcinka prostej, ktérego cienia szukamy na ptasczyznach spo6trzednych;
przypusémy ze punkt Swiecacy znajduje sie w punkcie f, f (fig. 87, tab. V), proste szukane sa $la-
dami ptasczyzny przechodzacej przez prosie ab, a'b' i przez punkt f,f i zawartej w granicach pro-
mieni $wiecacych nakre$lonych przez korice prostej danej. Slady ptasczyzny dadza sie otrzymaé
uwazajac, ze prosta Al! bedac prostopadta do ptasczyzny poziomej rzutdw, ptasczyzna”™ przez nig
przechodzaca jest takze prostopadig do ptasczyzny poziomej rzutdw, a w skutek tego ze Slad jej
poziomy bedzie fa za$ $lad pionowy otrzyma sie kre$lac z punktu przeciecia prostych fa i xy
prostopadte, do tej ostatniej. Linije cienia bedg wiec ograniczone $ladami Alt B, promieni Swie-

cacjch (fa, f a), (fb, f b) nakreslonych, jakesmy to juz powiedzieli powyzej, przez koniec odcinka
danego prostej.

77. Zadanie Il. — Znalez¢ na obu ptasczyznach rzutéw, cied stoneczny lub rzuty ukosne odcinka
prostej, w pieciu przypadkach podanych powyzej. — Zajmiemy sie tu tylko rozbiorem przypadku 2s°,
w ktérym prosta dana jest prostg obrazu (fig. 88, tab. V) a promienie $wiecgce majg kierunek jaki-
kolwiek np.Promienie $wiecace biegnac po prostej ab, a'b' opisujg ptasczyzne przechodzacg przez
proste dang i przez proste aAl( a'k\ réwnolegtag do promienia Swiecacego |, ktdrej slad poziomy
odpowiada prostej A*fl tgczgcej Slady prostych (ab, a'b'), («A,, a'Aj) na tejze ptasczyznie spotrzednych.
Drugi siad szukany tej ptasczyzny znajdziemy, zwazywszy ze punkt «, przeciecia si¢ osi rzutow xy
z prostg 0At, jest wiasnie jednym zjego punktéw i ze prosta obrazu ab, a’b' jest jego kierunkiem;
kreslac zatem przez punkt « proste rownolegtg do a'b’, otrzymamy $lad szukany. CzeSci uzyteczni
tych $Sladow znajdujg sie w granicach zawartych pomiedzy promieniami Swiecgcemi przechodzgacemu
przez ostateczne punkta a, a' i b, b' prostej danej i odpowiadajg punktom A, i B,.

78. Zadanie Ill. — Znalez¢ cien rzucony przez jakakolwiek linije na inng.

1° W przypadku punktu $wiecacego.

2» W przypadku stonca.

Przedewszystkiem znajdziemy cien rzucony przez proste na jakgkolwiek ptasczyzne; nastepnie,
w przypadku punktu Swiecacego, z punktu przeciecia si¢ linij cienia, nakreslimy proste taczacg punkt
cienia z punktem Swiecgcym; w przypadku storica, nakreSlmy proste taczaca punkta przeciecia sie
hnij cienia z punktem lezgcym w odlegtosci nieskonczenie wielkiej, a otrzymamy w ten sposob,

w punktach przeciecia sie tej prostej z linijaini danemi, punkt cienia na jednej z nich i punkt ktéry
rzuca teu cien na druga linije.

79. Zadanie IV. Sprawdzi¢ czy dwie proste dane lezg najednej ptasczyznie, jezeli rzuty ich prze-
ciwnego nazwiska, brane po dwa, zlewaja si¢ z sobg. — Niech beda (ab, a’h’) (cd, c'd") rzuty zlewajace
sie z sobg, brane po dwa, prostych danych (fig. 89, tab. V). Figura przedstawiona na naszym rysunku
wskazuje, ze rzuty prostych danych spotykaja sie z soba, a zatem same proste przecinajg sie
w punkcie m, m' ptasczyzny dzielacej na dwie rowne czesci katy dwuscienne 2 i 4; w przypuszczeniu
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przeciwnem proste dane bytyby réwnolegte do ptasczyzny dzielgcej na dwie réwne czesci katy dwu-
Scienne 2 i 4 i rownolegte wzgledem siebie; wypada wiec zlad, ze w kazdym mozliwym przypadku

proste dane leze. na jednej ptasczyznie.

80. Zadanie V. — Znalei¢ $lady i oznaczy¢ czeSci widzialne krzywej, ktorej rzuty c, & zlewaja sie
z sobg (fig. 90, tab. "V).—mUwazmy linije rzutéw 1, 2, 3 i 4; linija 1 wyznacza nastepujace punkta
krzywej : (a,a'), (a,b"), (a,cj, (a4 06), (a',c), (b,bj, (b.cj i t. d.; linija 2 wyznacza jeden tylko
punkt d, d'; linije 3 i 4 wyznaczaja kazda kilka punktéw; wnosi¢ wiec z tego nalezy, ze krzywa
w przestrzeni skfada sie z rozmaitych czesci, ktérych rzuty pokrywaja sic wzajemnie i daje, stosujac
metode podang w (8 30), slady v\, vj, v'3, v\, V-0, ht, b2 i3 h.i, K- Co sie tyczy czesci widzialnych,
uwazmy, ze majagc dane dwie linije, z ktérych jedna jest widzialng a druga niewidzialng i ktérych
rzuty przykrywaja sie wzajemnie, tylko czesci wspélne obu linijom znaczg sie na rysunku iinijg
ciggta, inne zas czesci linij danych, ktore na linijach rzutéw nie przedstawiajg punktéw lezacych po

obu stronach osi rzutéw xy, winny by¢ oznaczone linija kropkowana.

81. Zadanie VI. — Narysowac czterdzieSci trzy mozliwe potozenia prostej w przestrzeni wzgledem

plasczyzn rzutdw.

Tu naleza :
lo Cztery potozenia, prostych pochytych do osi rzutéw i do ptasczyzn rzutéw;

2° Szes$¢ potozen prostych prostopadtych do jednej z ptasczyzn rzutow;

3° Szes¢ potozen prostych réwnolegtych do jednej z ptasczyzn rzutdw i pochytych do drugiej;

4» Sze$¢ potozen prostych réwnolegtych do obu ptasczyzn rzutéw w dowolnej od nich odlegtosci;

5° Pie¢ potozen prostych rownolegtych do osi rzutow i lezagcych na jednejzptasczyzn dzielgcych
na dwie réwne czesci katy dwuscienne utworzone przez ptasczyzny rzutéw;

G Cztery potozenia prostych lezacych na jednej z ptaszczyzn dzielgcych na dwie réwne czesci katy
dwuscienne utworzone przez ptasczyzny rzutow;

7° Cztery potozenia prostych prostopadtych do jednej z ptasczyzn dzielgcych na dwie réwne czesci
katy dwuscienne;

8° Cztery potozenia prostych przecinajgcych o$ rzutéw';

9° Crztery potozenia prostych prostopadtych co do kierunku do osi rzutow.

82. Zadanie VII. — Narysowa¢ dwadzie$Scia trzy mozliwych potozen ptasczyzny wzgledem plasczyzn

rzutéw.

Tu znéw nalezg :

1° Dwa potozenia w ktoérych plasczyzna jest pochytg wzgledem ptasczyzn rzutéw i wzgledem
osi rzutow;

2° Dwa potozenia w ktérych plasczyzna jest prostopadig do jednej z piasczyzn rzutédw i pochytg

wzgledem drugiej;
3° Cztery potozenia w ktdrych ptasczyzna jest réwnolegtg do osi rzutéw i pochylg wzgledem ptas-

czyzn rzutow.
4° Cztery potozenia w ktérych plasczyzna jest rownolegta do osi rzutéw i prostopadtg do jednej

z ptasczyzn dzielgcych na dwie rowne czesci katy dwuscienne utworzone przez ptasczyzny rzutow;

5° Dwa potozenia w ktérycli ptasczyzna przechodzi przez o$ rzutow;
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0° Dwa potozenia w ktérych plasczyzna zlewa sie z jedng z ptasczyzn dzielgcych na dwie rdwne
czesci katy dwuscienne utworzone przez ptasczyzny rzutow; *
7° Czteiy potozenia w ktorych plasczyzna jest réwnolegta do osi rzutdéw i prostopadta do jednej
z ptasczyzn dzielagcych na dwie réwne czesci katy dwuscienne plasczyzn rzutow;
Dwa Potozenia w ktorych plasczyzna jest prostopadta do ptasczyzny dzielgcej na dwie roéwne
czesci katy dwuscienne ptasczyzn rzutéw;
9° Jedno potozenie w ktorem ptasczyzna jest prostopadig do osi rzutdw.

83. Zadanie VIII. — Znalezé, w granicach rysunku, rzuty drugiego punktu prostej profilu, przecho-
dzacej przez punkt dany a, a' i spotykajacej drugg prosie d, d° w punkcie oddalonym — Rzuémy proste
profilu, rdwnolegle do prostej d, d' {fig. 91, tah. V) na ptasczyzne dzielagcg na dwie réwne czesci katy
dwuscienne 2 i 4. Punkt oddalony, w ktorym ta prosta spotyka proste d, d\ ma za rzuty punkt s, s'
spotkania tej ostatniej prostej z ptasczyzng dzielgca na dwie rowne czesci katy dwuscienne o ktorych
mowa (8 31), Rzucajaca pochyta punktu a, a' jest rownolegtag do prostej d, d' i przechodzi przez ten
punkt, a punkt spotkania tej prostej rownolegtej z ptasczyzng dzielagca na dwie rowne czesci katy
dwuscienne 1i4, na ktérej wykonywamy rzut pomocniczy, da nam rzut pochyly «, «' drugiego punktu
prostej piofilu ; taczac wiec obecnie punkt a, a' z punktem s, s' linijg prosta, otrzymamy pomocniczy
rzut szukany prostej, na ktérym biorgc dowolnie jakikolwiek punkt |3, j3 i przenoszac go, za pomocg
piostej lé6wnolegtej do kierunku rzucajacych d, d’, otrzymamy punkt szukany b, b’.

84. Zadanie IX.— Znajgc jeden rzut punktu lezacego naptasczyznie, wyznaczonej przez rzuty {pn, p’n)
jednej z /e/ normalnych i przez rzuty (p, p) spodka tej normalnej, znalezé drugi rzut tego punktu
{fig. 92, tab. Y). — Przypusémy ze danym rzutem punktu danego jest rzut pionowy ni; aby znalez¢
je0o diugi rzut 1 j. poziomy, nakre$lmy przez punkt p, p’ na ptasczyznie danej proste obrazu
ktdrej rzutem poziomym bedzie prosta rownolegta do osi rzutéw i przechodzgca przez punkt p,
a rzutem pionowym prostopadta przechodzgca przez punkt// (842). Nakre$lmy przez punkt M
poziome ptasczyzny danej, rzut jej pionowy jest znany natychmiast, gdyz lezy on na prostej réwno-
legtej do osi rzutébw przechodzacej przez punkt m', rzut za$ jej poziomy musi sie znajdowac
w punkcie A wspdlnego przeciecia prostych pomocniczych t. j. w punkcie a' przecigcia sie rzutéw
pionowych prostych wyznaczajgcych punkt A; jezeli wiec z punktu a' poprowadzimy linije rzutéw,
to rzut poziomy znalez¢ sie musi na tej linii rzutéw i na rzucie odpowiednim prostej obrazut. j. na
ich przecieciu. Szukany rzut prostej poziomej jest prosta prostopadtg do pn wyprowadzong z punktu a,
a punkt przeciecia, linii rzutéw wyprowadzonej z punktu n>z tg prostopadtg, wyznaczy wtasnie szu-
kany drugi rzut punktu danego.

85. Linija najwiekszego spadku jakiejkolwiek ptasczyzny wzgledem plasczyzn rzutéw, nazywamy

prostopadle do $ladu tej ptasczyzny lezaca na ptasczyznie rzutéw wzietej pod uwage.

Zadanie X. Znajac, wzgledem ptasczyzny poziomej rzutéw, rzuty cl, d' linii najwiekszego spadku
jakiejkolwiek ptasczyzny,znalez¢ jej Slady {fig. 93, tab.V).-Poniewaz $lady ptasczyzny szukanej winny
Przechodzi¢ przez Slady prostej danej, oznaczmy wiec najprzod te ostatnie w punktach v', h, na-
‘Je.mie zwréémy uwage ze kat prosty utworzony przez linije najwiekszego spadku ze $ladem po-
ziomym ptasczyzny pozostaje prostym w rzucie poziomym (8 42) to jest, ze $lad poziomy P ptasczy-
'ny szukanej musi by¢ prostopadty do rzutu poziomego d prostej i przechodzi¢ przez punkt h. Tak
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znaleziony $lad poziomy ptasczyzny, przedtuzony do osi rzutéw x, y, wyznaczy punkt « nalezacy do
drugiego $ladu ptasczyzny szukanej, ktdry, potaczony z punktem v’ prostg «' da nam drugi $lad P’
ptasczyzny szukanej t. j. $lad jej pionowy.

86. Zadanie XI. Znajac, wzgledem ptasczyzny pionowej rzutéw, rzuty d, d' linii najwiekszego
spadku jakiejkolwiek ptasczyzny i rzut poziomy m punktu lezgcego na tej ptasczyznie, znalez¢ drugi rzut
punktu {fuj. 94, tab. V). — Nakreslmy przez punkt M linije obrazu ptasczyzny, rzut jej poziomy jest
prosty rownolegte do osi rzutdw przechodzgce przez punkt m, drugi za$ jej rzut znajdziemy pamietajac,
ze prosta obrazu przecinajgc sie z prostg d, d' wyznacza w przestrzeni punkt, ktérego rzutem po-
ziomym jest punkt a rzutem za$ pionowym punkt a! lezgcy na przecieciu linii rzutéw przechodzacej
przez punkt a z rzutem pionowym d! prostej; zatem dla prostej obrazu, ktéra musi by¢ prostopadia
do D drugi rzut znajdzie sie, kre$lac przez punkt a/ prostopadig do dl (8 42). Znalaziszy w ten sposéb
proste obrazu i pamietajgc ze punkt M na niej lezy, znajdziemy jego drugi rzut m1w punkcie prze-
ciecia sie linii rzutéow, przechodzacej przez punkt m, z rzutem pionowym prostej obrazu.

87. Zadanie XII. — Znalez¢ $lady ptasczyzny oznaczonej przez dwie proste réwnolegte do osi
rzutéw (fig. 95, tab. Y). — Na prostych danych (d, dj, (du d'j) obierzmy dowolnie punkta (u, aj
i (ib,b"), szukajmy sladéw h i v' prostej taczacej z sobg te punkta i nareszcie nakreslmy przez me dwie
proste réwnolegte do osi rzutow, ktére beda wtasnie szukanemi $ladami ptasczyzny.

88. Zadanie XIIl. — Poda¢ warunki niezbedne i dostateczne wzajemnej réwnolegtosci dwu ptasczyzn
z ktérych kazda jest réwnolegta do osi rzutow. — Przecinajac ptasczyzny dane ptasczyzng profilu, widzi-
my ze warunkiem niezbednym i dostatecznym ich rownolegtosci jest rownolegtos¢ dwu linij wspdlnego
przeciecia, lub, co na jedno wychodzi, zeby odlegtosci, osi rzutow od $ladéw ptasczyzn, liczone w tym

samym porzgdku, byty proporcyonalne.

89. Zadanie XIV. Przez punkt dany m,m"' nakres$li¢ plasczyzne réwnolegta do ptasczyzny danej
przez swe $lady, w nastepujacych szczeg6lnych przypadkach :

1 Kiedy Slady P, P' ptasczyzny tworzgjedng linije prostg i rzuty m, m' punktu zlewajg sie z soba na
rysunku (fig. 96, tab. VI). — Kreslac przez punkt rn, m! poziome plasczyzny, ktdrej rzut poziomy jest
rownolegty do osi rzutéw xy i przechodzi przez punkt m, a rzut pionowy réwnolegty do $ladu P’
ptasczyzny znajdziemy, po oznaczeniu $ladu pionowego v' tej prostej, proste QQ' rownolegtg do PP’
ktéra obejmuje wiasnie $lady zlewajgce sie z sobg ptasczyzny szukanej.

2° Kiedy ptasczyzna dana przechodzi przez o$ rzutéw i przez punkt a, a' (fig. 97, tab. vI). — Przyj-
mujac punkt dany m, m! w jakiemkolwiek potozeniu potagczmy punkt (b, bj, dowolnie obrany na osi
rzutéw, z punkiem (a, aj linijg prosta. Prosta ab, a'b' musi leze¢ na ptasczyznie danej a zatem, kreslac
do niej przez punkt m, m' réwnolegta i oznaczajac jej slady h, v' otrzymamy dwa punkta $ladéw szu-
kanych piasczyzny, a kreslac nareszcie przez te dwa punkta proste rownolegte do osi rzutéw xy, znaj-
dziemy S$lady szukane ptasczyzny P, P'.

90. Zadanie XV.—Znalezé wspoélne przeciecie dwu ptasczyzn, ktorych slady (P, P'), (Q, (j)sanajedne]j
prostej (fig. 98, tab. v1). —Poniewaz $lady prostej wspdlnego przecigecia zlewaja sie¢ z sobg w punkcie h, v'
prosta wiec sama lezy na ptasczyznie profilu i jest wyznaczong przez punkta h, v', przyczem doda¢ win-
nismy takze, ze jest ona rownolegtg do ptasczyzny dzielgcej na dwie rowne czesci katy dwusciennel, 3.
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91. Zadanie XV I.— Znalez¢ proste wspélnego przeciecia dwu ptasczyzn, ktérych slady przeciwnego
nazwisku, Zlewajg sie z sobg narysunku (fig. 99, tab. VI). - Niech beda («P', aQ), («P, aQ") Slady ptas-
czyzn odpowiednio lezgce na sobie; przypus¢my ze te dwie ptasczyzny zostaly sprowadzone do
swego naturalnego potozenia i zauwazmy, ze proste oddzielone («P', <Q), (j*P, «Q') sg odpowiednio
symetryczne wzgledem piasczyzny dzielagcej na dwie réwne czesSci katy dwuscienne 2 i 4, a zatem, ze
i same ptasczyzny sa takze symetryczne wzgledem tejze ptasczyzny, przecigcie wigc ich wspdlne winno
Sie znajdowa¢ na ptasczyznie symetryit. j. ze bedzie niem linija prosta, ktdérej rzuty zlewaja sie
z sobg (8 34). Wiemy, zkad innad, ze punkt a nalezy do szukanej prostej wspolnego przeciecia, wy-
pada Wiec znalez¢ tylko jej drugi punkt. W tym celu, wezmy proste ab, alU ptasczyzny P«P' i szu-
kajmy punktu m, m!, w ktéorym ona spotyka ptasczyzne dzielgcg na dwie rdwne czeSci katy
dwuscienne (§ 31) a ten punkt bedzie wiasnie drugim punktem szukanego wspdlnego przeciecia.
Potaczywszy wreszcie punkt « z punktem m, prosta tak otrzymana wyznaczy rzuty prostej i, i' zle-
wajace sie i przedstawiajgce szukane przeciecie ptasczyzn danych.

92. Zadanie XVII. — Znalez¢ wspolne przeciecie dwu ptasczyzn symetrycznych wzgledem osi rzutéw,
ktérych Slady zlewajg sie z sobg na rysunku, {fig. 100. tab, VI). — Niech bedg P«P', QaQ"' dwie ptas-
czyzny dane; w przypadku ktérym sie zajmujemy, ptasczyzny te sg nietylko symetryczne wzgledem
ptasczyzny dzielgcej na dwie réwne czes$ci katy dwuscienne 2 i 4, lecz nadto sg one symetrycznie
potozone wzgledem ptasczyzny profilu, przechodzacej przez punkt «; rzuty wiec prostej ich wspol-
nego przeciecia lezg na $ladach ptasczyzny profilu i jeden zjej punktow znajduje sie w punkcie a
drugi za$ punkt d niezbedny do jej zupetnego wyznaczenia, moze by¢ otrzymanym biorgc dowolnie

na $ladzie ptasczyzny profilu punkt o, a', ktérego rzuty zlewajg sie.

93. Zadanie XVIIl. — Znalez¢ wspolne przeciecie dwu ptasczyzn wyznaczonych przez dwie pary

prostych, ktorych rzuty przeciwnego nazwiska zlewaja sie z sobg na rysunku (do rozwigzania).

94. Zadanie XIX. — Znalezé wspdlne przeciecie dwu ptasczyzn ktérych $lady pionowe sg réwnolegte
(fig. 101, tab. VI). — Niech beda P«P' i QQ3Q dwie ptasczyzny dane; poniewaz $lady ich pionowe
sg rownolegte, prosta ich wspdlnego przeciecia bedzie réwnolegta do kazdego z nich i bedzie miata
za $lad poziomy h, h! a za rzut poziomy proste hi réwnolegtag do osi rzutéw xy przechodzaca przez
punkt h, za$ rzut jej pionowy bedzie réwnolegty do aP' i przejdzie przez punkt hl, to jest bedzie nim
prosta Kil.

95. Zadanie XX. — Znalez¢ icspolne przeciecie dwu ptasczyzn réwnolegtych do osi rzutow (fig. 102,
tab. VI). — Niech beda (P, P"), (Q, Q") slady ptasczyzn danych; poniewaz ptasczyzny te sg rownolegte
do osi rzutow xy, zatem prosta ich wspolnego przeciecia bedzie takze do niej rownolegtg. Dla wy-
znaczenia tej prostej uzyjmy piasczyzny pomocniczej pionowej R[3Rri oznaczmy rzuty a, a' jednego
z punktow tej prostej, a poprowadziwszy przez nie réwnolegte do osi rzutéw xy, prosta i, i’ jest wia-
$nie szukanem wsp6lnem przecigeciem.

96. Zadanie XXI. — Znalez¢ icsp6lne przeciecie dwu ptasczyzn, z ktédrych jedna przechodzi przez
punkt dany m, m iprzez 0§ rzutow, a druga jest rownolegtg do tejze osi (fig. 103, tab. VI). — Niech
b8dg p5p' slady ptasczyzny réwnolegtej do osi rzutow; dla wykreslenia prostej wspo6lnego przeciecia
tych ptasczyzn, ktora i w tym przypadku bedzie rdwnolegtg do osi rzutow xy, uzyjmy ptas-
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czyzny pomocniczej pionowej R(3R', ktéra oznaczy jeden punkt nalezacy do szukanej prostej wspol-
nego przeciecia, gdyz mamy : na piasczyznie P, P' proste h'v', he, wspdlnego przeciecia tej ptas-
czyzny z ptasczyzng pomocniczy, na piasczyznie za$ przechodzacej przez o$ rzutdw prosie m'(3, tne;
wspoblne przeciecie tych dwu prostych wyznacza punkt a, al, ktory jest witasnie punktem szukanym.
Kreslgc obecnie przez punkt a, a' dwie rdwnolegte i, i' do osi rzutéw .ry, otrzymamy proste szukana.

97. Zadanie XXII Znalez¢ pizeciecie jakiejkolwiek piostej d, d z ptasczyzng przechodzacag przez
0$ rzutdw i przez punkt dany p, p' [fuj. 104, tab. VI). — Przyjmujac punkt p, p' za punkt zbiegu
rzutéw, nakreslmy na piasczyznie poziomej rzutéow rzut zbiezny plasczyzny danej i prostej danej.
Rzut zbiezny ptasczyzny bedzie miat miejsce na osi rzutéw xy, prostej za$ otrzymamy, odrzucajac
przedewszystkiem jeden z jej punktéw a, a' do punktu «; po dokonaniu tego wyznaczmy S$lad po-
ziomy h prostej danej i zauwazmy, ze on jest zarazem swym wiasnym rzutem zbieznym, a zatem, ze
prosta tgczgca punkta aih jest rzutem prostej danej. Punkt spotkania sie w prostych obecnie wy-
znaczonych jest rzutem zbieznym punktu szukanego, a zatem, rzucajgca pe> tego punktu wyznaczy
w punkcie przeciecia sie z prostg d, d', punkt o, o', ktérego szukamy; jako sprawdzenie do-
ktadnosci rysunku punkta o, o' winny sie znajdowac¢ na jednej i tej samej linii rzutéw. Za plas-
czyzne pomocniczg rzutdw mozemy jeszcze przyjacé, zachowujgc ten sam punkt zbiegu p, p', ptas-
czyzne dzielagcg na dwie rowne czesSci katy dwuscienne 2 i4, ai w tym przypadku, rzut zbiezny
ptasczyzny danej znajdzie sie na xy. Dla znalezienia rzutu zbieznego prostej w tym nowym przypadku,
dostateeznem bedzie znalez¢ go dla dwu jakichkolwiek jej punktow; w tym celu obierzmy naprzéd
za punkt spotkania prostej z ptasczyzng pomocniczg, punkt § <5, ktory jest zarazem swym wiasnym
rzutem zbieznym, nastepnie przyjmijmy za drugi punkt prostej punkt a, a', ktérego rzutem zbieznym
jest punkt ai, a'i, atgczac z sobg tak znalezione punkta linijg prostg, otrzymamy szukany rzut zbiezny
prostej. Punkt w ktérym ta ostatnia prosta przecina 0$ rzutéw xy, wyznaczy rzut zbiezny w punktu
szukanego, ktorego rzut ortogonalny o, o' otrzymamy w sposéb podany w pierwszem wykres$leniu.
Zadanie to mogtoby by¢ jeszcze rozwigzane za pomoca ptasczyzny pionowej rzucajgcej proste dang
i postepujac podiug metody ogdlnej podanej powyzej, jednakze woleliSmy rozwigzaé¢ go tym spo-
sobem szczeg6lnym dla oswojenia czytelnika z jego zasada.

98. Zadanie XXIIl. — Znalezé wspolne przeciecie jakiejkolwiek ptasczyzny z prostg ktérej rzuty
zlewaja sie z sobg [fig. 105, tab. VI). — Niech bedg PaP' $lady ptasczyzny a d, d' rzuty zlano z sobg
prostej danej. Przyjmujac za ptasczyzne pomocniczg, ptasczyzne dzielacg na dwie rowne czesci katy
dwuscienne 2 i 4, uzyjmy sposobu ogblnego stuzacego do znalezienia wspdlnego przeciecia ptas-
czyzny z prostg dang. Dla znalezienia prostej wspdlnego przeciecia ptasczyzny danej P«P' z ptas-
czyzng pomocniczg zauwazmy ze punkt a jest juz jednym z jej punktow, kreslac wiec proste vh, v'h' na
ptasczyznie danej, otrzymamy, w punkcie spotkania m, m! jej rzutéw drugi punkt szukany (8§ 31),
a prosta wspdlnego przeciecia dwu piasczyzn bedzie miata za rzuty linije am, v!m' zlewajgce sie.
Punkt o, o', w ktérym prosta am, a'm' spotyka proste dang d, d', jest wiasnie punktem szukanym.

99. Zadanie XXIV. — Znalez¢ wspdlne przecigcie prostej d, d' réwnolegtej do osi rzutéw z ptasczyzng
wyznaczong przez jedne ze swych linij p, pl najwiekszego spadku wzgledem ptasczyzny pionowej rzutow
[fig. 100, tab. VI). — Przyjmijmy za ptasczyzne pomocniczg ptasczyzne obrazu przechodzaca przez
proste d, dj a ta spotyka proste p, p’ w punkcie a, a', za$ ptasczyzne dang podtug jej prostej obrazu
przechodzacej przez punkt a, al Tak znaleziona prosta ma za rzut pionowy proste a'f' prostopadtg
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do a'p' i przechodzacy przez punkt a' (842), a za rzut poziomy proste af lezacg na $ladzie d ptasczyzny
pomocniczej. Punkt spotkania o, o', prostych (d, d') i [af, a'f'), jest wtasnie punktem szukanym.

100. Zadanie XXV. — Przez punkt dany m, m' nakre$li¢ proste, ktdraby spotykata dwie, proste
dane (d, d"), (di, dj), w nastepujgcych szczeg6lnych przypadkach :

lo Kiedy proste (d, d'), (du d'j) lezajedna na jednej druga na drugiej z ptasczyzn rzutow {fig. 107,
tab. VI). — Nakre$lmy np. rzut zbiezny prostych danych na ptasczyznie pionowej rzutdéw, przyjmu-
jac za punkt zbiegu rzutéw punkt m, m', albowiem w tym przypadku rzucajaca wspélna bedzie wiasnie
prostg szukana; d'jest swym wiasnym rzutem zbieznym; rzut za$ zbiezny prostej dl znajdziemy uwa-
zajac ze Slad pionowy vj tej prostej, juz jest jednym punktem jej rzutu zbieznego, a drugi punkt
otrzymamy, biorac, jak na rysunku, rzut « punktu w nieskonczonosci ax prostej uwazanej.
Prosta v'a taczaca punkta v' z « spotyka proste d' w punkcie o', rzucajaca wiec wspélna mo, m!o' jest
prostg szukang i rysunek powinien przedstawi¢ to sprawdzenie swej doktadnosci, ze rzuty prostej zna-
lezionej winny, spotyka¢ proste w przestrzeni D4 w punktach h,h' lezacych na jednej linii rzutéw.

2° Kiedy proste dane (d, dJ), (dI} d'f) lezg na ptasczyznie profilu i sa wyznaczone przez siue $lady po-
ziome (h, h"), [hi, h\')iprzez jeden ze swych punktéw (a, a'). (aj, aj) [fig. 108, tab. VI). — Sposobem
podanym powyzej, rzuémy dwie proste dane na ptasczyzne poziomg l'zutéw, przyjmujgc za punkt
zbiegu rzutéw punkt m, m'. Punkta h, h, sg swemi witasnemi rzutami zbieznemi, punkta zas$ (a, a'),
(«4, a'i) maja rzuty odpowiednie w punktach a, a4, proste wiec rzucajg sie podtug linij edi, ajii- lak
znalezione rzuty spotykaja sie w punkcie w, ktdrego rzutem pionowym jest punkt w', lezacy na osi
rzutéw xy; taczac wiec punkt u, w z punktem rn, m!, otrzymamy rzuty urn, u'm' wspoélnej prostej
rzucajacej, ktéra bedzie witasnie prostg szukang.

ROZDZIAL 1Y
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101. — Dane jakiegokolwiek zadania, odniesione do ptasczyzn spo6trzednych, moga przybiera¢ naj-
rozmaitsze potozenia. Pomiedzy temi rozmaitemi potozeniami znajduje sie przynajmniej jedno takie —
wyjawszy tylko matej liczby zadann — dla ktérego wielkosci niewiadome przedstawiajg si¢ odrazu na
ptasczyznach rzutow. | tak, jezeli chcemy np. :

1" Znalez¢ odlegtos¢ dwu punktow, otrzymamy jg natychmiast, nadajac prostej tgczacej je pomie-
dzy sobag potozenie réwnolegte do jednej z ptasczyzn rzutéw i biorgc na tej ptasczyznie odlegtosé
rzutéw tych punktow.

2° Znalez¢ przeciecie sie dwu ptasczyzn. —mWezmy jedne z nich za ptasczyzne rzutoéw, a $lad drugiej
ptasczyzny na niej, wyznaczy proste, ktéra wtasnie odpowiada zadaniu.

3° Znalezé przecigcie prostej z ptasczyzng. — Potdézmy te proste na jednej z ptasczyzn rzutdw, a prze-
ciecie jej ze $ladem odpowiednim ptasczyzny danej, bedzie wtasnie punktem szukanym.

4° Znalez¢ odlegtos¢ punktu od ptasczyzny. — Nadajmy ptasczyznie danej PaP', potozenie prosto-
padle do ptasczyzny pionowej rzutéow [fig. 109, tab. VI), a punktowi potozenie jakiekolwiek m, m';
GEOMET. WYKRESLNA. U ®
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niewiadoma wyznaczy sieodrazu, kreslac przez rzuty punktu i prostopadle do sladow plasczyzny, pro-
ste mg, m'q’, zakoniczone : z jednej strony w punkcie m, ml, a z drugiej, na $ladzie pionowym plasczyzny
danej, i to dla rzutu pionowego prostej szukanej, na $ladzie za$ poziomym plasczyzny danej w punk-
cie g przeciecia linii rzutdw przechodzacej przez punkty' z tym $ladem, dla rzutu poziomego prostej
szukanej. Prosta mqg, m'q' w ten sposdb otrzymana, bedac réwnolegta do plasczyzny pionowej rzutow,
przedstawia sie na tej ptasczyznie w naturalnej wielkosci w m'q'.

5° Znalezé odlegtos$¢ punktu od prostej. — Jezeli, obrawszy punkt m,m gdziekolwiek nadamy prostej
potozenie d, d' prostopadte do plasczyzny poziomej rzutéw {fig. HO, tab. VI), odlegto$¢ szukana
bedzie odrazu przedstawiona przez proste tgczacg rzut poziomy m punktu z rzutem poziomym prostej
w punkcie d.

6° Znalez¢ naturalng wielko$¢ figury ptaskiej. — Nadajmy tej figurze potozenie rdwnolegte do
jednej z plasczyzn spo6trzednych, a rzut jej na te ptasczyzne da nam wielko$¢ szukang (§ 25).

7° Znalez¢ kat utworzony przez dwie plasczyzny. — Nadajmy ich wspd6lnemu przecieciu potozenie
prostopadte do jednej z ptasczyzn spdirzednych, aslady ich na tej ptasczyznie utworzg kat ptaski
mierzacy kat dwuscienny szukany, i t. d.

Roztrzgsajac powyzsze zagadnienia dochodzimy do tego przekonania, ze niemal wszystkie kwestye
dajag sie sprowadzi¢ do czterech zasadniczych zadan, za pomoca ktérych danym zagadnienia mozemy
nadaé takie szczeg6lne potozenia, ze wielko$ci niewiadome stang sie natychmiast widocznemi na ptas-

czyznach rzutow. Te cztery zadania zasadnicze sg nastepujace :

Zadanie |I. — Uczyni¢ proste dang roéwnolegta do jednej lub obu ptasczyzn rzutéw.
Zadanie Il — Uczyni¢ proste dang prostopadtg dojednej ptasczyzny rzutéw.
Zadanie I1l. — Uczyni¢ ptasczyzne dang prostopadtg do jednej z ptaszczyzn rzutéw.
Zadanie IV. — Uczyni¢ ptasczyzne dang réwnolegta do jednej z ptasczyzn rzutow.

Dla rozwigzania tych czterech kwestyj zasadniczych mozemy, albo zostawiajac figury dane w spo-
czynku, zmieni¢ potozenie ptasczyzn rzutéw i w ten sposob dojs¢ do metody zwanej «metodg zmiany
ptasczyzn rzutéw», lub tez, nie naruszajac pierwotnego potozenia ptasczyzn rzutéw, mozemy nadac ruch
obrotowy okoto pewnych osi figurom danym i w ten sposob dojs¢ do metody znanej pod nazwg «metody
ruchu obrotowego»: lub tez jeszcze, jezeli figura dana jest ptaskg, mozemy obrécic¢ jg naokoto poziomej lub
naokoto prostej obrazu i uczynié¢ jg rownolegtg juzto do plasczyzny poziomej rzutoéw, juz tez do ptasczy-
zny pionowej rzutéw ; po dopetnieniu tego ruchu powiadamy, zeSmy zrobili ktad figury danej najedna
lub druga ptasczyzne rzutéw, ztad powstata metoda znana pod nazwg «metody ktaddw».

ZMIANA PLASCZYZN RZUTOW

102. Znakowanie. — Linije ziemne lub osie rzutéw bedg, jak poprzednio, oznaczane gtos-
kami x, y, z dodaniem do nich skaznikéw odpowiadajacych liczbie zmian, ktérym ulegta pierwotna o$
rzutéw. Gloski zachowaja zawsze, wzglednie do obserwatora, ktéry sie znajduje w kagcie dwusciennym 1
i w potozeniu okreslonem w § 15, swe potozenie zwyczajnej rzuty za$ punktow i Slady ptasczyzn bedg
oznaczane terni samemi gtoskami co na figurze pierwotnej, z dodaniem do nich skaznikéw wyréwny-
wajacych liczbie zmian dokonanych.

103. Zadanie I. — Zmieni¢ potozenie ptasczyzny pionowej rzutdw wzgledem jakiegokolwiek punktu
{fig. lii i 112, tab, VI). Niech m, m' beda rzutami punktu w pierwotnym uktadzie ptasczyzn rzu-
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tow i Xiyi nowa o$ rzutow, ktéra, jezeli przyjmiemy ukiad prostokagtny ptasczyzn rzutow, okresla
nowe potozenie ptasczyzny pionowej.

W tym nowym ukfadzie ptasczyzn rzutdéw, rzut poziomy m punktu danego pozostanie nie-
zmiennym, kierunek i wielko$¢ wzniesienia jego nip, nad ptasczyzne poziomg pozostane, takze, tez
same, nowy wiec rzut pionowy szukany znajdzie sie na prostopadtej do nowej osi rzutéw xlyl, prze-
chodzacej przez punkt m i ponad nig wj punkcie mj, ktéry otrzymamy odcinajagc na nowej linii
rzutéow dtugos¢ m\pi réwna m'p. W zastosowaniach, przy wyborze ptasczyzny rzutdw ktérej poto-

zenie mamy zmieni¢, zwréci¢ nalezy uwage, ktora z figur 111 lub 112 przedstawi wykreslenie
prostsze.

104. Zadanie Il. — Zmieni¢ potozenie ptasczyzny poziomej rzutéw wzgledem jakiegokolwiek punktu
(do rozwigzania).

105. Zadanie Ill. — Zmieni¢ potozeme ptasczyzny pionowej rzutow wzgledem jakiejkolwiek prostej.

Rozwiazanie ogolne. — Dla rozwigzania zadania dosy¢ bedzie zmieni¢ ptasczyzny rzutéw wzgledem
dwu jakichkolwiek punktéw prostej danej. W danym razie, dla uproszczenia rysunku, $lad poziomy
prostej danej moze by¢ uwazany za jeden z tych punktéw.

Niech d, d' bedg rzutami prostej danej {fig. 113, tab. VI) i xoj\_ nowa 0$ rzutéw; oznaczmy najprzod
$lad poziomy h, li' prostej danej d, d' w pierwotnym uktadzie ptasczyzn rzutéw i rzuémy go na nowg
ptasczyzne pionowg rzutéw w punkcie h'r, obierzmy nastepnie dowolny punkt m, tu' na prostej danej
i rzuémy go w sposéb podany w paragrafie 103 do punktu m\ na nowa ptasczyzne pionowg; fgczac
punkta lii z m\ otrzymamy proste h\m\, Kktéra bedzie wtasnie prostg szukana.

106. Zadanie IV. —aZmieni¢ potozenie ptasczyzny poziomej rzutéw wzgledem jakiejkolwiek prostej
(do rozwigzania).

107. Zadanie V. — Zmieni¢ potozenie ptasczyzny pionowej rzutow wzgledem jakiejkolwiek ptasczyzny.

Rozwiazanie ogolne. — Dostateeznem bedzie, dla rozwigzania tej kwestyi zmieni¢ potozenie ptas-
czyzny pionowej rzutéw wzglednie do trzech punktéw, lub wzgledem jednego punktu i prostej, lub
tez wzgledem dwu prostych lezacych na danej ptasczyznie.

Pierwsze wykreslenie [fig. 114, tab. VI). — Niech bedzie P«P' plasczyzna dana przez swe
Slady i Xiy\ nowa o0$ rzutow; zmienimy ptasczyzny rzutéw wzglednie do dwu prostych ptasczyzny
danej. Przyjmujac za jedng z prostych $lad poziomy P plasczyzny danej, a za druga proste jedng
z poziomych plasczyzny danej, widzimy, ze $lad P ptasczyzny danej jest wspélny obu ukitadom
ptasczyzn rzutdw, druga za$ prosta jest wyznaczong przez swoj rzut poziomy h. Przedewszystkiem
oznaczmy $lad pionowy V' prostej, w pierwotnym systemacie ptasczyzn rzutéw, a znajac go, postarajmy
sie wyznaczy¢ jej Slad pionowy t' w systemacie nowym; w tym celu, zauwazmy ze $lad pionowy t]
znajduje sie na prostopadtej do nowej osi rzutéow x| yi przechodzacej przez punkt t przeciecia sie osi
rzutéw Xiiji z prostg h, odcinajac wiec na tej prostopadtej dtugos$¢ tt' réwng w1 ktéra jest wspdlng
dla wszystkich punktéw prostej poziomej ptasczyzny danej w obu systematach ptasczyzn spétrzednych
otrzymamy rozwigzanie szukane. ktaczgc obecnie punkt t' z punktem P, przeciecia s.e pros-
tych P xiyi, otrzymamy $lad pionowy ptasczyzny danej w nowym systemacie ptasczyzn rzutow-
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Drugie wykrestenie {fig. 115, tab. VI). — Niech beda PaP' i xlyl, ptasczyzna dana i nowa o0$
rzutéw; poniewaz $lad poziomy P piasczyzny danej jest wspdlny obu systematom ptasczyzn spét-
rzednych i punkt {3 przeciecia sie osi rzutow xlyl ze sladem P wyznacza jeden z punktow S$ladu
pionowego szukanego, idzie wiec tylko o wyznaczenie drugiego punktu tegoz $ladu. Dla znale-
zienia go, korzystnem bedzie, jezeli na to zezwalajg warunki zadania, zauwazy¢ punkt przeciecia
sie dwu S$ladéw pionowych ptasczyzny danej, czyli punkt spotkania sie trzech plasczyzn t. j. pier-
wotnej ptasczyzny pionowej rzutdéw, nowej piasczyzny pionowej rzutéw i ptasczyzny danej PaP’.
Punkt o ktérym mowa da sie wyznaczy¢ biorgc, w pierwotnym uktadzie ptasczyzn rzutéw, przeciecie
sie Sladéw pionowych ptasczyzny danej PaP' z nowag ptasczyzna pionowg rzutéow; $lad pierwszej
z tych ptasczyzn rysuje sie podtug prostej aP’, $lad za$ nowej ptasczyzny pionowej podiug prostej w'
przechodzacej przez punkt przeciecia sie¢ obu osi rzutéw, punkt wiec V' jest w pierwotnym uktadzie
ptasczyzn spdtrzednych, punktem wspdlnym obu sladom pionowym ptasczyzny PaP' danej. Jezeli
wiec, wzgledem tego punktu, zrobimy zmiane ptasczyzny pionowej rzutéw znajdziemy na prostopa-
dtej do Xi';ji poprowadzonej przez punkt v i w odlegtosci, od tego ostatniego punktu, rownej w',
nowy rzut vj punktu nalezacego do $ladéw pionowych ptasczyzny danej, a tgczac tak znaleziony
punkt v\ z punktem p prostg pv\, otrzymamy nowy $lad pionowy Pb ptasczyzny danej ktéry na-

lezato wykreslié.

108- Zadanie VI. — Zmieni¢ potozenie ptasczyzny poziomej rzutdw wzgledem jakiejkolwiek ptas-

czyzny (do rozwigzania).

109. Zadanie VII. — Uczynié¢ proste dang, d, d' rownolegtg do ptasczyzny pionowej rzutow {fig. 116,
tab. VII). Dostatecznein jest nakresli¢ nowg o$ rzutéw rownolegle do rzutu poziomego prostej
danej d (8 34, 3°) iszukaé¢ sposobem wskazanym w (8§105) nowego rzutu dj prostej danej; w tym celu
znalaztszy $lad poziomy h prostej danej d, d', nalezy rzuci¢ go pionowo na x(ijv do h\ i zmienié
potozenie ptasczyzny wzgledem punktu jakiegokolwiek m, rn' prostej danej, a prosta tgczaca punkta h't

z mli bedzie witasnie rzutem Upn\ prostej rownolegtej do ptasczyzny pionowej rzutéw.

110. Zadanie VIII. — Uczynic¢ proste dana d, d' prostopadtg do ptasczyzny poziomejrzutéw (fig. 117,
tab. VII). Przedewszystkiem, sposobem podanym w poprzedzajacym paragrafie, uczynmy proste dang
rownolegta do ptasczyzny pionowej rzutéw, i dla uproszczenia wykre$lenia przenieSmy wypa-
dek z poprzedniego rysunku na rysunek ktérym sie w tej chwili zajmujemy. Niech wiec bedzie xpyx
nowa 0$ rzutéw i d, d\ rzuty prostej danej w potozeniu rownolegtem do ptasczyzny pionowej rzutow.
Przyjmijmy teraz za nowg 0$ rzutdw proste xp/.2 prostopadtg do d\ i zmienmy potozenie plasczyzny
poziomej rzutéw; rzut pionowy d\ i oddalenia wszystkich punktéw prostej danej od ptasczyzny
pionowej rzutéw pozostang niezmienne, czyli nowy rzut poziomy d, prostej D, (ktory bedzie punktem)
otrzymamy, odcinajagc na przedtuzeniu prostej dj, odlegtos¢ hjij rowng 8d%

11'1. Zadanie IX. — Uczyni¢ plasczyzne dana PaP' prostopadtg do ptasczyzny pionowej rzutow
{fig. 118, tab. VII). — Nalezy nakres$li¢c nowa 0$ rzutow prostopadle do $ladu poziomego Pa ptas-
czyzny danej (8 49) i jednym ze sposobdéw podanych w (8 107) zmieni¢ potozenie ptasczyzn rzutow.

112. Zadanie X. — Uczyni¢ ptasczyzne dang rownolegta do ptasczyzny poziomej rzutéw (fig. 119,
tab. VII). — Przedewszystkiem nalezy uczyni¢ sposobem podanym w poprzedzajacym paragrafie,
ptasczyzne dang prostopadtag do ptasczyzny pionowej rzutéw; po tej pierwszej zmianie nowa 0$
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rzutow przyjmie potozenie xiyl a slady ptasczyzny danej potozenie P(3P'i- Obecnie, zeby uczynié
ptasczyzne dang réwnolegta do nowej ptasczyzny rzutdw, zmienmy potozenie tej ostatniej kreslac
nowg 0$ rzutéw xtyt réwnolegle do P't; $ladami ptasczyzny danej bedag w tein nowem potozeniu .
na ptasczyznie pionowej rzutéw, prosta P'i wspo6lna obu ukladom ptasczyzn rzutéw, na plasczyznie
za$ poziomej rzutdw, prosta (w nieskoficzonosci ptasczyzny danej) Sladu nie ma.

Uwaga. -

Jezeli zmieniamy ptasczyzne pozioma rzutéw, lub jezeli po dokonaniu tej zmiany zmie-
niamy ptasczyzne pionowa rzutéw, nowe plasczyzny rzutéw przestajg by¢ odpowiednio prostopadte
lub réwnolegte do linii pionu; jednakze przez analogije i dla uniknienia powtarzania sie przyjetem
zostato raz na zawsze uwaza¢ nowe plasczyzny rzutéw za ptasczyzne pozioma i za ptasczyzne pio-

nowga rzutéw.

Jako przyktad zastosowania metody zmiany ptasczyzn rzutéw, wezmy nastepujace zadanie :

113. Cwiczenie. — Znalezé kat utworzony przez dwie ptasczyzny oznaczone przez proste ich wspélnego

przeciecia i przez jeden punkt lezacy na kazdej z nich. — Niech beda i, i' rzutami prostej wspdlnego
przeciecia ptasczyzn danych, a (m, m') (n, n") rzutami punktéw danych [fig- 120, tab. VII). Azeby uwi
docznie na ptasczyznie poziomej rzutéw, kat ptaski jako miare dwusciennego szukanego, uczynmy

prosie wspdlnego przeciecia i, i' prostopadia do tej plasczyzny spo6irzednych (8 101, 7 i § 110);

w tym celu, sprowadzmy proste i, i' na ptasczyzne pionowg rzutéw, przyjmujac za os rzutéw pio-
ste xiyi przechodzaca przez rzut poziomy i tej prostej, nastepnie za$ sposobem znanym zmienmy polo
zenie plasczyzny pionowej rzutow. Nowy rzut pionowy i\ prostej danej otrzymamy pamietajac, ze
jej $lad poziomy h jest jej wiasnym rzutem na nowej ptasczyznie pionowej rzutéw, a tylko zmieniajac
potozenie jej $ladu pionowego v', ktéry teraz znajdzie sie w punkcie v\. llzuty punktéw (m, m) (n, n)
znajda sie, kreslac przez kazdy z ich rzutéw poziomych prostopadle do xlyl i odcinajagc na nich
diugodci pimj = gw! i W =>«"; punkta m'i} n\ beda wtasnie nowemi rzutami pionowemi punktéw
danych. . .

Przesunmy obecnie 0$ rzutéw xlyl do potozenia x,y, prostopadtego do ij i zmienmy potozenie
ptasczyzny poziomej rzutéw; prosta dana, w tym nowym uktadzie ptasczyzn rzutow, lezy na ptasczyznie
pionowej i jest prostopadtg do ptasczyzny poziomej, rzut wiec jej poziomy bedzie punktem i, lezagcym
na przecieciu sie i\ z x.23, rzuty za$ punktéw danych kres$lagc przez punkta m\, n\ proste prosto-
padte do osi rzutéw x$y% znajdziemy w punktach Wj, n,, ktérych otlegtosci yrfn,, i-M, od tej o;i
rzutéw sa odpowiednio réwne oddaleniom we-n, kvj tych punktéw od osi X\y\.

Widzimy wiec w tej chwili, ze ptasczyzny dane maja swe $lady pionowe na prostej wspdlnej ij,
a Slady poziome na prostych hm,, uji,, kat wiec « zawarty pomiedzy temi dwiema ostatniemi pros-

temi ma tez samg wielko$¢, co kat zawarty pomiedzy dwiema ptasczyznann danemu

RUCH OBROTOWY

114. Podczas ruchu obrotowego jakiejkolwiek figury naokoto osi, kazdy punkt jej opisuje, naptas

czyznie prostopadtej do osi obrotu, tuk kota, ktdrego Srodkiem jest spodek prostopadtej do osiobiotu
wyprowadzonej z tego punktu, promieniem za$ dtugo$¢ tej prostopadtej zawatta pomiedzy osig obiotu
i punktem uwazanym. Dla uniknienia wielkiego zawiktania rysunku wybiera¢ nalezy bezzmiennie na osie
obrotu takie proste, ktore sa prostopadte do jednej z ptasczyzn rzutéw a réownolegte do drugiej; w tern
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bowiem tylko jedynem potozeniu jeden rzut tukéw opisanych przez rozmaite punkta figury obréconej

przedstawia sie na jednej z ptasczyzn rzutéw w naturalnej wielkos$ci, drugi za$§ rzut jest
linije proste.

115. Zadanie I. — Obroéci¢ jakikolwiek punkt naokoto osi pionowej i w kierunku clanym o wielko$¢
katoiog a (fig. 121, tab. VII). — Niech (z, z') i (m, ml") bede rzutami: osi obrotu i punktu danego; u
strzatkg oznaczajgcg kierunek w ktérym ruch obrotowy winien byé dokonany. Podczas ruchu punkt
dany opisuje tuk kota, ktdrego rzuty pokaze sie : 1° w naturalnej wielkoSci na plasczyznie poziomej
rzutow i 2° podtug prostej réwnolegtej do osi rzutéw xy na ptasczyznie pionowej rzutéw. Oba te
rzuty dadze sie przedstawic z fatwoscig kreslec ze Srodka z, promieniem réwnym zm, tuk kota na ptas-
czyznie poziomej rzutéw i prowadzac przez punkt m! proste rownolegty do osi rzutéw na ptasczyznie
pionowej. Ostateczne potozenie punktu m, po dokonaniu obrotu, przedstawi sie na ptasczyznie pozio-
mej w punkcie przeciecia sie tuku opisanego w kierunku strzatki u z promieniem zm.h ktory
tworzy z zm ket rowny ketowi danemu «; a rzut pionowy znajdzie sie na przecieciu linii rzutéw
przechodzacej przez punkt mx z rzutem pionowym tuku kota; rzuty wiec szukane se mi i m\.

116. Zadanie Il. — Obréci¢ o kat a jakgkolwiek proste naokoto osi pionowej w kierunku danym
(fig. 122, tab. VII).—Niech (d, d) bede rzutami prostej danej i (z, z') rzutami osi obrotu. Zeby obrécié
proste dane, nalezy sposobem podanym w poprzedzajgcym paragrafie obroci¢ dwa jakiekolwiek jej
punkta.

Pierwsze wykreslenie. — Obracajmy dwa punkta prostej jednakowo oddalone od osi obrotu,
i w tym celu, z punktu z jako $rodka opiszmy promieniem dostatecznie duzym, tuk kola na ptas-
czyznie poziomej; stosujec obecnie sposéb wykre$lenia podany powyzej do punktow A i B prostej D,
ktorych rzuty poziome leze na tuku, punkta (a, aj(b, b') przejde do (ah alj), (6I5 b'j) zatem, po
dokonaniu ruchu, prosta dana bedzie miata za rzuty proste (dit dj) teczyce punkta (al? bj). (aj, bj).

Drugie wykrestenie. — Drugie wykre$lenie polega na wyznaczeniu najkrotszej odlegtosci dwu
prostych w szczegdlnym przypadku bardzo waznym; zajmiemy sie wiec przedewszyslkiem rozwieza-
niem tej ostatniej kwestyi, a nastepnie podamy drugie wykreslenie niniejszego zadania.

117. Zadanie.—Znalezé najkrotsza odlegtos¢ dwu prostych (d, dj, (dy, dj), z ktérych jednajest pros-
topadtg dojednej z ptasczyzn rzutéw (fig. 123, tab. VII). — Najkrotsza odlegto$¢ dwu prostych musi
by¢ prostopadle do kazdej z prostych danych, a poniewaz ona jest prostopadte do prostej d{, dj, musi
wiec byé poziome i tworzy¢ z proste dl}dj ket prosty, ktdrego jeden bok jest rownolegty do ptasczyzny
poziomej rzutdéw, za$ rzut jego na te ptasczyzne musi by¢ w rzeczywistej wielkosci (8 42); z drugiej
strony, najkrotsza odlegto$¢ opierajec sie koniecznie o proste d,, dj, ma za rzut poziomy proste
przechodzece przez punkt du zatem ten rzut jest proste prostopadie do prostej d, a przecho-
dzece przez punkt dt t. j. proste dia. Linija rzutow nakres$lona przez punkt a wyznaczy w punkcie
przeciecia sie z proste dl rzut pionowy a! punktu a, a zatem drugim rzutem najkrétszej odlegtosci
bedzie prosta a'b' réwnolegta do osi rzutow i przecbodzeca przez punkt a'. Obecnie wiec znalezliSmy
i rzuty ab, a'b' najkroétszej odlegtosci i jej naturalne wielkos¢ ab.

Gdyby prosta d, d' byta proste obrazu, zadanie datoby sie rozwieza¢ w taki sam zupetnie sposoéb;
nie powtarzajec wiec rozumowania, przedstawiliSmy wykres$lenie odnoszece si¢ do tego przypadku na
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figurze 124, tab. VII, na ktoérej najkrdtsza odlegto$¢ jest przedstawiona przez proste d{a na ptas-
czyznie poziomej rzutéw, a na ptasczyznie pionowej przez punkta a', b' schodzace sie z soba;
naturalna jej wielko$¢ znajduje sie na ptasczyznie poziomej t .j. d4a.

Wrocmy obecnie do naszego zadania dotyczgcego ruchu obrotowego prostej (d, d') naokoto osi
obrotu (z, z'), w kierunku oznaczonym przez strzatke u (fig. 125, tab. VII). Znajdziemy przedewszyst-
kiem najkrdtsza odlegto$¢ za, a'b' prostych danych i nastepnie obrécimy o kat « spodek a, a'
tej linii na prostej d d' i $lad poziomy 0,9' tej ostatniej (8§115). Poniewaz podczas catego ruchu, naj-
krotsza odlegto$¢ zachowuje swa dtugos$é niezmienng, zatem rzuty poziome prostej ruchomej w roz-
maitych jej potozeniach pozostanag ciagle styczne do okregu kota opisanego przez punkt a; rzut wiec
nowy di prostej D da sie znalezé, biorgc potozenia a”a'i punktu a, alpo dokonaniu obrotu, sposobem
wskazanym w paragrafie poprzedzajacym ikreslagc nastepnie przez punkt al styczne do tuku kota
opisanego przez punkt a, a'. Co sie za$ tyczy rzutu pionowego prostej d, d' w tern nowem poto-
zeniu, widzimy, ze punkt a\ jest jednym z punktow jego i ze $lad poziomy 9 prostej d, dl przypada
w punkcie 94 na luku kota, ktorego $rodkiem jest punkt z i ktéry przechodzi przez 9i przez proste dl;

kreslagc zatem rzut pionowy tego $ladu, prosta 6'ta'4 taczagca punkta 6'i z a\ bedzie wiasnie
szukanym rzutem pionowym.

118. Zadanie Ill. — Obroéci¢ o kat a i w kierunku danym, ptasczyzne jakakolwiek P;j3P' naokoto
osi pionowej (z, z') [fig. 126, tab. VI1).— Dostatecznem bedzie dla rozwigzania tego zadania obrécic
trzy punkta na ptasczyznie, lub proste i punkt na niej lezagce lub nareszcie dwie proste na niej
obrane. Obierzmy wiec np. $lad poziomy P i punkt spotkania osi obrotu z, z' z ptasczyzng PsP’;
dla wyznaczenia punktu spotkania o ktdrym mowa, nakreslmy poziome ptasczyzny P(3P', ktérej rzut
poziomy h przechodzi przez punkt z, za$ $lad pionowy V' tej prostej znajduje sie w punkcie przeciecia
$ladu pionowego P' ptasczyzny danej z linijg rzutow przechodzaca przez punkt przecigcia pros-
tych h i xy; rzut za$ pionowy h' otrzymamy kre$lac przez v' proste réwnolegta do xy\ punkt
spotkania tej ostatniej prostej poziomej z osig obrotu z, 2 daje punkt z, a', w ktérym o$ obrotu
spotyka ptasczyzne dang P/3P".

Obecnie nalezy obré6ci¢ proste {SP w Kkierunku oznaczonym przez strzatke u o kat a naokoto
osi obrotu z, z'. Podczas tego ruchu prosta /3P pozostaje ciggle styczng do okregu kota opisanego
z punktu z jako $rodka promieniem zp réwnym odlegtos$ci punktu z od prostej |3P, a skoro punkt p
opisze catkowity tuk odpowiedni katowi a i dojdzie do punktu pi, prosta j3P przypadnie na styczne P4
do okregu kota. Zadanie nasze sprowadzonem zostato w tej chwili do nakreslenia $Sladéw plasczyzny
przechodzacej przez proste P4 i przez punkt staty z, a'; w tym celu, przez punkt z, a' nakre$lmy
poziome plasczyzny szukanej, to rzut jej poziomy jest réwnolegty do prostej P4i przechodzi przez
punkt z, rzut za$ jej pionowy pada na li'-, kre$lagc wiec $lad pionowy I' tej prostej, otrzymamy
jeden z punktéw nalezacych do $ladu szukanego plasczyzny; ze za$ przeciecie sie j3 pro-

stych P4i xy daje drugi punkt, zatem prosta taczaca punkt j4z f tworzy $lad P'4 ktéry nalezato
znalezé.

119. Zadanie IV. — Uczyni¢ proste dang rownolegta do ptasczyzny pionowej rzutéw {fig. 127,
tab. VII). — Niech d, d' bedg rzutami prostej danej; przyjmijmy proste pionowg z, z' za 0$ obrotu,
i dla rozwigzania zadania znajdzmy najkroétsza odlegto$¢ z a, a’o' prostej od osi obrotu. Podczas ruchu
rzut poziomy prostej danej pozostanie stycznym do okregu kota zakreslonego z punktu z promie-
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niem za, znajdziemy wiec ostateczne jego potozenie kre$lac styczne d\ do okregu kota rowno-
legle do osi xy. Po dokonaniu ruchu punkt a, a! przejdzie do al} a‘, a $lad poziomy 0, 0' pro-
stej d, d' przypadnie na 0lt9b (§ 117); teczyc wiec punkta 6't z a\, znajdziemy proste Oba',, kldéra
jest whasnie szukanym rzulem pionowym prostej szukanej d\.

120. Zadanie V.m Uczyni¢ proste dang prostopadtg do ptasczyzny poziomej rzutdw [fig. 128, tab. VII).

Przedewszystkiem, sposobem podanym w poprzedzajgcym paragrafie uczynmy proste dang ro-
wnolegtg do ptasczyzny pionowej rzutéw; niech du dj beda rzutami prostej danej po dokonaniu tego
pierwszego ruchu; obecnie obr6¢my proste dana, dla nadania jej rzutowi pionowemu potozenia prosto-
padtego do osi rzutéw, naokoto osi zj z'j prostopadtej do ptasczyzny pionowej rzutéw, podczas obrotu
rzut pionowy o ktorym mowa, zostaje bezustannie styczny do tuku kota zakreslonego z punktu z', pro-
mieniem roéwnym prostopadiej z\ p’, spuszczonej z punktu z\ na proste d\ ; prosta wiec dj,
ktorg sie otrzyma kreslac styczne pionowa do tuku kota, o ktorym mowa, przedstawi jego ostateczne
potozenie, a poniewaz oddalenie rozmaitych punktow prostej pozostaje niezmiennem, zatem nowy
rzut jej poziomy d2 otrzymamy z przeciecia sie prostej przedtuzonej dj z prostg dj.

121. Zadanie VI. — Uczyni¢ptasczyzne dang prostopadtg do ptasczyzny pionowej rzutdw {fig. 129,
tab. VII). — Niech bedzie P«P' ptasczyzng dang; przyjmijmy za 0§ obrotu proste z, z' prostopadia
do ptasczyzny poziomej i obracajmy okoto niej ptasczyzne dang dopoéty, dopdki $lad jej nie przy-
padnie na prostej Ib prostopadtej do osi rzutow xy a stycznej do okregu kota opisanego przez
spodek p prostopadtej wyprowadzonej z punktu z na «P. Prosta P4 bedzie nowym $ladem po-
ziomym plasczyzny szukanej, ktéra bedzie w zupetnos$ci wyznaczona, skoro wyznaczymy rzut je-
dnego z jej punktdw nie lezagcych na $ladzie poziomym. Dla wyznaczenia rzutéw punktu, o Ktérym
mowa, oznaczmy przeciecie sie osi obrotu zz' z ptasczyzna dang za pomoca poziomej tej ptasczyzny
spotykajacej o$ obrotu, rzut poziomy tej linii jest prostg réwnolegtg li do P przechodzaca przez
punkt z, a $lad jej pionowy o0 znajduje sie na przecieciu prostej prostopadtej do osi rzutéow xy prze-
chodzacej przez punkt spotkania v linii rzutdw z prostg li i na $ladzie P/ plasczvznv; wskutek tego
rzut pionowy poziomej, o ktérej mowa, jest prostg rownolegtag do xy przechodzgcag przez punkt v';
w punkcie spotkania o' tej prostej z osig obrotu z' znajdziemy rzut pionowy punktu szukanego,
ktorego rzut poziomy lezy w punkcie z.

W tej chwili ptasczyzna dana jest wyznaczong przez proste P! i przez jeden ze swych punktéw o, 0';
punkt zas m spotkania sie P, z osig rzutéw xy jest jednym z punktéw nalezacych do $ladu pionowego;
wreszcie ptasczyzna dana bedac prostopadtg do ptasczyzny pionowej rzutdw, wszystkie rzuty jej
punktéw na tej ptasczyznie spoOtrzednych naleza do szukanego $ladu, a zatem prosta tgczaca
punkt aj z o' jest wiasnie sladem pionowym Pb ptasczyzny po dokonanym obrocie.

122. Zadanie VII. — Sprowadzi¢ jakakolwiek ptasczyzne do potozenia rownolegtego do ptasczyzny
poziomej rzutow {fig. 130, lab. VII).—Sposobem podanym w poprzedzajgcym paragrafie, sprowadzmy
najprzod ptasczyzne dang, za pomocg stosownego obrotu, do potozenia prostopadiego do ptasczyzny pio-
nowej rzutéw. Niech wiec bedzie P~AjPb ptasczyzna po dokonaniu pierwszego obrotu; nadajmy jej drugi
ruch obrotowy naokoto osi obrolu z,, z\ prostopadiej do ptasczyzny pionowej rzutéw; w tym ruchu,
$lad jej pionowy bedzie sie poruszal zostajac zawsze stycznym do okregu kota majacego za $rodek z'
a za promien diugos$¢ réwng odlegtosci prostej Pb od $rodka; jezeli wstrzymamy ruch obrotowy
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w chwili gdy $lad P't zajmie potozenie P'3 stycznej réwnolegte do osi rzutéw, otrzymamy S$lad
pionowy ptasczyzny w potozeniu réwnolegtem do ptasczyzny poziomej rzutéw’, $lad za$ jej poziomy

przedstawi prosta w nieskoficzonosci ptasczyzny danej.

123. Cwiczenia. — Znalezé najkrotsza odlegtosé jakiejkolwiek prostej d, d' od osi rzutéw (fig. 131,

tab. VII). — Zeby mozna byto zastosowaé do rozwigzania tego zadania, wykreslenie podane powyzej
(8 117), sprowadzmy o$ rzutéw do potozenia prostopadiego do ptasczyzny pionowej rzutéw, obra-
cajac ja na okoto osi z, z' prostopadiej do ptasczyzny poziomej rzutow a przechodzacej przez $lad
pionowy t' prostej d, d!'\ o$ ta obrotu ma te szczeg6lng wtasnos¢, ze opiera sie naraz na obu prostych
danych, a zatem, ze podczas ruchu, punkta wspdélne t', z i z1sg state, czyli, ze po dokonaniu tegoz,
wspotczednie linija ziemna zy, bedzie prostopadtg do xy i przejdzie przez punkt z. Rzutem wiec po-
ziomym prostej d, d’ bedzie prosta di prostopadta do d, albowiem prosta ta tak samo jak 0§ rzutéw
musi sie obrdci¢ o 90°, rzut za$ jej pionowy otrzymamy zwazajac, ze $lad jej poziomy 0, 9' dokonywa
jedne czwartg obrotu i ma swoje rzuty w punktach Bi, Ob; poniewaz nadto t' pozostaje siatem,
zatem rzut pionowy szukany jest prosta tgczacg punkt dj z punktem t'.

Stosujac wiec obecnie wykreslenie podane w paragrafie wskazanym powyzej ikreslac przez punkt z
prostopadig za\ do prostej d\, otrzymamy i rzut pionowy najkrotszej odlegtosci i jej rzeczywistg wiel-
kos$¢. Rzut poziomy najkrotszej odlegtosci otrzymuje sie bardzo tatwo, kreslac przez punkt a\ linije
rzutéw, ktora wyznaczy punkt a, i przez tak znaleziony punkt prowadzac prosie «,6, réwnolegta do
osi rzutéw xy.

GdybySmy zyczyli zna¢ nietylko rzeczywistg wielko$¢ najkrotszej odlegtosci, lecz nadto jej rzuty,
nalezatoby sprowadzi¢ cata figure do pierwotnego jej potozenia, wciggajac do lego ruchu proste «A,
a'ib\; wowczas bowiem punkta bj/i i api'i opisalyby ¢éwiartki okregu kota i przypadlyby w punk-
tach b, V i a,a'. Jezeli rysunek zostat wykonany z doktadnoscia, z uwagi, ze najkrétsza odlegtosc¢ jest
prostopadtg do osi rzutéw, winnismy znalezé dla prostopadtej wspélnej ab, a'b!, proste profilu.

METODA KEADOW

124. Jak to juz powiedzieliSmy powyzej, gtbwnym zadaniem metody ktadow jest : 1° podanie spo-
sobow rysunkowych do oznaczenia figur ptaskich w rzeczywistej wielkosci i 2° odwrotnie, jakakolwiek
bytaby ptasczyzna figury danej, podac sposéb znalezienia rzutéw figury, ktérej wykreslenie jest podane
w geometryi ptaskiej.

Cata metoda kiadéw sprowadza sie do matej tylko liczby zastosowan, ktére postaramy sie podac
jak nastepuje.

125. Zadanie. — Zrobi¢ ktad punktu danego na okoto osi poziomej, lub przeciwnie, znajac ktad punktu
danego, znalez¢ jego rzuty.

Rozwiazanie ogsine. — Majac dany punkt M i o$ dang 11 (fig. 132, tab. VII); przesunimy przez o$§ H
ptasczyzne poziomg P. Dla zrobienia ktadu punktu M na te ptasczyzne, nakreslmy proste Mm prosto-
padig do P, z punktu za§ m jako spodka tej prostej nakreslmy proste mg prostopadta do osi ktadu H;
poniewaz prosta tgczaca punkt M ze spodkiem g ostatniej prostopadtej bedzie, na zasadzie twier-
dzenia trzech prostopadtych, takze prostopadty do osi ktadu H, zatem po dokonaniu kladu prosta Mz

GEOM. WYKRESLNA. 1 — 0
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padnie na przedituzeniu Mjp prostej mf*a mianowicie punkt Mpadnie w Mtt. j. w odlegtosci od punktu”
réwnej przeciwprostokatni trdojkata, ktérego boki kata prostego sg my i réznica Mm wzniesien punktu
danego od osi ktadu naokoto ktdérej robimy ktad figury.

Uwaga. — Jezeli 0§ ktadu nie znajduje sie na jednej z ptasczyzn rzutéw, w takim razie nie robimy
rzeczywistego ktadu lecz tylko jego rzut, ktoéry, dla uniknienia omoéwien, zwykliSmy przyjmowaé za
sam kiad, gdyz w rzeczywistosci, jest on zupetnie rowny ktadowi i skierowany w tez sama strone. Jest
to kfad tylko przeniesiony réwnolegle do siebie samego w kierunku prostopadtym do swej ptasczyzny.

126. Powinowactwo.—Powiadamy ze dwie figury ABC,...abc... sg z sobg w powinowactwie, jezeli
dla jednej i tej samej odcietej rzedne punktéw tych figur sg w stosunku statym (fig. 133, tab. VII)
W skutek tego okreslenia, przyjmujac za osie spotrzednych jakiekolwiek osie xoy winniSmy m:?6
zawsze:

N o= 5fi= 572= ...= *
[oF:} bH cy
Stata k jest stosunkiem powinowactwa, punkt za$ rzednych lezacy w nieskofczonos$ci jest jego

Srodkiem.

127. Twierdzenie. — Rzut ortogonalny jakiejkolwiek figury ptaskiej ijej ktad na ptasczyzne rzutéw
sg z sobg w powinowactwie. — Przypusémy (fig. 132), ze punkt M jest punktem jakiej$ figury, ktoérg
bierzemy pod uwage, a otrzymamy:

T .
= — = (iosa.

Ot6z, kat a utworzony przez ptasczyzne figury uwazanej z ptasczyzng rzutéw jest staly a ztad
wypada, ze dla jednej i tej samej odcietej liczonej na osi kitadu, rzedne my.i Mjy. jakiegokolwiek
punktu lezgcego na rzucie i na kiadzie, liczone na prostopadtej do osi kladu sg w stosunku statym,
a wiec sg one z sobg w powinowactwie i stosunek powinowactwa rowna sie dostawie kata zawar-
tego pomiedzy plasczyzna figury w przestrzeni i plasczyzna rzutéw. Srodek za$ powinowactwa lezy,

jak widzimy, w nieskoniczono$ci na prostopadtej do osi kiadu.

WYKRESY PRZEDSTAWIAJACE KLAD PUNKTU.

128. Pierwsze wykre$lenie—Niech bedg rn, m' rzuty punktu, ktérego chcemy zrobi¢ kfad naokoto
osi ktadu h, h' (fig. 134, tab. VII). Wyznaczmy odlegto$¢ punktu M od osi kiadu, to jest odlegtos¢
dana (8125, Rozw. 0g6l.) przez przeciwprostokatnie Iréjkata majgcego za boki kata prostego roznice
wzniesien mW punktu M od osi kfadu H i odlegto$¢ my punktu m od prostej h ; dla znalezienia wiel-
kosci tej przeciwprostokatni zrébmy klad pomocniczy, obracajgc trojkat prostokatny Mmy w prze-
strzeni naokoto prostej my jako osi obrotu; kreslagc z punktu m prostopadta do my i odcinajac na
niej W jm — m'n’, prosta taczaca punkta M"t z y bedzie wia$nie rzutem w naturalnej wielkosci ktadu
przeciwprostokatni. Majac to, zrobmy kiad gtéwny obracajagc punkt M na okoto osi kiadu H; rzut
poziomy tego punktu w kitadzie przypadnie na przedtuzeniu prostej my (§ 126. Rozw. ogdl.) i w od-
legtosci od punktu y réwnej pMi, ktérej rzut przypadnie na pM'4 zakre$lajac tuk kota; punkt Mi tak

znaleziony jest wtasnie punktem szukanym.
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Uwaga. W zadaniach nalezgcych do zastosowan prawie zawsze wypada robi¢ kiady kilku
punktéw razem, mozna wiec za pomocg nastepujgcych uwag uprosci¢ wykreslenia.

Is liosta M'hy tworzy z nig kat ptaski réwny katowi dwusciennemu utworzonemu przez ptas-
czyzne ktdrej robimy kitad, z ptasczyzng poziomag rzutéw. Tak utworzony kat ptaski zachowuje swa
wielko$¢ we wszystkich punktach osi obrotu, ztagd wnosi¢ nalezy ze proste takie jak «M'h sg wzgledem
siebie rownolegte.

2° W trdjkacie réwnoramiennym M~M'h kat M~M'h zachowujac bezustannie swa pierwotng
wielkos$¢ dla wszystkich punktéw ktorych kiad robimy, pozostate katy tréjkata zachowujg takze swa
pierwotng wielko$¢, a w skutek tego proste takie jak MjM'h, ktore tacza ktady pomocnicze punk-
tow z ich ktadami gtéwnemi, sg wzgledem siebie rownolegte.

129. Zadanie odwrotne {fig, 134, tab. VII). — Przypus¢my, ze sposobem podanym w poprze-
dzajgcym paragrafie, ktad Mt punktu M figury danej zostat dokonany i niech bedzie Ch ktadem punktu,
ktérego zyczymy poznaé rzuty, skoro ptasczyzna w kiladzie bedaca przyjmie swe pierwotne potoze-
nie. Dla znalezienia rzutéw szukanych nakreslmy prostopadtg Ch« do osi obrotu i nakre$§lmy przez
punkta O) i w proste réwnolegte do MjM'h i {JMh; prze? punkt przecigcia sie tych prostych z 0'h na-
kreslmy rownolegte do M"4m, a ta przecinajac sie z prostg 0 Wprzedituzong, wyznaczy punkt o przed-
stawiajacy rzut poziomy punktu przywiedzionego do swego pierwotnego potozenia. Wzniesienie tego
punktu nad ptasczyzne pozioma rzutéw, na ktérag ktad byt zrobiony, jest rowne 00"i ; odcinajac wiec na
linii rzutow przechodzacej przez punkt o tak znaleziong diugo$¢ od p' do gory znajdziemy punkt o',
ktory bedzie wiasnie rzutem pionowym szukanym punktu danego.

Inne Rozwigzanie.— Uwagi przytoczone powyzej odniesmy do figury 135, tab. VIII, i przedewszyst-
kiem sprowadZmy do pierwotnego swego potozenia proste fgczaca punkta Mdz Ch; prosta ta przetnie
0$ obrotu w punkcie, ktérego rzut poziomy znajduje sie w a, rzut za$ pionowy w al t. j. w punkcie
przeciecia sie linii rzutéw przechodzacej przez punkt a z prostg h'; taczac wreszcie punkta mmlz aa'
znajdziemy, Zze prosta przeniesiona do pierwotnego swego potozenia bedzie miata za rzuty, proste

Prostopadta do osi obrotu wyprowadzona z punktu Ch przecina proste ma w punkcie o; zezaslinija

rzutéw przechodzaca przez punkt o przecina znéw proste m'u w punkcie o'; zatem punkta o, 0'sg
wiasnie rzutami szukanemi.

130. Drugiewykre$lenie.—Zadanie wiasciwe {fig. 136, lab. VIII).—Niech bedzie punkt»«,m’, kto-
rego chcemy zrobi¢ ktad okoto osi ktadu poziomej h, h', przyjetej za o$ obrotu. Przez punkt m, m1lna-
kresimy proste obrazu ma, m'alna ptasczyznic ktorej robimy kiad, nastepnie z uwagi, ze ta prosta obrazu
zachowuje swa diugo$¢ niezmienng tak w swym rzucie pionowym jako tez w kiadzie, wnosimy, ze
punkt szukany leze¢ musi na tuku kota zakre$lonego z punktu a jako Srodka promieniem réwnym m'a!;
poniewaz za$ nadto, punkt ten musi sie znajdowaé na prostopadtej ma do osi obrotu przechodzacej przez
punkt m, bedzie on si¢ wiec znajdowat w punkcie przeciecia sie tych dwdch linij, t. j. w punkcie M4.

Zadanie odwrotne. — Niech punkt do podniesienia z ktadu bedzie 04 [fig. 136); dla wykonania
tego wykreslenia postgpimy wedtug sposobu podanego w zadaniu wiasciwem, zmieniajgc tylko porza-
dek postepowania. W tym celu, nakreslmy przez punkt 0, dwie proste réwnolegte do M,a, Mp;
pierwsza z tych linij przecina o$ obrotu w punkcie w, ktérego rzutem pionowym jest punkt «'lezacy
na odpowiedniej linii rzutéw i na prostej »'. Z punktu «, «' nakre$lmy proste obrazu ptasczyzny, na
ktdrej lezy figura dana, to rzut poziomy tej linii, w punkcie o przeciecia sie jej z prostopadig do osi
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obrotu, wyznaczy nam szukany rzut poziomy, a nastepnie rzut pionowy tej linii spotyka linije rzutow
przechodzacg przez punkt o w punkcie o', ktory jest witasnie drugim rzutem podniesionego z kiadu
punktu Oj.

131. Kitad na ptasczyzne poziomg rzutéw. — Czesto wypada zrobi¢ kiad figury danej na ptas-
czyzne poziomg rzutoéw, przypadek ten jest tylko szczegdlnym przypadkiem og6lnego zadania
rozebranego powj'zej. Wykre$lenia odnoszace sie do tego szczegdlnego przypadku, zupeinie podobne
do wykre$len ogélnego zadania znajdujg sie na fig. 134 bhis, 135 bis i 136 bis.

132. Ktad linii prostej. — Zeby zrobi¢ ktad lub podnies¢ z ktadu do swego pierwotnego potoze-
nia jakgkolwiek prosie, wystarczajgcem jest, za pomocg sposobdw ogdélnych, zrobi¢ ktad dwu jakich-
kolwiek jej punktéw lub dwa dowolne jej punkta podnies¢ z ktadu; zwroci¢ tylko nalezy uwage, ze
jezeli punkt przeciecia prostej danej z osig obrotu, ktory jest punktem statym, lezy w granicach rysunku
lub w nieskoriczonos$ci, dostatecznein bedzie zrobi¢ kiad lub podnies¢ z kiadu tylko drugi punkt
obrany na prostej dane;j.

133. Porzadek wykreslen. — Czestokro¢ sie zdarza, ze uzycie metody ktadoéw prowadzi do wy-
kreslen odnoszacych sie do znacznej liczby punktéw, dla uniknienia wiec zawitosci rysunku i uczy-
nienia go tatwo czytelnym, nalezy nietylko wprowadzi¢ wszelkie mozliwe uproszczenia, lecz nadto
uporzadkowac stosownie wykreslenia z prostemi i punktami. Uporzadkowanie to zmienia sie wraz
z rysunkiem i czytelnik winien w kazdym przypadku wynalez¢ najstosowniejszy porzadek.

Poniewaz w dalszym ciggu niniejszego dzieta znajdzie czytelnik dos$¢ znaczna liczbe przyktadéow
dotyczacych tej waznej kwestyi, w tej chwili zatem zajmiemy sie tylko wskazaniem zasad prowadzgcych
do zrobienia ktadéw pewnej liczby punktow wzietych razem i lezacych na jednej ptasczyznie, zosta-
wiajac na boku wykreélenia, ktére winny poprzedza¢ znalezienie ktadu lub winny nastepowac po nim.

Niecli bedzie {fig. 137, tab. VIII) P«P' ptasczyzna, ktérej chcemy zrobi¢ ktad naokoto «P, wraz
z punktami na niej lezagcemi A, B, C, U; punkta te sg wyznaczone przez jeden ze swych rzutéow, przyj-
miemy, ze sg one wyznaczone przez rzuty poziome a, b, c, d.

Zanim przystagpimy do zrobienia kiadu, obréémy przedewszystkiem plasczyzne pionowg rzutéw
tak, zeby ptasczyzna dana byta do niej prostopadtg. Nowa o$ rzutéw x lyi bedzie prostopadtg do «P, a
postugujac sie punktem wspélnym dwu $ladom pionowym plasczyzny danej, znajdziemy nowy $lad
pionowy «iP'd lej ptasczyzny (§ 111). Odpowiednio do zmiany, ktérg obecnie otrzymaliSmy, znajdziemy
natychmiast rzuty pionowe a'u b\, c\,d\ punktéw danych iich odlegtosci «ja'j, «/n *id\.... od
osi obrotu, gdyz te rzuty znajduja si¢ w punktach przeciecia linij rzutéw przechodzacych przez punkta
n, b, c, d znowym $ladem pionowym aiP'j ptasczyzny. Obecnie wiec przygotowalismy wszystko w ten
sposbb, iz za pomocg bardzo tatwego rysunku i z calg prostotg bedziemy mogli otrzymac¢ ktad danych
punktéw, albowiem podczas ruchu catej figury rzuty pionowe a'u b\, c\,d\ punktéw danych opisza
tuki kot wspotsrodkowych, ktérych Srodek znajduje sie w punkcie i Ktére przecinajg o$ rzutow .'Ay,
w punktach «"i, b'\, c'\, d"i.

Prostopadie wyprowadzone z tych ostatnich punktéw na o$ xlyl sg kiadami linij rzutéw tych
punktéw, i te proste przecinajg odpowiednio prostopadte do osi obrotu «P poprowadzone, przecho-
dzace przez punkta a, b, ¢, d, w punktach A,, Bj, 0,, DI? ktére sa wiasnie punktami szukanemi.

134. Kiad za pomocg zmiany skali. — Jezeli figura wzieta pod uwage wymaga do zrobienia jej
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ktadu lub jej podniesienia, robienia ktadu lub podnoszenia znacznej liczby jej punktéw, mozna przejsé
od jednego z jej rzutéw do ktadu na ptasczyzne rzutéw uwazany, lub przeciwnie, od kfadu do rzutéw,
zachowujgc odciete punktow liczone na osi obrotu i biorgc za rzedne, wielko$ci odciete na prostopa-
dtych do osi obrotu, za pomocy cyrkla zmniejszajacego lub za pomocg zmiany skali j w samej rzeczy,
w skutek bowiem powinowactwa istniejgcego pomiedzy rzutem figury danej na ptasczyznie i ktadem
jej na tejze ptasczyznie, dostatecznem ».q.:1e dla rozwigzania: juz to wtasciwego zadania, juztez jego
odwrotnosci, ktéremi sie w tej chwili zajmujemy, narysowac dtugosci rzednych punktéw uwazanych
figury niewiadomej mnozac rzedne figury danej przez stosunek powinowactwa.

W ykreslenie skali rzednych {fig. 138, tab. VIII).— jNiech bedg PaP'sladami ptasczyzny, ktorej chcemy
zrobi¢ ktad na ptasczyzne poziomg rzutéw. Przyjmijmy za ptasczyzne pionowg rzutéw nowg ptasczy-
zne prostopadtg do ptasczyzny danej, to nowa 0$ rzutow x”y, jest prostopadtg do Sladu «P, a nowy $lad
pionowy «iP'i kresli sie sposobem podanym w (§ 133); odcinajac wiec na x,y" jednostke dtugosci u
réwng aib, prostopadta do Xiytprzechodzaca przez punkt b wyznaczy nacqP’j punktz? dtugosé zas a{d
bedzie jednostkag dtugosci u' nowych rzednych; skala wiec odpowiadajgca tej jednostce diugosci da
sie nakresli¢ sposobem zwyczajnie uzywanym.

Po nakresleniu skali, nakreslimy na tej samej figurze ktad C, krzywej C lezacej na ptasczyznie P«P'i,
ktérej to krzywej rzut poziomy znajduje sie w c.

ZASTOSOWANIE METODY KLADOW.
135. Zadanie.— Przez punkt dany m, m' nakresli¢ proste, ktéraby z prosta dang d, d utworzyta kat a
{fig. 139, tab. VIII).—Nalezy zrobi¢ kiad ptasczyzny przechodzacej przez proste d,d" i przez punkt m,m’,
na tym kladzie nakresli¢ proste szukang i podnies¢ ja.

W tym celu nakre$lmy najprzod przez punkt m, m! proste poziomg mn, m'n' ptasczyzny przechodzgcej
przez punkt [rr, m") i przez proste [d,dj, i zrébmy kiad naokoto tej poziomej wzietej za o$ obrotu;
poniewaz punkt n, n' przeciecia sie osi obrotu z prostg (d, d') pozostaje statym, a punkt a, a' dowolnie
obrany na prostej danej, stosujgc don znane wykre$lenie podane w (§ 128), przypada na kladzie
w punkcie A,, prosta zatem tgczaca punkt n z A, przedstawia ktad D, prostej danej.

Widzimy nadto, ze punkt m, m'lezacy na osi obrotu pozostaje takze nieruchomym, ze zatem,
kreSlac przezen proste wiBj tworzacg z prostg D, kat réwny katowi danemu «, znajdziemy najprz6d
ktad prostej odpowiadajgcej zadaniu, a podnoszac punkt B, do b, b', prosta taczaca ten punkt z punk-
tem m, m! bedzie wia$nie prostg szukana.

Zadanie to ma jeszcze drugie rozwigzanie ktére nie zostato wykreslone na figurze.

136. Zadanie. — Nakresli¢ rzuty okregu kota lezacego na danej ptasczyznie, znajac rzut poziomy jego

$rodka i rzeczywistg wielko$¢ promienia. — Wiemy, ze rzutem okregu kota jest elipsa, zanim tedy roz-
wigzemy zadanie, podajmy niektére wiasnosci tej krzywe;j.

Twierdzenie. — Jezeli elipsa jest wynikiem rzutu prostokgtnego okregu kota, to gej osie sg rzutami
systematu $rednic prostokatnych, z ktérych jt dna jest réwnolegta doptasczyzny rzutow.

Rzeczywiscie, poniewaz stosunek dwu odcinkéw jakiejkolwiek prostej jest réwny stosunkowi ich

rzuléw, zatem dwie S$rednice prostokatne okregu kota majg za rzuty dwie osie elipsy takie, ze
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kazda z mcii dzieli na dwie réwne czesci cieciwy rownolegte do drugiej, lub innemi stowy, ze rzuty
dwu $rednic prostokatnych okregu kofa sy $rednicami sprzezonemi elipsy; otdz, jezeli jedna z takich
$rednic jest rownoleglty do ptasczyzny rzutéw, ajak wiemy Kkat tych prostych nie zmienia sie w rzu-
cie (8 42), zatem w tym przypadku $rednice sprzezone sy prostokatne i sy osiami elipsy.

Jednem stowem, widoczny jest rzeczy, ze osie elipsy sy rzutami dwu $rednic okregu kota, zktorych
jedna jest rownolegty do ptasczyzny rzutéw druga za$ zlewa sie z linijy najwiekszegospadku ptas-
czyzny kota wzgledem ptasczyzny rzutéw, na Ktory rzut robimy.

137. Koto scisle-styczne. — Kotem S$cisle-stycznem do jakiejs krzywej nazywamy granice kota
stycznego w danym punkcie do lej krzywej i przechodzycego przez drugi punkt krzywej, znajdujycy
sie w odlegtosci nieskonczenie matej od punktu stycznosci, gdy odlegto$¢ la zdyza do zera. Za pomocy
rachunku mozna dowie$¢, ze Srodek kota $cislostycznego jest granicy przeciecia sie normalnej do
krzywej danej w punkcie uwazanym poprowadzonej z normalny ruchomy, ktéra zdyza do pierwszej.

138. Promien kota Scisle-stijcznego w wierzchotku elipsy {fig. 140, tab. VIII). — Niech bedzie elipsa
odniesiona do swych osi xoy- wziywszy podnormalne PN w punkcie M dowolnie obranym na elipsie
i przypusciwszy, ze punkt M zdyza do wierzchotka A, granicy AP bedzie zero, a wskutek tego,
promien kota scisle stycznego w wierzchotku A bedzie granicy podnormalnej PN. W ogdlnosci
mamy

PN =" —yy,
a biorac pochodne y' réwnania elipsy
atr ¥ \v
otrzymamy
f'x _ tfx
fry~
zkyd y
PN = AS.
a_

Przypus¢my obecnie, ze punkt M dyzy do wierzchotka A, to odcigta ar punktu M zdyza¢ bedzie
do a, a oznaczajac przez pi promien kota Scisle stycznego w wierzchotku A, otrzymamy

_b2
Pi T

Oznaczaj”™c przez P2 promien kota scisle stycznego w wierzchotku B matej osi elipsy, i zmieniajac
w poprzedzajacym wzorze a na b, b na a i pi na p2 otrzymamy

’ U_v

Wykres$lmy obecnie $rodki tych kot W tym celu nakre$lmy {fig. 141, tab. VIII) styczne do danej
elipsy w wierzchotkach A iB, potgczmy punkt Az punktem B linijy prosty AB, nastepnie za$ przez punk tD
przeciecia sie stycznych poprowadzmy prostopadte do AB ioznaczmy przez C,, C2punkta przeciecia sie
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tej prostopadtej z osiami elipsy, a tak znalezione punkta beda witasnie srodkami szukanemi; z po-

dobienstwa bowiem tréjkatow CiDA, OBA, ktorych boki sgodpowiednio prostopadte wypada:

CtA OB N
DA~OA Zkad C'A=«-;

a zatem punkt Ci jest wtasnie srodkiem kota $cisle stycznego w punkcie A. W sposob zupetnie podo-
bny znalezlibysmy ze C» jest Srodkiem kota $cisle stycznego do elipsy w punkcie B.

139. Praktyczny sposob kreslenia elipsy, ktdrej osie sg znane {fig. 141, tab. VIII). — Jezeli osie elipsy
nie réznij sie bardzo pomiedzy soba pod wzgledem dtugosci, mozemy nakresli¢ samy krzywez dosta-
teczny Scistoscig, opisujagc z punktow Gxi C3i ich symetrycznych C't, C'2 poprzednio znalezionych,

tuki mn, pq, rs, tu kot scisle stycznych w wierzchotkach elipsy i dopetniajac je tukami np, gr, st, um
nakreslonemi od reki.

140. Wykres$lenia rzutow kola.—Zajmijmy sie teraz rozwigzaniem gtéwnego zadania. jNiech bedzie o
{fig. 142, tab. VIII) rzutem poziomym $rodka i O, jego ktadem naokoto $§ladu poziomego P ptasczyzny
danej, wyznaczonym za pomocy jednego ze sposobdw podanych wyzej.

Dokonczmy wykre$lenia ktadu opisujgc z punktu O, jako $rodka, promieniem danym, okryg kota
ikreslyc rownolegle doPiktadAiB, srednicy poziomej i $Srednicy C,Di ktéra ma nachylenie najwiekszego
spadku ptasczyzny kota i jest prostopadty do AIBLl. Zeby wykresli¢ obecnie elipse bedycy rzutem po-
ziomym kota za pomocy jej wierzchotkéw, dostatecznem bedzie znalez¢ (8 136) rzuty punktow
Aj, Bi, Ci, Dj po sprowadzeniu uprzedniem kota do swego pierwotnego potozenia; podczas tego ruchu
prosta AjBi przychodzi do potozenia ab, a ta ostatnia prosta jest rownolegty do P, przechodzi przez
punkt oi jest ograniczony dwoma prostopadtemi, wyprowadzonemi z punktow w kitadzie Ai,B, lezy-
cych na osi obrotu P; dalej punkt Ct przypada w punkcie ¢ przeciecia si¢ prostopadiej Cdo do osi
obrotu z prosty tyczycy punkta Ati Ctw pierwotnem ich potozeniu, ktéra to prosta w rzucie rozciyga
sie od punktu nieruchomego a do punktu a; wreszcie czwarty wierzchotek elipsy otrzymamy albo spo-

sobem praktycznym, wyznaczajac $rodki , nR kot $cisle stycznych i stosujagc metode podany w para-
grafie 139, albo jednym ze sposob6w podanych w Geometryi analitycznej.

141. KreS$lenie rzutéw rozmaitych punktow lezacych na okregu kota. — Chcac wyznaczyé rzut kota
za pomocy rzutéw rozmaitych punktow lezacych na jego okregu, przeniesmy na figure 143,
tab. VIIlI dane poprzedzajgcego wykre$lenia i na okregu kota w kiadzie obierzmy jakikolwiek
punkt M i; dla podniesienia tego punktu do pierwotnego potozenia potgczmy go ze sSrodkiem powino-
wactwa, kres$lac przez punkt Mi prostopadty do osi obrotu, ktéra bedzie miejscem geometryéznem
punktu szukanego; drugie miejsce geometryczne znajdziemy, podnoszac proste tyczycy punkt Mt
z Oj, ktéra przetnie 0o$ obrotu w punkcie nieruchomym i przyjmie potozenie ji0; punkt prze-
ciecia sie tych dwu prostych jest wtasnie punktem szukanym m.

142. KreS$lenie stycznej w jakimkolwiek punkcie rzutu.

Twierdzenie. — Rzut stycznej w jakimkolwiek punkcie krzywej jest styczng do rzutu krzywej, popro-
wadzong przez rzut punktu stycznosci {fig. aj).— Niech beda: S i P srodek krzywej i ptasczyzna rzutow, G, ¢
krzywa i jej rzut, M, m punkt dany ijego rzut, Mi, m,punkt bardzo bliski pierwszego i jego rzut. Bzutem
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prostej taczacej punkt Mz punktem M, jest prosta tgczaca rzuty tych punktéw t. j. punkta m z
jezeli obecnie bedziemy posuwa¢ punkt M, na krzywej C zblizajgc go coraz wiecej do M, to punkt
posuwac sie bedzie_w tym samym czasie po krzywej ci zbliza¢ bezustannie do punktu m, a poniewaz
sieczna mmi pozostaje bezustannie rzutem siecznej MMU bedzie wiec nig jeszcze w granicy t. j. wtedy
gdy punkta Mj, mLzejda sie jednoczednie jeden z punktemM,
drugi z punktem«; czyli innemi stowy, rzut stycznej do krzy-
wej G w punkcie M jest styczng do rzutu c tejze krzywej
w punkcie m.
Przejdzmy obecnie do wykreslenia podanego na (fig. 143)
i tamze nakreslmy styczne do rzutu kota w punkcie m,
poniewaz styczna szukana jest rzutem stycznej do okregu
kola, rozwigzanie zadania sprowadza si¢ do zrobienia kiadu
tak okregu kota, jakotez i punktu stycznosci sposobem juz
znanym, i naslepnie, do nakreslenia w punkcie Mistycznej
do okregu kota w kiadzie. Ze za$ styczna ta M,0 przecina o$ obrotu w punkcie 0 wspélnym rzutowi
i kladowi stycznej, zatem tgczac punkt m z punktem 0 otrzymamy styczne szukang w rzucie.

143. Rzut punktu najwyzszego i najnizszego, punkt najwyzszy i najnizszy w rzucie. — Punktem
najwyzszym inajnizszym jakiejkolwiekkrzywej jest punkt, w ktorym styczna do krzywej jest pozioma.
W wykres$leniu  klérem sie zajmujemy, punkta te znajdujg sie, wedtug samego ich okre$lenia,
w wierzchotkach matej osi, ktorg sposobem podanym na figurze 142 wykre$lic umiemy. Znalezienie
punklu najwyzszego i punktu najnizszego w rzucie i znalezienie Kkierunku stycznych, otrzymuje
sie wiec bardzo tatwo. | tak, nakre$Slmy przez punkt o proste poziomg as ktorej kitad znajduje sie
na O,«, to proste réwnolegte do 0 18 na kiadzie, beda na figurze podniesionej réwnolegtemu do o,
zkad wypada, ze kreslac styczne Clyl, C%3 do okregu kota w kierunku 0 4, otrzymamy i punktaszukane
i styczne przez te punkta przechodzace, a podnoszac te proste do potozenia prostych poziomych prze-
chodzacych przez punkta yt, y2 a tem samem podnoszac takze punkta stycznosci, ktére przypadng
na przecieciu stycznych podniesionych i prostopadtych do osi obrotu, poprowadzonych przez
punkta Ci i C2 otrzymamy punkta szukane ch c2.

144. Punkta ostateczne w kierunku poprzecznym.—Punktami ostatecznemi jakiejkolwiek krzywej wja-
kimkolwiek kierunku zwyklismy nazywa¢ takie punkta, w ktérych styczne do krzywej sg prostopadte
do tego kierunku. Punkta ktérych obecnie szuka¢ bedziemy a ktore otrzymujg sie w sposob podany
poprzednio, sg na mocy ich okreslenia punktami, w ktorych styczne do krzywej sg pionowe.

Poniewaz wiec prosta pionowa o« jest przedstawiona w kladzie przez proste Cha, za pomocag wiec
stycznych Ihft, B2 do okregu kota w kiadzie poprowadzonych w kierunku prostej Ch*, i po ich
podniesieniu wraz z punktami stycznos$ci B,, B., otrzymamy styczne fadi, (302i punkta stycznosci bi}

ktore sg wiasnie ostatecznemi punktami szukanemi krzywej.

145. Kre$lenie stycznej przez punkt dany zewnatrz kota. — Zeby otrzymaé wprost styczne szukane
nie kreslac rzutéw samejze krzywej, robimy kiad punktu zewnetrznego i z tego punktu na kiadzie

kreslimy styczne do okregu kota, ktore po podniesieniu bedg wtasnie stycznemi szukanemi.

146. Styczne rownolegte do prostej danej. — Jestto tylko szczeg6lny przypadek poprzedzajgcego
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gdyz punkt zewnetrzny w tym razie jest tu przedstawiony w odlegtosci nieskonczenie wielkiej w da
nym kierunku, a wiec wykre$lenie w przypadku, ktérym sie zajmujemy, nie przedstawi zadnej tut
dnosci; dos¢ bowiem nakresli¢ styczne do okregu kota w kiadzie réwnolegle do kiadu danego Kkie
runku i podnie$¢ te styczne a te bede zgdanemi. UzyliSmy juz tego sposobu postepowania moéwigc
0 stycznych poziomych ipionowych przechodzacych przez ostateczne punkta krzywej (88 143 i 144).

147. Punkta spotkania prostej danej z krzywg. - Dla wyznaczenia tych punktéw nalezy zrobi¢ kiad

prostej i krzywej i podnie$¢ punkta przeciecia znalezione w kilaazie.

UWAGA - Trzy ostatnie zadania podane w (88 145, 146 i 147) beda w dalszym ciggu tego dzieta
niezmiernej wagi, a mianowicie przy rozwigzywaniu zadan odnoszacych sie do kreslenia stycznych do
rzutow krzywej, lub do szukania punktoéw przeciecia sie prostej danej z krzywa nie potrzebujac

bynajmniej kresli¢ rzutow tejze krzywej.

148. Potgczenie powyzszych metod. — Jezeli chcemy dokona¢ zmiany obu pfasczyzn rzutéw
w zgdanym kierunku, juzlo dla nadania jakiej$ prostej kierunku prostopadtego do jednej z ptas-
czyzn rzutoéw, juztez dla nadania jakiej$ ptasczyznie potozenia rownolegtego do jednej z ptasczyzn
rzutéw; lub, jezeli dla osiggniecia tegoz samego rezultatu, nadajemy jakiej$ figurze podwojuy ruch
obrotowy naokoto dwu osi odpowiednio prostopadtych do kazdej z ptasczyzn rzutéw, zastosowanie
powyzszych metod przedstawia Wielkie niedostatki. | tak, jezeli tylko ptasczyzna pozioma rzutéw
jest zmieniong, lub co na jedno wychodzi, jezeli tylko jaka$ figura zostata obrécong naokoto osi pro-
stopadiej do ptasczyzny pionowej rzutéw, linija pionu, wzglednie do obserwatora lub wzglednie do
figury uwazanej, traci swéj kierunek naturalny, wskutek czego poglad na wykreslenie staje sie nader
trudnym. Nadto w zastosowaniach, jak np. przy rysunku jakiej$ maszyny,, sklepienia, gruntu, nalezy
postepowac bez przypuszczalnego ruchu tych przedmiotéw z ich potozenia. Niedostatki podobne do
powyzej podanych nie istniejg, jezeli zmieniamy potozenie tylko ptasczyzny pionowej rzutéw, albo-
wiem, w tym przypadku, kierunek pionowej pozostaje statym i potozenie naturalne figury jest przed-
stawione w rzucie poziomym z dostateczng doktadnoscig. Widzimy wiec, iz potozenie ptasczyzny
pionowej moze byé zawsze zmienione bez zadnej z tego powodu niedogodnosci.

Zrozumienie wykresu teoretycznego moze byé tylko o tyle utrudnionern, o ile linija pionu sie zmie-
nia, to jest, o ile potozenie ptasczyzny poziomej rzutow zostato zmienione. Kierunek naturalny pionu
wzglednie do figury przedstawionej ma bardzo matly wptyw i nie ma potrzeby nim sie zajmowac.

Zadanie wiec. odnoszjce sie¢ do sprowadzenia prostej danej lub pl.sczyzn, do potozenia prostopa-
dtego lob réwnolegtego do jednej z ptasczyzn rzutéw, moze byé sprowadzone»,, dla w,kreséw teore-
tycznych, do zmian, przedewszystkiem ptasczyzny pionowej rzutéw; w ten sposéb bomem sprowa-
dzamy zadanie do uzycia tylko dwu pierwszych melod. W innych przypadkach moze sie zdarzy¢, ze
nalezy uzywac innych melod w potaczeniu zsobj; i lak np. wiemy, ze dla utatwienia wykreslenia kta u
danej ptasczyzny, mozemy przedewszystkiem zrobi¢ zmiane ptasczyzny pionowej rzutéw ta , zeby ta
nowa ptasczyzna rzutdw znalazta sie w potozeniu prostopadiem do ptasczyzny, ktdiej chcemy zrobié
ktad, a w len sposéb potaczymy z sobg metode ktadéw z metodg zmiany ptasczyzn lzutou.

149. Zastosowanie.— Ustawi¢, za pomocg potaczenia metod, ptasczyzne dang réwnolegle do ptasczyzny
poziomej rzutow {fig. 144, lab. VIII). - Niech bedzie ptasczyzng dang Patl. Najprzod, stosujgc sie do

CEOMET. WYKRESLNA.
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wnioskdw poprzedzajacego artykutu, uczynmy ptasczyzne dang prostopadty do ptasczyzny pionowej
rzutéw, przyjmujac za nowy o0$ rzutéw proste xlyl, ktérej kierunek jest prostopadty do $ladu pozio-
mego aP ptasczyzny (8 111); kierunek tej nowej linii ziemnej winien dla kazdego szczegdlnego
przypadku by¢ obieranym w taki sposob, zeby wykre$lenie rysunku mogto by¢ jak najprostsze.
W tym nowym uktadzie ptasczyzn rzutoéw, ptasczyzna dana jest przedstawiony przez swe $lady PaP',,
ktére z tatwoscig zostaly wyznaczone na rysunku, postugujgc sie metody ogélny odnoszacy sie do
zmiany ptasczyzn rzutéw wzgledem danej ptasczyzny (§ 107, 2,e wykreslenie). Nastepnie, dla sprowa
dzenia ptasczyzny danej do potozenia oznaczonego w zadaniu, obr6émy ja naokoto osi prostopadtej
do ptasczyzny pionowej rzutow tak, zeby $lad jej pionowy przypadt na prostej Pa rownolegtej do
osi rzutéw xiyl. Potozenie osi obrotu na naszym rysunku jest dowolne, lecz zawsze jest ono dosko
nale oznaczone przez warunki szczeg6lne odnoszace sie do zadania. W tej chwili juz ptasczyzna dana
znajduje sie w potozeniu oznaczonem przez zadanie, gdyz $lad jej pionowy jest P'2, a $lad poziomy
jest prosty, ktéra spotyka piasczyzny poziome w odlegtosci nieskonczenie wielkiej, t. j. jest piosty
rownolegty do nich (§ 3).

150. Zadanie.— Zastapi¢ ptasczyzny rzutéw dwiema ptasczyznamijakkolwiek potozonemi lecz prostopa-
dlemi wzgledem siebie. — Chcac rozwigza¢ niniejsze zadanie za pomocg dwdch pierwszych metod,
nalezy juzto ptasczyzny dane juztez ptasczyzny rzutéw, przedstawi¢ w trzech rozmaitych potozeniach
a mianowicie: 1°Jedne z ptasczyzn danych uczynié prostopadtg do jednej z ptasczyzn rzutéw; 2° uczy-
ni¢ jg nastepnie réwnolegtg tlo drugiej z ptasczyzn rzutéw i 3" w koncu, pizyja¢ diuga ptasczyz e
dany za drugg z ptasczyzn rzutéw.

Zazwyczaj zadanie to, zkadinyd bardzo wazne, pod wzgledem swych zastosowan w ciesiotce daje
sie rozwigzaé w sposOb bez pordwnania latwiejszy, stosujgc metode kiadéw poprzedzony ruchem
obrotowym, lub tez, co dogodniejsza, stosujgc metode kladéw i dopetniajac jy zmiany plasczyzn
rzutéw.

Przed zaczeciem wykre$lenia odnoszgacego sie do ostatniego sposobu zmiany ptasczyzn rzutéw,
oznaczmy nowe plasczyzny spoétrzednych podajgc: 1° potozenie ptasczyzny PaP , kléiy uwazac be-
dziemy za ptasczyzne poziomy, wzgledem dawnych ptasczyzn rzutéow {fig. 115, tab. IN) i - potozc
nie nowej linii ziemnej vh, v'h'; znajac to, dla zupetnego oznaczenia takze innych danych zadania,
nakre$lmy rzuty m, m! jednego z punktéw figury F, ktéry mamy odnie$¢ do nowego ukiadu
ptasczyzn rzutow. _

Dane rzeczy w zadaniu majac obecnie we witasciwych miejscach, wezmy za nowe potoz
ziemnej proste xIVI prostopadty do $ladu poziomego ptasczyzny PaP', wyprowadzony z punktu v i
uczynmy ptasczyzne pionowy rzutéw prostopadty do tej ostatniej ptasczyzny, wtym nowym uva
ptasczyzn rzutéw, ptasczyzna dana zajmie potozenie P(3P'i, a jej $lady P[3 i P iS oznaczy sie z ca g
tatwoscig, postepujac w sposéb podany przez nas w (8 107, 2- wykre$.). Rzut pionowy linii
ziemnej vh, rfh', w tym nowym ukladzie ptasczyzn rzutéw, zchodzi sie ze Sladem pionowym pP'i
ptasczyzny prostopadtej do ptasczyzny pionowej rzutéw, na ktérej to ptasczyznie prosta la lezy, rzut zas
poziomy jej pozostaje ten sam co poprzednio t. j. vh; w kofcu nowy rzut pionowy mi pun u
danego M figury F da sie otrzymaé z tatwoscig, zmieniajac ptasczyzne pionowg rzutow Alzg ¢ me
do punktu m,m"' (§ 103).

Zajmijmy sie obecnie druga czescig wykreSlenia o ktéorem mowa, t. j. kladem nao ., P
czyzny P(3P'i, ktéry podczas tego ruchu winnismy podnie$s¢ dla podniesienia wraz z my figury F
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stale z nig potaczonej; w tych warunkach punkt h pozostanie na miejscu, punkt za$ vj przejdzie
do punktu o, ktéry jest punktem przeciecia tuku kota opisanego przez punkt vj na drugiej plasczy-
znie pionowej z linijg ziemng xiyl, a ztad widzimy ze linija ziemna vh, vjp po zrobieniu ktadu padnie
na prostej xiyi. Podczas ruchu, ktoéry staramy sie wykona¢, c6z sie stato z punktem m'm nalezacym
d° figury P? Ot6z zauwazmy, ze punkt ten znajduje sie na prostopadtej do ptasczyzny PjSP', poprowa-
dzonej przezen, ktéra to prostopadta jest linijg obrazu wzgledem ptasczyzn rzutéw odpowiadajacych linii
ziemnej xiyl, a ktérej rzutem pionowym jest prosta m jf.,, otrzymana kre$lgc z punktu m j prostopadia
do $ladu pionowego P', ptasczyzny, za$ rzutem poziomym jest prosta zchodzaca sie z prostopadig my do
osi obrotu «P poprowadzonej przez punkt m, i ktéradaje: 1°wpunkcie m2 ktory jest ktadem jej spodka,
jeden z rzutéw szukanych punktu M, i 2° znamie ostateczne w naturalnej wielkos$ci tegoz
punktu, za pomocg ktoérego znajdziemy drugi rzut m'2 punktu szukanego, odcinajac w nalezytym kie-
runku naprostopadtej do osi rzutéw x2y: poprowadzonej przez punkt m2, dtugo$¢ » jy 2réwng m jpj.

Jednem stowem moéwigc, cézeSmy znalezli? ZnaleZzliSmy rzuty m2m'2 punktu M odniesionego do
uktadu ptasczyzn rzutéw utworzonego przez kiad naokoto osi ktadu aP ptasczyzny poziomej nowej
PaP na dawna, i ptasczyzny pionowej rzucajacej proste vh, v'h', ktéra to prosta w ktadzie znajduje sie
takze na tejze samej plasczyznie poziomej i zchodzisiez prosta xxy2. Wykreslenie podane dla punktu M
moze by¢ bez zmiany powtérzonenr dla kazdego jakiegokolwiek punktu figury P, mozemy go wiec
uwazal za ostateczne, a zatem zadanie nasze, jako w zupetnosci rozwiazane.

151. Zastosowania. — Wyznaczy¢ najkrétszg odlegdtos¢ dwdch prostych jakichkolwiek _ Przede-
wszystkiem zwroci¢ nalezy uwage na przypadek, w ktorym dwie proste {ddjidjj) sg rownolegte do
jednej z ptasczyzn rzutéow np. do ptasczyzny poziomej; rzuty najkrdtszej odlegtosci takich prostych
ijej naturalna wielko$¢ otrzymuje sie bardzo prosto [fig. 146 tab. 1X), kreslagc proste pionowa ab,a'b’
pi zez punkt przeciecia sie rzutéw poziomych d,dl} i ograniczajac ja w rzucie pionowym rzutami piono-
wemi d , d*. Widocznem jest bowiem, ze prosta ab, alb' spotyka proste dane prostopadle do ich kie-
runku, zatem odrazu wyznacza ona rzuty ich najkrétszej odlegtos$ci; naturalna za$ wielko$¢ tejze przed-
stawiong jest na plasczyznie pionowej rzutéw na alb’, gdyz prosta w przestrzeni AB jest réwnolegia
do tej ptasczyzny.

W jakikolwiek sposéb beda lezaty, wzgledem ptasczyzn rzutdéw, proste dane, ktérych szukamy naj-
krotszej odlegtosci, zawsze sprowadzi¢ bedziemy mogli przypadek dany do przypadku powyzszego
bardzo prostego, przyjmujac za ptasczyzne rzutéw ptasczyzne réwnolegta do obu prostych danych i
na niej linije ziemng, ktdrej ostatecznie kresli¢ nie ma potrzeby.

Zajmijmy sie obecnie rozwigzaniem ogélnego zadania {fig. 147, tab 1X), w ktérem potozenie prostych
danych jest jakiemkolwiek np. (d,d") i (di,dj). Dla otrzymania nowej ptasczyzny rzutéow nakresimy
przez pierwszg z prostych danych ptasczyzne réwnolegta do drugiej prostej; ptasczyzna ta wy-
znaczong bedzie przez proste (d, d') i przez rownolegtg do drugiej prostej, poprowadzong przez jeden
z punktéw pierwszej. Zeby utatwié rozwigzanie, przyjeliémy tu punkt a, al ktérego rzut pionowy znaj-
duje sie na przecieciu prostych (dd'j), aw ten sposéb, nowr ptasczyzna rzutéw wyznaczona jest przez
proste (d,dj i przez proste rownolegta (il; dj) do drugiej prostej (dt, dj), ktére to dwie ostatnie
proste majg rzut pionowy wspo6lny. Oznaczywszy w ten spos6b potozenie nowej ptasczyzny rzutéw
i zachowujac bezzmiennie spos6b postepowania wskazany powyzej, przyjmijmy za nowg linije
ziemng proste prostopadtg do Sladu poziomego 60l ptasczyzny rzutéw, i zmienmy potozenie
ptasczyzny pionowej. W tym nowym ukitadzie ptasczyzn rzutéw punkt a, ol bedzie miat za rzuty a, aj,
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prosta za$ pa\ wyznaczy $lad pionowy ptasczyzny poprowadzonej przez proste [d, d') i Zmienia
jac dalej ptasczyzny rzutéw znajdujemy, ze nowy $lad pionowy prostej (du d\) ma za rzut w dawnym
uktadzie punkt m, m\ aw nowym punktm, m\ ize rzut tego punktu na ptasczyznie odpowiada

spodkowi jj.\ prostopadtej, wyprowadzonej z punktu m\ na $lad fiaj. Po przygotowaniu.w ten sposéb

catego zadania, majac na celu zrobienie kfadu plasczyzny wykonajmy ten kiad naokoto osi

obrotu 00J, wprowadzajgc do tego ruchu takze i proste {dud\), lezacg poza obrebem tej ptasczyzny.
Najprzdéd otrzymamy kiad Ai punktu a,a', a poniewaz punkla e i ot zostajg podczas ruchu statemi,
prosie (d, d ) i ($i,dj) przyjma potozenie A"Q AiCd; nastepnie punkt j;j przechodzi do Mj i wyznacza
po wykonaniu przez proste {du d'j) ruchu nadanego jej przez ptasczyzne (Otfrj), rzut jednego z jej
punktow, tzut poziomy prostej w tem nowcm potozeniu otrzymuje sie, kreslgc przez punkt M, row-
nolegte Di do prostej ADi. W tej chwili wiec figura nasza znajduje si¢ w warunkach podanych na
poczatku niniejszego zadania, a zatem odniesiona do ostatecznego uktadu ptasczyzn rzutéw; najkrétsza
odlegto$¢ proslych danych ma jeden ze swych rzutéw BIC, t. j. w punkcie przeciecia si¢ nowych
rzutow 0AZL; SWDi prostych danych, a znamie prostej dI} dj wzgledem ostatniej ptasczyzny
rzutow przedstawia jej naturalng wielko$é. Obecnie zatem wracajac do pierwotnego ukiadu ptasczyzn
rzutéw, znajdziemy z calg tatwoscig rzuty cb i cb< szukanej najkrotszej odlegtosci dwoch proslych

danych.

CWICZENIA NALEZACE DO ROZDZIALU IV

152. Zadanie |. — Ustawi¢ ptasczyzne dang prostopadle do liniiziemnej.

Sros6B pierwszy. — Zmiana ptasczyzn rzutéw {fuj. 148, tab. 1X). — Wzigwszy pierwszg o$ rzutéw a:,?/,
prostopadtg do $ladu poziomego P ptasczyzny P«P' i zmieniwszy, potozenie ptasczyzny pionowej, na-
stepnie zndw zmieniwszy potozenie ptasczyzny poziomej, i przyjmujac x,jh prostopadta do nowego
$ladu pionowego P'! za nowg 0$ rzutéw, znajdziemy ptasczyzne profilu PcP',.

Spos6b drugi. — Ruch obrotowy (do rozwiazania).
153. Zadanie II. Ustawic jakgkolwiek ptasczyzne réwnolegle do osi rzutéw.
Sposob pierwszy. Zmiana ptasczyzn rzutow {fig. 149, tab. I1X). — Nalezy nakresli¢ linije xpyi

rownolegle do jednego ze Sladéw ptasczyzny PaP' np. do $ladu poziomego P i nastepnie zmieni¢
potozenie plasczyzny rzutdw przeciwnego nazwiska t. j. pionowej. Otrzymana w ten sposéb ptas-

czyzna PP" bedzie rownolegtg do linii ziemnej xpji.

Sposeb drugi. -- Ruch obrotowy (do rozwigzania).
154. ZadanieH|. — Obréci¢ proste dang d, d' o kat dany « naokoto poziomej osi obrotu zz {fig. 150,
lab. 1X). Zmieniwszy potozenie ptasczyzny pionowej rzutéw i biorac nowag linije ziemna xpji w poto-

zeniu prostopadtem do rzutu poziomego osi obrotu i w tym nowym uktadzie plasczyzn rzutéw doko-
nawszy ruchu obrotowego punktéw (ciii), (m,m'j), a po uskutecznieniu tegoz powrdciwszy do pier-

wotnego uktadu, prosta yfi', ym przedstawi potozenie prostej d, d' po obrocie.

155. Zadanie IV.— Obroéci¢ ptasczyzne dang okat dany naokoto prostej obrazu jako osi (do rozwigzania).
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156. Zadanie V. — Obrdci¢ proste dang o kat dany naokoto jakiejkolwiek osi obrotu (do rozwigzania).

157. Zadanie VI. — Pomiedzy dwiema prostemi jakiemikolwiek nakresli¢ proste rownolegtg do ptas-
czyzny danej i majacg dtugo$¢ znang [fig. 151, tab. 1X). — Nalezy przedewszystkiem zrobi¢ ktad plas-
sczyzny danej naokoto jej sladu poziomego, wciggajagc do tego ruchu dwie proste dane. Niech beda,
po dokonaniu ktadu, {d, d) i (dudj) dwie proste dane, to pamietajac, ze rzut uko$ny prostej réwno-
legtej do ptasczyzny rzutéw jest zawsze w naturalnej wielkosci nalezy rzuci¢ dwie proste dane w kie-
runku jednej z nich na ptasczyzne poziomy rzutdéw; przypusémy, ze rzucono je w kierunku pros-
tej (di, d'j), a otrzymamy punkt o jako $lad poziomy prostej (du d\), dla prostej za$ (d, d) proste
taczaca jej slad poziomy 6 z rzutem ukos$nym a jakiegokolwiek punktu a, a’ tej prostej. Po dokona-
niu wskazanych wykreslen, nalezy zakresli¢ z punktu o jako $rodka, promieniem danym tuk Kkota,
a w punktach js, fii przeciecia sie tego luku z prosie 6«, otrzymamy rzut uko$ny punktu nalezacego
do kazdej z prostych i odpowiadajgcego zadaniu. Nareszcie nalezy podnie$s¢ do pierwotnego poto-
zenia punkt j3 ktéry przypadnie w punkcie b, b' i przez ten punkt nakreéli¢ proste poziomg bc, b'c’,
ktéra spotka dwie proste dane, a po podniesieniu ptasczyzny danej do pierwotnego potozenia,
wciggajac do tego ruchu proste tak otrzymana, znajdzie sie jedno rozwiazanie naszego zadania;
w podobny zupetnie sposéb otrzyma¢ mozna drugie rozwigzanie. Doktadno$¢ rozwigzania bedzie
sprawdzona w ten sposo6b, ze rzut prostokatny bc prostej DC winien by¢ réwny i réwnolegty do swego

rzutu ukosnego 0of3.

158. Zadanie VII. — Oznaczy¢ na prostej danej punkt, ktérego odlegto$¢ od drugiej prostej jest

znang (do rozwiazania).
159. Zadanie VIIl. — Uczyni¢ réumolegtemi rzuty pionowe dwdch prostych danych (fig. 152, tab. IX).

SrosoB pierwszy. — Zmiana ptasczyzn rzutéw. — Widzimy przedewszystkiem, ze w nowym ukla-
dzie ptasczyzn rzutéw, ptasczyzny rzucajgce proste (d, dj, (& SI) sg prostopadte do ptasczyzny
pionowej rzutéw i réwnolegte wzgledem siebie, a zatem takze réwnolegte do tychze prostych da-
nych. Zeby wyznaczyé tatwym sposobem jedna z takich ptasczyzn, nalezy nakre$li¢ z punktu a, a',
ktérego rzut pionowy znajduje sie na przecieciu rzutéw pionowych prostych danych (d',Sj, proste
réwnolegtg (du do drugiej z prostych danych (5, 5%; nastepnie wynalezé $lad poziomy O0,, 0
ptasczyzny wyznaczonej przez dwie proste (d, d') i (du 3", a $lad ten tak otrzymany naleze¢ bedzie
do ptasczyzny rzucajacej, prostopadtej do ptasczyzny pionowej rzutow nowo oznaczonej. Majac to,
nalezy nakres$li¢ nowa linije ziemng x iyl prostopadtg do tej ptasczyzny, a w ten sposob, po dokonaniu
zmiany plasczyzny pionowej rzutéw wzglednie do prostych danych, otrzymamy rzuty réwnolegte
szukane dj, 3j.

160. Zadanie IX. — Uczyni¢ réwnolegtemi $lady pionowe dwdch ptasczyzn (fig. 153, tab. I1X).

Sposeb pierwszy. — ZMmiana ptasczyzn rzutéw. — Zeby $lady pionowe dwéch plasczyzn byly row-
nolegte, potrzeba i dostatecznem jest, zeby te ptasczyzny przecinaly sie z sobg podiug prostej obrazu.
Zadanie to da sie wigc rozwigzac szukajac rzutu poziomego vli prostej wspélnego przeciecia ptasczyzn
danych PaP' i QpQ'i kreslac nastepnie linije ziemng wpy" rdwnolegle do lej prostej. Po dokonaniu
zmiany ptasczyzny pionowej rzutéw, Sladami ptasczyzn szukanych bedg P*iP'i, Q(3iQ'i.

161. Zadanie X. — Rozwigza¢ dwa powyzsze zadnia, ozywajgc ruchu obrotowego (do rozwigzania).
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162* Zadanie XI. Dopetni¢ wykreslenia rzutu pionowego kata prostego, znajac jego rzut poziom.y i
rzut pionowy jednego z jego bokéw [fig. 154, tab. IX). — Niech 8,S\, d, beda rzutami danemi. Na-
kresliwszy rzut pomocniczy na ptasczyznie pionowej rzucajacej proste (i,i'), w celu uwydatnienia na
niej kata prostego (8 42), linija ziemna xiyl tej nowej ptasczyzny pionowej zejdzie sie z prosta 8
i po wykonaniu zmiany ptasczyzn rzutéw, znajdzie sie nowy rzut 8\ prostej i rzut s'd wierzchotka ss',
zkad bedzie mozna wynalez¢ rzut d\ drugiego boku kata prostego na ptasczyznie pionowej pomocni-
czej, kreslac przez punkt s\ prostopadtg do ¢5. Drugi wiec bok wyznaczony przez rzuty d\, d w tym
uktadzie ptasczyzn rzutéow, z ktorego przechodzac do pierwotnego uktadu otrzyma sie najprzéd
rzuty t, t' $ladu poziomego tej prostej, a nastepnie i rzut pionowy szukany d'.

163. Zadanie XIl. — Dwie ptasczyzny przecinajgce sie pod katem prostym, doprowadzi¢ za pomocg
trzech ruchéw obrotowych do takiego potozenia, zeby one zeszty sie z ptasczyznami rzutéw [fig. 155,
tab. I1X). — Dang jest jedna z ptasczyzn P«P' przez swe $lady, druga za$ za pomocg prostej (vh, v'h')
ich wspolnego przeciecia. Nalezy tu : 1° sprowadzié¢ ptasczyzne dang P«P', przez obrét jej naokoto osi
obrotu pionowej (zd z'A do potozenia prostopadtego do ptasczyzny pionowej rzutéow t. j. do poto-
zenia P.,0iP'd a nastepnie wciggajac do tego ruchu proste (vh, v'k'), ktéra po obrocie bedzie wyzna-
czona przez swe $lady V i hu 2° obroci¢ tak otrzymang ptasczyzne naokoto osi obrotu 32,z's, wciggajac
znowu do tego ruchu proste, ktorej trzeciem potozeniem bedzie prosta ho)'u lezaca na ptasczyznie
poziomej rzutéw; 3° w koncu wykonawszy trzeci ruch obrotowy naokoto osi z3 z'3 prostopaditej
do ptasczyzny poziomej rzutéw sprowadzimy prosie wspélnego przeciecia vli, v'hina 0$ rzutéw xy,

a tern samem druga ptasczyzne dang na ptasczyzne pionowag rzutéw.

164. Zadanie XIII. — Dwie ptasczyzny przecinajgce sie pod katem prostym., doprowadzi¢ przez
potrdjng zmiane ptasczyzn rzutow do takiego potozenia, zeby one zchodzity sie z ptasczyznami rzutéw (do

rozwigzania).

165. Zadanie XIV. — Znajac rzut poziomy kata tréjsciennego prostokatnego i znamie jego wierzchotka,
znalez¢ jego rzut pionowy (fig. 156, tab. IX). — Niech sa,sb,sc, bedg rzutami poziomemi krawedzi
kata trojsciennego, mamy oznaczy¢ rysunkiem potozenie wierzchotka s' wedtug znamienia danego.
Zeby wyznaczyé rzuty pionowe jednego z punktéw lezacych na kazdej krawedzi, nalezy oznaczyé
$lady $cian kata trdjsciennego na ptasczyznie poziomej jakiejkolwiek; ze za$ Slady te, jak wiemy,
sg prostopadte do rzutow krawedzi (8 40), wystarczy wiec do ich nakre$lenia, obra¢ dowolnie jaki-
kolwiek punkt « lezacy na rzucie poziomym sa jednej z krawedzi, az tego punktu nakresli¢ dwie proste
prostopadte do rzutéw poziomych krawedzi pozostatych sb i sc kata trojsciennego, potgczyé naste-
pnie z sobg punkta przeciecia $ladéw $cian z rzutami krawedzi i3i y linijg prostg /3y, ktéra, jako
sprawdzenie doktadnosci rysunku, winna by¢ prostopadtg do rzutu poziomego pierwszej krawedzi s«.
Znajac obecnie Slady «y, y(3, «3 ptasczyzny poziomej pomocniczej na Scianach kata trojsciennego,
znalez¢ nalezy znamie tej plasczyzny, przecinajac kat trdjscienny, ograniczony plasczyzng pozioma
pomocniczg, ptasczyzng pionowg rzucajaca proste SA ; poniewaz przeciecie to jest tréjkatem prosto-
katnym, ktérego podstawg jest prosta ad a wierzchotkiem punkt lezacy w wierzchotku kata tréj-
$ciennego, otrzymamy go zatem w kitadzie naokoto osi obrotu ad, w punkcie przeciecia Sd po6tokregu
kota zakreslonego na adjako $rednicy, z prostopadtg do podstawy, nakre$long z punktu s. Wzniesienie
wiec wierzchotka kata trojsciennego ponad ptasczyzne pozioma rzutoéw jest rowne sSp, odcinajac je od
punktu s' na sV, prosta rownolegta do linii ziemnej poprowadzona przez punkt oit wyznaczy $lad pio-
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nowy H' ptasczyzny pomocniczej, a odrzucajac na te ostatnig punkta a, j3i y za pomocg prostopadtych
do linii ziemnej, otrzyma sie rzuty pionowe a, (3,y, $ladéow oznaczonych przez krawedzie kata troj-
Sciennego na ptasczyznie H'. Laczac obecnie tak otrzymane punkta z wierzchotkiem s linijami pro-
stemi sal, s'3, sy', otrzymamy wiasnie proste szukane, ktére odpowiadajg zadaniu. Zeby zadanie,
ktérem sie zajmujemy, mogto byérozwigzauem, potrzebnem i dostatecznem jest, zeby katy «sj3, (3y, asy
utworzone przez rzuty poziome krawedzi, zawartych pomiedzy wierzchotkiem i ptasczyzng H', miaty
od 90° do 180°. Wezmy bowiem kat prosty, lezacy na ptasczyznie poziomej rzutéw i obracajmy
go naokoto osi poziomej przecinajgcej jego boki a znajdziemy, ze rzuty poziome jego wierzchotka ru-
chomego beda leze¢ juzto w trojkacie utworzonym przez o$ obrotu z bokami kata pierwotnego,
juztez w tréjkacie symetrycznym pierwszemu, odpowiednio do osi obrotu, zatem rzut kata bedzie
zawartv w granicach od 90“ do 180°, czyli ze warunek ten jest potrzebnym. Powiadamy ze on jest
dostatecznym, bo jezeli katy as/3, (3sy, ysa sg rozwarte, prostopadte «(3, uy, Qy spotykajg boki s/3, sy, <.
przedtuzone z drugiej strony wierzchotka, i punkt s znajduje sie w tréjkacie «f{ty, okragg kota pomoc-
niczy przecina w tym razie, prostopadtg spuszczong z punktu s do ad, a zatem mozemy nakresli¢

kat tréjscienny.

166. Zadanie XV. — Przesuna¢, wzgledem punktu, prostej lub plasczyznzy, jedne z picisczyn rzutéow
rownolegle dojej pierwotnego potozenia (do rozwigzania).

167. Zadanie XVI. — Przez punkt dany poprowadzi¢ proste przecinajgcg inng proste i koto nie lezace
na tej samej ptasczyznie {fig. 157, tab. X). — Niech beda :PaP"' $§ladami ptasczyzny, {d, dj rzutami pro-

stej, m, m' rzutami punktu danego, o rzutem poziomym $rodka kota i 11 jego promieniem.

Rozwiazanie ogolne. — 1° Nakresli¢ nalezy przez punkt dany m,m' i przez proste {d,d') ptas-
czyzne Q; 2° poszukaé prostej wspoOlnego przeciecia ptasczyzny PaP' z plasczyzng Q; 3° wynalez¢
punkta spotkania tej prostej z kotem danem, a taczac je z punktem m, m' otrzymamy witasnie proste
odpowiadajace zadaniu.

W ykresienic.— Zamiast szukac Sladéw prasczyzny Qi kresli¢ je, wystarcza oznaczy¢ przecigcie sie jej

ptasczyzng PaP’, postugujac sie rzutami (d, d') prostej i rzutami m, m! punktu, przez ktére ta pfas-
czyzna jest wyznaczong. W tym celu przyjawszy za ptasczyzne pomocniczg ptasczyzne obrazu przecho-
dzaca przez punkt m, m', ktora przecina ptasczyzne P«P' podtug prostej (tf, t'f') a ptasczyzne Q podtug
prostej {mn,m'n’), punkt a,a’ wspd6lnego przecigcia tych dwoch prostych bedzie wtasnie jednym punk-
tem szukanego przeciecia ptasczyzn P«P' i Q; drugi punkt tegoz przeciecia otrzyma sie, biorgc pod
uwage $lady poziome ptasczyzn i korzystajac zawsze, dla wykres$lenia $ladu ptasczyzny Q, z piostej
{mn,m'nj, znalezionej przy oznaczeniu punktu przeciecia a,a'. | tak, zeby znalez¢ ten drugi punkt,
dosy¢ jest potgczy¢ linijg prostg $lady poziome {h,hj) prostych (win, m'n!) i {d,d'), a prosta hju, wy-
znaczy w punkcie swego przeciecia z prostg aP, $lad poziomy Gprzecigcia sie ptasczyzn. Znajac w len
sposdb proste | wspolnego przeciecia obu w mowie bedgcych ptasczyzn. nalezy dla znalezienia punktu
spotkania-sie tejze prostej i kola, podtug znanej metody podanej w (§ 147), t. j. nie kreslac rzutéw
kota, zrobi¢ kiad, ptasczyzny PaP‘, prostej i kota naokoto osi obrotu aP Kkorzystajac z linii obrazu
{t'a!, ta). Dokonanie ktadu tego i powrot z niego do pierwotnego potozenia tyle juz razy byly powta-
rzane, ze czytelnik z tatwoscig sam bedzie je mogt wyczytaé z figury.
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168. Zadanie XVII. - Znajgc dtugos¢ szesciu krawedzi czworo$cianu,'ptasczyzne jednej jego Sciany
i potozenie jednej krawedzi tej Sciany, nakresli¢ jego rzuty (fig. 158, tab. X ).-N~ch PoT i (ab ab’)
beda siadami ptasczyzny podstawy i rzutamijednej z krawedzi tej podstawy, ktoére przyjmujemy‘jako
dane naprzod. Zrébmy kiad ptasczyzny PaP’, wciggajac do tego ruchu czworoscian, naokoto jej $ladu
poziomego, i na tym kitadzie nakre$Slmy sposobem znanym, w nalezytem potozeniu bok podstawy
(ab, ab), ktéiy pizypadnie w AjB,; sarne podstawe BjAIC,, otrzymamy, z trzech bokéw znanych
kreslac. na kitadzie trojkat.

Jak tylko czwarty wierzchotek po dokonanym ruchu przyjmie potozenie nalezyte, zrébmy ktad jego
z kazdym kolejno tréjkatem, tworzacym jedng ze $cian bocznych czworoscianu, na ptasczyzne pozioma
rzutéw w punktach Di; Da, D3; ktad ten otrzymuje sie z przeciecia tukow koét, zakreslonych z wierzchot-
kéw podstawy Aj, B,, Cj, jako srodkoéw, promieniami rownemi dtugosciom krawedzi bocznych, daza-
cych do odpowiednich s$rodkéw. Po dokonaniu powyzszych wykreslen, gdybysmy chcieli wystawié
w przestrzeni czworos$cian, dostatecznem bytoby, zostawiajgc podstawe jego™ nieruchomg, obrécic
punkla Di,B2,D3 naokoto odpowiednich im krawedzi podstawy, az do ich wzajemnego zejscia sie
w jednym punkcie D w przestrzeni.

Zeby zatem znalezé rzut wierzchotka czworoécianu na plasczyznie podstawy, nalezy wykreélié
punkt D4, ktéry jest punktem spotkania sie trzech prostopadtych do odpowiednich osi obrotéw nakre-
$lonych z punktéw Dj, D,, D:J a figura w ten sposob nakre$lona winna, jako sprawdzenie doktadnosci
rysunku przedstawi¢ ten wynik, ze te trzy prostopadte powinny sie przecig¢ w jednym i tym samym
punkcie. Dla dopetnienia wykreslenia odnoszgacego sie do czwartego wierzchotka D czworoscianu,
nalezy oznaczy¢ odlegtosé tego wierzchotka od podstawy, t. j. wysoko$¢ samego czworoscianu; w tym
celu nalezy zrobi¢ naokoto $ladu JD4 ktad tréojkata w przestrzeni DJD4, ktérego jeden bok JD4
kata prostego jest znany i ktdrego przeciwprostokagtnia <3 znajduje sie w naturalnej wielkosci na
ktadzie. Wykonawszy kiad ten t. j. wykresliwszy tréjkat D&HBD5 otrzymamy wysoko$¢ czworoscianu
D4D5, a za pomocg elementéow witasnie wyznaczonych, mozemy sprowadzi¢ ptasczyzne podstawy na
ptasczyzne P«P',.wciggajac do tego ruchu wierzchotek D.

Inne rozwiazanie (fig. 159, tab. X). — Niech trojkat AiB4Ci, po dokonaniu kitadu ptasczyzny
podstawy czworoscianu naokoto jej $ladu poziomego, przedstawia tez podstawe; wyobrazmy sobie,
dla oznaczenia wierzchotka przeciwlegtego podstawie, trzy kule, ktérych srodki lezg w punktach
Ai, B,, Ci nalezacych do podstawy, a ktérych promienie sg odpowiednio réwne danym krawedziom
bocznym czworoscianu, to jeden z punktow przeciecia sie tych kul wyznaczy witasnie po zrobieniu
ktadu podstawy, wierzchotek szukany czworoscianu.

Dla wyznaczenia tych trzech kul, przedstawmy tylko ich $lady poziome, ktore przedstawiag sie na
ptasczyznie poziomej rzutéw pod postacig trzech két wielkich, majacych srodki w punktach Ai, Bj, C(,
za$ promienie rowne krawedziom czworoscianu; nastepnie nakreSlmy proste przeciecia tych po-
wiezrchni, branych po dwie, a w ten sposéb otrzymamy punkt, w ktérym trzy kule przecinajg sie
z sobg.Po stosownem umieszczeniu prostych wspo6lnego przeciecia kul na pierwotnych ptasczyznach
wyznaczajacych tez kule, znajdziemy rzuty poziome ef, gh, Ik, ktére sa wiasnie osiami pierwotnemi
kot wielkich nakreslonych na figurze, a poniewaz proste te powinny przechodzi¢ przez wierzchotek
szukany, ich rzuty poziome, t. j. trzy osie pierwotne ef, gh, Ik powinny, jako sprawdzenie dokta-
dnosci rysunku, przecinac¢ sie w jednym punkcie D4, ktory bedzie rzutem na ptasczyzne podstawy

czworoscianu jego czwartego wierzchotka szukanego.
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Zeby oznaczy¢ naturalng wielko$é znamienia tego punktu, mozna dla uproszczenia rysunku opisa-
nego powyzej zauwazy¢, ze jest ona réwng potowie cieciwy objetej przez jednag z kul na ich wspoél-
nej osi pierwiastnej, ktéra w naszem zadaniu zchodzi sie z pionowy przechodzacg przez punkt D4
Obecnie wiec, naokoto prostej taczacej punkta C*D*, robigc kiad kota wielkiego kuli C4 nakreslonego
na osi pierwiastnej trzech kul, znajdzie sie wtasnie $lad poziomy kuli C4; a poniewaz o0$ pierwiastna
kul znajdzie sie w kiadzie na prostopadtej do osi obrotu C4D4 poprowadzonej przez punkt D4, prosto-
padta ta D5D4, ograniczona z jednej strony spodkiem D4osi pierwiastnej, a zdrugiej strony kotem wielkiem
w ktadzie, przedstawi znamie szukane w naturalnej wielkosci. Zostaje wiec obecnie, jak to juz miato
miejsce w poprzedzajacym przypadku, powrdéci¢ do pierwotnego potozenia podstawe czworos$cianu,
wciggajac do tego ruchu i wierzchotki jego. Zauwazy¢ nalezy, ze oba rozwigzania, prowadzace do zna-

lezienia rzutu D4wierzchotka czworo$cianu naj